
Ëåêöèÿ 8

Ãåîäåçè÷åñêèå

Ïëàí. Îïðåäåëåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ, óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîñòîÿíñòâî äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè, ñóùåñòâîâàíèå è îäíîçíà÷íàÿ îïðå-
äåëåííîñòü ãåîäåçè÷åñêîé, âûõîäÿùåé èç äàííîé òî÷êè ñ äàííûì âåêòîðîì ñêîðîñòè, ñîõðàíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè àôôèííûõ çàìåíàõ
ïàðàìåòðà, ñóùåñòâîâàíèå è îäíîçíà÷íàÿ îïðåäåëåííîñòü ãåîäåçè÷åñêîé, âûõîäÿùåé èç äàííîé òî÷êè â äàííîì íàïðàâëåíèè, ñîõðàíåíèå
ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè èçîìåòðèè, ñîõðàíåíèå óãëà ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè ãåîäåçè÷åñêîé è âåêòîðîì ïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ, îïåðàöèè íàä
ïîâåðõíîñòÿìè, ïåðåõîä ê ïîäîáëàñòè, ïðîèçâåäåíèå ïîâåðõíîñòåé, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, êàñàòåëüíûé âåêòîð êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ,
òåîðåìà î çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, åå ïðèìåíåíèå ê ñëó÷àþ îòîáðàæåíèÿ
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîâåðõíîñòè íà ñàìó ïîâåðõíîñòü, çàäàííîãî ñ ïîìîùüþ ãåîäåçè÷åñêèõ, ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå, ëîêàëü-
íàÿ äèôôåîìîðôíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, íîðìàëüíûå îêðåñòíîñòè, ðàäèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå, êîíñòðóêöèÿ è åå ñâîéñòâà,
ëåììà Ãàóññà î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ãåîäåçè÷åñêîé ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðå, ëåììà îá îöåíêå äëèíû êðèâîé, ëåæàùåé â íîð-
ìàëüíîé îêðåñòíîñòè, ëåììà î òîì, ÷òî ðàäèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé êðèâîé íà âñåé ïîâåðõíîñòè, ε-âïîëíå íîðìàëüíûå
îêðåñòíîñòè, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ îêðåñòíîñòåé (áåç äîêàçàòåëüñòâà), ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êðàò÷àéøèõ ãåîäåçè÷åñêèõ,
ñîåäèíÿþùèõ ïðîèçâîëüíóþ ïàðó òî÷åê ε-âïîëíå íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè, îïðåäåëåíèå âûïóêëîé îêðåñòíîñòè, òåîðåìà Õîïôà�Ðèíîâà.

Â ýòîé ëåêöèè ìû áóäåì èçó÷àòü êðèâûå, ó êîòîðûõ ïîëå ñêîðîñòåé ïàðàëëåëüíî. Òàêèå êðèâûå, ÿâëÿþùèåñÿ
àíàëîãàìè ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè.

8.1 Ãåîäåçè÷åñêèå

Îïðåäåëèì òåïåðü êðèâûå íà ïîâåðõíîñòÿõ, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ïðÿìûõ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðÿ-
ìàÿ � òðàåêòîðèè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ, ò.å. äâèæåíèÿ ñ íóëåâûì óñêîðåíèåì. Äëÿ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè
àíàëîãîì óñêîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ �êîâàðèàíòíîå óñêîðåíèå�, ò.å. îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ íà ïðîñòðàí-
ñòâî, êàñàòåëüíîå ê ïîâåðõíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, èñêîìûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
ïî ïîâåðõíîñòè, ïðè êîòîðîì òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ ðàâíà íóëþ. Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òî-
ìó, ÷òî óñêîðåíèå (ïîñ÷èòàííîå â Rn) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå òàíãåíöèàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé óñêîðåíèÿ ïðèâîäèò òàêæå ê òîìó, ÷òî äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. èñêîìûå êðèâûå
äîëæíû áûòü ïàðàìåòðèçîâàíû ðàâíîìåðíî (íèæå ìû ôîðìàëüíî äîêàæåì ýòîò ôàêò).

Èòàê, êðèâàÿ γ íà ïîâåðõíîñòè (M,ρ) íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè â êàæäîé òî÷êå êðèâîé γ âûïîëíÿåòñÿ
ëþáîå èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

� óñêîðåíèå γ̈(s) ïåðïåíäèêóëÿðíî Tγ(s)M ;

� (∂γ̇ γ̇)
T = 0;

� ∇γ̇ γ̇ = 0;

� ïîëå ñêîðîñòåé γ̇ êðèâîé γ ïàðàëëåëüíî âäîëü γ.

(íàïîìíèì, ÷òî ìû äîãîâîðèëèñü îòîæäåñòâëÿòü êðèâóþ γ ñ åå âíåøíèì ïðåäñòàâëåíèåì ρ ◦ γ).
Íàïèøåì óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ãåîäåçè÷åñêèå. Ïðèâîäèìûé íèæå ðåçóëüòàò ìãíîâåííîå âûòåêàåò èç ñëåä-

ñòâèÿ 7.8.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü γ(t) � êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè M . Ââåäåì íà M êîîðäèíàòû u1, . . . , um è

ïóñòü
(
u1(t), . . . , um(t)

)
� êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü êðèâîé γ(t). Òîãäà γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ, åñëè è òîëüêî åñëè γ

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîé

îòíîñèòåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ :

(8.1) ük + Γkij u̇
iu̇j = 0, k = 1, . . . ,m.
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Ñèñòåìà (8.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ãåîäåçè÷åñêèõ.
Ïðåäëîæåíèå 7.13, ïðèìåíåííîå ê ïàðàëëåëüíîìó ïîëþ ñêîðîñòåé ãåîäåçè÷åñêîé, ìãíîâåííî ïðèâîäèò ê

ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïðåäëîæåíèå 8.2. Ïóñòü γ(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ. Òîãäà äëèíà åå âåêòîðà ñêîðîñòè ïîñòîÿííà, ò.å. γ(t) �
ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñì. òåîðåìó 63 èç ââåäåíèÿ è îáñóæäåíèå ïîñëå íåå. Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
� ýòî ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò êðèâàÿ, è âåêòîðà ñêîðîñòè ýòîé êðèâîé â ýòîé òî÷êå.

Òåîðåìà 8.3. Äëÿ ëþáîé òî÷êè P ïîâåðõíîñòè (M,ρ) è ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ ∈ TPM ñóùåñòâóåò

ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(s) íà ïîâåðõíîñòè M òàêàÿ, ÷òî γ(s0) = P è γ′(s0) = ξ. Åñëè δ � äðóãàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà M
c òàêèìè æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, òî γ è δ ñîâïàäàþò íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ òîæå ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü òðè-
âèàëüíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ïóñòü γ(s) � íåòðèâèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ è êðèâàÿ δ(t) = γ
(
s(t)

)
ïîëó÷àåòñÿ èç γ

ðåãóëÿðíîé çàìåíîé ïàðàìåòðà. Òîãäà δ � ãåîäåçè÷åñêàÿ, åñëè è òîëüêî åñëè s(t) = at + b, ãäå a 6= 0 è b �
âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êðèâàÿ γ(at+ b) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (8.1), ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
ãåîäåçè÷åñêîé. Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ δ(t), ïîëó÷àþùàÿñÿ èç γ ðåãóëÿðíîé çàìåíîé ïàðàìåòðà,
ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, òîãäà δ̇ = stγ̇, ïðèìåì st 6= 0. Ïî ïðåäëîæåíèþ 8.2, äëèíû âåêòîðîâ ñêîðîñòåé êðèâûõ
γ è δ ïîñòîÿííû, îòêóäà st = const è, çíà÷èò, s = at + b, a, b ∈ R, a 6= 0 (ïîñëåäíåå � â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè
çàìåíû).

Ïðåäëîæåíèå 8.4 èíîãäà ôîðìóëèðóþò òàê: ÷åðåç äàííóþ òî÷êó â äàííîì íàïðàâëåíèè ïðîõîäèò åäèíñòâåí-

íàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Çàìå÷àíèå 8.5. Òàê êàê ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âûðàæàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ
ôîðìó (òåîðåìà 7.1), òî ïðè èçîìåòðèè ãåîäåçè÷åñêèå ïåðåõîäÿò â ãåîäåçè÷åñêèå. Òåîðåìà 8.3, âìåñòå ñ îáñóæ-
äåíèÿìè ïîñëå íåå, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: åñëè äëÿ êàêîé-íèáóäü ïîâåðõíîñòè óäàëîñü îïèñàòü
âñå ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó, òî òàêæå îïèñûâàþòñÿ è âñå ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ îáðàçîì ïðè èçîìåòðèè. Íàïðèìåð, íà ñôåðå äîñòàòî÷íî îïèñàòü ãåîäåçè÷åñêèå, ïðî-
õîäÿùèå ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó. Íî íà ñôåðå âñå ñîâñåì ïðîñòî: óñêîðåíèå êàæäîé ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííîé
áîëüøîé îêðóæíîñòè (ñå÷åíèÿ ñôåðû äâóìåðíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñôåðû) ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ñôåðå, ïîýòîìó âñå òàêèå êðèâûå è èõ ôðàãìåíòû � ýòî ïîëíûé ñïèñîê ãåîäåçè÷åñêèõ (òàê êàê ÷åðåç ëþáóþ
òî÷êó â ëþáîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ïðîâåñòè áîëüøóþ îêðóæíîñòü).

Çàäà÷à 8.6. Îïèøèòå ãåîäåçè÷åñêèå íà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå O(n) (âîñïîëüçóéòåñü ïîíÿòèåì ýêñïîíåíòû
ìàòðèöû è ïîêàæèòå, ÷òî êðèâûå γ(t) = etA, ãäå A � êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè,
ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç E).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.13 ìãíîâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 8.7. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè M çàäàíû ãåîäåçè÷åñêàÿ γ è ïàðàëëåëüíîå âäîëü íåå âåêòîðíîå ïîëå

X. Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈γ̇, X〉 ïîñòîÿííî, â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïîëåì X è âåêòîðîì

ñêîðîñòè γ̇ êðèâîé γ ïîñòîÿííà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðîå óòî÷íåíèå òåîðåìû 8.3, îïèñûâàþùåå çàâèñèìîñòü ãåîäåçè÷å-
ñêèõ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. ×òîáû åãî ñôîðìóëèðîâàòü, ìû ïðåâðàòèì ñåìåéñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
ê ïîâåðõíîñòè â íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì.

8.2 Îïåðàöèè íàä ïîâåðõíîñòÿìè. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ïîâåðõ-

íîñòè

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïåðàöèè íàä ïîâåðõíîñòÿìè, êîòîðûå íàì ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì.
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8.2.1 Îãðàíè÷åíèå ïîâåðõíîñòè íà îáëàñòü

Ïóñòü (M,P, ρ) � ïîâåðõíîñòü, ãäå, íàïîìíèì, àòëàñ P ñîñòîèò èç ïàðàìåòðèçàöèé φα : M → Ωα � áèåêòèâíûõ
îòîáðàæåíèé â íåêîòîðûå îáëàñòè Ωα ⊂ Rm, ïðè÷åì êàæäàÿ çàìåíà ïàðàìåòðèçàöèè φβ ◦ φ−1

α � ãëàäêîå ðåãó-
ëÿðíîå îòîáðàæåíèå. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî íà M îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ, à îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ
êàæäîå ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê M ãîìåîìîðôíî îáëàñòè Ωα,
òî ïðîñòðàíñòâî M òîæå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.

Ïóñòü U ⊂M � íåêîòîðàÿ îáëàñòü. Îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòü (U,PU , ρU ), âûáðàâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðèçàöèé
φUα ∈ PU îãðàíè÷åíèÿ íà U ïàðàìåòðèçàöèé φα ∈ P, à â êà÷åñòâå ρU � îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ ρ íà U . Èìåííî
òàêèì îáðàçîì êàæäóþ îáëàñòü íà ïîâåðõíîñòè ìû áóäåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâåðõíîñòü.

8.2.2 Ïðîèçâåäåíèå ïîâåðõíîñòåé

Ïóñòü (M,PM , ρM ) è (N,PN , ρN ) � äâå ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòü (M×N,P, ρ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïîëîæèì ρ(P,Q) = ρM (P )× ρN (Q), à ïî êàæäîé ïàðå ïàðàìåòðèçàöèé φMα : M → ΩMα è φNβ : N → ΩNβ ïîñòðîèì

ïàðàìåòðèçàöèþ φα,β : M ×N → ΩMα ×ΩNβ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì: φα,β(P,Q) = φMα (P )×φNβ (Q) äëÿ âñåõ P ∈M
è Q ∈ N . Âñå ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðèçàöèè φα,β îòíåñåì ê P è áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèìè. Íàïîìíèì,
÷òî â àòëàñ äîëæíû âõîäèòü âñå îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ òàêæå è çàìåíàìè êîîðäèíàò â îáëàñòÿõ ΩMα ×
ΩNβ . Äîáàâèì èõ, è âñå äîáàâëåííûå êîîðäèíàòû áóäåì íàçûâàòü íåêàíîíè÷åñêèìè. Ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïîâåðõíîñòåé M è N .

8.2.3 Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

Ïóñòü (M,P, ρ) � ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè m â Rn. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî TM := ∪P∈M{P} × TPM , ôàêòè-
÷åñêè ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê ïîâåðõíîñòè.

Ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòü (TM, TP, Tρ) ðàçìåðíîñòè 2m â R2n ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî φα : M → Ωα
èç P îïðåäåëèì áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå Tφα : TM → Ωα × Rm òàê. Òî÷êà èç TM � ýòî ïàðà (P, ξ), ãäå
P ∈ M è ξ ∈ TPM . Åñëè u1, . . . , um � êîîðäèíàòû íà M , îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðèçàöèåé φα, P = (u1, . . . , um)
è ξ = (ξ1, . . . , ξm) � êîîðäèíàòíûå çàïèñè òî÷êè P è âåêòîðà ξ â êîîðäèíàòàõ ui, òî ïîëîæèì

Tφα(P, ξ) = (u1, . . . , um, ξ1, . . . , ξm).

Êîîðäèíàòû, çàäàííûå îòîáðàæåíèåì Tφα, áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûìè.
Åñëè v1, . . . , vm � êîîðäèíàòû íà M , çàäàííûå äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèåé φβ ∈ P, òî

Tφβ ◦ (Tφα)−1(u1, . . . , um, ξ1, . . . , ξm) =
(
v1(u1, . . . , um), . . . , vm(u1, . . . , um), v1uiξi, . . . , vmuiξi

)
,

èëè, â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå, Tφβ◦(Tφα)−1 =
(
φβ◦φ−1

α , d(φβ◦φ−1
α )
)
. Çàìåòèì, ÷òî ýòè çàìåíû ïàðàìåòðèçàöèè

� ãëàäêèå ðåãóëÿðíûå îòîáðàæåíèÿ. Îòíåñåì âñå îòîáðàæåíèÿ Tφα êî ìíîæåñòâó TP. Òàê êàê â àòëàñ äîëæíû
âõîäèòü òàêæå âñå îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ çàìåíàìè êîîðäèíàò â îáëàñòÿõ Ωα × Rm, äîáàâèì èõ, è âñå
äîáàâëåííûå êîîðäèíàòû áóäåì íàçûâàòü íåëèíåéíûìè.

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ïîãðóæåíèå Tρ : TM → R2n, ïîëîæèâ Tρ(P, ξ) = ρ(P ) × ξ (íàïîìíèì, ÷òî ξ ∈ TPM
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå Rn).

Îïðåäåëåíèå 8.8. Ïîâåðõíîñòü (TM, TP, Tρ) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ïîâåðõíîñòè (M,P, ρ).

Çàìå÷àíèå 8.9. Êàê âûãëÿäèò òîïîëîãèÿ íà TM , ïîðîæäåííàÿ àòëàñîì TP? Â êà÷åñòâå áàçû ýòîé òîïîëîãèè
ìîæíî âçÿòü ïðîîáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè Tφα äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà U × V , ãäå U ⊂ Ωα � îòêðûòûé
øàð â êîîðäèíàòàõ u1, . . . , um, à V � îòêðûòûé øàð â Rm â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ξ1, . . . , ξm. Òàêîé ïðîîáðàç
áóäåò ñîñòîÿòü èç îáúåäèíåíèé ìíîæåñòâ {P} × VP ⊂ M × Rn, ñîñòîÿùèõ èç ïàð (P, ξ), P = φ−1

α (u1, . . . , um),
ξ = ξiρui(u1, . . . , um), ãäå (u1, . . . , um) ïðîáåãàåò øàð U , à (ξ1, . . . , ξm) � øàð V .

Çàìå÷àíèå 8.10. Âûÿñíèì, êàê âûãëÿäèò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (P, ξ) ∈ TM è ðàññìîòðèì â TM êðèâóþ δ(t) =

(
P (t), ξ(t)

)
, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç (P, ξ):

P (0) = P è ξ(0) = ξ. Ïóñòü u1, . . . , um � êîîðäèíàòû íà M , òîãäà

P (t) =
(
u1(t), . . . , um(t)

)
è ξ(t) = ξi(t)ρui

(
u1(t), . . . , um(t)

)
.
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Ïîëîæèì ξi = ξi(0), ζi = u̇i(0), ζ = (ζ1, . . . , ζm), ηi = ξ̇i(0), η = (η1, . . . , ηm), òîãäà (âñå ïðîèçâîäíûå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïðè t = 0)

δ̇ = (Ṗ , ξ̇iρui + ξiu̇jρuiuj ) = (ζ, ηiρui + ξiζjρuiuj ),

â ÷àñòíîñòè, äëÿ ξ = 0 èìååì δ̇(0) = (ζ, η) ∈ TPM × TPM .

Äëÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå π : TM → M , ñîïîñòàâëÿþùåå
ïàðå (P, ξ) òî÷êó P . Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ (åñòåñòâåííîé) ïðîåêöèåé. Êðîìå òîãî, êàæäîå êàñàòåëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå X íàM ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãëàäêîå îòîáðàæåíèå X : M → TM , äëÿ êîòîðîãî π◦X : M →
M � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò åùå ñå÷åíèÿìè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

8.3 Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå è íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû

Ïðèâåäåì òåïåðü óòî÷íåíèå òåîðåìû 8.3, êîòîðîå âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óòî÷íåíèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâî-
âàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. À èìåííî, â íåì ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ ÎÄÓ îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ó êàæäîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ åñòü
îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé êàæäîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (−ε, ε), ãäå ε íå çàâèñèò îò âû-

áîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ïðè ýòîì, ðåøåíèå ãëàäêèì îáðàçîì çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ñì. ïîäðîáíîñòè
íàïðèìåð â [1] èëè â [2].

Ñëåäñòâèå 8.11. Ïóñòü (M,ρ) � ïîâåðõíîñòü, P ∈ M è ξ ∈ TPM . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü

V ⊂ TM òî÷êè (P, ξ) è òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè Q ∈M è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ζ ∈ TQM , óäîâëå-

òâîðÿþùèõ (Q, ζ) ∈ V , ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γQ,ζ : (−ε, ε) → M , äëÿ êîòîðîé γQ,ζ(0) = Q è γ̇Q,ζ(0) = ζ.
Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé γ : V × (−ε, ε) → M , γ(Q, ζ, t) = γQ,ζ(t), è ýòî îòîáðàæå-

íèå � ãëàäêîå. Òàê êàê ëèíåéíàÿ çàìåíà ïàðàìåòðà îñòàâëÿåò ãåîäåçè÷åñêèå ãåîäåçè÷åñêèìè, òî ìîæíî òàê

ïîäîáðàòü V è ε, ÷òîáû ε áûëî áîëüøå 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 8.11 â ñëó÷àå, êîãäà ξ = 0 è ε > 1. Ïóñòü U = V ∩ TPM , òîãäà îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå expP : U →M , çàäàííîå òàê: expP (ζ) = γ(P, ζ, 1).

Òåîðåìà 8.12. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P ïîâåðõíîñòè M â Rn, ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð Ur(0) ⊂ TPM (îò-
íîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî èç Rn, ò.å. îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû) òàêîé,
÷òî Ur(0) âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ expP , è îãðàíè÷åíèå expP íà Ur(0) ÿâëÿåòñÿ äèôôåî-

ìîðôèçìîì ñ îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè, ââåäåííûìè â îáñóæäåíèè ïåðåä òåîðåìîé. ßñíî, ÷òî
îòîáðàæåíèå expP � ãëàäêîå, òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ èç ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ γ ôèêñèðîâàíèåì äâóõ �êîîðäèíàò�.
Òàê êàê U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî TPM , ñîäåðæàùåå 0, â TPM ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð Ua(0) ñ öåíòðîì
â 0 ðàäèóñà a > 0, ñîäåðæàùèéñÿ â U .

Âû÷èñëèì äèôôåðåíöèàë ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå 0 ∈ TPM . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå
ζ ∈ Ua(0), òîãäà ïðè âñåõ t ∈ [0, 1] âåêòîðû tζ ñîäåðæàòñÿ â Ua(0) è, çíà÷èò, äëÿ íèõ îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
expP . Ðàññìîòðèì êðèâóþ δ(t) = tζ, òîãäà δ(0) = 0, δ̇(0) = ζ è îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ (expP ◦ δ)(t) = expP (tζ).
Âûÿñíèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýòà êîìïîçèöèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç γP,tζ(s) ìû îáîçíà÷èëè ãåîäåçè÷åñêóþ, äëÿ êîòîðîé γP,tζ(0) = P è γ̇P,tζ(0) = tζ.

Ëåììà 8.13. Ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γP,ζ(t) = γP,tζ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè t = 0 ãåîäåçè÷åñêàÿ γP,tζ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó P = γP,ζ(0). Ïðè t > 0 ó âñåõ ãåîäåçè-
÷åñêèõ γP,tζ(s) âåêòîð ñêîðîñòè â òî÷êå s = 0 ñîíàïðàâëåí ñ ζ, ïîýòîìó âñå îíè ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîé è òîé æå
ãåîäåçè÷åñêîé γP,ζ(τ) ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïàðàìåòðà τ . Òàê êàê ïàðàìåòðèçàöèÿ êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé ðàâ-
íîìåðíàÿ, à ñêîðîñòü ïàðàìåòðèçàöèè ãåîäåçè÷åñêîé γP,tζ ðàâíà äëèíå åå âåêòîðà ñêîðîñòè, ò.å. t‖ζ‖, òî äëèíà
ó÷àñòêà ãåîäåçè÷åñêîé γP,tζ(s) ìåæäó s = 0 è s = 1 ðàâíà t‖ζ‖, ïîýòîìó íà ãåîäåçè÷åñêîé γP,ζ(τ) òî÷êà γP,tζ(1)
ñîîòâåòñòâóåò τ = t, ò.å. γP,ζ(t) = γP,tζ(1), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïî ëåììå 8.13,

(expP ◦δ)(t) = expP (tζ) = γP,tζ(1) = γP,ζ(t),

ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç êðèâîé δ ïðè îòîáðàæåíèè expP , ò.å. êðèâàÿ expP ◦δ, ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì îòðåçêîì
ãåîäåçè÷åñêîé γP,ζ , ïîýòîìó (d expP )0 ïåðåâîäèò âåêòîð ξ â ñåáÿ (ìû îòîæäåñòâëÿåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
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ê TPM â òî÷êå 0 ñ ñàìèì ïðîñòðàíñòâîì TPM). Íî ïîñëåäíåå, ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, îçíà÷àåò,
÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ expP íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü U0 ⊂ TPM òî÷êè 0 ∈ TPM ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè P . Ïî îïðåäåëåíèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, â U0 ñóùåñòâóåò èñêîìûé
îòêðûòûé øàð Ur(0).

Òàê êàê îòîáðàæåíèå expP ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ìåæäó îòêðûòûì øàðîì Ur(0) è åãî îáðàçîì UP �
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè P ∈ M , � ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî çàäàòü â UP êîîðäèíàòû: âûáèðàåì â TPM ïðîèçâîëü-
íûé îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó êîîðäèíàòû, òîãäà expP ïåðåíîñèò ýòè êîîðäèíàòû íà UP .
Îïðåäåëåííûå òîëüêî ÷òî êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè ñ öåíòðîì â òî÷êå P . Îêðåñòíîñòè Ur(0) è
UP íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè, à r � ðàäèóñîì îáåèõ ýòèõ îêðåñòíîñòåé (íèæå ìû îáîñíóåì ïðèìåíåíèå òåðìèíà
ðàäèóñ ê îêðåñòíîñòè UP ). Òàêæå íåòðèâèàëüíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ âèäà expP (t ξ), ãäå ξ 6= 0 ñîäåðæèòñÿ â TPM è
ìîæåò ëåæàòü âíå Ur(0), à t ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî íåêîòîðîãî 0 < a < r/‖ξ‖ (ãåîäåçè÷åñêàÿ íà÷èíàåòñÿ
â öåíòðå íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè UP ⊂M è íå âûõîäèò èç íåå), áóäåì íàçûâàòü ðàäèàëüíîé.

Çàäà÷à 8.14. Âûÿñíèòå, êàê âûãëÿäÿò â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â òî÷êå P

(1) ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â òî÷êå 0 ∈ TPM ;

(2) ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P ;

(3) ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â òî÷êå 0 ∈ TPM .

8.4 Ìèíèìàëüíûå ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ

Ïðîäîëæèì èçó÷àòü ñâîéñòâà íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò.

Êîíñòðóêöèÿ 8.15. Ïóñòü Ur(0) ⊂ TPM � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ
êðèâóþ v : (−ε, ε) → TPM , äëÿ êîòîðîé íîðìà

∥∥v(s)∥∥ ïîñòîÿííà è ðàâíà íåêîòîðîìó ÷èñëó a > 0, â ÷àñòíîñòè,
êðèâàÿ v íå ïðîõîäèò ÷åðåç 0. Ïîëîæèì b = r/a, òîãäà ïðè âñåõ t ∈ (−b, b) è âñåõ s ∈ (−ε, ε) òî÷êà t v(s) ëåæèò
â Ur(0). Çàäàäèì îòîáðàæåíèå f : (−b, b)× (−ε, ε) →M òàê:

f(t, s) = expP
(
t v(s)

)
.

Ëåììà 8.16. Îòîáðàæåíèå f èç êîíñòðóêöèè 8.15 � ãëàäêîå è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ∈ (−ε, ε) êðèâàÿ γ(t) = f(t, s) � ãåîäåçè÷åñêàÿ íà M , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

P = γ(0) è èìåþùàÿ â P ñêîðîñòü γ̇(0) = v(s). Â ÷àñòíîñòè, íîðìà ‖ft‖ =
∥∥v(s)∥∥ = a íå çàâèñèò îò t,

à âåêòîð ftt ïåðïåíäèêóëÿðåí M .

(2) Âåêòîðû ft è fs âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû â êàæäîé òî÷êå (t, s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå f � ãëàäêîå êàê êîìïîçèöèÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ (t, s) 7→ t v(s) è expP .
Ïóíêò (1) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíòû.
Äîêàæåì òåïåðü ïóíêò (2). Ïîëîæèì g(t, s) = 〈ft, fs〉. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî g(t, s) ≡ 0. Ïðîäèôôåðåí-

öèðóåì g ïî t:
gt = 〈ft, fs〉t = 〈ftt, fs〉+ 〈ft, fst〉.

Ïî ïóíêòó (1), âåêòîð ftt ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòèM , ïîýòîìó åãî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì fs ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, 〈ftt, fs〉 = 0.

Äàëåå, 〈ft, fst〉 = 1
2 〈ft, ft〉s, íî, ñíîâà ïî ïóíêòó (1), âåëè÷èíà 〈ft, ft〉 = a2 ïîñòîÿííà, ïîýòîìó 〈ft, ft〉s = 0.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî gt = 0 è, çíà÷èò, ôóíêöèÿ g(t, s) íå çàâèñèò îò t. Â ÷àñòíîñòè, g(t, s) = g(0, s), îäíàêî
f(0, s) = expP (0) = P , ïîýòîìó fs(0, s) = 0 è, çíà÷èò,

g(t, s) = g(0, s) =
〈
ft(0, s), fs(0, s)

〉
= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Âî ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ, ïóñòü òåïåðü 0 < a < r. Ïîëîæèì Σa = {ξ ∈ TPM : ‖ξ‖ = a}. Òîãäà Σa �
ñôåðà â TPM è, çíà÷èò, � ðåãóëÿðíàÿ íåÿâíàÿ ïîâåðõíîñòü. Îáîçíà÷èì Sa îáðàç ñôåðû Σa ïðè îòîáðàæåíèè
expP . Òàê êàê îòîáðàæåíèå expP , îãðàíè÷åííîå íà Ur(0), � äèôôåîìîðôèçì ñ îáðàçîì, Sa � ðåãóëÿðíàÿ
íåÿâíàÿ ïîâåðõíîñòü. Îíà íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðîé.
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Ëåììà 8.17 (Ãàóññ). Äëÿ êàæäîãî ξ ∈ Σa ⊂ TPM ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(t) = expP (tξ) ïåðïåíäèêóëÿðíà Sa â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ Q = γ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð γ̇(1) ïåðïåíäèêóëÿðåí êàæäîìó êàñàòåëüíîìó âåêòîðó η ∈
TQSa. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ êðèâóþ w : (−ε, ε) → Sa, äëÿ êîòîðîé w(0) = Q è ẇ(0) = η. Òàê êàê
expP � äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ êðèâàÿ v(s) = exp−1

P

(
w(s)

)
íà Σa, ïðè÷åì w(s) = expP

(
v(s)

)
.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f(t, s) èç êîíñòðóêöèè 8.15, ïðèìåíåííîé ê êðèâîé v(s), òîãäà, â îáîçíà÷åíèÿõ
ýòîé êîíñòðóêöèè, b = r/a > 1, γ(t) = f(t, 0), γ̇(t) = ft(t, 0), f(1, s) = w(s) è, ïîýòîìó, fs(1, 0) = ẇ(0) = η. Íî, ïî
ëåììå 8.16, âåêòîðû ft è fs îðòîãîíàëüíû, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 8.18. Ïóñòü UP � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P ∈M ïîâåðõíîñòèM , è γ : [a, b] → UP � ãëàäêàÿ

ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P . Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ δ = exp−1
P ◦γ â êàñàòåëüíîì

ïðîñòðàíñòâå TPM . Òîãäà äëèíà |γ| êðèâîé γ îöåíèâàåòñÿ òàê :

(8.2) |γ| ≥
∣∣∣∥∥δ(b)∥∥− ∥∥δ(a)∥∥∣∣∣,

ãäå íîðìà â TPM , êàê âñåãäà, ïîðîæäåíà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè M . Áîëåå òîãî, â

ôîðìóëå (8.2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, åñëè è òîëüêî åñëè êðèâàÿ γ ìîíîòîííî ïàðàìåòðèçóåò îòðåçîê

ðàäèàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé, âûïóùåííîé èç P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì r(s) =
∥∥δ(s)∥∥ è v(s) = δ(s)/

∥∥δ(s)∥∥, òîãäà δ(s) = r(s)v(s), ïðè÷åì
∥∥v(s)∥∥ ≡ 1 è

γ(s) = expP
(
r(s)v(s)

)
. Ïðèìåðèì ê êðèâîé v(s) êîíñòðóêöèþ 8.15, ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ f(t, s)

è çàìåòèì, ÷òî γ(s) = f
(
r(s), s

)
. Òàê êàê, â ñèëó ëåììû 8.16, âåêòîðû ft è fs îðòîãîíàëüíû, à ‖ft‖ = ‖v(s)‖ = 1,

èìååì
γ̇ = ft ṙ + fs ⇒ ‖γ̇‖ = ‖ft‖ |ṙ|+ ‖fs‖ ≥ ‖ft‖ |ṙ| = |ṙ|,

è, çíà÷èò,

(8.3) |γ| =
∫ b

a

‖γ̇(s)‖ ds ≥
∫ b

a

|ṙ(s)| ds ≥
∣∣∣∣∫ b

a

ṙ(s) ds

∣∣∣∣ = ∣∣r(b)− r(a)
∣∣ = ∣∣∣∥∥δ(b)∥∥− ∥∥δ(a)∥∥∣∣∣.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî â ôîðìóëå (8.3) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè è òîëüêî åñëè fs ≡ 0. Òàê
êàê expP �äèôôåîìîðôèçì ñ îáðàçîì, ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé s 7→ t v(s) â
êàñàòåëüíîé ïðîñòðàíñòâå TPM òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â 0. Íàïîìíèì, ÷òî f(t, s) = expP

(
t v(s)

)
. Òàê êàê ìû

ðàññìàòðèâàåì êðèâûå, íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç P , òî íàñ èíòåðåñóåò ýòîò ðåçóëüòàò ïðè t 6= 0, à â òàêèõ òî÷êàõ
îí ðàâíîñèëåí v̇ ≡ 0, ò.å. v(s) = v0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáðàç êðèâîé γ ëåæèò íà ãåîäåçè÷åñêîé expP (t v0).

Äàëåå, âòîðîå íåðàâåíñòâî èç ôîðìóëû (8.3) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè è òîëüêî åñëè ṙ íå ìåíÿåò çíàê,
ò.å. êðèâàÿ γ ìîíîòîííî ïàðàìåòðèçóåò ñîîòâåòñòâóþùèé îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé expP (t v0). Äîêàçàòåëüñòâî
çàêîí÷åíî.

Ñëåäñòâèå 8.19. Ïóñòü UP � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P ∈ M ïîâåðõíîñòè M , è γ : [0, 1] → M �

ãëàäêàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó P = γ(0) ñ îòëè÷íîé îò íåå òî÷êîé Q = γ(1) ∈ UP .
Ïóñòü δ(t) = expP (t ξ) � ðàäèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, òàêæå ñîåäèíÿþùàÿ P = δ(0) è Q = δ(1). Òîãäà |γ| ≥ |δ|,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè êðèâàÿ γ ìîíîòîííî ïàðàìåòðèçóåò îáðàç êðèâîé δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà êðèâàÿ γ ëåæèò â îêðåñòíîñòè UP . Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé øàð Bd(0) ⊂ TPM ,
ãäå d ñòîëü ìàëî, ÷òî òî÷êà Q ëåæèò âíå îêðåñòíîñòè B = expP

(
Bd(0)

)
, è ïóñòü γ(t′) � ïîñëåäíÿÿ òî÷êà âûõîäà

êðèâîé γ èç îêðåñòíîñòè B. Òîãäà äëÿ êðèâîé γ|[t′,1] ïðèìåíèìà ëåììà 8.18, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé

|γ| ≥
∣∣γ|[t′,1]∣∣ ≥ ‖Q‖ − d = |δ| − d,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè γ|[t′,1] ìîíîòîííî ïàðàìåòðèçóåò ÷àñòü δ. Îñòàëîñü óñòðåìèòü
d ê 0.

Åñëè æå îáðàç êðèâîé γ íå ëåæèò â UP , òî ýòà êðèâàÿ ïåðåñåêàåò ãåîäåçè÷åñêóþ ñôåðó Sa ⊂ U íåêîòîðîãî
ðàäèóñà a, áîëüøåãî, ÷åì |δ|. Íî òîãäà, â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, |γ| ≥ a > |δ|.

Çàäà÷à 8.20. Ïóñòü UP � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü ðàäèóñà r òî÷êè P ∈ M ïîâåðõíîñòè M è 0 < a < r.
Ïîêàæèòå, ÷òî



8.4. Ìèíèìàëüíûå ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ 93

(1) ìíîæåñòâà expP
(
Ua(0)

)
⊂M è expP

(
Ba(0)

)
⊂M � ñîîòâåòñòâåííî îòêðûòûé è çàìêíóòûé øàðû ðàäèóñà

a ñ öåíòðîì â òî÷êå P îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé ìåòðèêè ïîâåðõíîñòè M ;

(2) ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà Sa ñ öåíòðîì â òî÷êå P ïîâåðõíîñòè M ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé â ñìûñëå âíóòðåííåé ìåò-
ðèêè: Sa ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ îò P íà âíóòðåííåì ðàññòîÿíèè a;

(3) òîïîëîãèÿ, çàäàííàÿ íà M ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåé ìåòðèêè, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé.

Ïðè ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ expP ìû ôèêñèðîâàëè äâå ñîñòàâëÿþùèå îòîáðàæåíèÿ γ(Q, ζ, t), à èìåííî,
Q = P è t = 1. Åñëè ôèêñèðîâàòü òîëüêî t, òî ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû
ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 8.21. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P ïîâåðõíîñòèM ñóùåñòâóåò òàêàÿ íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü U è òàêîå

ε > 0, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè Q ∈ U èìååòñÿ íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü ðàäèóñà ε, ñîäåðæàùàÿ U .

Îïðåäåëåíèå 8.22. Îêðåñòíîñòü U èç òåîðåìû 8.21 íàçîâåì ε-âïîëíå íîðìàëüíîé. Åñëè ðàññóæäåíèÿ íå èñ-
ïîëüçóþò ε èëè ââîäÿò åãî ñàìîñòîÿòåëüíî, òî òàêóþ îêðåñòíîñòü íàçûâàþò ïðîñòî âïîëíå íîðìàëüíîé.

Çàäà÷à 8.23. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ âïîëíå íîðìàëüíîé.

Ñëåäñòâèå 8.24. Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíàÿ ε-âïîëíå íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P ïîâåðõíîñòè M ,

òîãäà êàæäàÿ ïàðà òî÷åê Q1, Q2 ∈ U ñîåäèíÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé â M , äëèíà êîòîðîé ìåíüøå

ε, ïðè÷åì ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ � êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ â M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê U ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè UQ1 ðàäèóñà ε, òî÷êà Q2

ñîåäèíÿåòñÿ âM ñ òî÷êîé Q1 ãåîäåçè÷åñêîé γ(t) = expQ1
(t ξ) äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ Uε(0) ⊂ TQ1M : Q1 = γ(0), Q2 =

γ(1), |γ| = ‖ξ‖ < ε. Â ñèëó áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ expQ1
, îãðàíè÷åííîãî íà Uε(0), è òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè

äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, íèêàêèå äðóãèå ðàäèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå, âûõîäÿùèå èç Q1 è èìåþùèå äëèíó ìåíüøå ε, íå
ñîåäèíÿþò òî÷êè Q1 è Q2. Âñå îñòàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå, ñîåäèíÿþùèå Q1 è Q2, ò.å. âûõîäÿùèå èç îêðåñòíîñòè
UQ1 , â ñèëó ñëåäñòâèÿ 8.19 áóäóò íå êîðî÷å ε (óáåäèòåñü â ýòîì). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî Q1 è
Q2 ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé γ äëèíû ìåíüøå ε. Ñíîâà ïî ñëåäñòâèþ 8.19, ãåîäåçè÷åñêàÿ γ íå
äëèííåå âñåõ îñòàëüíûõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ Q1 è Q2, ò.å. γ � êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ.

Çàìå÷àíèå 8.25. Îòìåòèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïîñòðîåííàÿ â ñëåäñòâèè 8.24, íå îáÿçàíà ñîäåðæàòüñÿ â îêðåñò-
íîñòè U . Åñëè æå êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ε-âïîëíå íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè U ,
ñîäåðæèòñÿ â U , òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü U íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ îêðåñòíîñòü.

Çàäà÷à 8.26. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòèM êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [a, b] →M � ëîêàëüíî
êðàò÷àéøàÿ, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî îãðàíè÷åíèå γ íà [a, b] ∩ [t − ε, t + ε]
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñðåäè âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ åå êîíöû. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãåîäåçè÷åñêîé, êîòîðàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñðåäè êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ åå êîíöû.

Çàäà÷à 8.27. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.

8.4.1 Òåîðåìà Õîïôà�Ðèíîâà

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîãîâîðèì î ñâÿçè ñâîéñòâ ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà 8.28 (Õîïô�Ðèíîâ). Ïóñòü (M,ρ) � ïîâåðõíîñòü, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (1)�(4) ïîïàðíî
ýêâèâàëåíòíû, è êàæäîå èç íèõ âëå÷åò (5):

(1) ñóùåñòâóåò òî÷êà P ∈M òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå expP îïðåäåëåíî íà âñåì TPM ;

(2) çàìêíóòûå è îãðàíè÷åííûå (îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé ìåòðèêè) ïîäìíîæåñòâà M êîìïàêòíû;

(3) âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè M � ïîëíàÿ;

(4) äëÿ êàæäîé òî÷êè Q ∈M îòîáðàæåíèå expQ îïðåäåëåíî íà âñåì TQM (òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûìè);

(5) êàæäàÿ ïàðà òî÷åê P,Q ∈M ñîåäèíÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé äëèíû |PQ|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì, ÷òî èç (1) âûòåêàåò (5′), ãäå (5′) îòëè÷àåòñÿ îò (5) ëèøü òåì, ÷òî â íåì òî÷êà
P íå ëþáàÿ, à óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1). Çàòåì ìû ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìïëèêàöèé: (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (1). Òåì ñàìûì, óñòàíîâèâ ðàâíîñèëüíîñòü (1) è (4), ìû äîêàæåì
èìïëèêàöèþ (1) ⇒ (5) è, çíà÷èò, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå (1)�(4) ñàìî âëå÷åò (5).

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê äîêàçàòåëüñòâó êîíêðåòíûõ èìïëèêàöèé, ïðèâåäåì ðÿä ïîëåçíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî
ëåìì.

Ëåììà 8.29. Êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðà-
æåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñôåðå â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, �
êîìïàêò. Îñòàåòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, à íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà
� êîìïàêò.

Ëåììà 8.30. Ïóñòü P,Q � òî÷êè ïîâåðõíîñòè M , íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè d âî âíóòðåííåé ìåòðèêå.

Ïóñòü Sa � ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì â P è ðàäèóñîì 0 < a < d. Òîãäà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò Q äî

òî÷åê ñôåðû Sa äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â íåêîòîðîé òî÷êå X ∈ Sa, ïðè÷åì a+ |XQ| = d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê, â ñèëó çàäà÷è 8.20, òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíîé òîïîëîãèåé, ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåïðåðûâíà (â èñõîäíîé òîïîëîãèè) è, â ñèëó êîìïàêòíîñòè ãåîäå-
çè÷åñêîé ñôåðû Sa (ëåììà 8.29), ýòà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò Q äî òî÷åê èç Sa äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â
íåêîòîðîé òî÷êå X ∈ Sa.

Ïóñòü Γ(s)� ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ P = Γ(0) èQ = Γ(1). Òàê êàê ôóíêöèÿ
∣∣PΓ(s)∣∣ íåïðåðûâíà,∣∣PΓ(0)∣∣ = 0 è

∣∣PΓ(1)∣∣ = |PQ| = d > a, ñóùåñòâóåò s0 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî
∣∣PΓ(s0)∣∣ = a. Òàê êàê, â ñèëó çàäà÷è 8.20,

ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà Sa ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé ñ öåíòðîì â P è ðàäèóñîì a îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé ìåòðèêè, òî
òî÷êà Γ(s0) =: Y ïðèíàäëåæèò Sa. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êðèâàÿ Γ ïåðåñåêàåò ãåîäåçè÷åñêóþ ñôåðó
Sa.

Ïî ñëåäñòâèþ 8.19, |Γ[0,s0]| ≥ a. Òàê êàê â òî÷êå X äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ðàññòîÿíèé îò Q äî òî÷åê èç Sa,
ïîëó÷àåì |Γ[s0,1]| ≥ |Y Q| ≥ |XQ|. Òàêèì îáðàçîì, |Γ| ≥ a+ |XQ|, îòêóäà |PQ| ≥ a+ |XQ|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåé ìåòðèêè, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ2, ñîåäèíÿþ-
ùàÿ X è Q, äëÿ êîòîðîé |γ2| < |XQ|+ ε. Âçÿâ â êà÷åñòâå γ1 ðàäèàëüíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, ñîåäèíÿþùóþ P è X,
ïîëó÷èì |γ1| = a. Ðàññìîòðåâ, ïîñëå íåîáõîäèìûõ çàìåí ïàðàìåòðà, ñêëåéêó êðèâûõ γ1 è γ2, ïîëó÷èì êðèâóþ
Γ, ñîåäèíÿþùóþ P è Q, äëÿ êîòîðîé |Γ| < a+ |XQ|+ε, îòêóäà |PQ| < a+ |XQ|+ε. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà
a+ |XQ| ≤ |PQ| < a+ |XQ|+ ε èìåþò ìåñòî ïðè êàæäîì ε > 0, ñëåäîâàòåëüíî, |PQ| = a+ |XQ|.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó èìïëèêàöèé.
(1) ⇒ (5′). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Q ∈ M è ïóñòü d = |PQ|. Åñëè Ur(0) ⊂ TPM � íîðìàëüíàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè P , òî ïðè d < r óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 8.19, ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî d ≥ r.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå 0 < a < r è ïóñòü Sa ⊂ M � ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â P . Ïî

ëåììå 8.30, ðàññòîÿíèå îò Q äî òî÷åê ñôåðû Sa äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ∈ Sa, ïðè÷åì a+ |x0Q| = d.

Òàê êàê îãðàíè÷åíèå expP íà Ur(0) ⊂ TPM ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ñ îáðàçîì, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå v ∈ TPM , ‖v‖ = 1, äëÿ êîòîðîãî x0 = expP (a v). Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ
γ(s) = expP (s v), îïðåäåëåííóþ, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè âñåõ s ≥ 0. Îòìåòèì, ÷òî γ(a) = x0. Ìû ïîêàæåì,
÷òî γ(d) = Q è äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé γ|[0,d] ðàâíà |PQ|.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

A :=
{
s ∈ [0, d] :

∣∣γ(s)Q∣∣ = d− s
}
.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, a+ |x0Q| = d è x0 = γ(a), òàê ÷òî
∣∣γ(a)Q∣∣ = d− a, ïîýòîìó a ∈ A è, çíà÷èò, A 6= ∅.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå, çàäàþùåå A, èìååò âèä f(s) =
∣∣γ(s)Q∣∣ − (d − s) = 0, à ôóíêöèÿ f , â ñèëó

ñêàçàííîãî âûøå, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò s, ïîýòîìó A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, d].
Ïóñòü s1 = supA. Ìû ïîêàæåì, ÷òî s1 = d, îòêóäà, â ñèëó çàìêíóòîñòè A, èìååì d ∈ A, ïîýòîìó |γ(d)Q| =

d− d = 0 è, çíà÷èò, γ(d) = Q.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî s1 < d. Ïîëîæèì x1 = γ(s1). Òàê êàê A � çàìêíóòî, òî s1 ∈ A, îòêóäà

|x1Q| = d− s1.
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Òàê êàê s1 < d, ñóùåñòâóåò 0 < b < d− s1, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíà ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà Sb ⊂M ñ öåíòðîì
â x1. Ñíîâà, ïî ëåììå 8.30, ðàññòîÿíèå îò Q äî òî÷åê ñôåðû Sb äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â
íåêîòîðîé òî÷êå x2 ∈ Sb, ïðè÷åì b+ |x2Q| = |x1Q| = d− s1. Îòñþäà, è èç íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

|Px2| ≥ |PQ| − |x2Q| = d− |x2Q| = s1 + b è |Px2| ≤ |Px1|+ |x1x2| ≤ s1 + b,

ïîýòîìó |Px2| = s1 + b. Íî òî÷êè P è x2 ñîåäèíÿþòñÿ êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ñêëåéêîé äâóõ ãåîäåçè÷åñêèõ:
êðèâîé γ|[0,s1] è ðàäèàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé δ, ñîåäèíÿþùåé x1 è x2. Äëèíà ïåðâîé èç ýòèõ êðèâûõ ðàâíà s1,
à âòîðîé ðàâíà b. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ñêëåéêà èìååò äëèíó, ðàâíóþ ðàññòîÿíèþ ìåæäó êîíöàìè ñêëåéêè, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé êðèâîé. Ïî çàäà÷å 8.27, ýòà ñêëåéêà � ãåîäåçè÷åñêàÿ, ïîýòîìó ðàäèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ
δ ïðîäîëæàåò γ è, çíà÷èò, x2 = γ(s1 + b) = γ(s2), ãäå s2 := s1 + b > s1. Íî∣∣γ(s2)Q∣∣ = |x2Q| = d− s1 − b = d− s2,

ïîýòîìó s2 ∈ A, ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî supA = d, îòêóäà Q = γ(d), íî äëèíà íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé

γ|[0,d] ðàâíà d = |PQ|, ò.å. ðàññòîÿíèþ ìåæäó åå êîíöàìè.
(1) ⇒ (2). Ïóñòü A ⊂ M � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîé øàð Ba(P ) ïî îòíîøåíèþ ê âíóòðåííåé ìåòðèêå, äëÿ êîòîðîãî A ⊂ Ba(P ). Òàê êàê (1) ⇒
(5′), äëÿ êàæäîé òî÷êè Q ∈ Br(P ) ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ P ñ Q è èìåþùàÿ äëèíó PQ. Ïî
óñëîâèþ, îòîáðàæåíèå expP îïðåäåëåíî íà çàìêíóòîì øàðå Br(0) ⊂ TPM è äëÿ êàæäîãî r > a. Èç ñêàçàííîãî
âûøå âûòåêàåò, ÷òî Ba(P ) ⊂ expP

(
Br(0)

)
. Òàê êàê øàð Br(0) � êîìïàêò, à îòîáðàæåíèå expP íåïðåðûâíî, òî

expP
(
Br(0)

)
� êîìïàêò, ïîýòîìó A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ýòîãî êîìïàêòà è, çíà÷èò, òîæå êîìïàêòíî.

(2)⇒ (3) Êàæäàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó åå çàìûêàíèå òàêæå îãðàíè÷å-
íî. Ïî óñëîâèþ, ýòî çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü è, çíà÷èò, ñàìà ñõîäèòñÿ, ÷òî âëå÷åò ïîëíîòó.

(3) ⇒ (4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
P ∈ M âûõîäÿùàÿ èç P íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(s), P = γ(0), îïðåäåëåíà ïðè s < s0
è íå ïðîäîëæàåòñÿ â s0 (åñëè áû ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîäîëæàëàñü âïëîòü äî s0, òî ìû ñìîãëè áû åå ïðîäîëæèòü,
âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 8.3). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 < sn < s0, ñòðåìÿùóþñÿ ê s0. Òàê êàê
|γ(sm)γ(sn)| ≤ |sm − sn|, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ(sn) ôóíäàìåíòàëüíà. Òàê êàê M , ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ïîëíî,
ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå Q ∈M .

Ïî òåîðåìå 8.21, äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε-âïîëíå íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè Q. Âûáåðåì
N ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû ïðè m,n ≥ N òî÷êè γ(sm) è γ(sn) ïðèíàäëåæàëè U è âûïîëíÿëîñü |sm − sn| < ε/2.
Ïî îïðåäåëåíèþ ε-âïîëíå íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè, ó òî÷êè x := γ(sn) ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü
ðàäèóñà ε. Ïîëîæèì v = γ̇(sn) è ðàññìîòðèì íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ δ(t) = expx(t v),
êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïî êðàéíåé ìåðå ïðè t ∈ [0, ε) (òàê êàê ó x åñòü íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü ðàäèóñà ε). Ñäåëàâ
ëèíåéíóþ çàìåíó ïàðàìåòðà t, âíîâü ïîëó÷èì ãåîäåçè÷åñêóþ δ(s−sn), îïðåäåëåííóþ íà [sn, sn+ε) è, ïî òåîðåìå
åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, ñîâïàäàþùóþ ñ γ|[sn,s0) íà íà÷àëüíîì îòðåçêå. Íî, òàê êàê sn + ε > s0, òî
ãåîäåçè÷åñêàÿ δ(s− sm) çàäàåò ïðîäîëæåíèå ãåîäåçè÷åñêîé γ çà òî÷êó s0, ïðîòèâîðå÷èå.

(4) ⇒ (1) Ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîëíîòà îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïóíêòà (1) íå òîëüêî â íåêîòîðîé òî÷êå, íî è âî âñåõ,
à, çíà÷èò, è â íåêîòîðîé.
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Óïðàæíåíèå 8.1. Ïóñòü íà m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòèM â Rn çàäàíû êîîðäèíàòû u1, . . . , um, â êîòîðûõ ìàòðèöà
ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñêàëÿðíà: â êàæäîé òî÷êå îíà äèàãîíàëüíà, à äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí
λ = λ(u1, . . . , um). Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ. Â ñëó÷àå, êîãäà M � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êîîðäè-
íàòàìè (x, y), y > 0, äëÿ êîòîðîé ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñêàëÿðíà, à λ = 1/y2, ïîêàæèòå,
÷òî ãåîäåçè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííûå ëó÷è, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè àáñöèññ, à òàêæå
ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííûå äóãè îêðóæíîñòåé, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îñè àáñöèññ. Óáåäèòåñü, ÷òî ýòî
� ïîëíûé ñïèñîê ãåîäåçè÷åñêèõ.

Óïðàæíåíèå 8.2. Ïóñòü ds2 = x(dx2 + dy2), x > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ ýòîé ìåòðèêè ÿâëÿþòñÿ
ïàðàáîëàìè.

Óïðàæíåíèå 8.3. Ïóñòü ds2 = g(r)dr2+ r2dφ2, g(r) > 0, r > 0, φ ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâûå φ = φ0 ÿâëÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêèìè.

Óïðàæíåíèå 8.4. Ïóñòü M � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, çàäàííàÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
(r, φ, z) â âèäå r = f(z), ãäå f � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ
γ(t) =

(
φ(t), z(t)

)
íà M , è ïóñòü r(t) � ðàññòîÿíèå îò γ(t) äî îñè z, à ψ(t) � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè γ̇(t)

è ïàðàëëåëüþ z = z(t). Äîêàæèòå òåîðåìó Êëåðî: âåëè÷èíà r(t) cos
(
ψ(t)

)
íå çàâèñèò îò t.

Óïðàæíåíèå 8.5. Îïèøèòå âñå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, çàäàííûå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, φ, z) â
âèäå r = f(z), ãäå f � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, íà êîòîðûõ ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå
(íåòðèâèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ(t), t ∈ [a, b], íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè γ(a) = γ(b) è åå ïðîäîëæåíèå íà
[b, b+ ε]: γ(b+ s) = γ(a+ s), s ∈ [b, b+ ε], ε > 0, � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ).

Óïðàæíåíèå 8.6. Îïèøèòå ãåîäåçè÷åñêèå íà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå O(n) (âîñïîëüçóéòåñü ïîíÿòèåì ýêñïîíåí-
òû ìàòðèöû è ïîêàæèòå, ÷òî etA, ãäå A � êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç E).

Óïðàæíåíèå 8.7. Âûÿñíèòå, êàê âûãëÿäÿò â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñ öåíòðîì â òî÷êå P

(1) ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â òî÷êå 0 ∈ TPM ;

(2) ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P ;

(3) ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â òî÷êå 0 ∈ TPM .

Óïðàæíåíèå 8.8. Ïóñòü UP � íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü ðàäèóñà r òî÷êè P ∈ M ïîâåðõíîñòè M è 0 < a < r.
Ïîêàæèòå, ÷òî

(1) ìíîæåñòâî expP
(
Ua(0)

)
⊂ M � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå P îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé

ìåòðèêè ïîâåðõíîñòè M ;

(2) ãåîäåçè÷åñêàÿ ñôåðà Sa ñ öåíòðîì â òî÷êå P ïîâåðõíîñòè M ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé â ñìûñëå âíóòðåííåé ìåò-
ðèêè: Sa ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ îò P íà âíóòðåííåì ðàññòîÿíèè a;

(3) òîïîëîãèÿ, çàäàííàÿ íà M ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåé ìåòðèêè, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé.

Óïðàæíåíèå 8.9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ε-âïîëíå íîðìàëüíîé íè äëÿ
êàêîãî ε > 0.

Óïðàæíåíèå 8.10. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè M êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : [a, b] → M
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî îãðàíè÷åíèå γ
íà [a, b] ∩ [t − ε, t + ε] ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñðåäè âñåõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ åå êîíöû. Ïðèâåäèòå ïðèìåð
ãåîäåçè÷åñêîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé ñðåäè êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ åå êîíöû.

Óïðàæíåíèå 8.11. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðè-
âàÿ íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé.

Óïðàæíåíèå 8.12. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Õîïôà�Ðèíîâà, ïîêàæèòå, ÷òî íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñ êîîðäèíà-
òàìè (x, y) è ìåòðèêîé ds2 = (dx2+dy2)/y2 îïèñàííûå â óïðàæíåíèè 8.1 ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè. Çàïèøèòå ðàññòîÿíèå âî âíóòðåííåé ìåòðèêå äëÿ òî÷åê íà âåðòèêàëüíîì
ëó÷å è äëÿ òî÷åê íà äóãå ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè.


