
Ëåêöèÿ 7

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

Ïëàí. Âûðàæåíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé êàñàòåëüíûõ ïîëåé ÷åðåç ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó, ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, âåêòîð-
íûå ïîëÿ âäîëü êðèâûõ, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïîëåé âäîëü êðèâûõ, ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, óðàâíåíèÿ
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ñîõðàíåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, èçîìåòðè÷íîñòü ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, åâ-
êëèäîâû êîîðäèíàòû è åâêëèäîâà ìåòðèêà, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â åâêëèäîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïðèìåðû öèëèíäðà è êîíóñà, êàñàþùèåñÿ
ïîâåðõíîñòè, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâîé êàñàíèÿ ïîâåðõíîñòåé, âû÷èñëåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü ïàðàëëåëåé íà ñòàí-
äàðòíîé äâóìåðíîé ñôåðå.

Â ýòîé ëåêöèè ìû âûðàçèì êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè ÷åðåç
ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè è ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ èçó÷åíèÿ àíàëîãà ïà-
ðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. À èìåííî, ìû îïðåäåëèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà âäîëü êðèâîé íà
ïîâåðõíîñòè. Â äàëüíåéøåì ìû ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êðèâûå, ó êîòîðûõ ïîëå ñêîðîñòåé ïàðàëëåëüíî. Òàêèå
êðèâûå, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè.

7.1 Âûðàæåíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé êàñàòåëüíûõ ïîëåé ÷åðåç

ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè (M,ρ) â Rn ââåäåíû êîîðäèíàòû u1, . . . , um, â êîòîðûõ ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ôîðìû èìååò êîìïîíåíòû gij . ×åðåç g

ij áóäåì îáîçíà÷àòü êîìïîíåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê (gij).
Ïóñòü X � êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ê ïîâåðõíîñòè M , à (X1, . . . , Xm) � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

X. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ∈ M è ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TPM ñ êîîðäèíàòíûì
ïðåäñòàâëåíèåì (ξ1, . . . , ξm). Ìû õîòèì çàïèñàòü êîîðäèíàòû ïîëÿ ∇ξX ÷åðåç êîîðäèíàòû Xi, ξi è ïåðâóþ
ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè M .

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ γ(t) íà M , çàäàþùóþ ξ, à èìåííî, ïóñòü P = γ(0) è ξ =
(ρ ◦ γ)′(0). Åñëè

(
u1(t), . . . , um(t)

)
� êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé γ, òî ξi = u̇i(0) =: u̇i. Òîãäà

∂ξX =
d

dt

∣∣∣
t=0

[
Xi
(
u1(t), . . . , um(t)

)
ρui

(
u1(t), . . . , um(t)

)]
= Xi

uj u̇jρui +Xiρuiuj u̇j .

Òàê êàê ∇ξX = (∂ξX)T , òî, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû ïîëÿ ∇ξX, íàì îñòàåòñÿ ðàçëîæèòü âåêòîð (ρuiuj )T ïî
êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó ρuk . Ïóñòü (ρuiuj )T = Γkijρuk . Óìíîæèì ñêàëÿðíî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà ρup è çàìåòèì,
÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ðàâíà〈

(ρuiuj )T , ρup

〉
= 〈ρuiuj , ρup〉 = 〈ρui , ρup〉uj − 〈ρui , ρupuj 〉 = (gip)uj − 〈ρui , ρupuj 〉,

à ïðàâàÿ èìååò âèä
〈Γkijρuk , ρul〉 = Γkijgkp.

Âû÷èñëèì 〈ρuiuj , ρup〉 ÷åðåç ïðîèçâîäíûå êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì
òðè óðàâíåíèÿ

(gip)uj =〈ρuiuj , ρup〉+ 〈ρupuj , ρui〉,
(gjp)ui =〈ρujui , ρup〉+ 〈ρupui , ρuj 〉,
(gij)up =〈ρuiup , ρuj 〉+ 〈ρujup , ρui〉,
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ñëîæèì ïåðâûå äâà, è âû÷òåì èç íèõ òðåòüå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(gip)uj + (gjp)ui − (gij)up = 2〈ρuiuj , ρup〉 = 2Γkijgkp.

Ïîäåëèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà 2, óìíîæèì íà gpq è ïðîñóììèðóåì ïî p. Òàê êàê gkpg
pq = δqk, òî

Γqij =
1

2
gqp
[
(gip)uj + (gpj)ui − (gij)up

]
(ýòó ôîðìóëó ìû çàïèñàëè â áîëåå çàïîìèíàþùåéñÿ ôîðìå, âîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðè÷íîñòüþ gij è g

ij).
Ôóíêöèè Γqij íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ. Òàêèì îáðàçîì,

∇ξX = Xi
uj u̇jρui + ΓkijX

iu̇jρuk = (Xk
uj + ΓkijX

i)u̇jρuk = (Xk
uj + ΓkijX

i)ξjρuk .

Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè (M,ρ) çàäàíû êîîðäèíàòû u1, . . . , um, à X � êàñàòåëüíîå ïîëå, X =
Xiρui . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå P ∈M è ξ = ξiρui ∈ TPM . Òîãäà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ X ïî íàïðàâ-

ëåíèþ âåêòîðà ξ âû÷èñëÿåòñÿ òàê :
∇ξX = (Xk

uj + ΓkijX
i)ξjρuk ,

ãäå Γkij � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû gij ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé

ôîðìû è êîìïîíåíòû gij ìàòðèöû, îáðàòíîé ê (gij), ïî ôîðìóëàì

Γkij =
1

2
gkp
[
(gip)uj + (gpj)ui − (gij)up

]
.

Çàìå÷àíèå 7.2. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì, ò.å.
Γkij = Γkji. Â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèåé êîâàðèàíòíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ, â êîòîðîé ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìîãóò áûòü íå ñâÿçàííûìè ñ ìåòðèêîé, à òàêæå íå îáÿçàíû
áûòü ñèììåòðè÷íûìè.

Çàìå÷àíèå 7.3. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé, ïîëàãàþò

∇jX
k = Xk

uj + ΓkijX
i è ∇ξX

k = ξj∇jX
k,

òîãäà ∇ξX = (∇ξX
k)ρuk .

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, åñëè
âñå Γkij ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåð 7.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè M çàäàíû êîîðäèíàòû u1, . . . , um, â êîòîðûõ ìàòðèöà ïåðâîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñêàëÿðíà, ò.å. äèàãîíàëüíà, è âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ðàâíû
ôóíêöèè λ(u1, . . . , um). Âû÷èñëèì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.

Èìååì gij = λδij , g
ij = δij/λ, ïîýòîìó

Γkij =
1

2λ
δkp(λujδip + λuiδpj − λupδij) =

1

2λ
(λujδik + λuiδkj − λukδij).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âñå òðè èíäåêñà i, j, k ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî Γkij = 0. Âîò ïîëíûé ñïèñîê ñèìâîëîâ Êðè-
ñòîôôåëÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè (åñëè âñòðå÷àþòñÿ äâà ðàçíûõ èíäåêñà, ìû ñ÷èòàåì èõ íå ñîâïàäà-
þùèìè):

Γkii = −λuk

2λ
, Γkik = Γkki =

λui

2λ
, Γkkk =

λuk

2λ
.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, à èìåííî, êîãäà äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðèçîâàíà âåðõíåé ïîëóïëîñ-
êîñòüþ ñî ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòàìè x, y, à ìåòðèêà ñêàëÿðíà è λ = 1/y2 (ìåòðèêà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî).

Â ýòîì ñëó÷àå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ èìåþò âèä:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = Γ1
21 = −1

y
, Γ1

22 = 0, Γ2
11 =

1

y
, Γ2

12 = Γ2
21 = 0, Γ2

22 = −1

y
.

Çàäà÷à 7.5. Âûÿñíèòå, êàê ìåíÿþòñÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïðè ïåðåõîäå â äðóãèå êîîðäèíàòû.
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7.2 Âåêòîðíûå ïîëÿ âäîëü êðèâûõ, ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

Ïóñòü γ : I →M � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè (M,ρ) â Rn. Ïî îïðåäåëåíèþ, ρ◦γ � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå èç I â Rn. Âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü γ íàçîâåì ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå X : I → Rn. Ïðè
ýòîì, ïîëüçóÿñü îòîæäåñòâëåíèåì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê Rn ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî X(t) ñîäåðæèòñÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå T(ρ◦γ)(t)Rn. Òàê êàê ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êðèâàÿ
γ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü çàäàíî íåñêîëüêî âåêòîðîâ ïîëÿ
X, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ïàðàìåòðàì t.

Çàìå÷àíèå 7.6. Â òðàäèöèîííûõ êóðñàõ êðèâóþ γ íà ìíîãîîáðàçèèM ïðèíÿòî îòîæäåñòâëÿòü ñ åå êîîðäèíàò-
íîé çàïèñüþ, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ôîðìóëû. Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà (M,ρ) � ïîâåðõíîñòü â Rn, èìååòñÿ
äâå êîîðäèíàòíûõ çàïèñè: âíóòðåííÿÿ, ò.å. â êîîðäèíàòàõ íà ïîâåðõíîñòè (ôàêòè÷åñêè, çàïèñü îòîáðàæåíèÿ
φα ◦γ, ãäå φα çàäàåò êîîðäèíàòû) è âíåøíÿÿ, ò.å. çàïèñü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà
Rn îòîáðàæåíèÿ ρ ◦ γ. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü γ ñ îòîáðàæåíèåì ρ ◦ γ, â
÷àñòíîñòè, ìû áóäåì ïèñàòü γ̇ âìåñòî (ρ ◦ γ)′.

Çàìå÷àíèå 7.7. Ïóñòü, êàê è âûøå, X � âåêòîðíîå ïîëå âäîëü ãëàäêîé êðèâîé γ, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòèM ,
è ξ ∈ Tγ(t)M . Òîãäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîäíàÿ ∂ξX íå îïðåäåëåíà. Îäíàêî, åñëè ξ � âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé

γ (èëè êîëëèíåàðíûé åìó âåêòîð), òî ïðîèçâîäíóþ óæå îïðåäåëèòü ìîæíî, òàê êàê ∂γ̇X = Ẋ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî ïîëåé îïðåäåëåíû êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇γ̇X. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ÿâëÿåòñÿ ïîëå X = γ̇ ñêîðîñòåé êðèâîé γ: êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇γ̇ γ̇ áóäåò â äàëüíåéøåì èãðàòü âàæíóþ
ðîëü.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå òåîðåìû 7.1 ìû íà ñàìîì ïåðâîì øàãå ìîãëè íå äèôôåðåíöèðîâàòü âåêòîðíîå
ïîëå X ïî uj , à ñðàçó ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî t, ïîëó÷èâ

∇ξX =
(dXk

dt
+ ΓkijX

iξj
)
ρuk .

Ýòà ôîðìóëà óæå çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ïîëÿ X âäîëü êðèâîé γ, çàäàþùåé êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ. Òåì
ñàìûì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ñëåäñòâèå 7.8. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè (M,ρ) ââåäåíû êîîðäèíàòû u1, . . . , um. Ðàññìîòðèì íà ïîâåðõíîñòè

M ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ γ ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì
(
u1(t), . . . , um(t)

)
è

îïðåäåëåííîå âäîëü γ êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå X(t) ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì
(
X1(t), . . . , Xm(t)

)
.

Òîãäà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ X ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà γ̇ êîððåêòíî îïðåäåëåíà è âû÷èñëÿåòñÿ òàê :

∇γ̇X =
(dXk

dt
+ ΓkijX

iu̇j
)
ρuk ,

ãäå Γkij � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ.

7.2.1 Ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ

Îáîáùèì ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn íà ñëó÷àé ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ ýòîãî çàìå-
íèì, ÷òî â Rn ïàðàëëåëüíîñòü ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ïîëå íå ìåíÿåòñÿ âäîëü ëþáîé êðèâîé, ò.å. ïðîèçâîäíàÿ
ýòîãî ïîëÿ ïî íàïðàâëåíèþ êðèâîé ðàâíà íóëþ. Íà ïîâåðõíîñòè âìåñòî îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ åñòåñòâåííî
ðàññìàòðèâàòü êîâàðèàíòíûå.

Îïðåäåëåíèå 7.9. Êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå X âäîëü ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ ïà-

ðàëëåëüíûì, åñëè ∇γ̇X = 0. Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû ïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðîèçâîëüíîãî
îäíîãî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.

Ñëåäñòâèå 7.8 ïîçâîëÿåò ìãíîâåííî íàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðîé � ïàðàëëåëüíûå âåêòîð-
íûå ïîëÿ.

Ñëåäñòâèå 7.10. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü ñ êîîðäèíàòàìè u1, . . . , um, íà êîòîðîé çàäàíû ãëàäêàÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ ñ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì
(
u1(t), . . . , um(t)

)
è êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå X ñ

êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì
(
X1(t), . . . , Xm(t)

)
. Òîãäà ïîëå X ïàðàëëåëüíî, åñëè è òîëüêî åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ

(7.1)
dXk

dt
+ ΓkijX

iu̇j = 0, k = 1, . . . ,m.
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Ñèñòåìà (7.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (7.1) îáðàçóþò ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîýòîìó ê íèì ïðèìåíèìà òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ, åäèíñòâåííîñòè è ïðîäîëæåíèÿ.

Òåîðåìà 7.11. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü, à γ : I → M � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ íà M . Òîãäà äëÿ

êàæäîãî t0 ∈ I è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ ∈ Tγ(t0)M ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

X âäîëü âñåé êðèâîé γ, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ X(t0) = ξ.

Ïðèìåð 7.12. Â ïðèìåðå 7.4 ìû âû÷èñëèëè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ïàðàìåòðè-
çîâàííîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ ñ êîîðäèíàòàìè x, y, â êîòîðîé ìåòðèêà ñêàëÿðíà è äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò
ðàâåí λ = 1/y2. Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà:

dX1

dt − 1
yX

1ẏ − 1
yX

2ẋ = 0,

dX2

dt + 1
yX

1ẋ− 1
yX

2ẏ = 0.

Îïèøåì, êàê âûãëÿäèò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâîé y = const =: c, ïàðàìåòðèçîâàííîé òàê: x = t,
y = c. Íàïèøåì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âäîëü ýòîé êðèâîé:

dX1

dt − 1
cX

2 = 0,

dX2

dt + 1
cX

1 = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå X2 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì Ẍ1 + 1
c2X

1 = 0, îòêóäà X1 =
a cos tc + b sin t

c , è, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, X
2 = −a sin t

c + b cos tc . Çàïèøåì ðåøåíèå â ìàòðè÷íîì âèäå:(
X1

X2

)
=

(
cos tc sin t

c

− sin t
c − cos tc

)(
a

b

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé y = c â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ x ïàðàëëåëüíîå ïîëå ïîëó÷àåòñÿ
ðàâíîìåðíûì âðàùåíèå âåêòîðà (a, b) â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè ñ ÷àñòîòîé 1/c.

Ïóñòü òåïåðü ïðîìåæóòîê I = [a, b] � îòðåçîê, òîãäà êàæäîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ξ ∈ Tγ(a)M ìîæíî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàñàòåëüíûé âåêòîð Tγ(ξ), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ òàê: ðàññìîòðèì åäèíñòâåííîå ïàðàë-
ëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå X âäîëü γ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X(a) = ξ, òîãäà Tγ(ξ) := X(b). Ïîëó÷åííîå îòîáðà-
æåíèå Tγ : Tγ(a)M → Tγ(b)M íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èç γ(a) â γ(b) âäîëü êðèâîé γ. Èç ëèíåéíîñòè
óðàâíåíèé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ðåøåíèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè,
ïîýòîìó ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.13. Ïóñòü X è Y � ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ âäîëü êðèâîé γ, òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå âåêòîðîâ òàêèõ ïîëåé ïîñòîÿííî âäîëü êðèâîé. Â ÷àñòíîñòè, ïàðàëëåëüíîå ïîëå ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

îäíîé è òîé æå äëèíû, à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ïàðàëëåëüíûõ ïîëåé îäèí è òîò æå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

〈X,Y 〉′ = ∂γ̇〈X,Y 〉 = 〈∂γ̇X,Y 〉+ 〈X, ∂γ̇Y 〉 = 〈∇γ̇X,Y 〉+ 〈X,∇γ̇Y 〉 = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 7.14. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé èçîìåòðèåé êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 7.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ u1, . . . , um íà ïîâåðõíîñòè M âñå ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ. Òîãäà óðàâíåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà èìååò âèä dX/dt = 0, ò.å. ïðè ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíîñå âäîëü ëþáîé êðèâîé êîîðäèíàòû ïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ X íå ìåíÿþòñÿ.

Çàäà÷à 7.16. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, òî èíäóöèðîâàííàÿ ìåò-
ðèêà � åâêëèäîâà.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷åé 7.16, êîîðäèíàòû ui � åâêëèäîâû. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïîâåðõíîñòåé
â R3 ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà öèëèíäðå îñóùåñòâèòü ïàðàëëåëüíûé ïå-
ðåíîñ âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé, òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ïîëÿ è íàïðàâëÿþùèìè èçìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Äðóãèì
ïðèìåðîì ïîâåðõíîñòè ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå êîíóñû: ïðè ðàçðåçàíèè âäîëü íàïðàâ-
ëÿþùåé êàæäûé òàêîé êîíóñ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â ñåêòîð êðóãà, è íà ýòîé ðàçâåðòêå êîîðäèíàòû ïàðàëëåëüíîãî
ïîëÿ óæå ïîñòîÿííû (ââåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü, íà ñêîëüêî ïî-
âåðíåòñÿ âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå íà ñòàíäàðòíîì êîíóñå âäîëü îñíîâàíèÿ êîíóñà.

Ïóñòü (M,ρ) è (N, σ) � ïîâåðõíîñòè îäíîé ðàçìåðíîñòè â Rn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ïîâåðõíîñòè ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå x ∈ Rn, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ P ∈ M è Q ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ρ(P ) = σ(Q) = x. Ýòè ïîâåðõíîñòè
íàçîâåì êàñàþùèìèñÿ â òî÷êå x, åñëè TQM = TPN ⊂ TxRn. Åñëè γ � êðèâàÿ â Rn, ëåæàùàÿ â ïåðåñå÷åíèå ïî-
âåðõíîñòåé, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ âäîëü êðèâîé γ. Åñëè ïðè ýòî âî âñåõ òî÷êàõ
êðèâîé γ ïîâåðõíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, òî ãîâîðèò, ÷òî ýòè ïîâåðõíîñòè êàñàþòñÿ âäîëü êðèâîé γ.

Íàïîìíèì, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé ðàâíà ïðîèç-
âîäíîé ïîëÿ ïî ïàðàìåòðó êðèâîé, îðòîãîíàëüíî ñïðîåöèðîâàííîé íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè,
ïîýòîìó êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ, îïðåäåëåííîãî âäîëü êðèâîé, ïî êîòîðîé ïîâåðõíîñòè êàñàþòñÿ, âû-
÷èñëåííàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòåé ýòîé êðèâîé, îäíà è òà æå, åñëè ñ÷èòàòü åå âäîëü êàæäîé èç
ïîâåðõíîñòåé. Îòñþäà ìãíîâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 7.17. Åñëè ïîâåðõíîñòè îäíîé ðàçìåðíîñòè êàñàþòñÿ âäîëü êðèâîé, òî îáùåå êàñàòåëüíîå âåê-

òîðíîå ïîëå âäîëü ýòîé êðèâîé îäíîâðåìåííî ïàðàëëåëüíî èëè íå ïàðàëëåëüíî ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîé èç

ïîâåðõíîñòåé.

Ïðèìåð 7.18. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ äâóìåðíóþ ñôåðó S2 â R3 è âû÷èñëèì, íà ñêîëüêî ïîâåðíåòñÿ êàñà-
òåëüíûé âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü ïàðàëëåëè. Åñëè ïàðàëëåëü ÿâëÿåòñÿ ýêâàòîðîì, òî ðàññìîò-
ðèì öèëèíäð, êàñàþùèéñÿ ñôåðû âäîëü ýòîãî ýêâàòîðà. Åñëè æå ïàðàëëåëü îòëè÷íà îò ýêâàòîðà, ðàññìîòðèì
êîíóñ, êàñàþùèéñÿ ñôåðû âäîëü ýòîé ïàðàëëåëè. Òàê êàê ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü êàñàþùèõñÿ ïîâåðõíî-
ñòåé îäèíàêîâû, è ìû çíàåì, êàê óñòðîåíû ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü öèëèíäðîâ è êîíóñîâ, ìû, òåì ñàìûì,
çíàåì è êàê óñòðîåí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü ïàðàëëåëè íà ñôåðå.
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Óïðàæíåíèå 7.1. Ïóñòü m-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü M â Rn çàäàíà â âèäå ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ (xm+1, . . . , xn) =
f(x1, . . . , xm), ïðè÷åì â òî÷êå P = (0, . . . , 0) êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ïåðâûå m áàçèñíûõ
âåêòîðîâ Rn, êàñàåòñÿ M . Âû÷èñëèòå, ÷åìó ðàâíû ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xm â òî÷êå P .

Óïðàæíåíèå 7.2. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà äâóìåðíûé òîð â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè
òàê:

ρ(φ, θ) =
(
(a+ b cos θ) cosφ, (a+ b cos θ) sinφ, b sin θ

)
, 0 < b < a, (φ, θ) ∈ R2.

Âû÷èñëèòå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, çàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è âûÿñíèòå, íà êàêîé óãîë
ïîâåðíåòñÿ âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü êðèâîé θ = 0 èëè θ = π

Óïðàæíåíèå 7.3. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêè òàê:

ρ(φ, z) =
(
f(z) cosφ, f(z) sinφ, z

)
,

ãäå f(z) � ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f . Âû÷èñëèòå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, çàïèøèòå óðàâíåíèÿ ïà-
ðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è âûÿñíèòå, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü êðèâîé
z = z0, ãäå z0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .

Óïðàæíåíèå 7.4. Ïóñòü â R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ

γ(t) =
(
x(t), y(t), 0

)
, t ∈ (a, b).

Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ρ(t, z) =
(
x(t), y(t), z

)
. Âûÿñíèòå, êàê óñòðîåí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

âäîëü êðèâûõ ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Óïðàæíåíèå 7.5. Ïóñòü γ(t), t ∈ (a, b), � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå S2 ⊂ R3. Ðàññìîòðèì
êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ρ(u, t) = uγ(t), u > 0. Âûÿñíèòå, êàê óñòðîåí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ
ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Óïðàæíåíèå 7.6. Ïóñòü â R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) çàäàíà êîíóñ x2 + y2 = a z2, a > 0.
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ýòîãî êîíóñà ïëîñêîñòüþ z = 1. Âû÷èñëèòå, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð
ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âîëü ýòîãî ñå÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå 7.7. Ïóñòü S2 � ñòàíäàðòíàÿ äâóìåðíàÿ ñôåðà â R3. Âû÷èñëèòå, íà êàêîé óãîë ïîâåðíåòñÿ
êàñàòåëüíûé âåêòîð ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü ïàðàëëåëè ñôåðû S2.

Óïðàæíåíèå 7.8. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, òî èíäóöèðîâàííàÿ
ìåòðèêà � åâêëèäîâà.

Óïðàæíåíèå 7.9. Âûÿñíèòå, êàê ìåíÿþòñÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïðè ïåðåõîäå â äðóãèå êîîðäèíàòû.

Óïðàæíåíèå 7.10. Ïóñòü gij � êîìïîíåíòû ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè M , à (X1, . . . , Xm)
� êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ u1, . . . , um. Ïîëîæèì g =
det(gij). Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(1) Γiij =
1
2 (ln g)uj = (ln

√
g)uj ;

(2) ∇iX
i = 1√

g (
√
gXj)uj .


