
Ëåêöèÿ 6

Òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå íà ïîâåðõíîñòÿõ

Ïëàí. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, áèëèíåéíîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òåíçîðíàÿ çàïèñü áèëèíåéíîé ôîðìû, òåíçîðíàÿ çàïèñü åâêëè-
äîâîé ìåòðèêè â Rn è ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè, íåñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèå, îïðåäåëåíèå îïåðàöèè
ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (íà êîâåêòîðàõ), åãî áèëèíåéíîñòü, çàïèñü ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû ÷åðåç ñèììåòðè÷íîå
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, çàïèñü åâêëèäîâîé ìåòðèêè è ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ÷åðåç ñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, âû-
÷èñëåíèå ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè ÷åðåç òåíçîðíóþ çàïèñü, ïðèìåðû, áåñêîíå÷íî ìàëàÿ äëèíà äóãè èëè ýëåìåíò äóãè
(îáîñíîâàíèå òåðìèíîëîãèè), êîëüöî ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè âäîëü êðèâîé è êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà, ñâîéñòâà îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìîäóëü âåêòîðíûõ ïîëåé âäîëü ïîâåðõíîñòè, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ è ôóíêöèîíàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, îãðàíè÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êðèâóþ, ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ âîëü êðèâîé è âäîëü êà-
ñàòåëüíîãî âåêòîðà, ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîâåðõíîñòè â äàííîé
òî÷êå, ïîäìîäóëè íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ ïîëåé âäîëü ïîâåðõíîñòè, êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî âåêòîðíûõ
ïîëåé, à òàêæå ôóíêöèé, ñâîéñòâà êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé, äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îò ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ (íîðìàëüíûõ) ïîëåé, ëîêàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ïðîäîëæåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà äî êàñàòåëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïðîäîëæåíèå íîðìàëüíîãî âåêòîðà äî íîðìàëüíîãî ëîêàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

6.1 Òåíçîðíàÿ çàïèñü ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû

Âûøå ìû âûÿñíèëè, ÷òî äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé ïîðîæäàþò íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ TPM è TQRn
ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû � ýëåìåíòû äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâ T ∗

PM è T ∗
QRn ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. òåíçîðû òèïà

(0, 1) â òåðìèíàõ ðàçäåëà 2 ââåäåíèÿ. Áîëåå òîãî, äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé íåêîòîðîé ïàðàìåò-
ðèçàöèè îáðàçóþò äâîéñòâåííûé áàçèñ ê êàíîíè÷åñêîìó, ñì. ïðåäëîæåíèå 5.15. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åâêëèäîâà
ìåòðèêà íà Rn è ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè (M,ρ) � ýòî ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå íà êàæäîì TQRn è èíäóöèðîâàííîå èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
TPM ⊂ Tρ(P )Rn. Îïÿòü æå, àïåëëèðóÿ ê ðàçäåëó 2, íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì
òèïà (0, 2). Ìîæíî ëè èç òåíçîðîâ òèïà (0, 1) ïîëó÷èòü òåíçîðû òèïà (0, 2) è, òåì ñàìûì, íàïðèìåð, çàïè-
ñàòü ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
ïîëîæèòåëüíûé, à èñêîìîå âûðàæåíèå êàê ðàç è íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîé çàïèñüþ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè.

×òîáû âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ, íàïîìíèì îïðåäåëåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñì. çà-
äà÷ó 10 èç ââåäåíèÿ. Ïóñòü íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàí òåíçîð S òèïà (p, q) è òåíçîð T òèïà (r, s).
Íàïîìíèì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ýòè òåíçîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ V ∗ è V , ñì. äåòàëè â ðàçäåëå 2 ââåäåíèÿ. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
S ⊗ T îïðåäåëÿåòñÿ êàê òåíçîð òèïà (p+ r, q + s), êîòîðûé íà êàæäîì íàáîðå èç p+ r êîâåêòîðîâ ξ1, . . . è q + s
âåêòîðîâ v1, . . . ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèÿ S íà ïåðâûõ p êîâåêòîðàõ è ïåðâûõ q âåêòîðàõ è çíà÷åíèé T íà
ïîñëåäíèõ r êîâåêòîðàõ è ïîñëåäíèõ s âåêòîðàõ:

(S ⊗ T )(ξ1, . . . , ξp+r, v1, . . . , vq+s) = S(ξ1, . . . , ξp, v1, . . . , vq)T (ξ
p+1, . . . , ξp+r, vq+1, . . . , vq+s).

Òàê êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå áèëèíåéíî, îòîáðàæåíèå S ⊗ T � ïîëèëèíåéíî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì. Òàêæå èç
îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìãíîâåííî âûòåêàåò àññîöèàòèâíîñòü è áèëèíåéíîñòü îïåðàöèè ⊗:

(R⊗ S)⊗ T = R⊗ (S ⊗ T ),

(a1S1 + a2S2)⊗ T = a1(S1 ⊗ T ) + a2(S2 ⊗ T ), S ⊗ (a1T1 + a2T2) = a1(S ⊗ T1) + a2(S ⊗ T2),

ãäå R,S, S1, S2, T � ïðîèçâîëüíûå òåíçîðû íà V è a1, a2 ∈ R.
Ïóñòü òåïåðü B � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé

áàçèñ e1, . . . , en, òîãäà Bij = B(ei, ej) � êîîðäèíàòû ôîðìû B â ýòîì áàçèñå, è åñëè v = viei, w = wiei �
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âåêòîðû èç V , òî B(v, w) = Bijv
iwj . Ïóñòü e1, . . . , en � äâîéñòâåííûé áàçèñ, ò.å. ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà V ∗.

Êàæäûé ei ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ei : V → R, ò.å. òåíçîðîì òèïà (0, 1), ïîýòîìó äëÿ íèõ îïðåäåëåíî
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ei ⊗ ej , ÿâëÿþùååñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 2), ò.å. áèëèíåéíîé ôîðìîé. Ïî îïðåäåëåíèþ,
(ei ⊗ ej)(v, w) = ei(v)ej(w) = viwj , ïîýòîìó

(Bije
i ⊗ ej)(v, w) = Bijv

iwj = B(v, w).

Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü B : V × V → R � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè

n. Âûáåðåì â V ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e1, . . . , en, è ïóñòü e1, . . . , en � äâîéñòâåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗.

Ïîëîæèì Bij = B(ei, ej), òîãäà B = Bije
i ⊗ ej.

Çàäà÷à 6.2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 6.1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà.

Âåðíåìñÿ ê ïîâåðõíîñòÿì.

Ñëåäñòâèå 6.3. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn, u1, . . . , uk � êîîðäèíàòû íà íåé, x1, . . . , xn

� äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn, è G = (gpq) � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè M â

êîîðäèíàòàõ up. Òîãäà åâêëèäîâà ìåòðèêà â Rn ðàâíà
∑
i dx

i ⊗ dxi = δijdx
i ⊗ dxj, à ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ôîðìà ïîâåðõíîñòè M â ýòèõ êîîðäèíàòàõ up ðàâíà gpqdu
p ⊗ duq.

Îòìåòèì, ÷òî åâêëèäîâà ìåòðèêà è ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ñèììåòðè÷íû, ò.å. δij = δji è gpq = gqp â
îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ. Ñàìî æå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå dup⊗duq � íå ñèììåòðè÷íî. Íàïðèìåð,
åñëè p 6= q, òî

(dup ⊗ duq)(ρup , ρuq ) = dup(ρup)duq(ρuq ) = 1, íî (duq ⊗ dup)(ρup , ρuq ) = duq(ρup)dup(ρuq ) = 0.

Äëÿ áîëåå êîìôîðòíîé ðàáîòû ñ ñèììåòðè÷íûìè ôîðìàìè ââîäèòñÿ ñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäå-

íèå, êîòîðîå ìû îïðåäåëèì òîëüêî íà êîâåêòîðàõ. Ïóñòü ñíîâà V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è φ,ψ ∈ V ∗, òîãäà
ïîëîæèì φ · ψ = (φ⊗ ψ + ψ ⊗ φ)/2. Òåïåðü φ · ψ = ψ · φ, è, êðîìå òîãî, ñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
ñíîâà áèëèíåéíî:

(a1φ1 + a2φ2) · ψ =
1

2

(
(a1φ1 + a2φ2)⊗ ψ + ψ ⊗ (a1φ1 + a2φ2)

)
=

=
1

2
(a1φ1 ⊗ ψ + a2φ2 ⊗ ψ + a1ψ ⊗ φ1 + a2ψ ⊗ φ2) = a1 φ1 · ψ + a2 φ2 · ψ,

(àíàëîãè÷íî èìååò ìåñòî ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ).
Çàìåòèì, ÷òî φ⊗ φ = (φ⊗ φ+ φ⊗ φ)/2 = φ · φ, à òàêæå ÷òî

aφ⊗ ψ + aψ ⊗ φ = 2a(φ⊗ ψ + ψ ⊗ φ)/2 = aφ · ψ + aψ · φ,

ïîýòîìó ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà B = Bije
i ⊗ ej çàïèøåòñÿ òàê: B = Bije

i · ej .

Çàìå÷àíèå 6.4. Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìîæíî ðàáîòàòü
êàê ñ îáû÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè: âû÷èñëÿÿ ñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîâåêòîðîâ, ðàâíûõ ëèíåéíûì
êîìáèíàöèÿì äðóãèõ êîâåêòîðîâ, ìû ìîæåì �ðàñêðûâàòü ñêîáêè è ïðèâîäèòü ïîäîáíûå� áóäòî ìû èìååì äåëî
ñ ìíîãî÷ëåíîì (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïðîèçâåäåíèÿ). Áîëåå òîãî, êàê è â ñëó÷àå ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì,
ñèìâîë � ·� ïðèíÿòî îïóñêàòü, à òàêæå ω · ω çàïèñûâàòü êàê ω2.

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 6.5. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn, u1, . . . , uk � êîîðäèíàòû íà íåé, x1, . . . , xn

� äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn, è G = (gpq) � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè M â

êîîðäèíàòàõ up. Òîãäà åâêëèäîâà ìåòðèêà â Rn ðàâíà
∑
i(dx

i)2 = δijdx
idxj, à ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà

ïîâåðõíîñòè M â ýòèõ êîîðäèíàòàõ up ðàâíà gpqdu
pduq.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåíçîðíóþ çàïèñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïî-
âåðõíîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìåòðèêó, èíäóöèðîâàííóþ íà k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (M,ρ) â Rn,
ìû äîëæíû îãðàíè÷èòü åâêëèäîâó ìåòðèêó, çàäàííóþ íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tρ(P )Rn ê îáúåìëþùåìó
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ïðîñòðàíñòâó Rn, íà ñîäåðæàùååñÿ â Tρ(P )Rn êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM ê ïîâåðõíîñòè M . Íàøà çàäà÷à
� çàïèñàòü ýòî îãðàíè÷åíèå â òåðìèíàõ áèëèíåéíûõ ôîðì δijdx

idxj è gpqdu
pduq. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, áèëèíåé-

íàÿ ôîðìà gpqdu
pduq ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèåì áèëèíåéíîé ôîðìû δijdx

idxj íà TPM : ìû ïðîñòî ïðèìåíÿåì
ïîñëåäíþþ ôîðìó òîëüêî ê âåêòîðàì èç TPM . Ïðè ýòîì, dup � áàçèñíûå êîâåêòîðû â T ∗

PM , îáðàçóþùèå
äâîéñòâåííûé áàçèñ ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó ρup . Äèôôåðåíöèàëû dxi � ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà T ∗

ρ(P )R
n. Òåì

ñàìûì, íàì íóæíî îãðàíè÷èòü dxi íà TPM , ò.å. ïîëó÷èòü ýëåìåíò èç T ∗
PM , è çàòåì âûðàçèòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ

÷åðåç áàçèñ dup.
Ïðîäåëàåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà V è åãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà W , à çàòåì ïðèìåíèì ðåçóëüòàò ê ïîâåðõíîñòÿì. Èòàê, ïóñòü â V çàäàí ïðîèçâîëüíûé êîâåêòîð
ξ ∈ V ∗, à â ïðîñòðàíñòâå W âûáðàí áàçèñ e1, . . . , ek. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà w = wpep èìååì ξ(w) = wpξ(ep),
ïîýòîìó åñëè ýòî îãðàíè÷åíèå îáîçíà÷èòü òîé æå áóêâîé è ðàçëîæèòü åãî ïî äâîéñòâåííîìó áàçèñó: ξ = ξpe

p,
òî ïîëó÷èì

ξ(w) = ξpw
p = wpξ(ep),

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà wp, èìååì ξp = ξ(ep) (ïðîâåðüòå). Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Ïðåäëîæåíèå 6.6. Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî, ξ ∈ V ∗ � êîâåêòîð, W ⊂ V � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî, e1, . . . , ek � áàçèñ â W , è e1, . . . , ek � äâîéñòâåííûé áàçèñ. Òîãäà îãðàíè÷åíèå êîâåêòîðà ξ íà W èìååò

âèä ξ(ep)e
p.

Âåðíåìñÿ ê ïîâåðõíîñòÿì (áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ). Èç ïðåäëîæåíèÿ 6.6 âûòåêàåò,
÷òî îãðàíè÷åíèå êîâåêòîðà dxi íà TPM ðàâíî dxi(ρup) dup = xiup dup. Åñëè, êàê ìû ñäåëàëè âûøå, îáîçíà÷èòü
òåì æå ñèìâîëîì dxi åãî îãðàíè÷åíèå íà TPM , òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó:

dxi = xiup dup.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî, òðàäèöèîííî, ñèìâîë dxi èñïîëüçóåò â ðàçíûõ ñìûñëàõ: è êàê êîâåêòîð â îáúåìëþùåì
ïðîñòðàíñòâå, è êàê åãî îãðàíè÷åíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî.

Âû÷èñëèì òåïåðü ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó gpqdu
pduq ÷åðåç åâêëèäîâó ìåòðèêó δijdx

idxj . Âîñïîëü-
çîâàâøèñü çàìå÷àíèåì 6.4, áóäåì ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ áóäòî ìû èìååì äåëî ñ ìíîãî÷ëåíàìè. Òîãäà

gpqdu
pduq = (δijdx

idxj)|TPM = δij(x
i
updup)(x

j
uqduq) = (δijx

i
upx

j
uq )dupduq,

îòêóäà gpq = δijx
i
upx

j
uq , êàê è â ôîðìóëå (5.1). Îòìåòèì, ÷òî òðàäèöèîííî ñèìâîë îãðàíè÷åíèÿ |TPM îïóñêàþò

è ïèøóò ïðîñòî δijdx
idxj = gpqdu

pduq.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 6.7. (1) Çàäàäèì äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) â âèäå ãðàôèêà
ôóíêöèè z = f(x, y), ââåäåì íà ýòîé ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòû (x, y), è âû÷èñëèì ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ
ôîðìó ÷åðåç òåíçîðíóþ çàïèñü. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû âûðàçèòü äèôôåðåíöèàëû dx, dy, dz ôóíêöèé x = x,
y = y è z = f(x, y) ÷åðåç dx, dy è ïîäñòàâèòü â òåíçîðíóþ çàïèñü åâêëèäîâîé ìåòðèêè dx2 + dy2 + dz2. Èìååì
dx = dx, dy = dy, dz = fxdx+ fydy, ïîýòîìó

dx2 + dy2 + dz2 = dx2 + dy2 + (fxdx+ fydy)
2 = (1 + f2x)dx

2 + 2fxfydxdy + (1 + f2y )dx
2 =

= (1 + f2x)dx
2 + fxfydxdy + fxfydydx+ (1 + f2y )dx

2,

ãäå ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìû íàïèñàëè äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî âèäíî, êàê ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà G = (gij): â
ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ýëåìåíòû gij è gji ñóììèðóþòñÿ è
ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó 2gij .

(2) Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ïîâåðõíîñòü Ýííåïåðà:

(x, y, z) =

(
u− u3

3
+ u v2, −v + v3

3
− u2 v, u2 − v2

)
.

Òîãäà
dx = (1− u2 + v2)du+ 2uv dv, dy = −2uv du+ (−1 + v2 − u2) dv, dz = 2u du− 2v dv,

îòêóäà

dx2 + dy2 + dz2 =
[
(1− u2 + v2)du+ 2uv dv

]2
+
[
−2uv du+ (−1 + v2 − u2)

]2
+ [2u du− 2v dv]2 =

= (1 + u2 + v2)2(du2 + dv2).
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Ðèñ. 6.1: Ïîâåðõíîñòü Ýííåïåðà.

Çàìå÷àíèå 6.8. Òðàäèöèîííî, òåíçîðíàÿ çàïèñü êàê åâêëèäîâîé ìåòðèêè, òàê è èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè,
îáîçíà÷àåò ds2 è ãîâîðèòñÿ, ÷òî ýòî � �áåñêîíå÷íî ìàëàÿ äëèíà äóãè� èëè �ýëåìåíò äóãè�. Ïîÿñíèì, ÷òî ýòî
îçíà÷àåò íà òåíçîðíîì ÿçûêå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè M îäíîìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ò.å. êðèâóþ (M,γ). Òîãäà êàñàòåëüíàÿ
ïëîñêîñòü TPM � ýòî êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ, è îãðàíè÷åíèå åâêëèäîâîé ìåòðèêè, òî÷íåå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà, � ýòî êâàäðàò åâêëèäîâîé äëèíû êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Åñëè t � êîîðäèíàòà íà êðèâîé, òî
êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà γt � âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé, ïîýòîìó ds2(γt) = ‖γt‖2 è, çíà÷èò,
ds(γt) = ‖γt‖ � äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè. Ïî òåîðåìå 1.24, äëèíà êðèâîé γ ðàâíà

∫
I
‖γ̇‖ dt, ãäå I � èíòåðâàë

èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t. Èíûìè ñëîâàìè, äëèíà êðèâîé ðàâíà
∫
I
ds(γt), ò.å. �áåñêîíå÷íîé ñóììå äëèí áåñêîíå÷íî

ìàëûõ äóã�, ñîñòàâëÿþùèõ êðèâóþ, èëè, åñëè òàêèå áåñêîíå÷íî ìàëûå äóãè ïðåäñòàâëÿòü �ýëåìåíòàìè� êðèâîé,
òî � áåñêîíå÷íîé ñóììå ýòèõ ýëåìåíòîâ.

6.2 Âåêòîðíûå ïîëÿ è êîâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Â ëåêöèÿõ, ïîñâÿùåííûõ êðèâûì, ìû âèäåëè íà ïðèìåðå ôîðìóë Ôðåíå, ÷òî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
êðèâûõ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äèôôåðåíöèðîâàòü âåêòîðû, ãëàäêî çàâèñÿùèå îò òî÷êè êðèâîé. Òàêèå ñåìåéñòâà
âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå äèôôåðåíöèðîâàíèé âåêòîðíûõ ïîëåé â áîëåå
îáùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé.

Íà÷íåì æå ìû ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü (M,ρ) � ïîâåðõíîñòü â Rn, è f : M → R
� ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå ôóíêöèåé íà M . Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ìîæíî ïîòî÷å÷íî, ò.å. â êàæäîé
òî÷êå, ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü íà ÷èñëà è ïåðåìíîæàòü: â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé âíîâü ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî F(M) âñåõ ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòèM îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì
çàäàíà åùå è áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ. Òàêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé íà ïîëåì R âåùåñòâåííûõ
÷èñåë. Îòìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå ôóíêöèé íà ÷èñëà ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê óìíîæåíèå ôóíêöèé íà ïîñòîÿííûå
ôóíêöèè, ïîýòîìó âìåñòî àëãåáðû ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì òåðìèíîì, à èìåííî, ðàññìàòðèâàòü F(M) êàê
êîëüöî, ãäå èìåþòñÿ ëèøü äâå îïåðàöèè: ïîòî÷å÷íûå ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TPM , ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ γ íà M , çàäàþùóþ ξ,
ò.å. γ(0) = P è (ρ ◦ γ)′(0) = ξ, è íàçîâåì ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f âäîëü êðèâîé γ â òî÷êå P ÷èñëî ∂γf :=
(f ◦ γ)′(0). Ïóñòü δ � äðóãàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè M , çàäàþùàÿ ξ. Ââåäåì íà ïîâåðõíîñòè
M êîîðäèíàòû u1, . . . , uk, è ïóñòü (ξ1, . . . , ξk) � êîîðäèíàòû âåêòîðà ξ â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ρui , à γ(t) =(
γ1(t), . . . , γk(t)

)
è δ(t) =

(
δ1(t), . . . , δk(t)

)
� êîîðäèíàòíûå çàïèñè êðèâûõ γ è δ â êîîðäèíàòàõ ui. Òîãäà

∂γf = fui γ̇i(0) = fuiξi = fui δ̇i(0) = ∂δf.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ∂γf íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé, çàäàþùåé ξ, ïîýòîìó ïðîèçâîäíóþ ∂γf áó-
äåì îáîçíà÷àòü ∂ξf è íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f âäîëü âåêòîðà ξ. Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå
∂ξ : F(M) → R � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðàâèëó Ëåéáíèöà: äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F(M) âû-
ïîëíÿåòñÿ ∂ξ(fg) = ∂ξf · g(P ) + f(P ) · ∂ξ(f). Òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííîì f îòîáðàæåíèå ξ 7→ ∂ξf � ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå èç TPM â R, ñîâïàäàþùåå ñ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f .

Äàëåå, êàæäîå (ãëàäêîå) îòîáðàæåíèå X : M → Rn íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü M . Âåêòîðíîå ïîëå
íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè îíî âñþäó îòëè÷íî îò íóëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî, êàê è ôóíêöèè, ïîëÿ ìîæíî ïîòî÷å÷íî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü êàê íà ÷èñëà, òàê è íà
ãëàäêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà M : â ðåçóëüòàòå ýòèõ îïåðàöèé âíîâü ïîëó÷àåòñÿ ïîëå. Òàêèì îáðàçîì,
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âåêòîðíûå ïîëÿ îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî åùå è îïðåäåëåíî óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû
êîëüöà ôóíêöèé. Ñíîâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óìíîæåíèå íà ÷èñëà ðåàëèçîâàíî êàê óìíîæåíèå íà ïîñòîÿííûå
ôóíêöèè, ò.å. îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ïîëåé è óìíîæåíèåì íà ôóíêöèè. Â àëãåáðå òàêîé
îáúåêò íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì ôóíêöèé. Ìîäóëü âåêòîðíûõ ïîëåé íà X îáîçíà÷èì X(M).

Åñëè X,Y ∈ X(M) � âåêòîðíûå ïîëÿ âäîëü M , è a, b ∈ R, òî ïîëå aX + bY ∈ X(M) íàçûâàåòñÿ ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèåé X è Y ; åñëè æå f, g ∈ F(M) � ãëàäêèå ôóíêöèè íà M , òî fX + gY ∈ X(M) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ ïîëåé.

Ïóñòü ξ ∈ TPM � êàñàòåëüíûé âåêòîð, è X ∈ X(M) � âåêòîðíîå ïîëå âäîëüM . Ïóñòü γ � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
êðèâàÿ íàM , çàäàþùàÿ ξ, ò.å. γ(0) = P è (ρ◦γ)′(0) = ξ. Îãðàíè÷åíèåì ïîëÿ X íà êðèâóþ γ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå X ◦ γ. Ïðîèçâîäíîé ∂γX ïîëÿ X âäîëü γ â òî÷êå P íàçîâåì âåêòîð (X ◦ γ)′(0) ∈ Tρ(P )Rn. Ïóñòü
δ � äðóãàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàþùàÿ ξ. Ââåäåì íà M ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû u1, . . . , uk, è ïóñòü
ξ = (ξ1, . . . , ξk) � êîîðäèíàòû âåêòîðà ξ ïî îòíîøåíèþ ê ui, à γ(t) =

(
γ1(t), . . . , γk(t)

)
è δ(t) =

(
δ1(t), . . . , δk(t)

)
� êîîðäèíàòíûå çàïèñè ýòèõ êðèâûõ òàêæå â êîîðäèíàòàõ ui. Òîãäà

∂γX = Xui γ̇i(0) = Xuiξi = Xui δ̇i(0) = ∂δX.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ∂γX íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé, çàäàþùåé ξ, ïîýòîìó ïðîèçâîäíóþ ∂γX áóäåì
îáîçíà÷àòü ∂ξX è íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé ïîëÿ X âäîëü âåêòîðà ξ â òî÷êå P . Èç ÿâíîãî âèäà ïðîèçâîäíîé ìãíî-
âåííî âûòåêàåò, ÷òî ∂ξ ñîõðàíÿåò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèå
∂ξ : X(M) → Rn, à åñëè f ∈ F(M) � ôóíêöèÿ íàM , èX ∈ X(M) � âåêòîðíîå ïîëå, òî ∂ξ(fX) = (∂ξf)X+f(∂ξX)
(ïðàâèëî Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ f X ôóíêöèè f è âåêòîðíîãî ïîëÿ X). Òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííîì X îòîá-
ðàæåíèå ξ 7→ ∂ξX ëèíåéíî îòîáðàæàåò TPM â Rn è ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ X.

Åñëè X,Y ∈ X(M) � âåêòîðíûå ïîëÿ âäîëüM , òî äëÿ íèõ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 〈X,Y 〉, ðàâíàÿ â êàæäîé òî÷-
êå P ∈M ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ

〈
X(P ), Y (P )

〉
. Èç ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

â Rn è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìãíîâåííî âûòåêàåò ïðàâèëî Ëåéáíèöà: ∂ξ〈X,Y 〉 = 〈∂ξX,Y 〉+ 〈X, ∂ξY 〉.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈ M áóäåì îáîçíà÷àòü NPM îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê TPM è íàçûâàòü íîðìàëü-

íûì ïðîñòðàíñòâîì ê M â òî÷êå P . Òàê êàê Tρ(P )Rn = TPM ⊕ NPM , îïðåäåëåíû îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè
ïðîñòðàíñòâà Tρ(P )Rn íà ñëàãàåìûå TPM è NPM . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ Tρ(P )Rn îáîçíà÷èì vT ∈ TPM

è v⊥ ∈ NPM îáðàçû ýòèõ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé, òîãäà v = vT + v⊥. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ X âäîëü ïîâåðõíîñòè M è ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ ∈ TPM èìååì ∂ξX = (∂ξX)T + (∂ξX)⊥.

Åñëè â êàæäîé òî÷êå P ∈M âûïîëíÿåòñÿ X(P ) ∈ TPM , òî ïîëå X ∈ X(M) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì, à åñëè
äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈M âûïîëíÿåòñÿX(P ) ∈ NPM , òî ïîëåX ∈ X(M) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì. Îòìåòèì, ÷òî
ñåìåéñòâà âñåõ êàñàòåëüíûõ (âñåõ íîðìàëüíûõ) âåêòîðíûõ ïîëåé çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
è óìíîæåíèé íà ôóíêöèè, ò.å. ýòè ñåìåéñòâà îáðàçóþò ïîäìîäóëè â ìîäóëå X(M) âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ìîäóëü
êàñàòåëüíûõ ïîëåé íà M îáîçíà÷èì X(M), à ìîäóëü íîðìàëüíûõ áóäåì îáîçíà÷àòü N (M).

Âàæíîå íàáëþäåíèå: ÅñëèX � êàñàòåëüíîå èëè íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, òî âåêòîð ∂ξX íå îáÿçàí áûòü
êàñàòåëüíûì èëè íîðìàëüíûì (ïðèâåäèòå ïðèìåðû). Êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé êàñàòåëüíîãî ïîëÿ X ∈ X(M)
âäîëü ξ ∈ TPM íàçîâåì êàñàòåëüíîå ïîëå (∂ξX)T ∈ X(M) è îáîçíà÷èì åãî ∇ξX. Êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé

íîðìàëüíîãî ïîëÿ X ∈ N (M) âäîëü ξ ∈ TPM íàçîâåì íîðìàëüíîå ïîëå (∂ξX)⊥ ∈ N (M) è îáîçíà÷èì åãî òàêæå
∇ξX. Îïðåäåëèì åùå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇ξf ôóíêöèè f , ïîëîæèâ åå ðàâíîé ïðîèçâîäíîé ∂ξf .

Èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé ∂ξ è ëèíåéíîñòè îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé ìãíîâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ∇ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ëèíåéíà ïî ξ è óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ïîëÿ íà ôóíêöèþ. ×òî êàñàåòñÿ ïðàâèëà Ëåéáíèöà äëÿ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïîëåé, òî åãî äîêàçàòåëüñòâî ÷óòü ìåíåå î÷åâèäíî, ïîýòîìó ìû ýòî ñâîéñòâî äîêàæåì.

Ïðåäëîæåíèå 6.9. Ïóñòü X,Y ∈ X(M) � îäíîâðåìåííî èëè êàñàòåëüíûå, èëè íîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

âäîëü ïîâåðõíîñòè M , îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ∈M , è ξ ∈ TPM . Òîãäà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ, ïðèìåíåííàÿ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ 〈X,Y 〉 ýòèõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

∇ξ〈X,Y 〉 = 〈∇ξX,Y 〉+ 〈X,∇ξY 〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà X è Y � êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, òîãäà

〈∂ξX, Y 〉 =
〈
(∂ξX)T + (∂ξX)⊥, Y

〉
=
〈
(∂ξX)T , Y

〉
= 〈∇ξX, Y 〉.

Àíàëîãè÷íî, 〈X, ∂ξY 〉 = 〈X, ∇ξY 〉. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà äëÿ ∂ξ:

∇ξ〈X,Y 〉 = ∂ξ〈X,Y 〉 = 〈∂ξX,Y 〉+ 〈X, ∂ξY 〉 = 〈∇ξX, Y 〉+ 〈X, ∇ξY 〉.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íîðìàëüíûõ ïîëåé � òàêîå æå.
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Çàìå÷àíèå 6.10. Âñå ââåäåííûå ïðîèçâîäíûå âäîëü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ ∈ TPM çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé
äèôôåðåíöèðóåìûõ ïîëåé â (ëþáîé) îêðåñòíîñòè òî÷êè P . Íàïîìíèì, ÷òî, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 4.24, íà ìíîæåñòâå
M çàäàíà åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ. Âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå íå íà âñåì M , à òîëüêî íà îêðåñòíîñòè UP

òî÷êè P , íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6.11. Ïóñòü P � òî÷êà k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (M,ρ) â Rn è η ∈ Tρ(P )Rn � ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð. Òîãäà

(1) åñëè η ∈ TPM , òî ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ X(M) òàêîå, ÷òî X(P ) = η;

(2) åñëè η ∈ NPM , òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü UP ⊂ M è â íåé ëîêàëüíîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

X ∈ N (UP ) òàêîå, ÷òî X(P ) = η;

(3) åñëè âåêòîð η îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïîëå X ìîæíî âûáðàòü íèãäå íå íóëåâûì, ò.å. íåâûðîæäåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè η = 0, òî ïðîäîëæèì η äî íóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî
è êàñàòåëüíûì, è íîðìàëüíûì.

Ïóñòü òåïåðü η 6= 0. Áóäåì ñðàçó ñòðîèòü íåâûðîæäåííîå ïîëå X. Â ñëó÷àå η ∈ TPM ââåäåì íàM ïðîèçâîëü-
íûå êîîðäèíàòû (u1, . . . , uk), ðàçëîæèì η ïî êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó ρui ïðîñòðàíñòâà TPM , ïîëó÷èì η = ηiρui ,
ãäå, â ñèëó óñëîâèÿ η 6= 0, íå âñå ÷èñëà ηi ðàâíû íóëþ. Ïðîäîëæèì ýòî ðàçëîæåíèå äî òàêîãî æå âî âñå òî÷êè
ïîâåðõíîñòè M . Ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå áóäåò íåâûðîæäåííûì êàñàòåëüíûì.

Â ñëó÷àå η ∈ NPM , ïóñòü φα : M → Ωα � ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè M è Pα = φα(P ). Âîñïîëüçóåì-
ñÿ òåîðåìîé 4.16 è ïðåäñòàâèì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè UPα ⊂ Ωα òî÷êè Pα ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
ρ ◦ φ−1

α : UPα → Rn â íåÿâíîì âèäå, ò.å. êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé {F i(x1, . . . , xn) = 0}n−ki=1 . Ïîëîæèì
UP = φ−1

α (UPα). Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êå Q ∈ UP âåêòîðû (F ix1 , . . . , F ixn)|ρ(Q) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îðòîãî-
íàëüíû TQM , ò.å. îáðàçóþò áàçèñ íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà NQM . Òåïåðü ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ðåøåíèþ: ðàçëîæèì η ïî ýòîìó áàçèñó â òî÷êå ρ(P ) è ïðîäîëæèì òåì æå îáðàçîì ðàçëîæåíèå íà âñå NQM ,
Q ∈ UP . Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.
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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 6

Óïðàæíåíèå 6.1. Ïóñòü e1, e2, e3 � áàçèñ òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à e1, e2, e3 � äâîéñòâåííûé
áàçèñ.

(1) Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå òåíçîðà T = e2 ⊗ e1 + (e1 + 2e2 + 3e3)⊗ e2 íà ïàðå (e1 + e2 + e3, e1 + 5e2 + 4e3).

(2) Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå òåíçîðà T = e2 ⊗ e1 + (e1 + 2e2 + 3e3) · e2 íà ïàðå (e1 + e2 + e3, e1 + 5e2 + 4e3).

Óïðàæíåíèå 6.2. Èñïîëüçóÿ òåíçîðíóþ çàïèñü, âû÷èñëèòå ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó êàòåíîèäà, çà-
äàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêè òàê:

ρ(z, φ) =
(
a ch

z

a
cosφ, a ch

z

a
sinφ, z

)
.

Óïðàæíåíèå 6.3. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà äâóìåðíûé òîð â R3, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè
òàê:

ρ(φ, θ) =
(
(a+ b cos θ) cosφ, (a+ b cos θ) sinφ, b sin θ

)
, 0 < b < a, (φ, θ) ∈ R2.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ïîëÿ X è Y âäîëü òîðà M : ïîëå X � êàñàòåëüíîå, èìåþùåå â êîîðäèíàòàõ φ, θ êîîð-
äèíàòû (1, 0), à ïîëå Y ñîñòàâëåíî èç åäèíè÷íûõ âíåøíèõ íîðìàëåé. Íàéäèòå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ
ïîëåé âî âñåõ òî÷êàõ òîðà è âäîëü âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.

Óïðàæíåíèå 6.4. Ïóñòü M(n) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n. Äëÿ A = (aij) ∈ M(n)
îáîçíà÷èì trA ñëåä ìàòðèöû A, ò.å. trA =

∑n
i=1 aii.

(1) Äëÿ A,B ∈M(n) ïîêàæèòå, ÷òî tr(AB) = tr(BA).

(2) Çàïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòðîêè ìàòðèöû â îäíó ñòðîêó, ïîëó÷èì èçîìîðôèçì ìåæäó M(n) è Rn2

.

Óáåäèòåñü, ÷òî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn2

â ìàòðè÷íîì âèäå çàïèøåòñÿ òàê: äëÿ A,B ∈
M(n) èìååì

〈A,B〉 = tr(ABt) = tr(AtB) = tr(BtA) = tr(BAt).

(3) Ïóñòü C ∈ O(n) � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, è A,B ∈ M(n). Ïîêàæèòå, ÷òî X 7→ C X ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì â M(n), ò.å. äëÿ ëþáûõ A,B ∈ M(n) âûïîëíÿåòñÿ 〈C A, C B〉 = 〈A,B〉.

(4) Ïîêàæèòå, ÷òî O(n) ëåæèò â ñôåðå ñ öåíòðîì â 0 è ðàäèóñîì
√
n.

Óïðàæíåíèå 6.5. Ïóñòü M = O(n) � íåÿâíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn2

= M(n), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ îðòîãîíàëüíûõ
ìàòðèö ðàçìåðà n× n.

(1) Ïîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå E ∈ M ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì âñåõ êîñîñèì-
ìåòðè÷íûõ ìàòðèö.

(2) Ïîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå E ∈ M ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì âñåõ ñèììåò-
ðè÷íûõ ìàòðèö.

(3) Ïîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â C ∈M ñîâïàäàåò ñ C(TEM).

(4) Ïîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî â C ∈M ñîâïàäàåò ñ C(NEM).

(5) Ïóñòü A ∈ TEM(n) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, è X � âåêòîðíîå ïîëå íà M , çàäàííîå òàê: X(C) = C A,
C ∈M . Âû÷èñëèòå ∂ξX, ãäå ξ ∈ TCM .

(6) Ïóñòü A ∈ TEM � ïðîèçâîëüíàÿ êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, è X(C) = C A, C ∈ M , � âåêòîðíîå ïîëå
íà M . Óáåäèòåñü, ÷òî X � êàñàòåëüíîå ïîëå ê M è íàéäèòå ∇ξX ïðè êàæäîì ξ ∈ TCM .

(7) Ïóñòü B ∈ NEM � ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, è X(C) = C B, C ∈M , � âåêòîðíîå ïîëå íà M .
Óáåäèòåñü, ÷òî X � íîðìàëüíîå ïîëå ê M è íàéäèòå ∇ξX ïðè êàæäîì ξ ∈ TCM .


