
Ëåêöèÿ 5

Äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà

ïîâåðõíîñòåé

Ïëàí. Îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé, åãî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü, íåïðåðûâíîå è ãëàäêîå îòîáðàæåíèÿ, êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè, ðàçíèöà ìåæäó
ïîâåðõíîñòüþ è ïðîìåæóòêîì èëè îáëàñòüþ, çàïèñü êðèâîé âî âíåøíèõ è âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè,
íåçàâèñèìîñòü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà îò ïàðàìåòðèçàöèè, åãî âíåøíèå è âíóòðåííèå êîîðäèíàòû, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, èçìåíåíèå âíóòðåííèõ êîîðäèíàò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè, êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îáëàñòè, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïîâåðõíîñòè êàê ïîäïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê îáúåìëþùåìó
ïðîñòðàíñòâó, äèôôåðåíöèàë ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, åãî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü, ëèíåéíîñòü äèôôåðåíöèàëà, èçìåíåíèå êî-
îðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèé ïîâåðõíîñòåé, äèôôåðåíöèàë ãëàäêîé ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè
êàê êîâåêòîð, îòëè÷èå îòîáðàæåíèÿ â ïîâåðõíîñòü (èëè èç íåå) è â ïðîìåæóòîê èëè îáëàñòü (èëè èç íèõ), äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé êàê äâîéñòâåííûé áàçèñ êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, çàïèñü äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè � ðàçëîæåíèå ïî äâîéñòâåííîìó áàçèñó,
ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè èëè èíäóöèðîâàííàÿ íà ïîâåðõíîñòè ìåòðèêà, ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ, âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû (äëèíû êðèâûõ è óãëû ìåæäó êðèâûìè), èçîìåòðè÷íûå îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé, ïðèìåð.

5.1 Ïîâåðõíîñòè è îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü M è N � ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòåé r è s â Rm è Rn ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîá-
ðàæåíèå F : M → N ìíîæåñòâà M âî ìíîæåñòâî N . Ïàðàìåòðèçóåì M è N , âûáðàâ íåêîòîðûå áèåêöèè
φα : M → Ωα ⊂ Rr è ψβ : N → Θβ ⊂ Rs. Òîãäà êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå ψβ ◦F ◦φ−1

α : Ωα → Θβ . Íà äðóãîì ÿçûêå, òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü òàê. Ââåäåì íà M è N êîîðäèíàòû
u = (u1, . . . , ur) è v = (v1, . . . , vs) ñîîòâåòñòâåííî è çàïèøåì F â ýòèõ êîîðäèíàòàõ, òîãäà êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü
F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç s êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé vi = vi(u1, . . . , ur). Òàêîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèÿ
áóäåì çàïèñûâàòü òàê: F : {vi = vi(u1, . . . , ur)}si=1 èëè F : v(u). Îòîáðàæåíèå F : M → N íàçîâåì îòîáðàæåíè-

åì ïîâåðõíîñòåé, åñëè êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü F � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå (âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè � ãëàäêèå).
Òàê êàê âñå çàìåíû êîîðäèíàò � ðåãóëÿðíûå, òî ãëàäêîñòü êîîðäèíàòíîé çàïèñè íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðà-
ìåòðèçàöèé.

Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F èç îáëàñòè Ω ⊂ Rm â îáëàñòü Θ ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè â êàæäîé òî÷êå
P ∈ Ω ðàíã ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F ìàêñèìàëüíûé, ò.å. ðàâåí max{m,n}. Îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé
F : M → N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè íåêîòîðàÿ à, çíà÷èò, è ëþáàÿ êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
� ðåãóëÿðíà. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé F : M → N òàêîå, ÷òî F è F−1 ðåãóëÿðíû,
íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè s, à X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
F : X → M èëè F : M → X. Òàê êàê íà M , â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 4.24, îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ òî-
ïîëîãèÿ, ìîæíî ãîâîðèòü ïðî íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ F , íå ïðèáåãàÿ íè ê êàêîé ïàðàìåòðèçàöèè F . Òåì
íå ìåíåå, êàê è â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, íåïðåðûâíîñòü áûâàåò ïðîùå ïðîâåðèòü,
ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå êîîðäèíàòíóþ çàïèñü. À èìåííî, ïàðàìåòðèçóåì ïîâåðõíîñòüM ñ ïîìîùüþ φα : M → Ωα,
òîãäà îòîáðàæåíèÿ φα ◦F â ïåðâîì ñëó÷àå è F ◦φ−1

α âî âòîðîì áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòíûìè çàïèñÿìè îòîá-
ðàæåíèÿ F . Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ñ Rn, îòîáðàæåíèå F � íåïðåðûâíî, åñëè è òîëüêî åñëè íåïðåðûâíà
íåêîòîðàÿ (à, çíà÷èò, è ëþáàÿ) åãî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü. Åñëè u1, . . . , us � êîîðäèíàòû íàM , çàäàííûå ïàðàìåò-
ðèçàöèåé φα, òî, â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ φα ◦F , êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé s ôóíêöèé ui : X → R,
à íåïðåðûâíîñòü F ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè âñåõ ýòèõ ôóíêöèé. Åñëè â êà÷åñòâå X âçÿòü ïðîìåæóòîê èëè
îáëàñòü, òî ìîæíî ãîâîðèòü íå òîëüêî î íåïðåðûâíîñòè, íî è î ãëàäêîñòè, ðåãóëÿðíîñòè, äèôôåîìîðôíîñòè
îòîáðàæåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 5.1. Ðàçíèöà ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ è ïðîìåæóòêîì èëè îáëàñòüþ ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî íà ïî-
âåðõíîñòè ìû íå ôèêñèðóåì êàêèå-òî çàðàíåå çàäàííûå êîîðäèíàòû, à íà ïðîìåæóòêå èëè îáëàñòè êîîðäèíàòû
ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûìè, à èìåííî, ÿâëÿþùèìèñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ëåæèò
ïðîìåæóòîê èëè îáëàñòü. Òàêæå äëÿ ïðîìåæóòêà èëè îáëàñòè îòñóòñòâóåò ÿâíî çàäàííîå ïîãðóæåíèå â îáúåì-
ëþùåå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå, òåì íå ìåíåå, ìîæíî îïðåäåëèòü, ñ÷èòàÿ åãî òîæäåñòâåííûì âëîæåíèåì. Â ýòîì
ñìûñëå, äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ, íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà èëè
äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé (ñì. íèæå), ïî ñóòè îñòàþòñÿ òåìè æå ïðè çàìåíå ïîâåðõíîñòåé íà
ïðîìåæóòîê èëè îáëàñòü. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì êàæäûé ðàç îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ïîäîáíûå ìîäèôèêàöèè.

Ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå èç ïðîìåæóòêà
I â ïîâåðõíîñòü M . Åñëè ïåðåéòè ê êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ, òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå
(íåïàðàìåòðè÷åñêîé) êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè.

Ôóíêöèåé íà ïîâåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ êàæäîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : M → R.

Çàìå÷àíèå 5.2. Â äàëüíåéøåì, âñå îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, îáëàñòåé è ïðîìåæóòêîâ, åñëè íå îãîâîðåíî
ïðîòèâíîå, áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ ãëàäêèìè, à ñëîâî �ãëàäêèé�, äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì îïóñêàòü.

5.1.1 Êàñàòåëüíûå âåêòîðû è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü P ∈M � òî÷êà íà k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (M,ρ), è γ � êðèâàÿ íà M , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P = γ(0).
Êðèâóþ γ ìîæíî çàïèñûâàòü äâîÿêî: èëè âî âíåøíèõ êîîðäèíàòàõ, ò.å. êàê îòîáðàæåíèå ρ ◦ γ â îáúåìëþùåå
ïðîñòðàíñòâî Rn, èëè âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ, çàäàâ ïàðàìåòðèçàöèþ φα : M → Ωα è ðàññìîòðåâ îòîáðà-
æåíèå φα ◦ γ. Êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ âåêòîð ñêîðîñòè ξ = (ρ ◦ γ)′(t0)
äëÿ êàæäîé òàêîé êðèâîé γ. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò âåêòîð íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, êðèâàÿ � ýòî îòîáðàæåíèå ñðàçó â M (ìèíóþùåå âûáîð êîîðäèíàò), à îòîáðàæåíèå ρ îïðå-
äåëåíî íà M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàïèñüþ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξ â êîîðäèíàòàõ ïîâåðõíîñòè M , çàäàííûõ
ïàðàìåòðèçàöèåé φα, íàçûâàåòñÿ âåêòîð ñêîðîñòè (φα ◦ γ)′(t0). Ýòîò âåêòîð óæå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðè-
çàöèè. Ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì â ýòîé òî÷êå
è îáîçíà÷àåòñÿ TPM .

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM äëÿ k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (M,ρ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè k â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íàM êîîðäèíàòû u = (u1, . . . , uk) è ïóñòü ρ : {xi = xi(u1, . . . , uk)}ni=1 � êîîðäèíàòíàÿ
çàïèñü ïîãðóæåíèÿ ρ. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè, ìàòðèöà ßêîáè J = (xiuj ) â
êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã, ðàâíûé k.

Ïóñòü â ýòèõ êîîðäèíàòàõ P = (P 1, . . . , P k). Ðàññìîòðèì ïðîõîäÿùèå ÷åðåç P êîîðäèíàòíûå êðèâûå γj(t) =
(P 1, . . . , P j+ t, . . . , P k), òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êàñàòåëüíûå âåêòîðû (ρ◦γj)′(0) áóäóò ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ρuj := (x1uj , . . . , xnuj ), âû÷èñëåííûìè â òî÷êå P . Ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû J(P ), ïîýòîìó îíè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû (òàê êàê ðàíã J(P ) ðàâåí k).

Ïóñòü òåïåðü ξ � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð. Ïî îïðåäåëåíèþ, íà ïîâåðõíîñòè M ñóùåñòâóåò êðè-
âàÿ γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P = γ(t0), è ξ = (ρ ◦ γ)′(t0). Êðèâàÿ γ çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ uj â âèäå(
u1(t), . . . , uk(t)

)
, ïîýòîìó ρ ◦ γ çàäàåòñÿ n ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè xi = xi

(
u1(t), . . . , uk(t)

)
. Ïî òåîðåìå î äèôôå-

ðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè, èìååì

ξ = (ρ ◦ γ)′ = (x1uj u̇j , . . . , xnuj u̇j) = ρuj u̇j

(ìû èñïîëüçóåì ñîãëàøåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå). Òåì ñàìûì, ìû ðàçëîæèëè âåêòîð ξ ïî âåêòîðàì ρuj .

Êðîìå òîãî, êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ρuj aj ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì
âåêòîðîì, ïîðîæäåííûì êðèâîé P + a t, ãäå a = (a1, . . . , ak). Òàêèì îáðàçîì, TPM ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ k âåêòîðîâ ρuj (P ), ïîýòîìó TPM � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
Rn ðàçìåðíîñòè k, à ρuj (P ) � áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 5.4. Áàçèñ ρuj (P ) êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TPM íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì, ñîîò-

âåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì uj .

Òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè ïîêàçûâàåò, êàê ìåíÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ïðè èçìå-
íåíèè êîîðäèíàò.
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Ïðåäëîæåíèå 5.5. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò uj ê êîîðäèíàòàì uj
′
âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ìå-

íÿþòñÿ òàê: ρuj′ = ρuj uj
uj′ , ρuj = ρuj′ u

j′

uj . Ïðè ýòîì, êàñàòåëüíûé âåêòîð ξjρuj , èìåâøèé êîîðäèíàòû

ξ = (ξ1, . . . , ξk), â íîâîì áàçèñå çàïèøåòñÿ êàê ξjuj
′

ujρuj′ , ïîýòîìó åãî êîîðäèíàòû ξ′ = (ξ1
′
, . . . , ξk

′
) â áà-

çèñå ρuj′ áóäóò ðàâíû (u1
′

ujξj , . . . , uk
′

ujξj), èëè, áîëåå êîìïàêòíî, ξ′ = u′u ξ, ãäå u
′
u � ìàòðèöà ßêîáè çàìåíû

êîîðäèíàò, à ξ′ è ξ îáîçíà÷àþò çäåñü òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîð-ñòîëáöû.

Çàìå÷àíèå 5.6. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî øòðèõ ′ èãðàåò â íàøèõ çàïèñÿõ äâîÿêóþ ðîëü: è êàê ñèìâîë äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, è êàê óêàçàòåëü íà çàìåíó êîîðäèíàò. Ïîæàëóéñòà, íå ñìåøèâàéòå ýòè ôóíêöèè øòðèõà.

Çàìå÷àíèå 5.7. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 5.1, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ è â
òî÷êàõ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà Rn, è â òî÷êàõ âîîáùå ëþáîé îáëàñòè. Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ñâåñòè ê óæå
äàííîìó äëÿ ïîâåðõíîñòåé, åñëè ïîëîæèòü M = Rn, ïàðàìåòðèçîâàòü M òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì Rn íà
ñåáÿ, è ïîãðóçèòüM â îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî Rn òåì æå òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Áîëåå ïðÿìîé ïóòü
� îïðåäåëèòü êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå Q ∈ Rn êàê âåêòîð ñêîðîñòè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç Q ãëàäêîé êðèâîé,
âû÷èñëåííûé â òî÷êå Q. Ïóñòü, êàê è âûøå, x = (x1, . . . , xn) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn, òîãäà âåêòîðû

êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà � ýòî xxi = (0, . . . , 1, . . . , 0), ãäå 1 ñòîèò íà i-îì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ êàñàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ TQRn êàíîíè÷åñêèé áàçèñ îäèí è òîò æå è ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì â Rn.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî è äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, åñëè ïîëî-
æèòü M = Ω, ïàðàìåòðèçîâàòü Ω òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì èç òîé æå îáëàñòè Ω, è ïîãðóçèòü Ω â Rn
îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ (òîæäåñòâåííûì íà Ω); èëè æå ïðîñòî ðàññìîòðåòü âåêòîðû ñêîðîñòåé êðèâûõ â Ω.
Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ òàêæå îäèíàêîâ âî âñåõ òî÷êàõ è ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì â Rn.

Çàìå÷àíèå 5.7 ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü ïðåäëîæåíèå 5.3.

Ïðåäëîæåíèå 5.8. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM äëÿ k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè (M,ρ) â Rn ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè k â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tρ(P )Rn ê òî÷êå ρ(P ) îáúåìëþùåãî
ïðîñòðàíñòâà Rn.

5.1.2 Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé

Ïóñòü (M,ρ) è (N, σ) � ñîîòâåòñòâåííî r-ìåðíàÿ è s-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòè, F : M → N � îòîáðàæåíèå ïîâåðõ-
íîñòåé, P ∈ M è Q = F (P ). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TPM , è ïóñòü γ � êðèâàÿ
íà ïîâåðõíîñòè M , çàäàþùàÿ ξ, ò.å. γ(t0) = P è (ρ ◦ γ)′(t0) = ξ. Òàê êàê è êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü êðèâîé, è
êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé çàäàþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, F ◦γ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå,
è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè N , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç Q = F

(
γ(t0)

)
. Îáîçíà÷èì η ïîðîæäåííûé ýòîé

êðèâîé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå Q, ò.å. η = (σ ◦ F ◦ γ)′(t0). Äèôôåðåíöèàëîì dF îòîáðàæåíèÿ F íàçûâà-
åòñÿ ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó êàñàòåëüíîìó âåêòîðó ξ ñîîòâåòñòâóþùåãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà η. Îãðàíè÷åíèå
äèôôåðåíöèàëà dF íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TPM îáîçíà÷àåòñÿ dF |P .

Ïðåäëîæåíèå 5.9. Åñëè íà ïîâåðõíîñòè (M,ρ) çàäàíû êîîðäèíàòû u = (u1, . . . , ur), à íà ïîâåðõíîñòè (N, σ)
� êîîðäèíàòû v = (v1, . . . , vs), òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ áàçèñàõ îòîáðàæåíèå dF |P ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì, è åãî ìàòðèöà â ýòèõ áàçèñàõ � ìàòðèöà ßêîáè vu = (vjui), âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå (P 1, . . . , P r),
ÿâëÿþùåéñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè P . Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, è äèôôåðåíöèàë íå

çàâèñÿò îò âûáîðà êîîðäèíàò, äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TPM , è ïóñòü γ � çàäàþùàÿ åãî êðèâàÿ.
Çàïèøåì âñ¼ âî ââåäåííûõ êîîðäèíàòàõ: ξ = (ξ1, . . . , ξr), η = dF (ξ) = (η1, . . . , ηs), γ(t) =

(
u1(t), . . . , ur(t)

)
,

F : {vj = vj(u1, . . . , ur)}sj=1. Òîãäà

η = dF (ξ) = (σ ◦ F ◦ γ)′ = σvjv
j
ui u̇

i = σvjv
j
uiξ

i,

îòêóäà ηj = vjuiξ
i èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå, η = vu ξ, ÷òî è äîêàçûâàåò êàê ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ dF |P â

âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ, òàê è ðàâåíñòâî åãî êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöå ßêîáè vu.

Òàê êàê äèôôåðåíöèàë � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî, ïðè çàìåíå áàçèñà, ìàòðèöà
ßêîáè, çàäàþùàÿ ýòîò äèôôåðåíöèàë, äîëæíà ìåíÿòüñÿ ïî èçâåñòíîìó èç ëèíåéíîé àëãåáðû çàêîíó. Òîò æå
ñàìûé çàêîí èçìåíåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ è èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè.
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Ïðåäëîæåíèå 5.10. Ïóñòü, êàê è âûøå, F : M → N � îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé, à vu � ìàòðèöà ßêîáè

êîîðäèíàòíîé çàïèñè äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ F , ãäå u = (u1, . . . , ur) è v = (v1, . . . , vs) � êîîðäèíàòû

íà M è N ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ íîâûå êîîðäèíàòû u′ = (u1
′
, . . . , ur

′
) è v′ =

(v1
′
, . . . , vr

′
) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà v′u′ = v′v vu uu′ = v′v vu (u

′
u)

−1, èëè, â êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèÿõ, vi
′

uj′ =

vi
′

vi v
i
uj u

j

uj′ . Èíûìè ñëîâàìè, êîîðäèíàòû ìàòðèöû ßêîáè äèôôåðåíöèàëà dF |P âåäóò ñåáÿ òàê, êàê è äîëæíû

âåñòè êîîðäèíàòû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà dF |P : TPM → TPN ïðè çàìåíå áàçèñîâ ρui è σvj íà ñîîòâåòñòâåííî
áàçèñû ρui′ è σvj′ , à èìåííî, óìíîæàþòñÿ íà ïðÿìóþ è îáðàòíóþ ìàòðèöû çàìåíû áàçèñîâ.

Çàìå÷àíèå 5.11. Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ïèøóòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, åñëè ñëåäèòü çà
�âûñîòîé� èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì, èíäåêñû, âõîäÿùèå â êîîðäèíàòû, ïî êîòîðûì ìû äèôôåðåíöèðóåì, ñ÷èòàþòñÿ
íèæíèìè, à ó êîîðäèíàò, êîòîðûå ìû äèôôåðåíöèðóåì � âåðõíèìè. Íàïðèìåð, â âûðàæåíèè viuj èíäåêñ i �
âåðõíèé, à èíäåêñ j � íèæíèé. Òàêæå íàïèñàííûå ôîðìóëû � íå ÷òî èíîå, êàê ðåàëèçàöèÿ �öåïíîãî ïðàâèëà�
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 5.1, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ïî-
âåðõíîñòè M â âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 5.12. Ïóñòü F : M → R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈ M äèôôåðåíöèàë

dF |P : TPM → TF (P )R = R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà TPM , ò.å. ýëåìåíòîì äâîéñòâåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Åñëè íà M çàäàíû êîîðäèíàòû u = (u1, . . . , ur), à íà R � ñòàíäàðòíàÿ (äåêàðòîâà) êîîðäèíàòà
x, òî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü äèôôåðåíöèàëà èìååò âèä Fu := (xu1 , . . . , xur ).

Îïðåäåëåíèå 5.13. Äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó TPM îáîçíà÷àåòñÿ T ∗
PM è íà-

çûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîâåðõíîñòè è ðàññìàòðèâàåìûå â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå, � ýòî ýëåìåíòû êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå 5.14. Êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèå èç ïîâåðõíîñòè â ïðÿìóþ, ïðîìåæóòîê èëè îáëàñòü,
èëè èç íèõ, êîîðäèíàòû ìîãóò ìåíÿòüñÿ òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó âîçíèêàþò óæå íå ëèíåéíûå îïåðàòîðû,
à îáúåêòû äðóãîãî òèïà. Íàïðèìåð, åñëè F : M → R � ôóíêöèÿ íà ïîâåðõíîñòè, òî íàñ èíòåðåñóåò èçìåíåíèå
äèôôåðåíöèàëà dF òîëüêî ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò íà ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ìû ïåðåõîäèì îò êîîðäèíàò u =
(u1, . . . , ur) ê êîîðäèíàòàì u′ = (u1

′
, . . . , ur

′
), à ñòàíäàðòíàÿ (äåêàðòîâà) êîîðäèíàòà R îáîçíà÷åíà x. Òîãäà, â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåíèÿìè 5.12 è 5.10, êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü äèôôåðåíöèàëà Fu = (xu1 , . . . , xur ) çàìåíèòñÿ
íà Fu′ = (xu1′ , . . . , xur′ ) = Fu uu′ , à ýòî, êàê è áûëî åñòåñòâåííî îæèäàòü, çàêîí èçìåíåíèå êîîðäèíàò êîâåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè (M,ρ), ÿâëÿþùèõñÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè íåêî-
òîðîé ïàðàìåòðèçàöèè. Ïóñòü u = (u1, . . . , uk) � êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòèM , è â êà÷åñòâå F : M → R âîçüìåì
ôóíêöèþ ui : M → R. Âûÿñíèì, êàê äåéñòâóåò äèôôåðåíöèàë dui íà êàñàòåëüíûå âåêòîðû, çàïèñàííûå â êàíî-
íè÷åñêîì áàçèñå ρuj . Äëÿ ýòîãî çàäàäèì áàçèñíûé âåêòîð ρuj êîîðäèíàòíîé êðèâîé γ(t) = (P 1, . . . , P j+t, . . . , P k),
òîãäà ui ◦ γ èëè ðàâíî P i ïðè i 6= j, èëè, èíà÷å, P j + t, ïîýòîìó dui(ρuj ) = (ui ◦ γ)′(t0) = δij .

Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 5.15. Äèôôåðåíöèàëû dui êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïîâåðõíîñòè M îáðàçóþò áàçèñ êîêàñà-

òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗
PM , äâîéñòâåííûé ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó ρui . Äèôôåðåíöèàëû dxi êîîðäèíàòíûõ

ôóíêöèé xi îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà Rn îáðàçóþò áàçèñ êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗
QRn, äâîéñòâåí-

íûé ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó xxi .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ F : M → R. Ïî ñëåäñòâèþ 5.12, åå äèôôåðåíöèàë, âû÷èñëåííûé
â òî÷êå P ∈ M , ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗

PM , ïîýòîìó, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.15,
dF ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó duj ýòîãî ïðîñòðàíñòâà: dF = aj du

j . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, dF (ρui) = Fui =
(aj du

j)(ρui) = ai, ò.å. dF = Fuidui. Òåì ñàìûì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó.

Ïðåäëîæåíèå 5.16. Èçâåñòíàÿ èç ìàòàíàëèçà ôîðìóëà dF = Fujduj åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ðàçëîæåíèå

äèôôåðåíöèàëà � ýëåìåíòà êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà � ïî áàçèñó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè ρ :
{
xi(u1, . . . , ur)

}n
i=1

� êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîãðóæåíèÿ ρ ïîâåðõíîñòè M , òî dxi = xiujduj �

ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó duj äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ýòîãî ïîãðóæåíèÿ.
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5.2 Ïåðâàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn èìååòñÿ ñòàíäàðòíîå åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå: åñëè ξ = (ξ1, . . . , ξn) è η = (η1, . . . , ηn) � ýëåìåíòû Rn, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî

〈ξ, η〉 =
∑
i

ξiηi = δijξ
iηj

(ïðàâàÿ ÷àñòü âåðõíåãî ðàâåíñòâà � òåíçîðíàÿ çàïèñü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äîïóñêàþùàÿ íå èñïîëüçîâàíèå
çíàêà ñóììèðîâàíèÿ). Ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàæäîì êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå TPRn. Íàïîìíèì, ÷òî, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.7, êàíîíè÷åñêèå áàçèñû âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
îäèíàêîâû è ñîâïàäàþò ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì Rn, ïîýòîìó ðàññìîòðåííûå âûøå âåêòîðû ξ è η ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïðèíàäëåæàùèå ëþáîìó TPM , è èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áóäåò òàêèì æå. Ýòî ñåìåéñòâî
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé íà âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ TPRn íàçîâåì åâêëèäîâîé ìåòðèêîé íà Rn.

Òàêæå ìû ãîâîðèëè, ÷òî êàæäîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ïîâåðõíîñòè (M,ρ) â Rn îïðåäåëÿåòñÿ íå çàâèñè-
ìî îò ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Tρ(P )Rn, ïîýòîìó íà íåì òàêæå
îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � îãðàíè÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, çàäàííîãî íà Tρ(P )Rn. Èòàê, çà-
äàííîå òàêèì îáðàçîì íà êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (áèëèíåéíàÿ ôîðìà), à
òàêæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, íàçûâàþòñÿ ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè
M èëè ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé íà ïîâåðõíîñòè M (íå ïóòàéòå ñ ìåòðèêîé êàê ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ).

Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðèçàöèè, ìû áóäåì ïîðîæäàòü ðàçëè÷íûå áàçèñû â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ê ïîâåðõíîñòè è, çàïèñûâàÿ â ýòèõ áàçèñàõ ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó, áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ìàò-
ðèöû � ìàòðèöû Ãðàìà ýòèõ áàçèñîâ. Êàæäàÿ òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé

ôîðìîé â âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ. Çàïèøåì åå â ÿâíîì âèäå. Åñëè u1, . . . , uk � êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè M ,
è ρuj = (x1uj , . . . , xnuk) � âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, íî ýëåìåíòû gpq ýòîé ìàòðèöû èìåþò âèä

(5.1) gpq = 〈ρup , ρuq 〉 =
∑
i

xiupxiuq = δijx
i
upx

j
uq .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 5.17. (1) Çàäàäèì (n − 1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â Rn ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn) â âè-
äå ãðàôèêà ôóíêöèè xn = f(x1, . . . , xn−1) è çàïèøåì ìàòðèöó ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â êîîðäè-
íàòàõ (x1, . . . , xn−1). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè (x1, . . . , xn−1) 7→(
x1, . . . , xn−1, f(x1, . . . , xn−1)

)
=: ρ, òîãäà âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà � ýòî ρxi = (0, . . . , 1, . . . , 0, fxi), ãäå 1

ñòîèò íà i-îì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Ãðàìà G ýòèõ âåêòîðîâ èìååò âèä

G =


1 + f2x1 fx1fx2 · · · fx1fxn−1

fx2fx1 1 + f2x2 · · · fx2fxn−1

...
...

. . .
...

fxn−1fx1 fxn−1fx2 · · · 1 + f2xn−1

 .

(2) Çàäàäèì (n − 1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â Rn ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn â íåÿâíîì âèäå
F (x1, . . . , xn) = c. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå Fxn 6= 0, òîãäà, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé
ôóíêöèè, â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè xn = f(x1, . . . , xn−1). Âû÷èñëèì
ìàòðèöó ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn−1 ÷åðåç ôóíêöèþ F è åå ïðîèçâîäíûå. Òàê
êàê F

(
x1, . . . , xn−1, f(x1, . . . , xn−1)

)
= 0, òî Fxi +Fxn fxi = 0, i = 1, . . . , n−1, îòêóäà fxi = −Fxi/Fxn . Ïîäñòàâëÿÿ

ýòè âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùèé ïðèìåð è âûíîñÿ èç ìàòðèöû 1/F 2
xn , ïîëó÷àåì

G =
1

F 2
xn


F 2
xn + F 2

x1 Fx1Fx2 · · · Fx1Fxn−1

Fx2Fx1 F 2
xn + F 2

x2 · · · Fx2Fxn−1

...
...

. . .
...

Fxn−1Fx1 Fxn−1Fx2 · · · F 2
xn + F 2

xn−1

 .

(3) Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, âû÷èñëèì èíäóöèðîâàííóþ ìåòðèêó íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå F (x1, . . . , xn) =∑n
i=1(x

i)2 = 1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè, â êîòîðîé Fxn 6= 0. Èìååì Fxi = 2xi, òàê ÷òî óñëîâèå Fxn 6= 0 ðàâíîñèëüíî
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xn 6= 0. Â ðåçóëüòàòå,

G =
1

(xn)2


(xn)2 + (x1)2 x1x2 · · · x1xn−1

x2x1 (xn)2 + (x2)2 · · · x2xn−1

...
...

. . .
...

xn−1x1 xn−1x2 · · · (xn)2 + (xn−1)2

 =

= 1
1−

∑n−1
i=1 (xi)2


1 − (̂x1)2 − (x2)2 − · · · − (xn−1)2 x1x2 · · · x1xn−1

x2x1 1 − (x1)2 − (̂x2)2 − · · · − (xn−1)2 · · · x2xn−1

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

xn−1x1 xn−1x2 · · · 1 − (x1)2 − (x2)2 − · · · − ̂(xn−1)2

.
(4) Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ äâóìåðíóþ ñôåðó â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïàðàìåòðèçîâàííóþ ñôåðè÷å-

ñêèìè êîîðäèíàòàìè φ è θ, è âû÷èñëèì ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó â òî÷êå ñôåðû, ãäå ýòè êîîðäèíàòû
îïðåäåëåíû. Èìååì ρ := (x, y, z) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ),

ρφ = (− sin θ sinφ, sin θ cosφ, 0), ρθ = (cos θ cosφ, cos θ sinφ, − sin θ) ⇒ G =

(
sin2 θ 0
0 1

)
.

Êàê âû÷èñëèòü ýòó ìàòðèöóG áåç ïðîäåëàííûõ âûêëàäîê? Äëÿ ýòîãî íóæíî âñïîìíèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèé áàçèñ
ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ñêîðîñòåé êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, â íàøåì ñëó÷àå, φ-ëèíèé è θ-ëèíèé. Ýòè ëèíèè, î÷åâèäíî,
îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè. Äàëåå, φ-ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðà-
äèóñà sin θ, à θ-ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðè÷åì îáå ýòè îêðóæíîñòè ïàðàìåòðèçîâàíû
ñòàíäàðòíî � óãëîì ïîâîðîòà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû G � êâàäðàòû äëèí âåêòîðîâ ñêîðîñòåé
äâèæåíèÿ ïî êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì. Îñòàëîñü ïðîäåëàòü òðèâèàëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çàìåòèòü, ÷òî ïðè äâèæå-
íèè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, ïàðàìåòðèçîâàííîé óãëîì, äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè ðàâíà r.

(5) Ðàññìîòðèì â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R4, ïðåäñòàâëåííîì â âèäå R2×R2, òîð T 2, êîòîðûé ïîëó÷à-
åòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îêðóæíîñòåé S1, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò â ñâîåé R2: ïåðâàÿ îêðóæíîñòü
çàäàåòñÿ â âèäå (cosφ, sinφ, 0, 0), à âòîðàÿ � â âèäå (0, 0, cosψ, sinψ), òàêèì îáðàçîì, òîð T 2 ïàðàìåòðèçîâàí
òàê: ρ = (cosφ, sinφ, cosψ, sinψ). Òîãäà

ρφ = (− sinφ, cosφ, 0, 0), ρψ = (0, 0,− sinψ, cosψ) ⇒ G =

(
1 0
0 1

)
.

Åñëè ìàòðèöà èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ, òî òàêàÿ
ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé, è ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû òîæå íàçûâàþòñÿ åâêëèäîâûìè. Îòìåòèì, ÷òî
íå êàæäàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé, íàïðèìåð, íà ñôåðå íåâîçìîæíî íè â îäíîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé
îêðåñòíîñòè ââåñòè åâêëèäîâó ìåòðèêó. Ýòî áóäåì ïîêàçàíî íèæå êàê ñëåäñòâèå èç �Áëèñòàòåëüíîé òåîðåìû
Ãàóññà�. Âïðî÷åì, äëÿ ñôåðû ýòîò ôàêò ìîæíî äîêàçàòü è áîëåå íåïîñðåäñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 5.18. Èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ðàçíûå ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, äëèíû êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó âåêòîðàìè. Ýòè âûêëàäêè ìîæíî
ïðîäåëûâàòü âî âíåøíèõ êîîðäèíàòàõ, ò.å. ðàññìàòðèâàÿ âåêòîðû êàê ýëåìåíòû îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà,
èëè âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ, çàïèñûâàÿ âåêòîðû â êàêîì-íèáóäü êàíîíè÷åñêîì áàçèñå è èñïîëüçóÿ ìàòðèöó
ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû. Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà, ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè è ðàçíîîáðàçíûõ îáúåêòîâ, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè, êàê â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå,
òàê è íå ïåðåõîäÿ â íåãî, à ïðîèçâîäÿ âñå âûêëàäêè èñêëþ÷èòåëüíî â âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîñëåäíåå ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåé. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.19. Ðàññìîòðèì ðàçîáðàííûé âûøå ñëó÷àé òîðà T 2 â R4, è âûáåðåì íà ýòîì òîðå êðèâóþ, èìåþùóþ
âî ââåäåííûõ êîîðäèíàòàõ ïàðàìåòðèçàöèþ (φ,ψ) = (3t, 4t), t ∈ [0, 1]. Êîíå÷íî, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ýòó
êðèâóþ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, âû÷èñëèòü äëèíó åå âåêòîðà ñêîðîñòè è ïðîèíòåãðèðîâàòü. Îäíàêî, ðàç
ìû çíàåì èíäóöèðîâàííóþ ìåòðèêó, ïðè÷åì îíà òàêàÿ æå, êàê íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, à êðèâàÿ � îáû÷íûé
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0) è (3, 4), òî äëèíà ýòîé êðèâîé íàõîäèòñÿ ìãíîâåííî: îíà
ðàâíà 5.

Òàêæå ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü óãëû ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè, ò.å. óãëû ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòåé
ýòèõ êðèâûõ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ. Â ñëó÷àå ñ òåì æå òîðîì, ðàññìîòðèì êðèâûå γ1(t) = (2t, 2t) è
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γ2(t) = (−3t, 3t), âûõîäÿùèå èç òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé t = 0, è âû÷èñëèì óãîë ìåæäó íèìè. Â òåðìèíàõ
îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ìû äîëæíû íàéòè âåêòîðû ñêîðîñòåé êðèâûõ, ïîñ÷èòàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ âåêòîðîâ, ïîäåëèòü íà äëèíû âåêòîðîâ è âçÿòü arccos. Îäíàêî, âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ, ìû ñðàçó
âèäèì, ÷òî óãîë ìåæäó ýòèìè êðèâûìè ðàâåí π/2.

Ïðèìåð 5.20. Ïîêàæåì, êàê ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ áîëåå ñëîæíîé ìàòðèöåé èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü â R3, çàäàííóþ ãðàôèêîì ôóíêöèè z = x2 − y2, òîãäà ìàòðèöà G èíäóöè-
ðîâàííîé ìåòðèêè èìååò âèä

G =

(
1 + 4x2 −4x y
−4x y 1 + 4y2

)
.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ(t) = (t, t), t ∈ [0, 1], òîãäà â òî÷êå γ(t) ìàòðèöà G(t) ðàâíà

(
1 + 4t2 −4t2

−4t2 1 + 4t2

)
, ïîýòîìó

êâàäðàò äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè γ̇(t) = (1, 1) ðàâåí

(1, 1)

(
1 + 4t2 −4t2

−4t2 1 + 4t2

)(
1
1

)
= 2,

òàê ÷òî |γ| =
∫ 1

0

√
2 dt =

√
2.

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó P = (1, 2), òîãäà â ýòîé òî÷êå G =

(
5 −8
−8 17

)
.

Íàéäåì óãîë ìåæäó ýòèìè êðèâûìè. Ïóñòü γ1(x) è γ2(y) � ýòî x- è y-êðèâàÿ ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà γ̇1 = (1, 0),
γ̇2 = (0, 1), |γ̇1| =

√
5, |γ̇2| =

√
17, 〈γ̇1, γ̇2〉 = −8, ïîýòîìó óãîë ìåæäó ýòèìè êðèâûìè ðàâåí arccos −8√

5
√
17
.

5.2.1 Èçîìåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé

Îòîáðàæåíèå F : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷íûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ,
ò.å. äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X âûïîëíÿåòñÿ

∣∣F (x)F (x′)∣∣ = |xx′|. Áèåêòèâíîå èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ
èçîìåòðèåé. Îòîáðàæåíèå F : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûì, åñëè ó
êàæäîé òî÷êè P ∈ X åñòü òàêàÿ îêðåñòíîñòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå F íà ýòó îêðåñòíîñòü � èçîìåòðèÿ ñ îáðàçîì.
Åñëè ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì, òî îíî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé.

Â ñëó÷àå, êîãäà F � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, à ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ
ïîðîæäàåòñÿ íîðìîé, ñêàæåì, |xx′| = ‖x− x′‖, òî èçîìåòðè÷íîñòü ðàâíîñèëüíà ñîõðàíåíèþ íîðìû (ïðîâåðüòå):∥∥F (x)∥∥ = ‖x‖ äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Åñëè æå íîðìû ïîðîæäàþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè, òî èçîìåòðè÷íîñòü

ðàâíîñèëüíà ñîõðàíåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
〈
F (x), F (x′)

〉
= 〈x, x′〉 äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X (äîêàæèòå).

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èçîìåòðè÷íîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî F ñîõðàíÿåò äëèíû è
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî áàçèñà (óáåäèòåñü â ýòîì).

Ïîíÿòèå èçîìåòðè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ è èçîìåòðèè åñòåñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé. À
èìåííî, êàæäóþ ïîâåðõíîñòü M ìîæíî ïðåâðàòèòü â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëèâ ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè P,Q ∈ M êàê òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü äëèí âñåõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ íà M , ñîåäèíÿþùèõ P è Q
(êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñêëåéêîé êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ). Íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé (ïðîäåëàéòå ýòî). Òåì ñàìûì,
èçîìåòðè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ýòîé âíóòðåííåé ìåòðèêè.1

Çàäà÷à 5.21. Ïóñòü F : M → N � èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè P ∈ M îòîáðàæåíèå dF |P : TPM → TF (P )N òàêæå èçîìåòðè÷íî, ãäå ðàññòîÿíèÿ íà êàñàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ çàäàþòñÿ ïåðâûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ôîðìàìè.

Îòìåòèì, ÷òî èçîìåòðè÷íîñòü äèôôåðåíöèàëà íå âëå÷åò ñîõðàíåíèå âíóòðåííåé ìåòðèêè.

Ïðèìåð 5.22. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 ñ êîîðäèíàòàìè x, y êîëüöî (N, σ), çàäàííîå íåðàâåíñòâàìè 1 <
x2 + y2 < 4, ãäå ïîãðóæåíèå σ � âëîæåíèå. Â êà÷åñòâå (M,ρ) âîçüìåì òî æå ñàìîå êîëüöî, íî ñ âûêèíóòûì

1Åñëè ïðè îïðåäåëåíèè âíóòðåííåé ìåòðèêè âìåñòî êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ áðàòü ãëàäêèå êðèâûå, ìû ïîëó÷èì òî æå ñàìîå
ðàññòîÿíèå. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ ìîæíî òàê ïàðàìåòðèçîâàòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè íåãëàäêîñòè, ÷òîáû
îíà ïðåâðàòèëàñü â ãëàäêóþ êðèâóþ (ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ãëàäêèì îáðàçîì ïàðàìåòðèçóåòñÿ óãîë). Åñëè áû ìû îãðàíè÷èëèñü
ãëàäêèìè êðèâûìè, òî ïîäîáíûå ïðîáëåìû ó íàñ âîçíèêàëè áû ïðè ñêëåéêå ãëàäêèõ êðèâûõ. ×òîáû êàæäûé ðàç íå îãîâàðè-
âàòü, ïî÷åìó ñêëåéêà òàêæå ìîæåò áûòü ïðåâðàùåíà â ãëàäêóþ êðèâóþ, ìû è ââåëè â ðàññìîòðåíèå êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå. Â
äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü òåðìèí êóñî÷íî-ãëàäêèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî ïî óìîë÷àíèþ.
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èíòåðâàëîì I, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè (1, 0) è (2, 0); ïîãðóæåíèå ρ � îãðàíè÷åíèå σ íà M . Â êà÷åñòâå F : M → N
âîçüìåì îòîáðàæåíèå, îñòàâëÿþùåå òî÷êè íà ìåñòå. Òîãäà dF áóäåò òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà êàæäîì
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå è, çíà÷èò, èçîìåòðèåé. Îäíàêî, òî÷êè èç M , �áëèçêèå� ê èíòåðâàëó I, íàõîäÿòñÿ íà
�áîëüøîì� ðàññòîÿíèè â M (â ñìûñëå âíóòðåííåé ìåòðèêè), íî íà �ìàëåíüêîì� ðàññòîÿíèè â N , òàê ÷òî F �
íå èçîìåòðèÿ (ïðèäàéòå òî÷íûé ñìûñë âñåì ñëîâàì â êàâû÷êàõ).

Òåì íå ìåíåå, åñëè äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ F � èçîìåòðèÿ â êàæäîé òî÷êå, òî F ñîõðàíÿåò äëèíû
êðèâûõ, ïîýòîìó åñëè F âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñ îáðàçîì, à âíóòðåííþþ ìåòðèêó ââîäèòü íå íà âñåì N , à íà
F (M), òî îòîáðàæåíèå F : M → F (M) áóäåò ñîõðàíÿòü âíóòðåííþþ ìåòðèêó è, çíà÷èò, áóäåò èçîìåòðèåé.
Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.23. Ïóñòü F : M → N � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðîãî äèôôåðåíöè-

àë dF |P : TPM → TF (P )N ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé â êàæäîé òî÷êå P ∈M . Òîãäà F � èçîìåòðèÿ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ M è N , ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ âûáèðàþòñÿ âíóòðåííèå ìåòðèêè.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.23 âûòåêàåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå èçîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé. À èìåííî, îòîáðàæå-

íèå ïîâåðõíîñòåé F : M → N íàçîâåì èçîìåòðèåé, åñëè îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî è â êàæäîé òî÷êå P ∈ M
äèôôåðåíöèàë dF |P : TPM → TF (P )N � èçîìåòðèÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ïðèìåð 5.24. Ïóñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 çàäàíû äâå ïîâåðõíîñòè M è N , ñì. ðèñ. 5.1:

� ïîâåðõíîñòüM çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (φ, z) òàê: ρ := (ch z cosφ, ch z sinφ, z)
(îíà íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîëèñòíîé íàìîòêîé êàòåíîèäà);

� ïîâåðõíîñòü N çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (φ, t) òàê: σ := (t cosφ, t sinφ, φ)
(îíà íàçûâàåòñÿ ãåëèêîèäîì).

Ðèñ. 5.1: Êàòåíîèä è ãåëèêîèä.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïîâåðõíîñòè èçîìåòðè÷íû. Âû÷èñëèì ìàòðèöû Gρ è Gσ èíäóöèðîâàííûõ ìåòðèê äëÿ ýòèõ
ïîâåðõíîñòåé âî ââåäåííûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ êàòåíîèäà:

ρφ = (− ch z sinφ, ch z cosφ, 0), ρz = (sh z cosφ, sh z sinφ, 1) ⇒ Gρ =

(
ch2 z 0

0 ch2 z

)
;

äëÿ ãåëèêîèäà:

σφ = (−t sinφ, t cosφ, 1), σt = (cosφ, sinφ, 0) ⇒ Gσ =

(
t2 + 1 0

0 1

)
.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F : M → N , êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü êîòîðîãî ðàâíà {φ = φ, t = sh z}, òîãäà dF =(
1 0
0 ch z

)
. Âåêòîðû ρφ è ρz èìåþò â ýòîì æå áàçèñå êîîðäèíàòû (1, 0) è (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó èõ îáðàçû

ïðè äåéñòâèè dF èìåþò âèä dF (ρφ) = (1, 0) è dF (ρz) = (0, ch z), îòêóäà〈
dF (ρφ), dF (ρφ)

〉
= t2 + 1 = 1 + sh2 z = ch2 z = 〈ρφ, ρφ〉,〈

dF (ρφ), dF (ρz)
〉
= 0 = 〈ρφ, ρz〉,〈

dF (ρz), dF (ρz)
〉
= ch2 z = 〈ρz, ρz〉,

òàê ÷òî áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà êàòåíîèäà è ãåëèêîèä èçîìåòðè÷íû, õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî ñîâñåì íå
î÷åâèäíî.
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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 5

Óïðàæíåíèå 5.1. Âû÷èñëèòå ïåðâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ñëåäóþùèõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â R3:

(1) ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ
ρ(φ, t) =

(
f(t) cosφ, f(t) sinφ, g(t)

)
,

ãäå f(t), g(t) � ãëàäêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f âñþäó ïîëîæèòåëüíà;

(2) ýëëèïñîèäà, çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå

ρ(φ, θ) = (a cosφ cos θ, b sinφ cos θ, c sin θ).

Óïðàæíåíèå 5.2. Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

ds2 = du2 + (u2 + a2) dv2.

(1) Íàéäèòå ïåðèìåòð êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì êðèâûõ

u = ±1

2
av2, v = 1.

(2) Íàéäèòå óãëû ýòîãî êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå 5.3. Íàéäèòå íà ïîâåðõíîñòè

x = u cos v, y = u sin v, z = a ln(u+
√
u2 − a2)

êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå êàæäóþ êðèâóþ v = const ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì θ (ëîêñîäðîìèè).

Óïðàæíåíèå 5.4. Ïîêàæèòå, ÷òî íè â îäíîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ñòàíäàðòíîé äâóìåðíîé ñôåðû íåëüçÿ
ââåñòè åâêëèäîâûõ êîîðäèíàò (äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü âèä êðàò÷àéøèõ êðèâûõ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè
è ñôåðå, à òàêæå ôîðìóëû äëÿ ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ).

Óïðàæíåíèå 5.5. Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ðàññìîòðèì

òîð T 2, çàäàííûé íåÿâíî ôóíêöèåé F (x, y, z) = (
√
x2 + y2 − a)2 + z2 = b2, ãäå 0 < b < a, è ñòàíäàðòíóþ

ñôåðó S2, çàäàííóþ x2 + y2 + z2 = 1. Ïóñòü F : T 2 → S2 � ãàóññîâî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé
òî÷êå P ∈ T 2 åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TPT

2, íàïðàâëåííóþ íàðóæó îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
òîðîì T 2. Ââåäèòå íà òîðå è ñôåðå êîîðäèíàòû, íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü îòîáðàæåíèÿ
F , è çàïèøèòå â ýòèõ êîîðäèíàòàõ äèôôåðåíöèàë ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 5.6. Ïóñòü O(3) ⊂ R9 � ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö, è E ∈ O(3) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

ξ =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 ∈ R9.

Äîêàæèòå, ÷òî ξ � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê O(3) â òî÷êå E, è íàéäèòå îáðàç ξ ïðè äåéñòâèè äèôôåðåíöèàëà îòîá-
ðàæåíèÿ F : O(3) → S2 ⊂ R3, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìàòðèöå èç O(3) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
åå ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöîâ.

Óïðàæíåíèå 5.7. Ñòåðåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn−1 ⊂ Rn îïðåäåëåíû â óïðàæíå-
íèè 4.6. Ñëåäóþùèå çàäàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê äâóìåðíîé ñôåðå S2 ⊂ R3 è ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç �ñåâåðíîãî
ïîëþñà�.

(1) Çàïèøèòå èíäóöèðîâàííóþ ìåòðèêó â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

(2) Ïîêàæèòå, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè.

(3) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ïåðåâîäèò îêðóæíîñòè â îáîáùåííûå îêðóæíîñòè. Âûâåäèòå
îòñþäà, ÷òî èíâåðñèÿ ïåðåâîäèò îáîáùåííûå îêðóæíîñòè â îáîáùåííûå îêðóæíîñòè è ñîõðàíÿåò óãëû
ìåæäó êðèâûìè.



Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 5. 73

Óïðàæíåíèå 5.8. Ïðîâåðüòå, ÷òî

(1) èçîìåòðè÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíà ñîõðàíåíèþ íîðìû;

(2) èçîìåòðè÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýêâèâàëåíòíà ñîõðàíå-
íèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ;

(3) èçîìåòðè÷íîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýêâèâàëåíòíà ñîõðàíå-
íèþ äëèí è ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ êàêîãî-íèáóäü áàçèñà.

Óïðàæíåíèå 5.9. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü. Äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê P,Q ∈ M îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå |PQ|
êàê òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü äëèí âñåõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ íà M , ñîåäèíÿþùèõ P è Q. Ïîêàæèòå, ÷òî
ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

Óïðàæíåíèå 5.10. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòåé F : M → N ñîõðàíÿåò âíóòðåííèå ìåòðèêè. Ïîêàæèòå,
÷òî òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈ M îòîáðàæåíèå dF |P : TPM → TF (P )N èçîìåòðè÷íî, ãäå ðàññòîÿíèÿ íà
êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ çàäàþòñÿ ïåðâûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ôîðìàìè.

Óïðàæíåíèå 5.11. Ðàññìîòðèì äâå ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â R3:

ρ(r, v) = (r cos v, r sin v, r + v), (r, v) ∈ R2 (êîíîèä),

σ(z, φ) =
(√

1 + z2 cosφ,
√
1 + z2 sinφ, z

)
, (z, φ) ∈ R2 (áåñêîíå÷íîëèñòíàÿ íàìîòêà íà ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ).

Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå F : {z = r, φ = v + arctg r} çàäàåò èçîìåòðèþ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé.


