
Ëåêöèÿ 4

Ïîâåðõíîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïëàí. Íåïðåðûâíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îòîáðàæåíèÿ, ãëàäêàÿ, ðåãóëÿðíàÿ, âëîæåííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ïîâåðõíîñòü, èíâàðèàíòíîñòü îáëàñòè ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè, çàìåíà êîîðäèíàò â îáëàñòè, êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â îáëàñòè,
êîîðäèíàòíûå ëèíèè è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè, ïðèìåðû êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò (ïîëÿðíûå, öèëèíäðè÷åñêèå, ñôåðè÷åñêèå), (íåïàðà-
ìåòðè÷åñêèå) ïîâåðõíîñòè, çàäàíèå ïîâåðõíîñòè ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ è íåÿâíûì îòîáðàæåíèåì, ëîêàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ïîâåðõíîñòè, ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ïîâåðõíîñòè.

4.1 Îáùèå îïðåäåëåíèÿ

Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû èçó÷àëè êðèâûå, ïàðàìåòðèçîâàííûå ïðîìåæóòêàìè. Òåïåðü ìû óâåëè÷èì ðàç-
ìåðíîñòü, íî íå ñòàíåì ïîêà îáîáùàòü ïîíÿòèå ïðîìåæóòêà â ïîëíîé ìåðå, à èìåííî, ìû çàïðåòèì íàëè÷èå
ãðàíè÷íûõ òî÷åê, òàê ÷òî îáîáùåíèå áóäåò îòíîñèòüñÿ ê ïðîìåæóòêàì, ÿâëÿþùèìñÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæå-
ñòâàìè ïðÿìîé R. Ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî k-ìåðíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rk íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ â Rk.

Çàìå÷àíèå 4.1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷åé 41 èç Ââåäåíèÿ, ñâÿçíîñòü îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Rn ðàâíîñèëüíà
åãî ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.

Èòàê, ïóñòü Ω ⊂ Rk � íåêîòîðàÿ îáëàñòü, n ≥ k. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ρ : Ω → Rn áóäåì íàçûâàòü
íåïðåðûâíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, à k � ðàçìåðíîñòüþ ýòîé ïîâåðõíîñòè. Êàê è â ñëó÷àå ñ êðèâû-
ìè, òàêèå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü óñòðîåíû ñîâñåì íå ïîõîæèìè íà èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåðõíîñòè
(íàïðèìåð, ìû ìîæåò îòîáðàçèòü âñþ Ω â îäíó òî÷êó). Ñëåäóþùèé øàã � ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îòîáðàæåíèå ρ
áûëî ãëàäêèì. Òî÷íåå, ïóñòü u1, . . . , uk � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rk ⊃ Ω, à y1, . . . , yn � äåêàðòîâû êîîðäè-
íàòû â Rn, òîãäà îòîáðàæåíèå ρ çàïèñûâàåòñÿ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ â âèäå n ôóíêöèé yi = yi(u1, . . . , uk). Ýòîò
íàáîð ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ îòîáðàæåíèÿ ρ. Äëÿ íåïðåðûâíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè âñå ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíû. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè âñå ôóíêöèè åå
êîîðäèíàòíîé çàïèñè � ãëàäêèå.

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå â òî÷êó ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íå òîëüêî íåïðåðûâíîé, íî è ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòè. Òàêæå ãëàäêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, äàæå â ñëó÷àå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñ îáðàçîì
îòîáðàæåíèÿ, ìîãóò èìåòü èçëîìû (ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 1.14). ×òîáû èçáà-
âèòüñÿ îò òàêèõ ýôôåêòîâ, íóæíî ïîòðåáîâàòü íå÷òî àíàëîãè÷íîå ðåãóëÿðíîñòè êðèâîé. Íåðàâåíñòâî íóëþ âñåõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå ñïàñàåò ñèòóàöèþ (ïðèâåäèòå ïðèìåð). Àäåêâàòíîå òðåáîâàíèå � ìàêñèìàëüíîñòü ðàí-
ãà ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ ρ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ρ : Ω → Rn ñ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ
{
yi = yi(u1, . . . , uk)

}n
i=1

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà � ãëàäêàÿ, è â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω ìàòðèöà ßêîáè (yiuj ) èìååò ìàêñè-
ìàëüíûé ðàíã, ðàâíûé k.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Íåïðåðûâíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ρ íàçûâàåòñÿ âëîæåííîé, åñëè ρ � ãîìåîìîð-
ôèçì ñ îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Åñëè ρ : Ω → Rn � âëîæåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè n,
òî ρ(Ω) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 56 îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ó êàæäîé òî÷êè p ∈ Ω åñòü òàêàÿ
îêðåñòíîñòü Up, ÷òî åå îáðàç ρ(Up) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ òî÷êà ρ(p) ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé äëÿ ìíîæåñòâà ρ(Ω), òàê ÷òî ρ(Ω) îòêðûòî â Rn. Ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ρ(Ω) âûòåêàåò èç çàäà÷è 40.

Çàìå÷àíèå 4.5. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò òàêæå âåðåí è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Îäíàêî òåïåðü ýòî �
ñëåäñòâèå ñëîæíîé òåîðåìû Áðàóýðà îá èíâàðèàíòíîñòè îáëàñòè. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.6 (Îá èíâàðèàíòíîñòè îáëàñòè, Áðàóýð [1]). Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî è ρ : U →
Rn � íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà V = ρ(U) òàêæå îòêðûòî è ρ � ãîìåîìîðôèçì ìåæäó

U è V .

Îïðåäåëåíèå 4.7. Âëîæåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ρ : Ω → Rn ðàçìåðíîñòè n íàçûâà-
åòñÿ çàìåíîé êîîðäèíàò ui â îáëàñòè Ω ⊂ Rn íà êîîðäèíàòû yi â îáëàñòè ρ(Ω) ⊂ Rn. Òàêæå yi íàçûâàþòñÿ
êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè â îáëàñòè Ω.

Çàìå÷àíèå 4.8. Ïî òåîðåìå 56 îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, äëÿ çàìåíû êîîðäèíàò ρ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ρ−1

òîæå ðåãóëÿðíî.

Åñëè â îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x1 . . . , xn çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû y1, . . . , yn,
òî îïðåäåëåíû êîîðäèíàòíûå êðèâûå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ôèêñèðîâàíèåì âñåõ êîîðäèíàò yi, êðîìå ëþáîé
îäíîé (÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè Ω ïðîõîäèò ðîâíî n êîîðäèíàòíûõ êðèâûõ). Áîëåå îáùå, îïðåäåëåíû êîîð-

äèíàòíûå ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè k äëÿ êàæäîãî 1 ≤ k ≤ n−1, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ôèêñèðîâàíèåì ëþáûõ
n−k êîîðäèíàò yi. Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíûå êðèâûå � ýòî îäíîìåðíûå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè. Òàêæå
îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîîðäèíàòíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè, ò.å. êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè
n− 1. Â ñëó÷àå R3 êîîðäèíàòíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè òðàäèöèîííî íàçûâàþò ïðîñòî ïîâåðõíîñòÿìè.

Ïðèìåð 4.9. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, è ïóñòü Ω ⊂ R2 � îáëàñòü, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ âûáðàñûâàíèåì èç R2 íåïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè àáñöèññ: Ω = R2 \

{
(x, 0) : x ≤ 0

}
. Îïðåäåëèì

íà Ω äâå ôóíêöèè r è φ, à èìåííî, ïóñòü r =
√
x2 + y2 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) äî íà÷àëà êîîðäèíàò,

à −π < φ < π � àðãóìåíò ýòîé òî÷êè, ò.å. òî÷êà èìååò âèä r(cosφ, sinφ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè y ≥ 0, òî
φ = arccos(x/r), à åñëè y ≤ 0, òî φ = − arccos(x/r). Îòìåòèì, ÷òî ïðè y = 0, ò.å. íà îñè àáñöèññ, ýòè ôóíê-
öèè íåïðåðûâíî �ñêëåèâàþòñÿ�, òàê êàê îáå ðàâíû 0. Â ðåçóëüòàòå ìû îïðåäåëèëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ρ : Ω → R2, ρ(x, y) = (r, φ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ρ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñ îáðàçîì, à êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îáðàòíîãî
îòîáðàæåíèÿ � ýòî (x = r cosφ, y = r sinφ), ïîýòîìó è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Îáðàòíîå îòîáðàæå-
íèå ρ−1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, òàê êàê îáå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ãëàäêèå ïðè âûáðàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà r è

φ. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà ßêîáè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä

(
cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

)
, à åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí r > 0,

ïîýòîìó ìàòðèöà íåâûðîæäåíà è, çíà÷èò, ρ � òàêæå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæå-
íèè. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ ÿâëÿåòñÿ çàìåíîé êîîðäèíàò x, y íà êîîðäèíàòû r, φ, êîòîðûå
íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûìè.

Êîîðäèíàòíûìè êðèâûìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûå ÿâëÿþòñÿ ëó÷è, âûõîäÿùèå èç íà-
÷àëà êîîðäèíàò (ýòè ëó÷è íàçûâàþòñÿ r-êðèâûìè, òàê êàê âäîëü íèõ ìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà r), à òàêæå îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è âûáðîøåííîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ÷àñòü àáñöèññû (ýòî
φ-êðèâûå).

Ïðèìåð 4.10. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü è äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Âûêèíåì èç ïðîñòðàíñòâà R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y, z ïîëóïëîñêîñòü

{
(x, 0, z) : x ≤ 0

}
, òîãäà

íà ïîëó÷åííîé îáëàñòè Ω ìîæíî çàäàòü ôóíêöèè r, φ è z, çàìåíèâ êîîðäèíàòû x, y íà ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
r, φ. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé.

Ïðèìåð 4.11. Äëÿ òîé æå îáëàñòè Ω îïðåäåëèì êîîðäèíàòû r, φ, θ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òåïåðü r îáîçíà÷àåò
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y, z) äî íà÷àëà êîîðäèíàò, ò.å. r =

√
x2 + y2 + z2; êîîðäèíàòà φ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ x è y

òàê æå, êàê è äëÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò; êîîðäèíàòà 0 < θ < π � ýòî óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè (x, y, z)
è íàïðàâëåíèåì îñè z, ò.å. âåêòîðîì (0, 0, 1). Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò
âèä:

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé.
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Çàìå÷àíèå 4.12. Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ è äðóãîå îïðåäåëåíèå óãëà θ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò: åãî ïîëàãàþò
ðàâíûì óãëó ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè (x, y, z) è ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè (x, y, 0), ò.å. ïðîåêöèè ïåðâîé
òî÷êè íà ïëîñêîñòü z = 0.

Çàäà÷à 4.13. Îïèøèòå êîîðäèíàòíûå êðèâûå è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåì êîîðäèíàò.

Ïóñòü òåïåðü ρ : Ω → Rn � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè k, è φ : Ω → Rk � çàìåíà
êîîðäèíàò. Ïóñòü V = φ(Ω), òîãäà îïðåäåëåíà ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ρ ◦ φ−1 : V → Rn, ïðî
êîòîðóþ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé çàìåíîé ïàðàìåòðèçàöèè φ : Ω → V èëè çàìåíîé

êîîðäèíàò. ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå ðåãóëÿðíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, â êîòîðîì ïîâåðõ-
íîñòè íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà çàìåíîé ïàðàìåòðèçàöèè,
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé áóäåì íàçû-
âàòü ïîâåðõíîñòüþ. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü, î êàêîé ïîâåðõíîñòè èäåò ðå÷ü, èíîãäà òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò
íåïàðàìåòðè÷åñêèìè.

Êàê âèäíî, îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòåé âïîëíå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ êðèâûõ, ïîýòîìó è îñòàâøèåñÿ ðàñ-
ñóæäåíèÿ ïðî ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé èëè ïðî âîçìîæíîñòü îñîáîé ïàðàìåòðèçàöèè, ïðî îáðàç ïîâåðõíîñòè,
òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè òàêæå èìåþò ìåñòî. Ìû ïîêà íå ìîæåì ãîâîðèòü ïðî çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè (àíàëîã
çàìêíóòûõ êðèâûõ), òàê êàê ñëèøêîì ñóçèëè ïàðàìåòðè÷åñêóþ îáëàñòü.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.6 Áðàóýðà îá èíâàðèàíòíîñòè îáëàñòè, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çà-
ìåíó êîîðäèíàò è ïîâåðõíîñòè â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ëèøü ñ ðåãóëÿðíûìè
ïîâåðõíîñòÿìè, òàê ÷òî òàêîå îáùåå îïðåäåëåíèå íàì íå ïîíàäîáèòñÿ.

4.1.1 Çàäàíèå ïîâåðõíîñòè â âèäå ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ

Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû îïðåäåëèëè ÷àñòíûé ñëó÷àé êðèâûõ, çàäàííûõ â âèäå ãðàôèêîâ îòîáðàæåíèé. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè.

Èòàê, ïóñòü Ω ⊂ Rk � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü, 1 ≤ k < n, è g : Ω → Rn−k � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Ðàññìîòðèì ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ g, à èìåííî,

Γg =
{(
p, g(p)

)
: p ∈ Ω

}
⊂ Ω× Rn−k ⊂ Rn.

Åñëè u1, . . . , uk � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â îáëàñòè Ω, à x1, . . . , xn−k � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn−k, òî îòîáðà-
æåíèå g çàäàåòñÿ íàáîðîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

(
x1(u1, . . . , uk), . . . , xn−k(u1, . . . , uk)

)
, òî Γg ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê îáðàç âëîæåííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ρ : Ω → Rn,

(4.1) ρ(u1, . . . , uk) =
(
u1, . . . , uk, x1(u1, . . . , uk), . . . , xn−k(u1, . . . , uk)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå g � ãëàäêîå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ρ� ðåãóëÿðíàÿ,
òàê êàê ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ ρ èìååò âèä

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
x1u1 x1u2 · · · x1uk

x2u1 x2u2 · · · x2uk

...
...

. . .
...

xn−ku1 xn−ku2 · · · xn−k
uk


,

è, çíà÷èò, ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ìàêñèìàëåí è ðàâåí k.

Ñîãëàøåíèå 4.14. Òàê êàê èíòåðåñóþùèå íàñ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íå çàâèñÿò îò òîãî, íà êàêèõ ìåñòàõ â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.1) ðàñïîëîæèòü êîîðäèíàòû u1, . . . , uk (íå îáÿçàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíî), ìû áóäåì
òàêæå íàçûâàòü ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ ρ è îáðàç êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ

(u1, . . . , uk) 7→
(
x1(u1, . . . , uk), . . . , u1, · · · , xi1(u1, . . . , uk), · · · , u2, · · · , xi2(u1, . . . , uk), · · ·

)
.
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Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåì, ÷òî ìû ïðîäåëûâàëè äëÿ êðèâûõ â ðàçäåëå 1.4.1.

Çàäà÷à 4.15. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 59 î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñò-
íîñòü êàæäîé òî÷êè ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâèìà â âèäå ãðàôèêà íåêîòîðîãî îòîá-
ðàæåíèÿ.

4.1.2 Çàäàíèå ïîâåðõíîñòè â âèäå íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ

Êàê è â ñëó÷àå ñ êðèâûìè, ïîâåðõíîñòè ëîêàëüíî ìîæíî çàäàâàòü è â âèäå íåÿâíûõ îòîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì
íà Rn èëè íåêîòîðîì åãî îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâåm ãëàäêèõ ôóíêöèé F 1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn), âåêòîð
c èç âåùåñòâåííûõ êîíñòàíò, c = (c1, . . . , cm), è ïóñòü

(4.2) M =
{
(x1, . . . , xn) : F 1(x1, . . . , xn) = c1, . . . , Fm(x1, . . . , xn) = cm

}
� ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé {F 1 = c1, . . . , Fm = cm}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M 6= ∅ è â íåêîòîðîé òî÷êå P =
(P 1, . . . , Pn) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 59 î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 61 èç Ââåäåíèÿ),
ò.å. ðàíã ìàòðèöû ßêîáè Fx(P ) :=

(
F ixj (P )

)
ìàêñèìàëåí è, çíà÷èò, ðàâåí m. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêè

ìàòðèöû Fx(P ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ñðåäè ñòîëáöîâ èìååòñÿ m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Ïóñòü ýòè ñòîëáöû
èìåþò íîìåðà i1, . . . , im, à îñòàâøèåñÿ k = n−m ñòîëáöîâ � íîìåðà j1, . . . , jk. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàê â ïåðâîì,
òàê è âî âòîðîì ñïèñêàõ íîìåðà óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ.

Ïîëîæèì I = (i1, . . . , im), J = (j1, . . . , jk), è ïóñòü RnI è RnJ � ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â Rn â îáîçíà÷åíèÿõ 1.18, à PI è PJ � ïðîåêöèè òî÷êè P íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïî òåîðåìå 59 è
çàìå÷àíèþ 61, ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè UPJ ⊂ RnJ è UP ⊂ Rn òàêèå, ÷òî UP ∩M ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêî-
ãî îòîáðàæåíèÿ g : UPJ → RnI ñ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè xi = xi(xj1 , . . . , xjk), i ∈ I. Åñëè ρ : UPJ ⊂ Rn �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âëîæåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè
xj = xj äëÿ j ∈ J , è xi = xi(xj1 , . . . , xjk) äëÿ i ∈ I, òî UP ∩M � åå îáðàç.

Îáðàòíî, åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà â âèäå ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ g : Ω → Rm, ãäå Ω ⊂ Rk, è x1, . . . , xk �
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rk, òî îïðåäåëèì ôóíêöèè F i ∈ Rn → R, ïîëîæèâ F i = xk+i − gi(x1, . . . , xk), i =
1, . . . ,m, ãäå x1, . . . , xn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn. Òîãäà ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ g ñîâïàäàåò ñ M = {F 1 =
0, . . . , Fm = 0}. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå m ñòîëáöîâ ìàòðèöû ßêîáè (F ixj ) ôîðìèðóþò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó,
ïîýòîìó ðàíã ìàòðèöû (F ixj ) ìàêñèìàëåí.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.16. Êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé èç ñâîèõ òî÷åê

ÿâëÿåòñÿ âëîæåííîé è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â êàæäîì èç òðåõ âèäîâ: ïàðàìåòðè÷åñêè, ãðàôèêîì
îòîáðàæåíèÿ, íåÿâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ïðèìåð 4.17. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ (åäèíè÷íóþ ñ öåíòðîì â íóëå) ñôåðó â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ êîîðäèíà-
òàìè x, y, z. Ýòà ñôåðà ìîæåò áûòü çàäàíà (ëîêàëüíî)

� ïàðàìåòðè÷åñêè: γ(φ, θ) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, ρ cos θ), ãäå (r, φ, θ) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû;

� íåÿâíî: F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 1;

� åñëè, ñêàæåì, z 6= 0, òî ëîêàëüíî ñôåðà çàäàåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè g(x, y), ðàçíîé â äâóõ ñëåäóþùèõ

ñëó÷àÿõ: ïðè z > 0 èìååì g(x, y) =
√
1− x2 − y2, à ïðè z < 0 èìååì g(x, y) = −

√
1− x2 − y2.

Çàìå÷àíèå 4.18. Â ëåêöèè 3 ìû îïðåäåëèëè íåÿâíûå êðèâûå êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå âî
âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ óñëîâèÿì òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè. Çäåñü ìû îáîáùèì ýòî îïðåäåëåíèå íà ñëó÷àé ïî-
âåðõíîñòåé. À èìåííî, íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ⊂ Rn, çàäàííîé ôîðìóëîé (4.2), íàçîâåì íåÿâíîé ïîâåðõíîñòüþ,
åñëè â êàæäîé òî÷êå P ∈ M ðàíã ìàòðèöû ßêîáè Fx(P ) ìàêñèìàëåí. Ðàçìûøëåíèÿ î òîì, ñòîèò ëè ðàññìàò-
ðèâàòü âñå M , èëè ïîä íåÿâíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîíèìàòü åãî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, àíàëîãè÷íû èçëîæåííûì â
çàìå÷àíèè 3.16.

Çàäà÷à 4.19. Âûÿñíèòå, êàêèå èç òðåõ ïðåäñòàâëåíèé ïîâåðõíîñòåé ìîãóò, à êàêèå � íå ìîãóò áûòü çàìåíåíû
íà äðóãèå èç ýòèõ òðåõ ïðåäñòàâëåíèé ãëîáàëüíî, ò.å. íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðèìåðû.

Ñîãëàøåíèå 4.20. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå âîçíèêàåò ïóòàíèöû, ìû íå áóäåì êàæäûé ðàç óòî÷íÿòü, êàêîé òèï
ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ: ïàðàìåòðè÷åñêèé, ãðàôèê èëè íåÿâíûé, è áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ïðî ïîâåðõ-
íîñòü. Êîíêðåòíûé âûáîð ïðåäñòàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè áóäåò ÿñåí èç êîíòåêñòà.
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4.2 Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ïîâåðõíîñòè

×òîáû áûëî óäîáíî ðàáîòàòü ñ ïîâåðõíîñòÿìè, ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè çàäà-
íèè ïîâåðõíîñòè ìû íà÷èíàëè ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à çàòåì ðàññìàòðèâàëè âñåâîçìîæíûå çàìåíû
ïàðàìåòðèçàöèè. Íà êàæäóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà �îöèôðîâêó� ìíîæåñòâà, ò.å. êàê íà ïðè-
ïèñûâàíèå êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà íåêîòîðûõ êîîðäèíàò (òî÷åê àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà). ×òîáû
íå äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó èñõîäíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ è îñòàëüíûìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç íåå çà-
ìåíàìè ïàðàìåòðèçàöèè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçíà÷àëüíî ó íàñ áûëî äàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâîM (áåç êàêîé
áû òî íè áûëî ñòðóêòóðû) � ìíîæåñòâî òî÷åê ïîâåðõíîñòè, è äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ìû çàäàëè

� ñåìåéñòâî áèåêöèé P = {φα : M → Ωα}α∈A, íàçûâàåìûõ ïàðàìåòðèçàöèÿìè ïîâåðõíîñòè èëè êàðòàìè,
ãäå Ωα ⊂ Rk � îáëàñòè, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A áèåêöèÿ φβ ◦ φ−1

α : Ωα → Ωβ ÿâëÿåòñÿ çàìåíîé
êîîðäèíàò, è ëþáàÿ çàìåíà êîîðäèíàò â êàæäîé îáëàñòè Ωα ðåàëèçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì;

� îòîáðàæåíèå ρ : M → Rn, 1 ≤ k ≤ n, òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé (è, çíà÷èò, ëþáîé) áèåêöèè φα : M → Ωα
îòîáðàæåíèå ρ ◦ φ−1

α : Ωα → Rn ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ïîä ïîâåðõíîñòüþ ìû áóäåì ïîíèìàòü òðîéêó (M,P, ρ). Ðàçìåðíîñòüþ ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü
k îáëàñòåé Ωα, à ñàìà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé. Ñåìåéñòâî P áóäåì íàçûâàòü àòëàñîì (àòëàñ ñîñòî-
èò èç êàðò). Âûáîð ïàðàìåòðèçàöèè φα : M → Ωα áóäåì òàêæå íàçûâàòü ââåäåíèåì êîîðäèíàò, ãäå â êà÷å-
ñòâå êîîðäèíàò âûñòóïàþò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû u = (u1, . . . , uk) â Rk ⊃ Ωα. Èíîãäà, ãîâîðÿ ïðî ââåäåíèå
êîîðäèíàò, ìû áóäåì îïóñêàòü óïîìèíàíèå îá îáëàñòè Ωα, à, âìåñòî ýòîãî, áóäåì ñðàçó ãîâîðèòü, ÷òî íà ïî-
âåðõíîñòè M ìû ââîäèì êîîðäèíàòû u = (u1, . . . , uk). Ïðîñòðàíñòâî Rn íàçîâåì îáúåìëþùèì ïðîñòðàíñòâîì,
à îòîáðàæåíèå ρ � ïîãðóæåíèåì â ïðîñòðàíñòâî Rn. Åñëè x = (x1, . . . , xn) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn,
à u = (u1, . . . , uk) � êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè, òî ïîãðóæåíèå ρ çàäàåòñÿ íàáîðîì èç n ãëàäêèõ ôóíêöèé
xi = xi(u1, . . . , uk). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîãðóæåíèÿ ρ áóäåì íàçûâàòü åãî êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ è ïèñàòü
òàê: ρ :

{
xi = xi(u1, . . . , uk)

}n
i=1

èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ρ : x(u). Òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì

ïîâåðõíîñòü â Rn, èëè ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü íàõîäèòñÿ èëè ëåæèò â Rn.
Â äàëüíåéøåì ïîõîæàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèâåäåò íàñ ê îäíîìó èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè � ìíîãîîáðàçèþ.

Çàìå÷àíèå 4.21. Ìíîæåñòâî M ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü èç èñõîäíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè êàê êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ρ : Ω → Rn. Äëÿ ýòîãî íóæíî áûëî ðàññìîòðåòü âñå çàìåíû
êîîðäèíàò {φα : Ω → Ωα}α∈A, îòîæäåñòâèòü òîæäåñòâåííóþ çàìåíó ñ Ω, âçÿòü íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå tα∈AΩα
è ââåñòè íà íåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: pα ∈ Ωα ýêâèâàëåíòíî pβ ∈ Ωβ , åñëè pβ = φβ ◦ φ−1

α (pα). Òîãäà M
� ýòî ìíîæåñòâî êëàññîâ òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàìå÷àíèå 4.22. Äëÿ âëîæåííîé ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì ρ : Ω → Rn, ïîä M ìîæíî ïîíè-
ìàòü îáðàç îòîáðàæåíèÿ ρ. Òîãäà ρ èç òðîéêè (M,P, ρ) áóäåò òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

Çàìå÷àíèå 4.23. Â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ò.å. êðèâûõ, ìû ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå, ðàçðåøèâ â
êà÷åñòâå Ωα áðàòü íå òîëüêî èíòåðâàëû, íî è ïðîèçâîëüíûå ïðîìåæóòêè. Â îñòàëüíîì êîíñòðóêöèÿ íè÷åì íå
îòëè÷àåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 4.24. Êàæäàÿ áèåêöèÿ φα : M → Ωα îïðåäåëÿåò íà M åäèíñòâåííóþ òîïîëîãèþ, â êîòîðîé îòêðû-
òûå ìíîæåñòâà � ïðîîáðàçû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â Ωα. Òàê êàê âñå çàìåíû êîîðäèíàò φβ ◦ φ−1

α � ãîìåîìîð-
ôèçìû, òî âñå φα ∈ P îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ, è èìåííî åå ìû áóäåì âñåãäà èìåòü â âèäó, ãîâîðÿ
ïðî òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè.

Ñîãëàøåíèå 4.25. Â äàëüíåéøåì, äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé, ìû áóäåì ïîñòóïàòü ñ ïîâåðõíîñòÿìè òàê æå,
êàê ïîñòóïàþò ñ ìåòðè÷åñêèì èëè òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. À èìåííî, ïîä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì ìîæíî ïîíèìàòü ïàðó (X, τ), ãäå X � ìíîæåñòâî, à τ � òîïîëîãèÿ íà X, à ìîæíî ïîíèìàòü ìíîæåñòâî
X, äëÿ êîòîðîãî çàäàíà íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ τ . Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü �ïóñòü (M,P, F )
� ïîâåðõíîñòü�, ìû ñêàæåì �ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü�, èìåÿ â âèäó, ÷òî êîãäà ïîíàäîáèòñÿ, ìû ñîîáùèì ïðî
àòëàñ, êîîðäèíàòû íà M , îáëàñòè Ωα, îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî Rn è ò.ä.

Òàêæå èíîãäà ìû áóäåì çàäàâàòü ïîâåðõíîñòü ñâîèì ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâèòåëåì, ÷òî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò P. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè íàì âñå-òàêè âàæíî ïîãðóæåíèå ρ, ïîâåðõíîñòü áóäåì ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòü
ïàðîé (M,ρ).
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Íàø äàëüíåéøèé ïëàí òàêîâ: ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå (ãëàäêîãî) îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, â ÷àñò-
íîñòè, ýòî äàñò íàì ïîíÿòèå êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè; èñïîëüçóÿ êðèâûå, ìû îïðåäåëèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ïîâåðõíîñòè. Êàæäàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ áóäåò çàäàâàòü íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñâîé áàçèñ, òàê ÷òî ðàçíûå
ñòðóêòóðû, êîòîðûå ìû áóäåì îïðåäåëÿòü íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, áóäóò ìåíÿòü ñâîé âèä ïðè çàìåíå
ïàðàìåòðèçàöèè, äàæå åñëè ýòà ñòðóêòóðà ïðèøëà èç íå çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðèçàöèè ñòðóêòóðû îáúåìëþùåãî
ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ (ãëàäêîãî) îòîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ýòîãî îòîáðà-
æåíèå, êîòîðîå áóäåò ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ìû
îïðåäåëèì ïåðâóþ è âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû ïîâåðõíîñòè, ïîçâîëÿþùèå àëãåáðàè÷åñêè îïèñûâàòü
ôîðìó ïîâåðõíîñòè. Íàïèøåì äåðèâàöèîííûå ôîðìóëû � àíàëîã ôîðìóë Ôðåíå äëÿ êðèâûõ. Ñôîðìóëèðóåì
àíàëîã òåîðåìû î âîññòàíîâëåíèè êðèâîé ïî êðèâèçíàì â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ôîðì). Òàêæå ìû
îïðåäåëèì àíàëîã ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è çàìåòèâ,
÷òî â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ïàðàëëåëüíî, åñëè è òîëüêî åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ
âäîëü ëþáîé êðèâîé ðàâíà íóëþ. Êðèâûå, ó êîòîðûõ ïîëå ñêîðîñòåé ïàðàëëåëüíî, èãðàþò â ãåîìåòðèè âàæíóþ
ðîëü è íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. Ýòè êðèâûå, êàê îêàçûâàåòñÿ, ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ìåæäó ëþáîé ïàðîé
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ñâîèõ òî÷åê. Ìû ïðèâåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ ïîëåé è ãåîäåçè÷åñêèõ.
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[1] Brouwer L.E.J. Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets, Mathematische Annalen, 1912, v. 71, pp.
305�315; à òàêæå Mathematische Annalen, 1912, v. 72, pp. 55�56.
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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 4

Óïðàæíåíèå 4.1. Îïèøèòå êîîðäèíàòíûå êðèâûå è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåì êîîðäèíàò.

Óïðàæíåíèå 4.2. Ñîñòàâüòå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé êàñàòåëüíûìè ê äàííîé
ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ = γ(u). Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ. Èññëåäóéòå ðàçâåðòûâàþùó-
þñÿ ïîâåðõíîñòü íà ðåãóëÿðíîñòü.

Óïðàæíåíèå 4.3. Ïóñòü â R3 ââåäåíû ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû x, y, z. Â ïëîñêîñòè y = 0 ðàññìîòðèì
ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ γ, íå ïåðåñåêàþùóþ îñü z, è áóäåì âðàùàòü ýòó êðèâóþ âîêðóã îñè z. Ïîêàæèòå, ÷òî
ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî M ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àÿõ,
êîãäà γ � ýòî èëè îêðóæíîñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ñ öåíòðîì íà îñè x, èëè ãðàôèê ïîëîæèòåëüíîé ãëàäêîé
ôóíêöèè x = f(z), çàäàéòå M íåÿâíîé ôóíêöèåé, ò.å. êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (x, y, z) = 0, ãäå F � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè âî âñåõ òî÷êàõ
èç M .

Óïðàæíåíèå 4.4. Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû λ, µ, z â R3 îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

x = λµ, y =
√
(λ2 − 1)(1− µ2), z = z.

(1) Ïðèâåäèòå îäíó èç ìàêñèìàëüíûõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

(2) Íàéäèòå è èçîáðàçèòå êîîðäèíàòíûå êðèâûå è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

(3) Âû÷èñëèòå ÿêîáèàíû ïåðåõîäà ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè è åâêëèäîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Óïðàæíåíèå 4.5. Ýëëèïñîèäàëüíûå êîîðäèíàòû â R3 ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (a > b > c):

x2

a2 + λ
+

y2

b2 + λ
+

z2

c2 + λ
= 1 (λ > −c2),

x2

a2 + µ
+

y2

b2 + µ
+

z2

c2 + µ
= 1 (−c2 > µ > −b2),

x2

a2 + ν
+

y2

b2 + ν
+

z2

c2 + ν
= 1 (−b2 > ν > −a2).

Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîé òî÷êå (x, y, z) ∈ R3 ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîé ñèñòåìû çíà÷åíèé λ, µ, ν. Âûÿñíèòå,
êàêèì òî÷êàì (x, y, z) ∈ R3 ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñèñòåìà çíà÷åíèé λ, µ, ν.

Ïàðàìåòðû λ, µ, ν íàçûâàþòñÿ ýëëèïñîèäàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Âûðàçèòå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z ÷åðåç ýëëèïñîèäàëüíûå êîîðäèíàòû λ, µ, ν.

Óïðàæíåíèå 4.6. Ïóñòü x1, . . . , xn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn, ñôåðà Sn−1 çàäàåòñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì∑n
i=1(x

i)2 = 1, N = (0, 0, . . . , 1) ∈ Sn−1 � �ñåâåðíûé ïîëþñ�, è Π � ãèïåðïëîñêîñòü xn = 0. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå ν : Sn−1\{N} → Π, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå P ∈ Sn−1\{N} åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à NP ñ ïëîñêîñòüþ Π.

(1) Âûïèøèòå, êàê ñâÿçàíû êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn) òî÷êè P è êîîðäèíàòû (u1, . . . , un−1) åå îáðàçà ν(P ) ∈ Π
(â Π ðàññìàòðèâàþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, èíäóöèðîâàííûå èç Rn). Ïðîâåðüòå, ÷òî ν−1 : Π → Rn �
ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Êîîðäèíàòû (u1, . . . , un−1) íà Sn−1 \ {N} íàçûâàþòñÿ ñòåðåî-
ãðàôè÷åñêèìè. Îòìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ è äðóãèå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò, ïîëó÷àþùèåñÿ
çàìåíîé òî÷êè N íà äðóãóþ òî÷êó ñôåðû, íàïðèìåð, íà �þæíûé ïîëþñ� S = (0, 0, . . . ,−1) ∈ Sn−1, à
òàêæå çàìåíîé ïëîñêîñòè Π.

(2) Èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî ñôåðû â Rk ñ öåíòðîì â C ∈ Rk è ðàäèóñîì R íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç Rk\{C}
â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ òî÷êó P â òàêóþ òî÷êó Q, ÷òî P è Q ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûïóùåííîì èç
C, ïðè÷åì |CP | |CQ| = R2. Ïîêàæèòå, ÷òî çàìåíà êîîðäèíàò íà Sn−1 \ {N,S} ïðè çàìåíå N íà S (ïðè
òîé æå ãèïåðïëîñêîñòè Π) ÿâëÿåòñÿ èíâåðñèåé â Π îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò.
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(3) Ïîêàæèòå, ÷òî îòðàæåíèå ñôåðû Sn−1 îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè Π â ñòåðåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâåðñèþ â Π îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

(4) Ðàññìîòðèòå ÷àñòíûé ñëó÷àé äâóìåðíîé ñôåðû â R3, ââåäèòå íà Π âìåñòî êîîðäèíàò u1, u2 êîìïëåêñíóþ
êîîðäèíàòó z = u1 + i u2, è çàïèøèòå çàìåíó êîîðäèíàò ïðè çàìåíå N íà S â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

Óïðàæíåíèå 4.7. Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(3) ñîñòîèò èç ìàòðèö ðàçìåðà 3 × 3, ñîõðàíÿþùèõ ñòàíäàðòíîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R3, èíûìè ñëîâàìè, A ∈ O(3), åñëè è òîëüêî åñëè AT A = E. Çàïèñûâàÿ òðè ñòðî-
êè êàæäîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíî â ñòðîêó, ïîëó÷èì âåêòîð èç R9. Òàêèì îáðàçîì, O(3)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâî R9. Äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè A ∈ O(3) ⊂ R9 îðòî-
ãîíàëüíàÿ ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ òðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü. Ìîæíî ëè òî æå ñàìîå ñêàçàòü ïðî
ñïåöèàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó SO(3) ⊂ O(3), ñîñòàâëåííóþ èç îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1?

Óïðàæíåíèå 4.8. Ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SL(n) ñîñòîèò èç ìàòðèö ðàçìåðà n×n, èìåþùèõ åäèíè÷íûé
îïðåäåëèòåëü. Òàêæå ðàññìîòðèì SL(n) êàê ïîäìíîæåñòâî Rn2

. Ïîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè

A ∈ SL(n) ⊂ Rn2

ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü êîðàçìåðíîñòè 1,
ò.å. ðàçìåðíîñòè n2 − 1. Ïîñòðîéòå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå SL(n) â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè.


