
Ëåêöèÿ 3

Âîññòàíîâëåíèå êðèâûõ ïî êðèâèçíàì.

Ãåîìåòðèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ

Ïëàí. Âîññòàíîâëåíèå êðèâîé ïî êðèâèçíàì, ïëîñêèå êðèâûå, êëàññèôèêàöèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ðàäèóñ êðèâèçíû,
öåíòð êðèâèçíû, ýâîëþòà èëè êàóñòèêà, ýâîëüâåíòà, ïîðÿäîê êàñàíèÿ êðèâûõ, îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ.

3.1 Âîññòàíîâëåíèå êðèâîé ïî êðèâèçíàì

Îêàçûâàåòñÿ, êðèâèçíû êðèâîé ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ,
âîññòàíîâèòü êðèâóþ. Áîëåå òîãî, íåò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà âîçìîæíûå êðèâèçíû êðèâûõ.
Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü f1(s), . . . , fn−1(s) � ãëàäêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïðîìåæóòêå I, è âñå èç íèõ,

êðîìå, âîçìîæíî, fn−1(s) � ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ

ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ, (n−1)-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ γ(s) â Rn, äëÿ êîòîðîé s � íàòóðàëüíûé

ïàðàìåòð, à ôóíêöèÿ fp(s) ðàâíà p-îé êðèâèçíå ïðè âñåõ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ Ôðåíå (2.1) ôóíêöèè fp âìåñòî êðèâèçí kp. Ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êîîðäèíàòû âåêòîðîâ νp (âñåãî n2 óðàâíåíèé).
Ïî òåîðåìå 63 (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè), ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ν1(s), . . . , νn(s) (â
ñìûñëå öèòèðóåìîé òåîðåìû) äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìû âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ e1, . . . , en, ò.å. νp(s0) = ep äëÿ íåêîòîðîãî s0 ∈ I è êàæ-
äîãî p = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ëèíåéíà ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè
îò �âðåìåíè� s, è íà êàæäîì îòðåçêå J ⊂ I, ñîäåðæàùåì s0, âñå ôóíêöèè fp(s) îãðàíè÷åíû, òàê ÷òî è ëèíåé-
íûå îïåðàòîðû, çàäàþùèå ýòó ñèñòåìó, òàêæå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè íà êàæäîì J , ïîýòîìó ïðèìåíèìà
òåîðåìà 66 (î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé), ãàðàíòèðóþùàÿ, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà êàæäûé îòðåçîê
J . Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ðåøåíèå äî ëþáîãî s′ ∈ I, è âñå ýòè ïðîäîëæåíèÿ ñîâïàäàþò íà îáùåé
÷àñòè. Òåì ñàìûì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âåñü ïðîìåæóòîê I.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé, íàì áóäåò ïîëåçíî ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ê îäíîìó è
òîìó æå âèäó, ïîëîæèâ f0(s) = fn(s) = 0 è ν0 = νn+1 = 0, òîãäà âñå óðàâíåíèÿ èç ýòîé ñèñòåìû áóäóò âûãëÿäåòü
òàê: ν̇p = −fp−1νp−1 + fpνp+1.

Ëåììà 3.2. Ïðè êàæäîì s ∈ I âåêòîðû ν1(s), . . . , νn(s) îáðàçóþò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé îðòîíîð-

ìàëüíûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèè aij(s) =
〈
νi(s), νj(s)

〉
, òîãäà ȧij âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè fk è äðóãèå

apq òàê:

(3.1) ȧij = 〈ν̇i, νj〉+ 〈νi, ν̇j〉 = 〈−fi−1νi−1 + fiνi+1, νj〉+ 〈νi,−fj−1νj−1 + fjνj+1〉 =
= −fi−1a(i−1)j + fia(i+1)j − fj−1ai(j−1) + fjai(j+1).

Òåì ñàìûì, ìû ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
íà aij ïðè 1 ≤ i, j ≤ n (åñëè îäíî èç i, j èëè ðàâíî íóëþ, èëè ðàâíî n + 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèå aij ðàâíû
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íóëþ, è ìû íå ðàññìàòðèâàåì èõ êàê ïåðåìåííûå). Ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, à òàêæå ïî
òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé, ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò íà âñåì I åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñ äàííûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Â êà÷åñòâå òàêèõ óñëîâèé âîçüìåì aij(s0) = 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ n. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè
aij(s) = δij óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3.1). Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (3.1) âñåãäà ðàâíà íóëþ. ×òî
êàñàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòè, åñëè i îòëè÷íî îò j − 1 èëè j + 1, òî âñå ýëåìåíòû ïðàâîé ÷àñòè òàêæå ðàâíû íóëþ.
Åñëè i − 1 = j èëè i + 1 = j, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî −fi−1 + fj = 0 èëè fi − fj−1 = 0. Òàêèì
îáðàçîì, aij(s) = δij ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñ äàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïîýòîìó âåêòîðû
ν1(s), . . . , νn(s) îðòîíîðìàëüíû ïðè êàæäîì s. Ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòèðîâàííîñòü ýòèõ âåêòîðîâ âûòåêàåò èç èõ
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà s è òîãî, ÷òî ν1(s0), . . . , νn(s0) � ýòî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé
áàçèñ e1, . . . , en.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïîñòðîèì êðèâóþ γ(s), âûáðàâ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ∈ Rn è ïîëîæèâ
γ(s) = P +

∫ s
s0
ν1(t) dt (ò.å. ðåøèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé γ̇ = ν1 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì γ(s0) =

P ). Òàê êàê γ̇ = ν1 � åäèíè÷íûé âåêòîð ïðè êàæäîì s, òî ïàðàìåòð s � íàòóðàëüíûé â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.27.
Ïîêàæåì, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ðåãóëÿðíîé, fp � êðèâèçíû êðèâîé γ, à νp � âåêòîðû áàçèñà Ôðåíå êðèâîé γ.

Â ñèëó íàòóðàëüíîñòè ïàðàìåòðà s, âåêòîð ν1 � ïåðâûé âåêòîð îðòîãîíàëèçàöèè ëþáîé ñèñòåìû âåêòîðîâ,
íà÷èíàþùåéñÿ ñ γ̇.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ q, q < p < n, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âåêòîðû γ̇, . . . , γ(q) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à
ν1, . . . , νq � ýòî âåêòîðû îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû γ̇, . . . , γ(q), â ÷àñòíîñòè, γ(p−1) = αp−1νp−1+ . . ., ãäå αp−1 > 0.
Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì γ(p) = αp−1ν̇p−1 + . . . = αp−1fp−1νp + . . ..

Òàê êàê p < n, òî fp−1 > 0, ïîýòîìó γ(p) ëèíåéíî íåçàâèñèì ñ γ̇, . . . , γ(p−1) è, çíà÷èò, âñÿ ñèñòåìà γ̇, . . . , γ(p)

ëèíåéíà íåçàâèñèìà, ïðè÷åì íà÷àëüíûå p − 1 âåêòîðîâ îðòîãîíàëèçàöèè ýòîé ñèñòåìû � ýòî ν1, . . . , νp−1. Òàê
êàê νp îðòîãîíàëåí âñåì ïðåäûäóùèì νq, è γ

(p) = αp−1fp−1νp + . . ., ãäå �. . .� îçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ïðåäûäóùèõ νq, à êîýôôèöèåíò αp−1fp−1 ïðè νp � ïîëîæèòåëüíûé, âåêòîð νp ÿâëÿåòñÿ p-ûì âåêòîðîì îðòîãî-
íàëèçàöèè ñèñòåìû γ̇, . . . , γ(p).

Ïîêà p < n, ïðîäîëæàåì ýòè æå ðàññóæäåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ (n − 1)-ðåãóëÿðíà, è
âåêòîðû ν1, . . . , νn−1 ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ γ̇, . . . γ(n−1). Íî òîãäà νn àâòî-
ìàòè÷åñêè áóäåò ïîñëåäíèì âåêòîðîì áàçèñà Ôðåíå äëÿ êðèâîé γ.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ (n − 1)-ðåãóëÿðíîé, è ÷òî ν1, . . . , νn � âåêòîðû áàçèñà Ôðåíå
êðèâîé γ. Òàê êàê äëÿ áàçèñà Ôðåíå èìåþòñÿ òå æå ñàìûå ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ν̇p ïî îñòàëüíûì ëèíåéíî
íåçàâèñèìûì âåêòîðàì νq, òî êîýôôèöèåíòû fq ýòîãî ðàçëîæåíèÿ � ýòî êðèâèçíû êðèâîé γ.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ, ñîñòîÿùèõ èç íà÷àëüíîé
òî÷êè Pi è ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî îðòîíîðìàëüíîãî áàçèñà ei1, . . . , ein, i = 1, 2. Â ñèëó ñêàçàííîãî
âûøå, ýòè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî çàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííûå êðèâûå
γi : I → Rn ñ îäíèìè è òåìè æå êðèâèçíàìè, ïðè÷åì Pi = γi(s0) äëÿ íåêîòîðîãî s0 ∈ I, à ei1, . . . , ein � áàçèñ
Ôðåíå êðèâîé γi â òî÷êå s0. Ïóñòü F � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ A òàêîå, ÷òî P2 = F (P1)
è Ae1j = e2j äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, òîãäà A � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ. Ïî
ñëåäñòâèþ 2.9, îòîáðàæåíèå F ïåðåâîäèò êðèâóþ γ1 â êðèâóþ F ◦ γ1 ñ òåìè æå êðèâèçíàìè, ÷òî è ó γ1, ïðè÷åì
(F ◦ γ1)(s0) = P2, à e21, . . . , e2n � áàçèñ Ôðåíå êðèâîé F ◦ γ1 â òî÷êå s0. Òàêèì îáðàçîì, êðèâûå γ2 è F ◦ γ1
èìåþò îäíè è òå æå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è îäíè è òå æå êðèâèçíû, ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû 63, ýòè êðèâûå
ñîâïàäàþò.

Íàòóðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

(3.2) k1(s) = f1(s), . . . , kn−1(s) = fn−1(s),

ãäå f1, . . . , fn−1 � ãëàäêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå I, ïðè÷åì ïåðâûå (n− 2) èç íèõ
� ïîëîæèòåëüíûå. Ðåøåíèåì ýòîé íàòóðàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ (n − 1)-ðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî
ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ(s), äëÿ êîòîðîé ki(s) � ôóíêöèÿ i-îé êðèâèçíû. Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó òåîðå-
ìû 3.1, òàêàÿ êðèâàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äâèæåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà Rn.

3.1.1 Âîññòàíîâëåíèå ïëîñêîé êðèâîé ïî îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíå

Ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ ïëîñêîé ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ(s), s ∈ I, ïî îðèåíòèðîâàííîé
êðèâèçíå k1(s), ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, à I � ïðîìåæóòîê.
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Ïóñòü ν1, ν2 � áàçèñ Ôðåíå êðèâîé γ, òîãäà ν1 = γ̇ � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïîýòîìó ν1(s) =
(
cosφ(s), sinφ(s)

)
,

à ν2(s) =
(
− sinφ(s), cosφ(s)

)
, òàê êàê ν1, ν2 � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Îòìåòèì, ÷òî óãîë φ(s) îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî 2πm, m ∈ Z.

Çàäà÷à 3.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ φ(s) ìîæíî âûáðàòü íåïðåðûâíî è, çíà÷èò, ãëàäêî çàâèñÿùåé îò ïàðà-
ìåòðà s.

Ïî ôîðìóëàì Ôðåíå, γ̈ = ν̇1 = k1ν2, îòêóäà

(− sinφ, cosφ)φ̇ = k1(− sinφ, cosφ) ⇒ φ̇(s) = k1(s) ⇒ φ(s) = φ(s0) +

∫ s

s0

k1(t) dt, s0 ∈ I.

Ïóñòü (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè R2, è γ(s) =
(
x(s), y(s)

)
, òîãäà

γ̇ = (ẋ, ẏ) = (cosφ, sinφ) ⇒


x(s) = x(s0) +

∫ s

s0

cosφ(t) dt,

y(s) = y(s0) +

∫ s

s0

sinφ(t) dt.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, íà÷àëüíûå äàííûå φ(s0), x(s0), y(s0) áóäåì îáîçíà÷àòü φ0, x0, y0 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 3.4. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè k1(s) îòëè÷àþòñÿ íà ñäâèã, çàäàííûé
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (x0, y0), è ïîâîðîò, çàäàííûé íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ0.

Ïðèìåð 3.5. Îïèøåì âñå ïëîñêèå êðèâûå ïîñòîÿííîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû k1. Åñëè k1 = 0, òî, âî
ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ,

φ(s) = φ0 ⇒

x(s) = x0 + (s− s0) cosφ0,

y(s) = y0 + (s− s0) sinφ0,

òàê ÷òî ïîëó÷àåì íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ ïðÿìóþ. Íàïîìíèì, ÷òî êðèâèçíà, ïî îïðåäåëåíèþ, íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè, òàê ÷òî çà îäíî ìû ïîëó÷èëè è âñå ïðÿìûå, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïðèâåäåííûõ
âûøå çàìåíàìè ïàðàìåòðà. Îáðàòíî, ó êàæäîé ïðÿìîé âåêòîðû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ êîëëèíåàðíû, ïîýòîìó
êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Èòàê, êðèâûå íóëåâîé êðèâèçíû � ýòî, â òî÷íîñòè, âñå ïðÿìûå.

Ïóñòü òåïåðü k1(s) = c 6= 0, òîãäà

φ(s) = φ0 + c(s− s0) ⇒


x(s) = x0 +

1

c
sin

(
φ0 + c(s− s0)

)
,

y(s) = y0 −
1

c
cos

(
φ0 + c(s− s0)

)
.

Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èëè íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â (x0, y0) è ðàäèóñîì r = 1/|c|.
Ïðè c > 0 äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, à ïðè c < 0 � â îòðèöàòåëüíîì. Îáðàòíî,
êàæäàÿ îêðóæíîñòü èìååò ïîñòîÿííóþ íåíóëåâóþ îðèåíòèðîâàííóþ êðèâèçíó (ïðîâåðüòå). Òàêèì îáðàçîì,
êðèâûå ïîñòîÿííîé íåíóëåâîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíû � ýòî, â òî÷íîñòè, âñå îêðóæíîñòè.

Îáîáùåííîé îêðóæíîñòüþ íàçîâåì èëè îêðóæíîñòü (âîçìîæíî, íóëåâîãî ðàäèóñà), èëè ïðÿìóþ (îêðóæ-
íîñòü áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà). Îáîáùåííóþ îêðóæíîñòü íåíóëåâîãî ðàäèóñà íàçîâåì íåâûðîæäåííîé. Â ýòèõ
òåðìèíàõ, êðèâûå ïîñòîÿííîé (îðèåíòèðîâàííîé) êðèâèçíû � ýòî â òî÷íîñòè âñå íåâûðîæäåííûå îáîáùåí-

íûå îêðóæíîñòè.

Çàìå÷àíèå 3.6. Îïèñàíèå êðèâûõ ïîñòîÿííîé (îðèåíòèðîâàííîé) êðèâèçíû ìîæíî èçâëå÷ü èç òåîðåìû 3.1.
Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðèâèçíà ïðÿìîé ðàâíà íóëþ, à êðèâèçíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ðàâíà 1/r,
è, â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà áóäåò ðàâíà
1/r èëè −1/r. Òàêèì îáðàçîì, âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé îðèåíòèðîâàííî êðèâèçíû ðåàëèçóþòñÿ
îáîáùåííûìè îêðóæíîñòÿìè. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé åäèíñòâåííîñòè.

3.2 Ãåîìåòðèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ

Ïðèâåäåì ðÿä ïðèìåðîâ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè êðèâûõ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2.



3.2. Ãåîìåòðèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ 48

3.2.1 Ýâîëþòû è ýâîëüâåíòû

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä êðèâèçíîé k êðèâîé γ ìû ïîíèìàåì |k1|. Òî÷êà γ(t) êðèâîé γ íàçûâàåòñÿòî÷êîé ñïðÿìëåíèÿ,
åñëè k1(t) = 0 (ðàâíîñèëüíî, k(t) = 0). Åñëè æå k1(t) 6= 0 (ñîîòâåòñòâåííî, k(t) 6= 0), òî γ(t) íàçîâåì òî÷êîé

áèðåãóëÿðíîñòè.
Â òî÷êå áèðåãóëÿðíîñòè γ(t) îïðåäåëèì ðàäèóñ êðèâèçíû R(t), ïîëîæèâ R(t) = 1/k(t), è îðèåíòèðîâàííûé

ðàäèóñ êðèâèçíû R1(t) ïî ôîðìóëå R1(t) = 1/k1(t). Åñëè ν1, ν2 � áàçèñ Ôðåíå ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ, à ν �
ãëàâíàÿ íîðìàëü â òî÷êå áèðåãóëÿðíîñòè γ(t), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî k1ν2 = kν è, êàê ñëåäñòâèå, R1ν2 = Rν.
Öåíòðîì êðèâèçíû ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ â òî÷êå áèðåãóëÿðíîñòè γ(t) íàçûâàåòñÿ òî÷êà C(t) = γ(t)+R(t)ν(t) =
γ(t)+R1(t)ν2(t). Ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ êðèâèçíû âî âñåõ òî÷êàõ áèðåãóëÿðíîñòè íàçûâàåòñÿ êàóñòèêîé èëè
ýâîëþòîé êðèâîé γ.

Ðèñ. 3.1: Ýâîëþòû (æåëòûå) ýëëèïñà, óëèòêè Ïàñêàëÿ è öèêëîèäû (ñèíèå).

Çàäà÷à 3.7. Èñïîëüçóÿ ïàêåò Wolfram Mathematica èëè ëþáîé äðóãîé ïàêåò ïðîãðàìì, óäîáíûé äëÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, íàïèøèòå ïðîãðàììó, ðèñóþùóþ ýâîëþòû êðèâûõ, è ïîñòðîéòå ýâîëþòû äëÿ îñíîâíûõ
êëàññè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ïóñòü γ � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, è ν1, ν2 � åå áàçèñ Ôðåíå. Ýêâèäèñòàíòîé èëè âîëíîâûì ôðîíòîì íàçûâàåòñÿ
êðèâàÿ γ(t) + h ν2(t), ãäå h ∈ R.

Çàäà÷à 3.8. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îñîáûõ òî÷åê âñåõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ � ýòî, â òî÷íîñòè, ýâîëþòà
êðèâîé.

Ðèñ. 3.2: Âîëíîâûå ôðîíòû è ýâîëþòû.

Çàäà÷à 3.9. Èñïîëüçóÿ ïàêåò Wolfram Mathematica èëè ëþáîé äðóãîé ïàêåò ïðîãðàìì, óäîáíûé äëÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, íàïèøèòå ïðîãðàììó, ðèñóþùóþ âîëíîâûå ôðîíòû. Ñîçäàéòå àíèìàöèþ âîëíîâûõ ôðîí-
òîâ íà òîé æå êàðòèíêå, ãäå èçîáðàæåíû êðèâàÿ è ýâîëþòà. Íàáëþäàéòå, êàê îñîáåííîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà
ñêîëüçÿò ïî ýâîëþòå.

Êàê âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ êðèâóþ ïî åå ýâîëþòå? Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
êðèâûõ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî äàííîé êðèâîé Γ: [a, b] → R2 è íàçûâàþòñÿ åå ýâîëüâåíòàìè. Â äàëüíåéøåì â
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êà÷åñòâå Γ ìû âîçüìåì ýâîëþòó, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåãóëÿðíà íå âåçäå. Äëÿ òàêèõ êðèâûõ ýâîëüâåíòû
ñòðîÿòñÿ îòäåëüíî ïî êàæäîìó ôðàãìåíòó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì âî âñåõ ñâîèõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ, è
ó êîòîðîãî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñóùåñòâóþò ïðåäåëû íîðìèðîâàííîé ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ñðàçó áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî Γ óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì íà òàêèå ôðàãìåíòû.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè, ïðåäñòàâèì, ÷òî íà Γ íàìîòàíà íèòü, êîòîðóþ ìû ñìàòûâàåì ñ Γ, ïîñòîÿííî äåðæà íèòü
íàòÿíóòîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êîíåö íèòè ëåæèò íà êàñàòåëüíîé â òîé òî÷êå
êðèâîé Γ, äî êîòîðîé ìû äîáðàëèñü, ñìàòûâàÿ íèòü. Êðîìå òîãî, òî, ÷òî ìû íèòü ñìàòûâàåì, îçíà÷àåò, ÷òî
ðàçíèöà ðàññòîÿíèé ìåæäó êîíöàìè ñìîòàííîé ÷àñòè íèòè â äâà ðàçíûõ ïðîìåæóòêà âðåìåíè ðàâíà äëèíå
êðèâîé Γ ìåæäó òî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì âðåìåíàì. Ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ äëèíà ÷àñòè
íèòè, íå íàìîòàííîé íà êðèâóþ. Äâèãàÿñü ïî ýâîëüâåíòå â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ìû, íàîáîðîò, áóäåì íàìàòûâàòü
íèòü.

Èòàê, çàïèøåì ýâîëüâåíòû ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïóñòü h � äëèíà íåíàìîòàííîé íèòè, τ � íîðìèðîâàííûé
âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé Γ, è ℓ � äëèíà êðèâîé Γ îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî òåêóùåãî, òîãäà ïðè ñìàòûâàíèè
íèòè ýâîëüâåíòà èìååò âèä δh = Γ− (h+ ℓ)τ .

Çàäà÷à 3.10. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè íàìàòûâàíèè íèòè ýâîëüâåíòà âûãëÿäèò òàê: δh = Γ + (h − ℓ)τ , ãäå h �
íà÷àëüíûé çàïàñ íåíàìîòàííîé íèòè.

Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî h èñõîäíàÿ êðèâàÿ γ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ðåãóëÿðíîìó ôðàãìåíòó ýâîëþòû
C = γ +R1ν2. Èìååì

Ċ = γ̇ + Ṙ1ν2 +R1ν̇2 = ν1 + Ṙ1ν2 − ν1 = Ṙ1ν2.

Èç ïðèâåäåííîé ôîðìóëû âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Òî÷êà C(s) ýâîëþòû êðèâîé γ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, åñëè è òîëüêî åñëè â òî÷êå γ(s) îðèåí-
òèðîâàííàÿ êðèâèçíà k1(s), à âìåñòå ñ íåé è îðèåíòèðîâàííûé ðàäèóñ R1(s), ýêñòðåìàëüíû, ò.å. k̇1(s) = 0 è
Ṙ1(s) = 0.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.11 âûòåêàåò, ÷òî âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàãìåíòà ýâîëþòû ïðîèçâîäíàÿ Ṙ1 èìååò
îäèí è òîò æå çíàê sign Ṙ1. Êðîìå òîãî, èç òîé æå ôîðìóëû âèäíî, ÷òî íîðìèðîâàííûé âåêòîð ñêîðîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ôðàãìåíòà êðèâîé C èìååò âèä τ = (sign Ṙ1)ν2.

Äàëåå, äëèíà ℓ êðèâîé C ìåæäó òî÷êàìè C(a) è C(s) ðàâíà∫ s

a

∥∥Ċ(t)∥∥ dt = ∫ s

a

∣∣Ṙ1(t)
∣∣ dt = (

R1(s)−R1(a)
)
sign Ṙ1,

îòêóäà

δh(s) = C(s)−
(
h+ ℓ(s)

)
τ(s) =

= γ(s) +R1(s)ν2(s)−
(
h+

(
R1(s)−R1(a)

)
sign Ṙ1

)
(sign Ṙ1)ν2 =

= γ(s)−
(
h−R1(a) sign Ṙ1

)
(sign Ṙ1).

Îñòàëîñü ïîëîæèòü h = R1(a) sign Ṙ1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 3.12. Ïîäáåðèòå h äëÿ íàìàòûâàíèÿ íèòè íà ðåãóëÿðíûé ôðàãìåíò ýâîëþòû òàê, ÷òîáû ýâîëüâåíòà
ñîâïàëà ñ ôðàãìåíòîì èñõîäíîé êðèâîé.

Îòìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð, âîññòàíîâëåíèå ýëëèïñà ïðîèñõîäèò ñ ÷åðåäîâàíèåì ñìàòûâàíèÿ è íàìàòûâàíèÿ,
ñì. ðèñ. 3.3.

3.2.2 Ïîðÿäîê êàñàíèÿ êðèâûõ

Ïóñòü γ è δ � äâå ðåãóëÿðíûå êðèâûå â Rn, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îäíó òî÷êó P . Åñëè ïðè ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåò-
ðèçàöèè âåêòîðû ñêîðîñòåé ýòèõ êðèâûõ íå êîëëèíåàðíû, òî ãîâîðèì, ÷òî êðèâûå γ è δ êàñàþòñÿ â òî÷êå P
ëèøü ñ íóëåâûì ïîðÿäêîì. Åñëè æå ñêîðîñòè êîëëèíåàðíû, òî ïàðàìåòðèçóåì êðèâûå íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì t
òàê, ÷òîáû P = γ(0) = δ(0) è γ̇(0) = δ̇(0). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâûå γ è δ êàñàþòñÿ â òî÷êå P ñ
ïåðâûì ïîðÿäêîì. Áîëåå îáùå, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k êðèâûå ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàê, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå
γ(i)(0) è δ(i)(0) ñîâïàäàþò ïðè êàæäîì i < k, òî ãîâîðèì, ÷òî êðèâûå γ è δ êàñàþòñÿ â òî÷êå P ñ ïîðÿäêîì k.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè êðèâûå êàñàþòñÿ ñ k-ûì ïîðÿäêîì, òî îíè òàêæå êàñàþòñÿ è ñ i-ûì ïîðÿäêîì ïðè âñåõ i ≤ k.
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Ðèñ. 3.3: Çåëåíûå îòðåçêè � ñìàòûâàíèå, à êðàñíûå � íàìàòûâàíèå.

Ïóñòü γ � ïëîñêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P , â êîòîðîé êðèâèçíà k îòëè÷íà îò íóëÿ.
Ïóñòü R = 1/k � ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé γ â òî÷êå P , è ν � ãëàâíàÿ íîðìàëü â ýòîé òî÷êå, òîãäà C =
P + Rν � öåíòð êðèâèçíû. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â C è ðàäèóñîì R íàçîâåì îêðóæíîñòüþ êðèâèçíû èëè
ñîïðèêàñàþùåéñÿ îêðóæíîñòüþ. Åñëè êðèâèçíà ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ â òî÷êå P ðàâíà íóëþ, òî îêðóæíîñòüþ

êðèâèçíû íàçîâåì êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ, ðàññìàòðèâàåìóþ êàê îêðóæíîñòü áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà.

Ïðåäëîæåíèå 3.13. Â êàæäîé òî÷êå ðåãóëÿðíîé êðèâîé îêðóæíîñòü êðèâèçíû êàñàåòñÿ êðèâîé ñî âòîðûì

ïîðÿäêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Ïàðàìåòðèçóåì êðèâóþ è êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ íà-
òóðàëüíûì ïàðàìåòðîì òàê, ÷òîáû ñîâïàëè âåêòîðû ñêîðîñòåé. Ïðè ýòîì ó íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé
ïðÿìîé âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà âûøå 1 ðàâíû íóëþ. Òàê êàê êðèâèçíà êðèâîé ðàâíà íóëþ, òî åå óñêîðåíèå
(â íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè) òîæå ðàâíî íóëþ, òàê ÷òî èìååì êàñàíèå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü òåïåðü êðèâèçíà â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå îòëè÷íà îò íóëÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî ïðè íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé è îêðóæíîñòè êðèâèçíû è ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ êàñàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. ×òîáû ïîêàçàòü íàëè÷èå êàñàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêè, ïðî-
äåëàåì ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Îáîçíà÷èì γ ðàññìàòðèâàåìóþ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ, ν �
ãëàâíàÿ íîðìàëü, R � ðàäèóñ êðèâèçíû, è C = γ+Rν � öåíòð êðèâèçíû. Òîãäà, ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðèçà-
öèÿõ, âåêòîð óñêîðåíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè áóäåò ñîâïàäàòü ñ (1/R)ν (ïðîäåëàéòå ñîîòâåòñòâóþùèå
âû÷èñëåíèÿ), íî (1/R)ν = k ν = γ̈, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 3.14. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P ðåãóëÿðíîé ïëîñêîé êðèâîé è
îòëè÷íàÿ îò îêðóæíîñòè êðèâèçíû, êàñàåòñÿ êðèâîé γ ñ ìåíüøèì ÷åì 2 ïîðÿäêîì.

Çàäà÷à 3.15. Áóäåì ïðèáëèæàòü ïëîñêóþ ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ êâàäðèêîé. Äîêàæèòå, ÷òî òåïåðü ìîæíî äî-
ñòè÷ü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà êàñàíèÿ, ïðè÷åì êâàäðèêà, êàñàþùàÿñÿ ñ ÷åòâåðòûì ïîðÿäêîì, îïðåäåëåíà îäíîçíà÷-
íî (áóäåì íàçûâàòü åå ïðèáëèæàþùåé êâàäðèêîé). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè êðèâîé ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå
êëàññà: âûðîæäåííûå (êðèâèçíà ðàâíà íóëþ), à òàêæå ýëëèïòè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå, â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷åì ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæàþùàÿ êâàäðèêà.

3.2.3 Îãèáàþùèå ñåìåéñòâà êðèâûõ íà ïëîñêîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåÿâíûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2. À èìåííî, ïóñòü x = (x1, x2)
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà R2 è U ⊂ R2 � íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ïîä íåÿâíîé êðèâîé ìû áóäåì
ïîíèìàòü ðåøåíèå M ⊂ U óðàâíåíèÿ f(x1, x2) = c, ãäå f : U → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, c ∈ R, è äëÿ êàæäîé
òî÷êè p ∈ M âåêòîð fx(p) =

(
fx1(p), fx2(p)

)
îòëè÷åí îò íóëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî, ïî òåîðåìå î íåÿâíîì îòîáðà-

æåíèè, ìíîæåñòâî M â ïîäõîäÿùåé îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì âëîæåííîé ðåãóëÿðíîé
ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé.

Çàìå÷àíèå 3.16. Îïðåäåëåííûå âûøå íåÿâíûå êðèâûå ìîãóò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,
íàïðèìåð, íåÿâíàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

f(x1, x2) =
(
(x1)2 + (x2)2 − 1

)(
(x1)2 + (x2)2 − 4

)
= 0,
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ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Ýòî íå ñîâñåì â äóõå ïðåäûäóùèõ îïðåäåëåíèé êðèâûõ, òàê
êàê è îáðàçû ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ, è êðèâûå-ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè. Ìîæíî áûëî áû ïîä íåÿâíîé
êðèâîé ïîíèìàòü ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f = c. Ïîñëåäíåå èìååò êàê ñâîè ïëþñû, òàê è
ìèíóñû. Ê ïëþñàì ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâûâàåòñÿ ñ ïðåäûäóùèìè (ó÷èòûâàåò
ñâÿçíîñòü). Êðîìå òîãî, òî÷êè îäíîé èç êîìïîíåíò ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè âåêòîðîâ
fx, à òî÷êè äðóãîé � íå óäîâëåòâîðÿòü, êàê, ñêàæåì, äëÿ óðàâíåíèÿ

f(x1, x2) =
(
(x1)2 + (x2)2 − 1

)(
(x1)2 + (x2)2

)
= 0,

çàäàþùåãî îêðóæíîñòü è òî÷êó, â êîòîðîé fx = 0. Âïðî÷åì, åñëè îãðàíè÷èòü f íà äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñò-
íîñòü îêðóæíîñòè (x1)2 + (x2)2 = 1, òî òîãäà ó ðåøåíèÿ áóäåò òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà � íåâûðîæäåííàÿ
îêðóæíîñòü. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå: äëÿ âñåõ òî÷åê �íåâûðîæäåííîé� êîìïîíåíòû
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f = c, ò.å. ãäå fx 6= 0, ìîæíî âçÿòü ìàëûå îêðåñòíîñòè, ãäå ïî-ïðåæíåìó fx 6= 0 (òà-
êèå îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò ïîòîìó, ÷òî ôóíêöèÿ fx íåïðåðûâíà), òîãäà îãðàíè÷åíèå f íà îáúåäèíåíèå ýòèõ
îêðåñòíîñòåé áóäåò èìåòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f = c ðîâíî ýòó êîìïîíåíòó.

Ê �ìèíóñàì� îïðåäåëåíèÿ íåÿâíîé êðèâîé ÷åðåç êîìïîíåíòû ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷
íóæíî áóäåò âûáèðàòü íåêîòîðûå êîìïîíåíòû, îòáðàñûâàÿ äðóãèå. Òàê êàê, â îñíîâíîì, íàøè ðàññóæäåíèÿ
áóäóò íîñèòü ëîêàëüíûé õàðàêòåð è íà ðåçóëüòàò áóäóò àâòîìàòè÷åñêè âëèÿòü òîëüêî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû,
àêêóðàòíûé âûáîð êîìïîíåíò ïðèâåäåò ê íåîïðàâäàííîìó óäëèíåíèþ ïîñòðîåíèé. Âñå òîëüêî ÷òî ñêàçàííîå
äåìîíñòðèðóåò íåîáõîäèìîñòü ïðèíÿòèÿ âîëåâîãî ðåøåíèÿ. Ìû îñòàâèì îïðåäåëåíèå íåÿâíîé êðèâîé êàêèì

åãî äàëè è íå áóäåì ïåðåõîäèòü ê ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì.

Äàëåå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà íåÿâíûõ êðèâûõ, çàäàííûå ôóíêöèåé
F : U × J → R, ãäå J � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê ñ êîîðäèíàòîé α, íàçûâàåìîé ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà, à
êàæäîå ìíîæåñòâî Mα ⊂ U , ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ F (x1, x2, α) = c ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì α,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåÿâíóþ êðèâóþ. Îãèáàþùåé ýòîãî ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêàÿ êðèâàÿ γ(s), êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s êàñàåòñÿ íåêîòîðîé íåÿâíîé êðèâîé Mα. Ïî-
ñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî s âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (1) òî÷êà γ(s) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
Mα, ò.å. F

(
γ(s), α

)
= c ïðè âñåõ s, è (2) åñëè γα(t) � ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïàðàìåòðèçóþùàÿ

÷àñòü íåÿâíîé êðèâîé Mα â îêðåñòíîñòè òî÷êè γ(s), òî âåêòîðû γ̇(s) è γ̇α(t) êîëëèíåàðíû. Òàêèì îáðàçîì, ó
íàñ âîçíèêàåò ôóíêöèÿ α = α(s).

Ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ α(s) � ãëàäêàÿ è åå ïðîèçâîäíàÿ âñþäó îòëè÷íà îò
íóëÿ. Òîãäà îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëÿðíóþ çàìåíó ïàðàìåòðà
s è, òåì ñàìûì, ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ γ ïàðàìåòðèçîâàíà α, ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü. Îòìåòèì, ÷òî α, êàê
ïàðàìåòð êðèâîé γ, ìîæåò áûòü îïðåäåëåí íå íà âñåì ïðîìåæóòêå J .

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.17. Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, x1, . . . , xn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà Rn,
k ≤ n, F = (F 1, . . . , F k) : U → Rk � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, è γ : I → U � ãëàäêàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî F ◦ γ = c
äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà c = (c1, . . . , ck). Òîãäà ïðè êàæäîì t âåêòîðû γ̇(t) è F ix = (F ix1 , . . . , F ixn), âû÷èñëåííûå
â òî÷êå γ(t), îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè γ(t) =
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
� êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü êðèâîé γ, òî ïðè êàæäîì

i âûïîëíÿåòñÿ F i
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
= ci. Îñòàëîñü ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî t ïî òåîðåìå 54

î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü γ(α) =
(
x1(α), x2(α)

)
� êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îãèáàþùåé γ. Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.17, óñëîâèå

êàñàíèÿ γ è íåÿâíûõ êðèâûõ Mα ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî γ̇(α) ïåðïåíäèêóëÿðåí Fx
(
x1(α), x2(α), α

)
, ò.å. Fx1 ẋ1 +

Fx2 ẋ2 = 0. Íî, òàê êàê F
(
x1(α), x2(α), α

)
= c, èìååì

Fx1 ẋ1 + Fx2 ẋ2 + Fα = Fα = 0,

ïîýòîìó óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ðàâíîñèëüíî Fα
(
x1(α), x2(α), α

)
= 0. Èòàê, èñêîìàÿ êðèâàÿ γ(α) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
{
F (x, α) = c, Fα(x, α) = 0

}
. Ýòà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè îãèáàþùèõ.

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ(α), õîòÿ áû ëî-
êàëüíî? Òåîðèÿ îãèáàþùèõ ðàññìàòðèâàåò ìíîãî ðàçíûõ ñëó÷àåâ, îäíàêî íàì, äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà, âïîëíå
áóäåò äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåãî ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãèáàþùåé, ìãíîâåííî âûòåêàþùåãî èç òåî-
ðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè.
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Òåîðåìà 3.18. Ïóñòü U ⊂ R2 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, J ⊂ R � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê, F : U×J → R
� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, F (x1, x2, α) � åå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå, è c ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

ôèêñèðîâàííîãî α ìíîæåñòâî Mα =
{
(x1, x2) ∈ U : F (x1, x2, α) = c

}
íåïóñòî, è äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ Mα

ìàòðèöà

(
Fx1 Fx2

Fαx1 Fαx2

)
, âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå (p, α), íåâûðîæäåíà. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V ýòîé

òî÷êè óðàâíåíèå F (x1, x2, α) = c çàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåÿâíûõ êðèâûõ Mα ∩ V , à ñèñòåìà
óðàâíåíèé

{
F (x1, x2, α) = c, Fα(x

1, x2, α) = 0
}
, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà V × J , � îãèáàþùóþ ýòîãî ñåìåéñòâà.

Çàäà÷à 3.19. Äîêàæèòå, ÷òî ýâîëþòà áèðåãóëÿðíîé ïëîñêîé êðèâîé, ó êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ êðèâèçíû ïî
íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
òî÷êè êðèâîé â íàïðàâëåíèè åå íîðìàëåé.
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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 3

Óïðàæíåíèå 3.1. Ðåøèòå íà ïëîñêîñòè íàòóðàëüíîå óðàâíåíèå k1(s) = 1/s, I = {s ∈ R : s > 0}.

Óïðàæíåíèå 3.2. Äîêàæèòå, ÷òî áèðåãóëÿðíûå êðèâûå â R3 ñ ïîñòîÿííûìè êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì � ýòî â
òî÷íîñòè îêðóæíîñòè è âèíòîâûå ëèíèè.

Óïðàæíåíèå 3.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P ðåãóëÿðíîé ïëîñêîé êðèâîé
è îòëè÷íàÿ îò îêðóæíîñòè êðèâèçíû, êàñàåòñÿ êðèâîé γ ñ ìåíüøèì ÷åì 2 ïîðÿäêîì.

Óïðàæíåíèå 3.4. Ïîñòðîéòå äâå ïëîñêèõ êðèâûõ, ñîâïàäàþùèõ ëèøü â îäíîé òî÷êå P è èìåþùèõ áåñêîíå÷-
íûé ïîðÿäîê êàñàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 3.5. Äëÿ ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 = 1, a > 0, b > 0, a 6= b, çàäàííîãî íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè
êîîðäèíàòàìè x, y, íàïèøèòå óðàâíåíèå ýâîëþòû.

Óïðàæíåíèå 3.6. Ïîêàæèòå, ÷òî ýâîëþòà ïëîñêîé êðèâîé γ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îñîáûõ òî÷åê âñåõ âîë-
íîâûõ ôðîíòîâ, âûïóùåííûõ ñ γ.

Óïðàæíåíèå 3.7. Íàéäèòå îãèáàþùóþ äëÿ ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîð-
äèíàòàìè x, y:

(1) ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé γα, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè (x− α)2 + (y − α)2 = 1;

(2) ñåìåéñòâà îòðåçêîâ äàííîé äëèíû, êîíöû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ;

(3) äëÿ ñåìåéñòâà ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê îòðåçêàì, ñîåäèíÿþùèõ äàííóþ òî÷êó ñ òî÷êàìè äàííîé
ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 3.8 (Ôîðìóëà Êðîôòîíà). Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè âñåâîçìîæíûå îðèåíòèðîâàííûå ïðÿìûå
(äëÿ êàæäîé ïðÿìîé ìîæíî âûáðàòü îäíó èç äâóõ îðèåíòàöèé, ò.å. åäèíè÷íûé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé).
Ýòî íàïðàâëåíèå äëÿ îðèåíòèðîâàííîé ïðÿìîé ℓ îáîçíà÷èì ν(ℓ). Òàêæå ÷åðåç φ = φ(ℓ) îáîçíà÷èì àðãóìåíò
âåêòîðà ν = ν(ℓ), ò.å. ν = (cosφ, sinφ). Äàëåå, îïðåäåëèì îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå p = p(ℓ) îò îðèåíòèðî-
âàííîé ïðÿìîé ℓ äî íà÷àëà êîîðäèíàò O ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ïðÿìàÿ ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç O, òî ïîëîæèì p = 0;
åñëè íå ïðîõîäèò, òî ïóñòü A � áëèæàéøàÿ ê O òî÷êà ïðÿìîé; òîãäà p = |OA|, åñëè áàçèñ OA, ν ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàí, è p = −|OA| â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü γ � ñïðÿìëÿåìàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ è ℓ � îðèåíòèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ. ×åðåç nγ(ℓ) = nγ(φ, p) îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà ℓ∩im γ (ýòî êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì). Òîãäà äëèíà |γ| êðèâîé γ ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

|γ| = 1

4

∫ 2π

0

[∫ ∞

−∞
nγ(φ, p) dp

]
dφ.

Íåïðåðûâíóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ íàçîâåì êóñî÷íî-ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ñêëååíà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðå-
ãóëÿðíûõ êðèâûõ. Äîêàæèòå ýòó ôîðìóëó äëÿ êóñî÷íî-ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ òàêèõ, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé
ñ ïðÿìûìè îãðàíè÷åíû: äëÿ êàæäîé êðèâîé ñóùåñòâóåò ÷èñëî N òàêîå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ñ êàæäîé
ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäèò N .

Óïðàæíåíèå 3.9 (Êðèâûå ïîñòîÿííîé øèðèíû). Â ýòîì óïðàæíåíèè âñå êðèâûå � ïëîñêèå. Ñïðîåöèðóåì
çàìêíóòóþ êðèâóþ íà ïðÿìóþ, òîãäà îáðàç � îòðåçîê. Ïðîîáðàç ýòîãî îòðåçêà ïðè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîåêöèè
íàçîâåì ïîëîñîé, îãðàíè÷èâàþùåé êðèâóþ, à êàæäîå èç äâóõ íàïðàâëåíèé ïðÿìûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ïîëîñó, �
íàïðàâëåíèåì ïîëîñû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíè÷íûìè ïðÿìûìè ïîëîñû íàçîâåì øèðèíîé êðèâîé â íàïðàâëåíèè

ïîëîñû. Çàìêíóòóþ êðèâóþ íàçîâåì âûïóêëîé, åñëè îíà îãðàíè÷èâàåò âûïóêëóþ îáëàñòü. Âûïóêëóþ êðèâóþ,
øèðèíà êîòîðîé íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ îãðàíè÷èâàþùåé åå ïîëîñû, íàçîâåì êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðè-

íû, ïðè ýòîì øèðèíó ëþáîé ïîëîñû, îãðàíè÷èâàþùåé òàêóþ êðèâóþ, íàçîâåì øèðèíîé ýòîé êðèâîé. Êðèâóþ
ïîñòîÿííîé øèðèíû, îòëè÷íóþ îò îêðóæíîñòè, áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíîé.

(1) Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñêëååííîé èç ïðîèçâîëüíîãî íå÷åòíîãî
÷èñëà n ≥ 3 ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

(2) Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñêëååííîé èç ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî ÷èñëà
n ≥ 6 ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.
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(3) Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñêëååííîé èç ÷åòûðåõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû w ðàâíà πw (òåîðåìà Áàðáüå).

(5) Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ ïðÿìàÿ ïîëîñû, îãðàíè÷èâàþùåé êðèâóþ ïîñòîÿííîé øèðèíû, ïåðå-
ñåêàåò êðèâóþ ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Ýòè òî÷êè, äëÿ äàííîé ïîëîñû, íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè

òî÷êàìè êðèâîé, à ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê � äèàìåòðîì êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé ïîëîñå. Ïî-
êàæèòå, ÷òî äèàìåòð êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû ïåðïåíäèêóëÿðåí ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ïîëîñå.

(6) Òî÷êó êðèâîé γ(t), i ∈ I, íàçîâåì âíóòðåííåé òî÷êîé ðåãóëÿðíîñòè, åñëè t � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðîìå-
æóòêà I, à γ ðåãóëÿðíà â t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöû äèàìåòðà êðèâîé ïîñòîÿííîé øèðèíû ÿâëÿþòñÿ
âíóòðåííèìè òî÷êàìè ðåãóëÿðíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû êðèâèçíû ýòèõ òî÷åê ñîâïàäàþò è, çíà÷èò,
ñóììà ðàäèóñîâ êðèâèçíû â òàêèõ òî÷êàõ ðàâíà øèðèíå êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 3.10. Îâàëîì íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, îãðà-
íè÷èâàþùàÿ ñòðîãî âûïóêëóþ îáëàñòü (äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ýòîé îáëàñòè âíóòðåííîñòü ñîåäèíÿþùåãî èõ
îòðåçêà ëåæèò âíóòðè îáëàñòè). Âåðøèíîé îâàëà íàçûâàåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé êðèâèçíà èìååò ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì èëè ìàêñèìóì. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé îâàë èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå ÷åòûðå âåðøèíû.


