
Ëåêöèÿ 2

Êðèâèçíû êðèâûõ

Ïëàí. p-ðåãóëÿðíûå êðèâûå, áèðåãóëÿðíûå, áàçèñ Ôðåíå äëÿ (n − 1)-ðåãóëÿðíîé êðèâîé â Rn, ôîðìóëû Ôðåíå, êðèâèçíû, ÿâíûé âèä
êðèâèçí, âûâîä ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë êðèâèçíû è îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêèõ êðèâûõ, à òàêæå êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ êðèâûõ â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü èçìåíåíèå ôîðìû êðèâîé, ìû ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé è
ïðèâåäåì óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò ôîðìó êðèâîé îäíîçíà÷íî.

2.1 Ôîðìóëû Ôðåíå è êðèâèçíû

Ïóñòü x1, . . . , xn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn, è γ : I → Rn � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ãäå I � íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê.
Ìû íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåõíè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü ξ : I → Rn è η : I → Rn � ãëàäêèå îòîáðàæåíèå, à 〈·, ·〉 îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â Rn. Òîãäà〈
ξ(t), η(t)

〉′
=

〈
ξ̇(t), η(t)

〉
+

〈
ξ(t), η̇(t)

〉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøèòå ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ è ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ïî ïðàâèëó
Ëåéáíèöà.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü ξ : I → Rn � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì âåëè÷èíà ‖ξ(t)‖ ïîñòîÿííà. Òîãäà ïðè
êàæäîì t âåêòîðû ξ(t) è ξ̇(t) îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2.1, ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå
〈
ξ(t), ξ(t)

〉
= const è ïîëó÷èì

2
〈
ξ̇(t), ξ(t)

〉
= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äàëåå, äëÿ ãëàäêîé êðèâîé γ : I → Rn è 1 ≤ p ≤ n, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ p-ðåãóëÿðíîé â òî÷êå t,
åñëè âåêòîðû

γ̇(t), γ̈(t), . . . , γ(p)(t)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü γ : I → Rn � ãëàäêàÿ êðèâàÿ.

(1) Ïîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî êðèâîé γ áûòü p-ðåãóëÿðíîé íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
ãëàäêèõ êðèâûõ ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðåãóëÿðíûå çàìåíû ïàðàìåòðà).

(2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ p-ðåãóëÿðíîé â òî÷êå t, òî îíà òàêæå p-ðåãóëÿðíà â äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè p = 1 êðèâàÿ ïðîñòî ðåãóëÿðíà, à ïðè p = 2 êðèâàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ áèðåãóëÿðíîé.
Åñëè êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ðåãóëÿðíîé, òî ïðèìåíèì îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�Øìèäòà ê ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûì âåêòîðàì γ̇(t), γ̈(t), . . . , γ(n−1)(t) è ïîñòðîèì îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ν1, . . . , νn−1. Äîïîëíèì
ýòó ñèñòåìó âåêòîðîì νn äî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî îðòîíîðìàëüíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïîëó-
÷åííûé áàçèñ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ôðåíå.

Çàäà÷à 2.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî áàçèñ Ôðåíå íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåòðèçàöèè, ñîõðàíÿþùåé íàïðàâëåíèå
äâèæåíèÿ.

Âûÿñíèì, êàê ðàñêëàäûâàþòñÿ ñêîðîñòè ν̇p èçìåíåíèÿ âåêòîðîâ νp áàçèñà Ôðåíå ïî ýòîìó áàçèñó. Ïîëîæèì
Γi1···ip =

(
γ(i1), . . . , γ(ip)

)
, òàê ÷òî åñëè êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ (n−1)-ðåãóëÿðíîé, âñå iq ðàçëè÷íû è íå ïðåâîñõîäÿò n−

1, òî Γi1···ip � íåâûðîæäåííûé p-ïàðàëëåëåïèïåä, è äëÿ íåãî îïðåäåëåí îáúåì vol(Γi1···ip), ñì. ðàçäåë 6 ââåäåíèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçäåëå 7 ââåäåíèÿ ìû îïðåäåëèëè vol òàêæå äëÿ �ïóñòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà�, ïîëîæèâ vol(∅) =
1. Êðîìå òîãî, ìû âûáåðåì ñòàíäàðòíóþ îðèåíòàöèþ Rn â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîé, òîãäà òàêæå îïðåäåëåí
îðèåíòèðîâàííûé îáúåì vol0(Γ1···n). Îòìåòèì, ÷òî n-ïàðàëëåëåïèïåä Γ1···n ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì, òàê êàê
ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ n-ðåãóëÿðíîé, îãðàíè÷èâàÿñü (n−1)-ðåãóëÿðíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì,
vol0(Γ1···n) ìîæåò ïðèíèìàòü êàê íóëåâîå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü γ : I → Rn � ïðîèçâîëüíàÿ (n− 1)-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, òîãäà

(2.1)



ν̇1 = k1 ν2,

ν̇2 = −k1 ν1 + k2ν3,

. . . . . . . . . . . . . .

ν̇n−1 = −kn−2 νn−2 + kn−1νn,

ν̇n = −kn−1 νn−1,

ãäå

(2.2) kp =


vol(Γ1···p−1) vol(Γ1···p+1)

vol2(Γ1···p)
ïðè 1 ≤ p ≤ n− 2,

vol(Γ1···n−2) vol0(Γ1···n)

vol2(Γ1···n−1)
ïðè p = n− 1,

â ÷àñòíîñòè, âñå k1, . . . , kn−2 � ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, à kn−1 ìîæåò ïðèíèìàòü êàê îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ, òàê è áûòü ðàâíîé íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëèçàöèè, ν1 = γ̇/‖γ̇‖ è, çíà÷èò, ν̇1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé γ̇
è γ̈, à, ïîýòîìó, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ν1 è ν2 (âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�
Øìèäòà). Òàê êàê ‖ν1‖ = 1, òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2, èìååì ν̇1 ⊥ ν1, òàê ÷òî ν̇1 = k1ν2, ãäå k1 � íåêîòîðûé
êîýôôèöèåíò (ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà êðèâîé γ).

Ïóñòü òåïåðü 1 < p < n − 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè, âåêòîð νp ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ γ̇, . . . , γ(p) ñ êîýôôèöèåíòàìè � ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà êðèâîé γ, ïîýòîìó ν̇p � ýòî
àíàëîãè÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ γ̇, . . . , γ(p+1). Òàê êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ γ̇, . . . , γ(p+1)

ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ ν1, . . . , νp+1, òî, òåì ñàìûì, ν̇p � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ
ν1, . . . , νp+1.

Äàëåå, òàê êàê 〈νp, νi〉 = 0 ïðè i < p, òî

0 = 〈νp, νi〉′ = 〈ν̇p, νi〉+ 〈νp, ν̇i〉.

Òàê êàê ν̇i ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ν1, . . . , νi+1, à âåêòîðû νj îðòîãîíàëüíû, òî ïðè i ≤ p− 2
âûïîëíÿåòñÿ 〈νp, ν̇i〉 = 0, îòêóäà, ïðè òàêèõ i, èìååì 〈ν̇p, νi〉 = 0, ò.å. ν̇p îðòîãîíàëåí âñåì νi ïðè i ≤ p−2. Äîáàâèì
ñþäà, ÷òî, â ñèëó ‖νp‖ = 1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2, âåêòîðû ν̇p è νp îðòîãîíàëüíû. Èòàê, ïðè 1 < p < n âåêòîð ν̇p
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé νp−1 è νp+1. Ïîëîæèì ν̇p = apνp−1 + kpνp+1. Îòìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå
ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëó÷åííîå âûøå ðàâåíñòâî ν̇1 = k1ν2, åñëè ïîëîæèòü a1 = 0 è ν0 = 0, ÷òî ìû è ñäåëàåì.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåïåðü ðàâåíñòâî 〈νp−1, νp〉 = 0 è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè. Èìååì

0 = 〈ν̇p−1, νp〉+ 〈νp−1, ν̇p〉 = 〈ap−1νp−2 + kp−1νp, νp〉+ 〈νp−1, apνp−1 + kpνp+1〉 = kp−1 + ap = 0,
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îòêóäà ap = −kp.
Ïóñòü p = n − 1. Ðàçëîæèì ν̇n−1 ïî áàçèñó ν1, . . . , νn. Êàê è âûøå, äîêàçûâàåì, ÷òî ν̇n−1 = −kn−2 νn−2 +

kn−1νn. Âû÷èñëèì òåïåðü ν̇n. Ñíîâà ν̇n = anνn−1, îòêóäà

0 = 〈νn, νn−1〉′ = 〈ν̇n, νn−1〉+ 〈νn, ν̇n−1〉 = an + 〈νn,−kn−2νn−2 + kn−1νn〉 = an + kn−1,

ïîýòîìó an = −kn−1, è ìû îïÿòü ïîëó÷àåì ôîðìóëû (2.1).
Íàéäåì òåïåðü âñå kp. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå âåêòîðû γ̇, . . . , γ(n) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Çàìåòèì,

÷òî âåêòîð νn ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì âåêòîðîì îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû γ̇, . . . , γ(n), åñëè ýòà ñèñòåìà ïîëî-
æèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàïðàâëåíèå âåêòîðà νn ïðîòèâîïîëîæíî ïîñëåäíåìó âåêòîðó
îðòîãîíàëèçàöèè. Îòñþäà è èç çàìå÷àíèÿ 16 âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ n âûïîëíÿåòñÿ

γ(p) = αpνp + . . . , ãäå αp =
vol(Γ1···p)

vol(Γ1···p−1)
, ïðè p < n, è αn =

vol0(Γ1···n)

vol(Γ1···n−1)
,(2.3)

νp = βpγ
(p) + . . . , ãäå βp =

vol(Γ1···p−1)

vol(Γ1···p)
ïðè p < n, è βp =

vol(Γ1···n−1)

vol0(Γ1···n)
;(2.4)

â ïåðâîé ôîðìóëå � . . .� îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ νq ñ q < p, à, âî âòîðîé � ëèíåéíóþ êîìáèíàöèÿ γ(q)

ñ q < p.
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (2.4) è ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ γq èç ðàâåíñòâà (2.3),

ïîëó÷àåì
ν̇p = βpγ

(p+1) + . . . = βpαp+1νp+1 + . . . ,

ãäå ïîñëåäíåå . . . îáîçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ νq ñ q < p+ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

kp = 〈ν̇p, νp+1〉 = βpαp+1,

îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîð γ(n) ëèíåéíî çàâèñèì ñ γ̇, . . . , γ(n−1). Òîãäà ν̇n−1 ëåæèò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ

ν1, . . . , νn−1, ïîýòîìó kn−1 = 0, è ýòîò kn−1 óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå (2.2), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå n-ïàðàëëåëåïèïåä
Γ1···n âûðîæäåí è, ïî îïðåäåëåíèþ, vol0(Γ1···n) = 0. Âñå îñòàëüíûå kp âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå.

Â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ (2.1) è (2.2) êîýôôèöèåíòû kp çàâèñÿò îò ïàðàìåòðèçàöèè. ×òîáû ïîëó÷èòü õàðàê-
òåðèñòèêè êðèâîé, èç âñåõ ïàðàìåòðèçàöèé âûáèðàþò íåêîòîðûé ïîäêëàññ, äëÿ êîòîðîãî âñå kp îäíè è òå æå.
Òðàäèöèîííî â êà÷åñòâå òàêîãî ïîäêëàññà áåðóò ñåìåéñòâî íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðèçàöèé, ñîõðàíÿþùèõ íàïðàâ-
ëåíèå äâèæåíèÿ. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.28, âñå òàêèå ïàðàìåòðèçàöèè îòëè÷àþòñÿ ñäâèãîì íà êîíñòàíòó, à òàêèå
çàìåíû íå ìåíÿþò ïðîèçâîäíûå, ïîýòîìó âñå kp ñîõðàíÿþòñÿ. Áîëåå òîãî, âñå kp ïðè p < n òàêæå ñîõðàíÿþò
ñâîè çíà÷åíèÿ ïðè çàìåíå íà íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, îáðàùàþùóþ íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à 2.6. Âûÿñíèòå, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ kn−1 ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Âåëè÷èíà kp, âû÷èñëåííàÿ äëÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé (n− 1)-ðåãóëÿðíîé êðèâîé
γ, íàçûâàåòñÿ p-îé êðèâèçíîé êðèâîé γ.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 2.5 ìû ïðîâåëè âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
kp ïîëó÷èëè ôîðìóëû îäíîãî è òîãî æå âèäà. Ïî çàäà÷å 2.4, áàçèñ Ôðåíå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè,
ñîõðàíÿþùåé íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. À ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïðîèçâîäíûìè âåêòîðîâ áàçèñà Ôðåíå? Ïóñòü s �
íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, t � ïðîèçâîëüíûé, ïðè÷åì st > 0, òîãäà

dνp
dt =

dνp
ds st, îòêóäà âûðàæåíèå äëÿ

dνp
dt

ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Ôðåíå äëÿ
dνp
ds äåëåíèåì âñåõ êîýôôèöèåíòîâ íà st = ‖γt‖. Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ñëåäñòâèå 2.8 (Ôîðìóëà êðèâèçí êðèâîé â ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè). Ïóñòü γ(t), t ∈ I, � ïðîèçâîëü-

íàÿ (n − 1)-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â Rn è k1, . . . , kn−1 � åå êðèâèçíû (êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëàõ Ôðåíå êðèâîé

γ, ïàðàìåòðèçîâàííîé íàòóðàëüíî ñ ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèÿ). Ïóñòü Γ1···p îáîçíà÷àåò p-ïàðàëëåëåïèïåä
(γ̇, · · · , γ(p)), ãäå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî ïàðàìåòðà t. Òîãäà

(2.5) kp =


vol(Γ1···p−1) vol(Γ1···p+1)

vol2(Γ1···p) ‖γ̇‖
ïðè 1 ≤ p ≤ n− 2,

vol(Γ1···n−2) vol0(Γ1···n)

vol2(Γ1···n−1) ‖γ̇‖
ïðè p = n− 1,
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Ñëåäñòâèå 2.9. Ïóñòü F : Rn → Rn � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðàâíîå êîìïîçèöèè ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòà-

öèþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A : Rn → Rn è íåêîòîðîãî ñäâèãà x 7→ x + τ , ãäå x, τ ∈ Rn. Òîãäà A íå

ìåíÿåò êðèâèçíû êàæäîé (n− 1)-ðåãóëÿðíîé êðèâîé â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü γ(s) � íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ (n−1)-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â Rn.
Òàê êàê F � àôôèííîå îòîáðàæåíèå, òî (Fγ)(k) = Aγ(k). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå
ìåíÿåò êàê äëèíû âåêòîðîâ, òàê è îáúåìû p-ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ÷òî ëåãêî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî p (ñäåëàéòå
ýòî). Êðîìå òîãî, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå A ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî îíî òàêæå íå ìåíÿåò è îðèåíòèðîâàííûå
îáúåìû n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëû (2.5) âûðàæàþò êðèâèçíû èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç
îáúåìû p-ïàðàëëåëåïèïåäîâ è îðèåíòèðîâàííûå îáúåìû n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ îò ïðîèçâîäíûõ γ(k).

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå êðèâèçí êðèâîé γ ïðîùå ïðîâîäèòü âî âðåìÿ îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ èç ïðîèçâîäíûõ γ(i). Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç âû÷èñëåíèé, ïðîäåëàííûõ â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 2.5.

Ñëåäñòâèå 2.10. Ïóñòü γ : I → Rn � ïðîèçâîëüíàÿ (n− 1)-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ν1, . . . , νn � åå áàçèñ Ôðåíå, à

k1, . . . , kn−1 � êðèâèçíû. Ïóñòü, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, γ(p) = αpνp + . . ., èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,

αp = 〈γ(p), νp〉, òîãäà

kp =
αp+1

αp α1
=

〈γ(p+1), νp+1〉
〈γ(p), νp〉 ‖γ̇‖

.

Îáñóäèì, êàê âûãëÿäÿò íåêîòîðûå êðèâèçíû è âåêòîðû áàçèñà Ôðåíå, à çà îäíî ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ
êðèâûõ íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê êàê äëÿ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà èìååì ‖γ̇‖ = 1, òî
ν1 = γ̇. Âûáîð âåêòîðà ν2 îòëè÷àåòñÿ äëÿ ñëó÷àåâ n = 2 è n > 2. Åñëè n > 2, òî, â ñèëó ‖γ̇‖ = 1, èìååì γ̈ ⊥ γ̇,
ïîýòîìó ν2 = γ̈/‖γ̈‖ è, òàêèì îáðàçîì, k1 = ‖γ̈‖.

Åñëè æå n = 2, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøåé äîãîâîðåííîñòüþ î âûáîðå âåêòîðà νn, âåêòîð ν2 âûáèðàåòñÿ
òàê, ÷òîáû ïàðà ν1, ν2 áûëà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì îðòîíîðìàëüíûì áàçèñîì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ν2 íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ k1 6= 0, ðàâíîñèëüíîå 2-ðåãóëÿðíîñòè êðèâîé. Åñëè
k1 6= 0, òî, â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà γ̇, γ̈, èìååì ν2 = ±γ̈/‖γ̈‖. Â ýòîì ñëó÷àå, âåêòîð
ν := γ̈/‖γ̈‖ òðàäèöèîííî íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé íîðìàëüþ, à âåëè÷èíà k = ‖γ̈‖ � êðèâèçíîé êðèâîé, â îòëè÷èè
îò âåëè÷èíû k1, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé êðèâèçíîé. Ôîðìóëû Ôðåíå èç òåîðåìû 2.5 âûãëÿäÿò
òàê: ν̇1 = k1ν2, ν̇2 = −k1ν1 è íàçûâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ôîðìóëàìè Ôðåíå. Â îòëè÷èå îò íèõ, (íåîðè-
åíòèðîâàííûå) ôîðìóëû Ôðåíå ñâÿçûâàþò êðèâèçíó k, ãëàâíóþ íîðìàëü ν è ñêîðîñòü τ = γ̇. Îíè âûãëÿäÿò
àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî îðèåíòèðîâàííûì ôîðìóëàì Ôðåíå: τ̇ = kν, ν̇ = −kτ , îäíàêî îíè èìåþò ìåñòî òîëüêî
äëÿ áèðåãóëÿðíûõ êðèâûõ (îðèåíòèðîâàííûå ôîðìóëû Ôðåíå îáñëóæèâàþò áîëåå øèðîêèé êëàññ ðåãóëÿðíûõ
êðèâûõ).

Âûïèøåì òåïåðü, êàê âûãëÿäèò îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâèçíà k1 è îáû÷íàÿ êðèâèçíà k äëÿ ïëîñêîé êðèâîé.
Èìååì

(2.6) k1 =
vol0(γ̇, γ̈) vol(∅)
vol2(γ̇) ‖γ̇‖

=
[γ̇, γ̈]

‖γ̇‖3
, k =

vol(γ̇, γ̈) vol(∅)
vol2(γ̇) ‖γ̇‖

=

∣∣[γ̇, γ̈]∣∣
‖γ̇‖3

,

ãäå ÷åðåç [γ̇, γ̈] ìû îáîçíà÷èëè ïëîùàäü îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû γ̇ è γ̈, ò.å.
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñòîëáöû êîòîðîé � êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ. Â ÿâíîì âèäå, åñëè x, y � êîîðäèíàòû
íà ïëîñêîñòè R2, è γ(t) =

(
x(t), y(t)

)
, òî

(2.7) k1 =
ẋÿ − ẏẍ

(ẋ2 + ẏ2)3/2
, k =

|ẋÿ − ẏẍ|
(ẋ2 + ẏ2)3/2

.

Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ èìååì äâå ki: ïåðâàÿ èç íèõ, k1 = k = ‖γ̈‖, íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé (òåïåðü òóò íåò
äâóõ òèïîâ êðèâèçíû), à âòîðàÿ, k2, îáîçíà÷àåòñÿ κ è íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì. Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, τ :=
ν1 = γ̇ � ñêîðîñòü; ν := ν2 = γ̈/k � ãëàâíàÿ íîðìàëü; òðåòèé âåêòîð ν3, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ β è íàçûâàåòñÿ
áèíîðìàëüþ, äîïîëíÿåò τ è ν äî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, ïîýòîìó β =
[τ, ν], ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ôîðìóëû Ôðåíå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äàþòñÿ
òåîðåìîé 2.5 è èìåþò âèä:

(2.8)


τ̇ = kν,

ν̇ = −kτ + κβ,
β̇ = −κν.
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Òàêèì îáðàçîì, êðó÷åíèå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå κ = −〈β̇, ν〉.
Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 2.8 è çàïèøåì, êàê âûãëÿäÿò êðèâèçíà è êðó÷åíèå ïðîèçâîëüíî ïàðàìåòðè-

çîâàííîé áèðåãóëÿðíîé êðèâîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êðèâèçíà çàïèñûâàåòñÿ ïî÷òè òàêîé æå ôîðìóëîé

(2.9) k =

∥∥[γ̇, γ̈]∥∥
‖γ̇‖3

,

ãäå [γ̇, γ̈] òåïåðü � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ γ̇ è γ̈. Âûïèøåì êðó÷åíèå:

(2.10) κ =
vol0(γ̇, γ̈,

...
γ ) vol(γ̇)

vol2(γ̇, γ̈) ‖γ̇‖
=

〈γ̇, γ̈,
...
γ 〉∥∥[γ̇, γ̈]∥∥2 ,

ãäå ÷åðåç 〈γ̇, γ̈,
...
γ 〉 îáîçíà÷åíî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ò.å. îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñòîëáöàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ.
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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 2

Óïðàæíåíèå 2.1. Âû÷èñëèòå êðèâèçíó, îðèåíòèðîâàííóþ êðèâèçíó è áàçèñ Ôðåíå äëÿ ïëîñêèõ ðåãóëÿðíûõ
êðèâûõ, çàäàííûõ

(1) ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x);

(2) íåÿâíîé ôóíêöèåé F (x, y) = c.

Óïðàæíåíèå 2.2. Äëÿ ñëåäóþùèõ êðèâûõ, çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y, âû÷èñ-
ëèòå êðèâèçíó, îðèåíòèðîâàííóþ êðèâèçíó è íàéäèòå áàçèñ Ôðåíå:

(1) äëÿ îòðåçêà ïðÿìîé ax+ by + c = 0, a2 + b2 6= 0;

(2) äëÿ äóãè îêðóæíîñòè x2 + y2 = r2, r > 0;

(3) äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = ch(x);

(4) äëÿ ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 = 1, a > 0, b > 0.

Óïðàæíåíèå 2.3. Äëÿ ñëåäóþùèõ êðèâûõ, çàäàííûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòà-
ìè x, y, z, âû÷èñëèòå êðèâèçíó, êðó÷åíèå, è íàéäèòå áàçèñ Ôðåíå:

(1) äëÿ îòðåçêà ïðÿìîé;

(2) äëÿ âèíòîâîé ëèíèè γ(t) = (a cos t, a sin t, b t), a > 0;

(3) äëÿ êðèâîé γ(t) = (t2, 1− t, t3).

Óïðàæíåíèå 2.4. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðèâóþ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

γ(t) =

(
cos

t√
2
, sin

t√
2
,

1√
2
cos t ,

1√
2
sin t

)
.

Âû÷èñëèòå áàçèñ Ôðåíå è êðèâèçíû êðèâîé γ.

Óïðàæíåíèå 2.5. Äëÿ êðèâûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äîêàæèòå, ÷òî

(1) ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ëåæèò íà ïðÿìîé, åñëè è òîëüêî åñëè åå êðèâèçíà ðàâíà íóëþ;

(2) áèðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè åå êðó÷åíèå ðàâíî íóëþ.

Íàéäèòå óðàâíåíèÿ òàêèõ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé â òåðìèíàõ èñõîäíûõ êðèâûõ.
Âûÿñíèòå, âåðíî ëè, ÷òî åñëè â êàæäîé òî÷êå ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ âûïîëíÿåòñÿ (γ̇, γ̈,

...
γ ) = 0, òî γ ëåæèò â

íåêîòîðîé ïëîñêîñòè?

Óïðàæíåíèå 2.6. Ïîêàæèòå, ÷òî (n−1)-ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â Rn, ó êîòîðîé kn−1 = 0, ëåæèò â (n−1)-ìåðíîì
àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.

Óïðàæíåíèå 2.7. Ïîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â Rn, ó êîòîðîé òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ íåêîòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k > 1, ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé.

Óïðàæíåíèå 2.8. Äîêàæèòå, ÷òî áèðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ(s) â R3 èìååò ïîñòî-
ÿííóþ êðèâèçíó k > 0, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ τ(σ) íà åäèíè÷íîé
ñôåðå è òî÷êà A ∈ R3, äëÿ êîòîðûõ

γ(s) = A+
1

k

∫ ks

ka

τ dσ.

Óïðàæíåíèå 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî áèðåãóëÿðíàÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ γ(s) â R3 èìååò ïî-
ñòîÿííîå êðó÷åíèå κ 6= 0, åñëè è òîëüêî åñëè íà åäèíè÷íîé ñôåðå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
êðèâàÿ β(σ) íåíóëåâîé ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû (ïðîåêöèÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ βσσ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê
ñôåðå âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ), à â ïðîñòðàíñòâå � òî÷êà A ∈ R3, äëÿ êîòîðûõ

γ(s) = A+
1

κ

∫ κs

κa
[β, βσ] dσ.
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Óïðàæíåíèå 2.10. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâèçíà áèðåãóëÿðíîé êðèâîé â R3 ïðîïîðöèîíàëüíà êðó÷åíèþ, åñëè è
òîëüêî åñëè íàéäåòñÿ ïîñòîÿííûé íåíóëåâîé âåêòîð u òàêîé, ÷òî 〈u, τ〉 = const 6= 0.

Óïðàæíåíèå 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ áèðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â R3 ñ êðèâèçíîé
k, äëÿ êîòîðîé k̇ 6= 0, è ñ íåíóëåâûì êðó÷åíèåì κ ëåæèò íà ñôåðå ðàäèóñà R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

R2 =
1

k2

(
1 +

k̇2

(κk)2

)
.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð áèðåãóëÿðíîé íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé, íå ëåæàùåé íà ñôåðå, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ çàäà÷è, êðîìå k̇ 6= 0.


