
Ëåêöèÿ 1

Êðèâûå

Ïëàí. Ïðîìåæóòêè, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè, ïðèõîäÿùàÿ â òî÷êè, ñîåäèíÿþùàÿ
òî÷êè, çàìêíóòàÿ, íåçàìêíóòàÿ), çàìåíà ïàðàìåòðà, êðèâàÿ, ëîìàíàÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, äëèíà ëîìàíîé, äëèíà ïàðàìåòðè÷åñêîé
êðèâîé â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íåçàâèñèìîñòü äëèíû îò ïàðàìåòðèçàöèè, ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå, ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ, êîíñòàíòà
Ëèïøèöà, ðàñòÿæåíèå, îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ôóíêöèîíàë äëèíû, îïåðàöèè íàä êðèâûìè (îãðàíè÷åíèå, ñêëåéêà, çàìå-
íà ïàðàìåòðà), ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà äëèíû (àääèòèâíîñòü, íåïðåðûâíîñòü, íåçàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà, ñîãëàñîâàííîñòü ñ òîïîëîãèåé),
íàòóðàëüíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé, ñêîðîñòü ðàâíîìåðíîé ïàðàìåòðèçàöèè, áåçîñòàíîâî÷íûå êðèâûå, ñóùåñòâîâàíèå íàòó-
ðàëüíîãî ïàðàìåòðà íà áåçîñòàíîâî÷íîé êðèâîé, ãëàäêèå êðèâûå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âåêòîð ñêîðîñòè ãëàäêîé êðèâîé, ðåãóëÿðíûå
êðèâûå, òðè ñïîñîáà çàäàíèÿ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, èõ ëîêàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà äëè-
íû ãëàäêîé êðèâîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàíèå íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû, êðèòåðèé òîãî, ÷òî
ïàðàìåòð ðåãóëÿðíîé êðèâîé � íàòóðàëüíûé.

1.1 Îáùèå îïðåäåëåíèÿ

Â ðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êðèâûõ ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî ðàçíîãî âèäà. Îáùåå ó âñåõ ýòèõ
îáëàñòåé � òî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè ïîäìíîæåñòâàìè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R. Ýòè ñâÿçíûå ïîäìíî-
æåñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòêàìè. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêà ìîæíî âçÿòü èíòåðâàë,
ïîëóèíòåðâàë, îòðåçîê, ïðè÷åì ïåðâûå äâà ìîãóò áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè, à èìåííî, áåñêî-
íå÷íûé èíòåðâàë � ýòî èëè îòêðûòûé ëó÷, èëè âñÿ ïðÿìàÿ, à áåñêîíå÷íûé ïîëóèíòåðâàë � çàìêíóòûé ëó÷.
Åñëè I � ïðîìåæóòîê, òî ÷åðåç |I| îáîçíà÷èì åãî äëèíó (âåëè÷èíà |I| ìîæåò ðàâíÿòüñÿ áåñêîíå÷íîñòè).

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ïðîìåæóòêå èìåþòñÿ èíäóöèðîâàííûå ñ ïðÿìîé R ìåòðèêà è òîïîëîãèÿ, òàê ÷òî
ìîæíî èçìåðÿòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïðîìåæóòêà, äëèíû ïðîìåæóòêà è åãî ïîäïðîìåæóòêîâ; êðîìå òî-
ãî, îïðåäåëåíû íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ èç ïðîìåæóòêîâ â òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî
îòêðûòîãî ïðîìåæóòêà è åãî îòîáðàæåíèÿ â ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî V , íàïðèìåð â Rn, ìîæíî
ãîâîðèòü î äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ. Åñëè æå ïðîìåæóòîê I íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, òî
îí ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòêðûòîì ïðîìåæóòêå I ′, è ïîä ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì èç I â V áóäåì ïîíèìàòü
îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ èç I ′ â V .

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à I � ïðîìåæóòîê. Ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé áóäåì íàçûâàòü
êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : I → X; ïðè ýòîì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ
ïàðàìåòðèçîâàíà ïðîìåæóòêîì I. Åñëè ïðîìåæóòîê I îãðàíè÷åí ñíèçó (ñâåðõó) è âêëþ÷àåò ñâîé ëåâûé (ïðà-
âûé) êîíåö a ∈ R (b ∈ R), òî ãîâîðèì, ÷òî γ âûõîäèò èç γ(a) (âõîäèò â γ(b)); åñëè I îãðàíè÷åí ñâåðõó è ñíèçó è
âêëþ÷àåò îáà ñâîèõ êîíöà a è b, ò.å. I = [a, b], òî ãîâîðèì, ÷òî γ ñîåäèíÿåò γ(a) è γ(b). Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ
γ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îíà ïàðàìåòðèçîâàíà îòðåçêîì I = [a, b] è γ(a) = γ(b); èíà÷å ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ íåçàìêíóòîé.

Ïóñòü J � äðóãîé ïðîìåæóòîê, ãîìåîìîðôíûé I, à φ : J → I � íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå γ è δ = γ ◦ φ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà çàìåíîé ïàðàìåòðà. Åñëè t � êîîðäèíàòà
íà I, à s � êîîðäèíàòà íà J , òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé, âìåñòî δ(s) ïèøóò γ(s), òåì ñàìûì, îòîæäåñòâëÿÿ
γ(s) ñ (γ ◦ φ)(s). Ïîíÿòü ýòî ñîãëàøåíèå ìîæíî èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå âñåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ âX, â êîòîðîì êðèâûå íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà çàìåíîé ïàðàìåòðà, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ,
ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ íà X ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîä
íåïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé èëè ïðîñòî êðèâîé áóäåì ïîíèìàòü êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ. Òåì ñàìûì, ãîâîðÿ
ïðî êðèâóþ γ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ îáîçíà÷àåò íåêîòîðûé êëàññ, à γ(s) � ýòî óæå êîíêðåòíûé ýëåìåíò ýòîãî
êëàññà (êîíêðåòíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ).
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Åñëè âñå ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè γ îáëàäàþò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì P , òî ãîâî-
ðèì, ÷òî è ñàìà êðèâàÿ γ óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó. Òàê, âñå ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå èç êëàññà ýêâèâà-
ëåíòíîñòè γ èìåþò îäèí è òîò æå îáðàç, à òàêæå çàìêíóòû èëè íå çàìêíóòû îäíîâðåìåííî. Ïåðâîå ïîçâîëÿåò
êîððåêòíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî im γ, ÿâëÿþùååñÿ îáðàçîì ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé èç ýòîãî
êëàññà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x ∈ X ëåæèò íà êðèâîé γ, åñëè x ∈ im γ. Âòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü ãîâî-
ðèòü î çàìêíóòîé èëè íåçàìêíóòîé êðèâîé γ.

Åñëè ñðåäè êðèâûõ êëàññà γ èìååòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ(s), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðîìó ñâîéñòâó
P , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî γ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñâîéñòâî P . Êðîìå òîãî,
ìû áóäåì íåôîðìàëüíî ãîâîðèòü òî æå ñàìîå íå òîëüêî ïðî êëàññ γ, íî è ïðî êîíêðåòíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
γ(s), à èìåííî, �ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ(s) ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü P �. Íèæå
ìû ââåäåì ïîíÿòèå íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà è îïèøåì òå êðèâûå, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàòóðàëüíî ïàðàìåòðè-
çîâàíû.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X � ìåòðè÷åñêîå, òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà êðèâîé, ôóíêöèîíàë
äëèíû è ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ.

1.2 Äëèíà êðèâîé

Â äàííîì ðàçäåëå X áóäåò ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ â Rn, êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L = (A0, . . . , An) òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X íàçîâåì ëîìàíîé â X; ïðè ýòîì ïàðû (Ai−1, Ai)
áóäåì íàçûâàòü ðåáðàìè ëîìàíîé L, à ÷èñëà |Ai−1Ai| � äëèíàìè ýòèõ ðåáåð. Ñóììà äëèí âñåõ ðåáåð ëîìàíîé
L íàçûâàåòñÿ äëèíîé ëîìàíîé L è îáîçíà÷àåòñÿ |L|. Äëèíó L îäíîòî÷å÷íîé ëîìàíîé L = (A0) ïîëîæèì ðàâíîé
íóëþ.

Ïóñòü I � íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ñòðîãî ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé (t0 < t1 < · · · < tm) ⊂ I îáîçíà÷èì Θ(I). Ïóñòü γ : I → X � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ.
Äëÿ êàæäîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ = (t0 < t1 < · · · < tm) ∈ Θ(I) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé
ëîìàíóþ Lγ(ξ) =

(
γ(t0), . . . , γ(tm)

)
(òàêèå ëîìàíûå áóäåì íàçûâàòü âïèñàííûìè â γ), òîãäà âåëè÷èíà

|γ| = sup
ξ∈Θ(I)

∣∣Lγ(ξ)∣∣
íàçûâàåòñÿ äëèíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ.

Çàìå÷àíèå 1.1. Òàê êàê ìíîæåñòâî âñåõ ëîìàíûõ, âïèñàííûõ â êðèâóþ, íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè, òî
äëèíà ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà. Òåì ñàìûì, äëèíà |γ| êîððåêòíî îïðåäåëåíà
äëÿ âñåãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè γ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ : I → X íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, åñëè äëÿ êàæäîãî îòðåçêà J = [a, b] ⊂ I
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ|J èìååò êîíå÷íóþ äëèíó:

∣∣γ|J ∣∣ <∞.

Çàìå÷àíèå 1.2. Òàê êàê íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâÿçíîñòü è êîìïàêòíîñòü, à îòðåçêè � ýòî â
òî÷íîñòè âñå êîìïàêòíûå ïðîìåæóòêè, òî ñâîéñòâî ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé áûòü èëè íå áûòü ñïðÿìëÿåìîé íå
çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñïðÿìëÿåìîñòü îïðåäåëåíà äëÿ êðèâûõ (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ.
Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèåì f : X → Y èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íà-

çûâàåòñÿ ëèïøèöåâûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X âûïîëíÿåòñÿ
∣∣f(x)f(x′)∣∣ ≤ C |xx′|.

Êàæäîå òàêîå C íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà, à òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü dil f êîíñòàíò Ëèïøèöà � ðàñòÿ-

æåíèåì îòîáðàæåíèÿ f (îáîçíà÷åíèå ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî ñëîâà dilatation). Èíîãäà, äëÿ êðàòêîñòè,
ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà C íàçûâàþò C-ëèïøèöåâûì.

Ïðèìåð 1.3. Êàæäàÿ C-ëèïøèöåâà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ : I → X ñïðÿìëÿåìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
J ⊂ I � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê. Ïîëîæèì δ = γ|J . Òîãäà äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ = (t0 <
t1 < · · · < tm) ∈ Θ(J) èìååì

|Lδ(ξ)| ≤
m∑
i=1

∣∣γ(ti−1)γ(ti)
∣∣ ≤ m∑

i=1

C(ti − ti−1) ≤ C|J |.

Òàêèì îáðàçîì,
∣∣γ|J ∣∣ ≤ C|J | <∞ äëÿ êàæäîãî îòðåçêà J ⊂ I, ïîýòîìó êðèâàÿ γ � ñïðÿìëÿåìà.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

Ïðåäëîæåíèå 1.4 (Îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Ïóñòü òî÷êè x, y ∈ X ëåæàò íà êðèâîé γ,
òîãäà |γ| ≥ |xy|.

Ïóñòü Ω(X) � ñåìåéñòâî âñåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Îáîçíà÷èì L : Ω(X) → [0,∞] îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì L : γ 7→ |γ|, è íàçîâåì
åãî ôóíêöèîíàëîì äëèíû.

Îòìåòèì, ÷òî íà Ω(X) åñòåñòâåííî îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

(1) îãðàíè÷åíèå êàæäîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ : I → X íà êàæäûé ïîäïðîìåæóòîê J ⊂ I;

(2) ñêëåéêà γ1 · γ2 òåõ ïàð ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ γ1 : I → X, γ2 : J → X, äëÿ êîòîðûõ I ∩ J = {b} è
γ1(b) = γ2(b), à èìåííî, (γ1 · γ2) : I ∪ J → X � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, îãðàíè÷åíèÿ êîòîðîé íà I è J
ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ γ1 è γ2;

(3) çàìåíà ïàðàìåòðà è ýêâèâàëåíòíîñòü, îòîæäåñòâëÿþùàÿ êðèâûå, îòëè÷àþùèåñÿ íà çàìåíó ïàðàìåòðà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îïèñûâàåò ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà äëèíû.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü L : Ω(X) → [0,∞] � ôóíêöèîíàë äëèíû, îïðåäåëåííûé íà ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ ìåò-

ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà L îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) àääèòèâíîñòü: åñëè γ = γ1 · γ2 � ñêëåéêà êðèâûõ γ1, γ2 ∈ Ω(X), òî L(γ) = L(γ1) + L(γ2);

(2) íåïðåðûâíîñòü: äëÿ ëþáîé ñïðÿìëÿåìîé γ : I → X ôóíêöèÿ f(t) = L
(
γ|It

)
, ãäå It = {s ∈ I : s ≤ t}, �

íåïðåðûâíà;

(3) íåçàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà: äëÿ êàæäîé êðèâîé γ : I → X è çàìåíû ïàðàìåòðà φ : J → I âûïîëíÿ-
åòñÿ L(γ) = L(γ ◦ φ);

(4) ñîãëàñîâàííîñòü ñ òîïîëîãèåé: äëÿ êàæäîãî x ∈ X, ε > 0, y ∈ X \ Uε(x) è êðèâîé γ ∈ Ω(X), ñîåäèíÿ-
þùåé x è y, âûïîëíÿåòñÿ L(γ) ≥ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïóíêò (2), äîêàæåì åãî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ I è ïî-
êàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ s ∈ I ∩ (t − δ, t + δ) âûïîëíÿåòñÿ∣∣f(t)−f(s)∣∣ < ε. Ïîëîæèì ℓ = |γ|. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ ∈ Θ(I) òàêàÿ,

÷òî ℓ − ε/2 <
∣∣Lγ(ξ)∣∣ ≤ ℓ. Åñëè t 6∈ ξ, äîáàâèì åãî ê ξ (ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîçíà÷èì òîé æå

áóêâîé). ßñíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿåòñÿ ℓ− ε/2 <
∣∣Lγ(ξ)∣∣ ≤ ℓ.

Â êà÷åñòâå δ1 âîçüìåì ðàññòîÿíèå îò t äî áëèæàéøåãî îòëè÷íîãî îò t ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ. Òàê
êàê ðàñøèðåíèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ ìû ìîæåì ìåíÿòü äëèíó ëîìàíîé Lγ(ξ) ëèøü â ïðåäåëàõ (ℓ− ε/2, ℓ],
òî äëÿ êàæäîãî s ∈ I ∩ (t− δ1, t+ δ1) äëèíà ℓts =

∣∣f(t)− f(s)
∣∣ ôðàãìåíòà êðèâîé γ ìåæäó òî÷êàìè γ(t) è γ(s)

îòëè÷àåòñÿ îò
∣∣γ(t)γ(s)∣∣ ìåíåå ÷åì íà ε/2: äëèíà ýòîãî ôðàãìåíòà ðàâíà ñóïðåìóìó äëèí âïèñàííûõ ëîìàíûõ,

à êàæäàÿ òàêàÿ ëîìàíàÿ, äîáàâëåííàÿ ê Lγ(ξ), ìîæåò óâåëè÷èòü äëèíó Lγ(ξ) ìåíüøå ÷åì íà ε/2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ γ, ñóùåñòâóåò òàêîå δ2 > 0, ÷òî ïðè âñåõ s ∈ I ∩ (t − δ2, t + δ2)
èìååì

∣∣γ(t)γ(s)∣∣ < ε/2. Îñòàëîñü ïîëîæèòü δ = min{δ1, δ2}.

Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë. Ïðèâåäåì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèîíàëà äëèíû L.

Ïðåäëîæåíèå 1.7 (Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó). Ôóíêöèîíàë L ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó, ò.å. äëÿ ëþáîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè γn : I → X ñïðÿìëÿåìûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåéñÿ ê ñïðÿìëÿåìîé

ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ : I → X, èìååì

L(γ) ≤ lim inf
n→∞

L(γn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ L(γ) ≤
L(γn) + ε, à ðàç òàê, òî L(γ) ≤ lim infn→∞ L(γn) + ε è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî ε > 0. Âûáåðåì òàêóþ ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ = (t0 < t1 < · · · < tm) ∈ I,
÷òî L(γ) −

∣∣Lγ(ξ)∣∣ < ε/2. Ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N è âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ
∣∣γ(ti)γn(ti)∣∣ < ε

4m .
Îòñþäà ìãíîâåííî âûòåêàåò, ÷òî ∣∣γ(ti−1)γ(ti)

∣∣ < ∣∣γn(ti−1)γn(ti)
∣∣+ ε

2m
,

ïîýòîìó
∣∣Lγ(ξ)∣∣ < ∣∣Lγn(ξ)∣∣+ ε/2. Òàêèì îáðàçîì,

L(γ) <
∣∣Lγ(ξ)∣∣+ ε/2 < |Lγn(ξ)|+ ε/2 + ε/2 ≤ L(γn) + ε,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

1.3 Íàòóðàëüíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèè êðèâûõ

Ïóñòü, êàê è âûøå, X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ : I → X íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé, à ïàðà-
ìåòð s ïðîìåæóòêà I � íàòóðàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäïðîìåæóòêà J ⊂ I âûïîëíÿåòñÿ

∣∣γ|J ∣∣ = |J |.
Ïàðàìåòð t ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ(t) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, à γ(t) � ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííîé,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî λ ≥ 0 è êàæäîãî êîíå÷íîãî ïîäïðîìåæóòêà J ⊂ I âûïîëíÿåòñÿ

∣∣γ|J ∣∣ = λ |J |. Ïðè ýòîì
÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííîé γ.

Çàìå÷àíèå 1.9. Åñëè ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ(s), s ∈ I, ïàðàìåòðèçîâàíà ðàâíîìåðíî è λ � åå ñêîðîñòü, òî
îòîáðàæåíèå γ ÿâëÿåòñÿ λ-ëèïøèöåâûì è, â ñèëó ïðèìåðà 1.3, γ � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ëþáûõ s1, s2 ∈ I, s1 ≤ s2, ïðîìåæóòîê J = [s1, s2] ñîäåðæèòñÿ â I è |J | = s2 − s1, ïîýòîìó∣∣γ(s1)γ(s2)∣∣ = λ |J | = λ(s2 − s1),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 1.10. Ïóñòü γ : I → X � ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

� Åñëè ïðîìåæóòîê I íåâûðîæäåííûé, ò.å. ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè è, çíà÷èò, |I| > 0, òî â íåì
ìîæíî âûáðàòü îãðàíè÷åííûé íåâûðîæäåííûé ïîäïðîìåæóòîê J , è òîãäà ñêîðîñòü λ îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ |γJ | = λ |J |. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåêîòîðûé íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê îòîáðàæàåòñÿ
â òî÷êó (γ �îñòàíàâëèâàåòñÿ� íà íåâûðîæäåííîì ïðîìåæóòêå), òî λ = 0 è, ïîýòîìó γ îòîáðàæàåò è âåñü
ïðîìåæóòîê I â ýòó æå òî÷êó.

� Åñëè ïðîìåæóòîê I âûðîæäåííûé, òî, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, λ ìîæåò áûòü ëþáûì. Îäíàêî ýòîò ñëó÷àé
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðåäåëüíûé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé íåâûðîæäåííûõ ïðîìåæóòêîâ
â òî÷êó, à äëÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèå λ ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðèíÿòü ñëåäóþùåå
ñîãëàøåíèå: åñëè ïðîìåæóòîê I âûðîæäåííûé, òî ïîëîæèì λ = 0.

Èòàê, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûìè íàáëþäåíèÿìè è ñîãëàøåíèåì, ðàâíîìåðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ èìå-
åò íóëåâóþ ñêîðîñòü, åñëè è òîëüêî åñëè îíà � îòîáðàæåíèå â òî÷êó. Òàêèå ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå áóäåì
íàçûâàòü âûðîæäåííûìè, à âñå îñòàëüíûå � íåâûðîæäåííûìè. Íåâûðîæäåííàÿ êðèâàÿ íå èìååò �îñòàíîâîê�,
ò.å. äëÿ êàæäîãî íåâûðîæäåííîãî ïîäïðîìåæóòêà J ⊂ I îòîáðàæåíèå γ|J íå ïîñòîÿííî (íå ÿâëÿåòñÿ îòîá-
ðàæåíèåì â òî÷êó). Òåì ñàìûì, äëÿ êðèâûõ, èìåþùèõ îñòàíîâêè, íå ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíîé (â ÷àñòíîñòè,
íàòóðàëüíîé), ïàðàìåòðèçàöèè.

Ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ γ : I → X íàçîâåì áåçîñòàíîâî÷íîé, åñëè äëÿ êàæäîãî íåâûðîæäåííîãî ïîäïðî-
ìåæóòêà J ⊂ I îòîáðàæåíèå γ|J íå ïîñòîÿííî. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðîìåæóòîê I � âûðîæäåííûé, òî â íåì
íåò íåâûðîæäåííûõ ïîäïðîìåæóòêîâ, òàê ÷òî óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå áåçîñòàíîâî÷íîñòü, âûïîëíåíî. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ âûðîæäåííîãî I êðèâàÿ γ òîæå áåçîñòàíîâî÷íà.

Â ïðèìåðå 1.9 ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñïðÿìëÿ-
åìà. Ïðèâåäåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü γ : I → X � áåçîñòàíîâî÷íàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ. Òîãäà γ ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî

ïàðàìåòðèçîâàíà. Åñëè ïðîìåæóòîê I íåâûðîæäåí, òî γ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíà äàæå íàòóðàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé âûðîæäåííîãî I î÷åâèäåí, ïîýòîìó áóäåì ñðàçó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîìåæóòîê I
íåâûðîæäåí.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó b ∈ I è ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê íà äâà ïîäïðîìåæóòêà I1 è I2,
ïåðâûé ñîñòîèò èç âñåõ t ∈ I, íå ïðåâîñõîäÿùèõ b, à âòîðîé � èç íå ìåíüøèõ b. Òàêèì îáðàçîì, I1 ∩ I2 = {b} è
äëÿ êðèâûõ γk = γ|Ik îïðåäåëåíà ñêëåéêà. Åñëè sk ∈ Jk � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð äëÿ γk, òî ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ
sk−ck íà ïîñòîÿííûå ck, íå ìåíÿþùèõ ñâîéñòâà ïàðàìåòðà áûòü íàòóðàëüíûì (ïðîâåðüòå), äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû
J1 è J2 ïåðåñåêàëèñü ïî òî÷êå, òàê ÷òî äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ γk(sk) ñíîâà îïðåäåëåíà ñêëåéêà. ßñíî, ÷òî
íà ñêëåéêå ýòèõ êðèâûõ ïàðàìåòðû sk ñêëåèâàþòñÿ â íàòóðàëüíûé. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå sk 7→ −sk òàêæå
ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà ïàðàìåòðà áûòü íàòóðàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ïðîìåæóòîê I îãðàíè÷åí ñëåâà è ñîäåðæèò ëåâûé êîíåö. Îáîçíà÷èì ýòîò êîíåö
÷åðåç a.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ(t) = |γ|[a,t]|. Ïî òåîðåìå 1.6, ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.
Áîëåå òîãî, ýòî ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ñòðîãîå, òàê êàê γ � áåçîñòàíîâî÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ � ãîìåîìîðôèçì
ñ îáðàçîì J = ψ(I). Ïîëîæèì φ = ψ−1, òîãäà φ � çàìåíà ïàðàìåòðà. Ïóñòü s � ïàðàìåòð íà ïðîìåæóòêå J .
Âûáèðàåì ëþáûå s1, s2 ∈ J , s1 ≤ s2, ïîëàãàåì tk = φ(sk), òîãäà∣∣γ(s1)γ(s2)∣∣ = ψ(t2)− ψ(t1) = s2 − s1,

ïîýòîìó s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà γ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ñêàæåì, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèâûå γ : I → X è γ̄ : J → X ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà
ìîíîòîííîé çàìåíîé ïàðàìåòðà, åñëè èëè ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ : J → I òàêîå,
÷òî γ̄ = γ ◦ φ, èëè æå ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ : I → J òàêîå, ÷òî γ = γ̄ ◦ φ.

Çàäà÷à 1.13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñïðÿìëÿåìîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ : [a, b] → X â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ

[
0, |γ|

]
→ X è

ðàâíîìåðíî ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ [0, 1] → X ñî ñêîðîñòüþ |γ|, ïðè÷åì îáå ýòè êðèâûå ïîëó÷åíû èç γ
íåêîòîðûìè ìîíîòîííûìè çàìåíàìè ïàðàìåòðà.

1.4 Êðèâûå â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ðàçíûå ñïîñîáû èõ çà-

äàíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðèâûå â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X = Rn. Ïóñòü ñíà÷àëà γ : I → Rn � ïàðàìåòðè÷å-
ñêàÿ êðèâàÿ, t � ñòàíäàðòíàÿ êîîðäèíàòà íà ïðîìåæóòêå I, à x1, . . . , xn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà Rn, òîãäà
γ çàïèñûâàåòñÿ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà

(
x1(t), . . . , xn(t)

)
ôóíêöèé, ïðè÷åì íåïðå-

ðûâíîñòü (ãëàäêîñòü) ýòèõ ôóíêöèé ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè (ãëàäêîñòè) îòîáðàæåíèÿ γ. Â äàëüíåéøåì,
ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé γ â âèäå n òàêèõ ôóíêöèé xi(t) áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ êðèâîé γ.

Ïóñòü γ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, γ(t) =
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
� åå êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü, òîãäà â êàæäîé òî÷êå

γ(t) îïðåäåëåí âåêòîð ñêîðîñòè γ̇(t) =
(
ẋ1(t), . . . , ẋn(t)

)
. Òî÷êà ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ

îñîáîé, åñëè â íåé âåêòîð ñêîðîñòè ðàâåí íóëþ. Òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ îñîáîé, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, òàêæå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Ó ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ óæå íå
ìîæåò áûòü èçëîìîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä êðèâûìè ìû óñëîâèëèñü ïîíèìàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ.
Ðàññìîòðèì êðèâóþ â Rn è ïðîèçâîëüíîãî åå ïðåäñòàâèòåëÿ � ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ γ : I → Rn. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå γ � ãëàäêîå, ò.å. γ � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

Çàäà÷à 1.14. Ïîêàæèòå, ÷òî

(1) ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ γ åùå íå ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå �èçëîìîâ�: òàê, êàæäûé óãîë íà ïëîñêîñòè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé (ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðàìåòðèçàöèè ïðÿìîãî óãëà,

âîñïîëüçîâàâøèñü, íàïðèìåð, ôóíêöèÿìè âèäà e−1/t2 , ïðîäîëæåííûìè íóëåì â òî÷êó t = 0);

(2) ãëàäêóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ ìîæíî ñäåëàòü íåãëàäêîé íåêîòîðîé çàìåíîé êîîðäèíàò (íàïðèìåð,
ââåñòè íà ãëàäêîé êðèâîé, îáðàç êîòîðîé � óãîë, íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ïðè ýòîì, ïåðåõîä îò
íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà ê èñõîäíîìó ìîæíî çàäàòü ãëàäêîé ôóíêöèåé).
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×òîáû íå ïîðòèòü ãëàäêîñòü êðèâîé, íàì ïðèäåòñÿ îãðàíè÷èòü âîçìîæíûå çàìåíû ïàðàìåòðà. Ïîä ðåãó-

ëÿðíîé çàìåíîé ïàðàìåòðà áóäåì ïîíèìàòü çàìåíó, ãëàäêóþ âìåñòå ñî ñâîåé îáðàòíîé. Â ñèëó òåîðåìû 56
îá îáðàòíîé ôóíêöèè (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 57 èç Ââåäåíèÿ), ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó íóëþ ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè çàìåíû ïàðàìåòðà. Äâå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèâûõ íàçîâåì ðåãóëÿðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðåãóëÿðíóþ çàìåíó ïàðàìåòðà. Ïîä ãëàäêîé êðèâîé áóäåì ïîíèìàòü êëàññ
ðåãóëÿðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé.

Çàìå÷àíèå 1.15. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåãóëÿðíîé çàìåíå òèï òî÷êè êðèâîé (ðåãóëÿðíàÿ èëè îñîáàÿ) îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì (ñì. òåîðåìó 54 î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè). Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíûå çàìåíû îñòàâëÿþò

ðåãóëÿðíûå êðèâûå ðåãóëÿðíûìè.

Ðåãóëÿðíûå êðèâûå ìîæíî çàäàâàòü íå òîëüêî êàê êëàññû ðåãóëÿðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, íî è äðóãèì îáðà-
çîì. Ïðèâåäåì åùå äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ.

1.4.1 Çàäàíèå êðèâîé â âèäå ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : I → Rn−1 è åãî ãðàôèê

Γf =
{(
t, f(t)

)
: t ∈ I

}
⊂ I × Rn−1 ⊂ Rn.

Åñëè x1, . . . , xn−1 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rn−1, è îòîáðàæåíèå f çàäàåòñÿ íàáîðîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé(
x1(t), . . . , xn−1(t)

)
, òî Γf ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáðàç ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ : I → Rn,

γ(t) =
(
t, x1(t), . . . , xn−1(t)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f � ãëàäêîå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ γ � ðåãóëÿðíàÿ, òàê êàê γ̇ = (1, · · · ).

Ñîãëàøåíèå 1.16. Òàê êàê èíòåðåñóþùèå íàñ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íå çàâèñÿò îò òîãî, íà êàêîå ìåñòî
â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîñòàâèòü t, ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòüñÿ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ f è
îáðàç êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ

t 7→
(
x1(t), . . . , xi−1(t), t , xi+1(t), . . . , xn−1(t)

)
.

Ó÷èòûâàÿ ñîãëàøåíèå 1.16, ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ èõ
òî÷åê âåðíî è îáðàòíîå.

Ïðåäëîæåíèå 1.17. Ïóñòü γ : I → Rn � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ è γ(t) =
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
� åå êîîðäèíàòíàÿ

çàïèñü. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè t0 ∈ I ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå γ íà ïðîìåæóòîê I ′ =
(t0 − δ, t0 + δ) ∩ I çàäàåòñÿ â âèäå ãðàôèêà íåêîòîðîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê γ̇ 6= 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî i èìååì ẋi(t0) 6= 0. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè xi(t)
íåïðåðûâíà, ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ I ′ òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ẋi(t) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, íà
ïðîìåæóòêå I ′ ôóíêöèÿ s = xi(t) çàäàåò ðåãóëÿðíóþ çàìåíó ïàðàìåòðà íà ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ : I′ → Rn
(òóò ôîðìàëüíî íàäî ïèñàòü γ|I′). Îáîçíà÷èì îáðàòíóþ ôóíêöèþ ÷åðåç t(s), òîãäà íà ïðîìåæóòêå I ′ ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ êðèâàÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå(

x1
(
t(s)

)
, . . . , xi−1

(
t(s)

)
, s, xi+1

(
t(s)

)
, . . . , xn

(
t(s)

))
,

òàê ÷òî ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ.

1.4.2 Çàäàíèå êðèâîé â âèäå íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ

Åùå îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ êðèâûõ èñïîëüçóåò íåÿâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì íà Rn èëè íåêîòîðîì åãî îò-
êðûòîì ïîäìíîæåñòâå (n−1)-ó ãëàäêóþ ôóíêöèþ F 1(x1, . . . , xn), . . . , Fn−1(x1, . . . , xn), âåêòîð c èç âåùåñòâåííûõ
êîíñòàíò, c = (c1, . . . , cn−1), è ïóñòü

M =
{
(x1, . . . , xn) : F 1(x1, . . . , xn) = c1, . . . , Fn−1(x1, . . . , xn) = cn−1

}
� ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé {F 1 = c1, . . . , Fn−1 = cn−1}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M 6= ∅ è â íåêîòîðîé òî÷êå P =
(P 1, . . . , Pn) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 59 î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 61 èç Ââåäåíèÿ),
ò.å. ðàíã ìàòðèöû ßêîáè Fx(P ) :=

(
F ixj (P )

)
ìàêñèìàëåí, è, çíà÷èò, ðàâåí n− 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêè

ìàòðèöû Fx(P ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ñðåäè ñòîëáöîâ èìååòñÿ (n − 1) ëèíåéíî íåçàâèñèìûé. Âûáåðåì ýòè
ñòîëáöû, è ïóñòü îñòàëñÿ íåâûáðàííûì j-ûé ñòîëáåö.
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Îáîçíà÷åíèÿ 1.18. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì áóäåì ïîëåçíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ, òàêæå ïîïóëÿðíûå â òåíçîðíîì
èñ÷èñëåíèè. Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, a2, . . .), íàïðèìåð, â êîîðäèíàòíîé çàïèñè âåêòîðà, ïðîïóùåí íåêî-
òîðûé ýëåìåíò, ñêàæåì ai, òî ýòîò ôàêò áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìîùüþ �êðûøêè� íàä ýòèì ñèìâîëîì, íàïðèìåð,
(a1, a2, . . . , âi, . . .) îçíà÷àåò, ÷òî âi ïðîïóùåí. Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà çàïèñè êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â
Rn, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J = (j1, . . . , jk) èíäåêñîâ 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n
è îáîçíà÷àòü RnJ êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû ej1 , . . . , ejk ñòàíäàðòíîãî áàçèñà Rn.

Ïîëîæèì I = (1, . . . , ĵ, . . . , n), è ïóñòü RnI îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn,
ñì. îáîçíà÷åíèÿ 1.18. Ïî òåîðåìå 59 è çàìå÷àíèþ 61, ñóùåñòâóþò δ > 0 è îêðåñòíîñòü UP ⊂ Rn òàêèå, ÷òî

UP ∩M ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ f : (P j − δ, P j + δ) → RnI , f(t) =
(
x1(t), . . . , x̂j(t), . . . , xn(t)

)
, è èìååò

âèä

UP ∩M =
{(
x1(t), . . . , xj−1(t), t , xj+1(t), . . . , xn(t)

)
: t ∈ (P j − δ, P j + δ)

}
.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìíîæåñòâî UP ∩M òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùåé ðåãóëÿðíîé ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé êðèâîé

γ(t) =
(
x1(t), . . . , xj−1(t), t , xj+1(t), . . . , xn(t)

)
.

Îáðàòíî, åñëè êðèâàÿ çàäàíà â âèäå ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ f(t) =
(
f1(t), . . . , fn−1(t)

)
, òî ïîëîæèì, íàïðèìåð,

F i(x1, . . . , xn) = xi − f i(xn), c = (0, . . . , 0), òîãäà ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ f ñîâïàäàåò ñ M äëÿ ýòèõ ôóíêöèé F i

(íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèåì 1.16, íàì íå âàæíî, íà êàêîå ìåñòî ïðè îïðåäåëåíèè ãðàôèêà
ñòàâèòñÿ ïàðàìåòð êðèâîé). Áîëåå òîãî, ïåðâûå (n− 1)-èí ñòîëáöîâ ìàòðèöû ßêîáè Fx ôîðìèðóþò åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó, ïîýòîìó ðàíã ìàòðèöû Fx ìàêñèìàëåí.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.19. Êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé èç ñâîèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ

âëîæåííîé è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â êàæäîì èç òðåõ âèäîâ: ïàðàìåòðè÷åñêè, ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ,

íåÿâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ïðèìåð 1.20. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ (åäèíè÷íóþ ñ öåíòðîì â íóëå) îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíà-
òàìè x, y. Ýòà îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà

� ïàðàìåòðè÷åñêè: γ(t) = (cos t, sin t);

� íåÿâíî: F (x, y) = x2 + y2 = 1;

� åñëè, ñêàæåì, t 6= 0 èëè π (ñ òî÷íîñòüþ äî 2πk), òî ëîêàëüíî îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè
f(t), ðàçíîé â äâóõ ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: ïðè t ∈ (0, π) èìååì f(t) =

√
1− t2, à ïðè t ∈ (π, 2π) èìååì

f(t) = −
√
1− t2.

Çàäà÷à 1.21. Âûÿñíèòå, êàêèå èç òðåõ ïðåäñòàâëåíèé êðèâûõ ìîãóò, à êàêèå � íå ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà
äðóãèå èç ýòèõ òðåõ ïðåäñòàâëåíèé ãëîáàëüíî, ò.å. íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðèìåðû.

Ñîãëàøåíèå 1.22. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå âîçíèêàåò ïóòàíèöû, ìû íå áóäåì êàæäûé ðàç óòî÷íÿòü, êàêîé
òèï êðèâîé ðàññìàòðèâàåòñÿ: ïàðàìåòðè÷åñêèé, ãðàôèê èëè íåÿâíûé, è áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ïðî êðèâóþ.
Êîíêðåòíûé âûáîð ïðåäñòàâëåíèÿ êðèâîé áóäåò ÿñåí èç êîíòåêñòà.

1.5 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà äëèíû ðåãóëÿðíîé êðèâîé â Rn

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðèâûå â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X = Rn. Äî êîíöà ñëåäóþùèõ òðåõ ðàçäåëîâ
ìû áóäåì èìåòü äåëî èñêëþ÷èòåëüíî ñ íåâûðîæäåííûìè ïðîìåæóòêàìè è íåâûðîæäåííûìè êðèâûìè, ÷òî íå
ñòàíåì îáãîâàðèâàòü êàæäûé ðàç.

Âûøå ìû ââåëè ïîíÿòèå íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà è äîêàçàëè, ÷òî íà áåçîñòàíîâî÷íîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé
âñåãäà ìîæíî ââåñòè íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð (òåîðåìà 1.11).

Çàäà÷à 1.23. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ áåçîñòàíîâî÷íîé, â ÷àñòíîñòè, íà íåé âñåãäà
ìîæíî ââåñòè íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð ìîæåò áûòü ââåäåí áîëåå ÿâíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìóëû äëèíû ãëàäêîé êðèâîé.
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Òåîðåìà 1.24. Ïóñòü γ : I → Rn � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òîãäà

|γ| =
∫
I

‖γ̇‖ dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Θ := Θ(I) è ðàçîáüåì Θ íà ïîäñåìåéñòâà Θ(a, b), ñîñòàâëåííûå èç âñåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé âèäà (a = t0 < t1 < · · · < tm = b). ßñíî, ÷òî

∣∣γ|[a,b]∣∣ = supξ∈Θ(a,b) Lγ(ξ). Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì
àääèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà äëèíû è èíòåãðàëà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∣∣γ|[a,b]∣∣ = ∫ b

a

‖γ̇‖ dt.

Èòàê, áóäåì ñðàçó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî I = [a, b], à Θ ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξ = (a = t0 < t1 <
· · · < tm = b). Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìàòàíàëèçå ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàçáèåíèÿìè îòðåçêà [a, b], ÷òî ìû â
äàëüíåéøåì è áóäåì äåëàòü. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðàçáèåíèÿ ξ îïðåäåëåí åãî äèàìåòð: δ(ξ) = maxk(tk − tk−1).
Òàê êàê ïîäðàçáèåíèÿ íå óìåíüøàþò âåëè÷èíó Lγ(ξ), èìååì |γ| = limδ(ξ)→0 Lγ(ξ).

Îöåíèì Lγ(ξ). Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î ñðåäíåì çíà÷åíèè, xi(tk) − xi(tk−1) = ẋi(ηik)(tk − tk−1), ãäå tk−1 <
ηik < tk. Òàêèì îáðàçîì,

Lγ(ξ) =

m∑
k=1

∣∣γ(tk−1)γ(tk)
∣∣ = m∑

k=1

√√√√ n∑
i=1

[
ẋi(ηik)

]2
(tk − tk−1),

è, çíà÷èò,

|γ| = lim
δ(ξ)→0

m∑
k=1

√√√√ n∑
i=1

[
ẋi(ηik)

]2
(tk − tk−1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∫ b

a

∣∣γ̇(t)∣∣ dt = lim
δ(ξ)→0

m∑
k=1

√√√√ n∑
i=1

[
ẋi(ηk)

]2
(tk − tk−1),

ãäå ηk ∈ (tk−1, tk). Çàìåòèì, ÷òî
ẋi(ηik)− ẋi(ηk) = ō(1) ïðè δ(ξ) → 0.

Ñòàíäàðòíûìè ïðèåìàìè ìàòàíàëèçà ïîêàçûâàåì (ïðîäåëàéòå ýòî), ÷òî√√√√ n∑
i=1

[
ẋi(ηik)

]2 −
√√√√ n∑

i=1

[
ẋi(ηk)

]2
= ō(1) ïðè δ(ξ) → 0

ðàâíîìåðíî ïî k, îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå.

Çàäà÷à 1.25. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåñïðÿìëÿåìîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ : [0, 1] → R2 òàêîé, ÷òî îãðàíè÷åíèå
γ íà (0, 1] ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñïðÿìëÿåìîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé.

Çàäà÷à 1.26. Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ : [a, b] → Rn � ãëàäêàÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå γ � ëèïøè-
öåâî è, çíà÷èò, γ � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé, íå ÿâëÿþùåéñÿ
ëèïøèöåâîé. Ìîæåò ëè ãëàäêàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ íå áûòü ëèïøèöåâîé?

Èç òåîðåìû 1.24 òåïåðü ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà íà ðåãóëÿðíîé êðèâîé.
À èìåííî, åñëè γ : I → Rn � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, s êîîðäèíàòà íà ïðîìåæóòêå I, òî óñëîâèå òîãî, ÷òî
ïàðàìåòð s íàòóðàëüíûé, âûãëÿäèò òàê: äëÿ ëþáûõ s1, s2 ∈ I, s1 ≤ s2, âûïîëíÿåòñÿ∫ s2

s1

‖γ̇(s)‖ ds = s2 − s1.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïî s2, ïîëó÷àåì
∥∥γ̇(s2)∥∥ = 1. Òàêèì îáðàçîì, èç íàòóðàëüíîñòè ïàðà-

ìåòðà âûòåêàåò, ÷òî äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé ðàâíà 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òîæå
èìååò ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ïðåäëîæåíèå 1.27. Ïàðàìåòð s íà ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ(s) â Rn íàòóðàëüíûé, åñëè è òîëüêî åñëè
∥∥γ̇(s)∥∥ = 1

ïðè âñåõ s.

Ïðåäëîæåíèå 1.27 ìãíîâåííî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ, ïîçâîëÿþùåìó íàéòè íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.
Ïóñòü t � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð íà ðåãóëÿðíîé êðèâîé, à s � íàòóðàëüíûé. Òîãäà, ïî òåîðåìå î äèô-

ôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè, 1 = ‖γs‖ = ‖γt‖ |ts|. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè, èìååì
ts = 1/st, îòêóäà st = ‖γt‖, òàê ÷òî s = ±

∫ ∥∥γt(τ)∥∥ dτ .
Ïðåäëîæåíèå 1.28. Ïóñòü γ(t) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â Rn, òîãäà âñå íàòóðàëüíûå ïàðàìåòðû s íàõîäèòñÿ
èç ôîðìóëû s = ±

∫ ∥∥γt(τ)∥∥ dτ , â ÷àñòíîñòè, îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà çàìåíó âèäà s 7→ ±s + c, ãäå
c ∈ R.
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Óïðàæíåíèÿ ê ãëàâå 1

Óïðàæíåíèå 1.1. Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âñå òî÷êè êâàäðàòà.

Óïðàæíåíèå 1.2. Ïîñòðîéòå íà ïëîñêîñòè ãëàäêóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ, îáðàç êîòîðîé � ïðÿìîé óãîë.

Óïðàæíåíèå 1.3. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåîäíîòî÷å÷íîãî ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòî-
ðîì íåò íè îäíîé íåâûðîæäåííîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 1.4. Âûÿñíèòå, êàêèå èç òðåõ ïðåäñòàâëåíèé êðèâûõ (ïàðàìåòðè÷åñêîå, ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ,
íåÿâíûì îòîáðàæåíèåì) ìîãóò, à êàêèå � íå ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà äðóãèå èç ýòèõ òðåõ ïðåäñòàâëåíèé
ãëîáàëüíî, ò.å. íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Óïðàæíåíèå 1.5. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ áåçîñòàíîâî÷íîé, â ÷àñòíîñòè, íà íåé
âñåãäà ìîæíî ââåñòè íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

Óïðàæíåíèå 1.6. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, γ � êðèâàÿ â X, è òî÷êè x, y ∈ X ëåæàò íà γ.
Ïîêàæèòå, ÷òî |γ| ≥ |xy|.

Óïðàæíåíèå 1.7. Äîêàæèòå ïóíêòû (1), (3) è (4) òåîðåìû 1.6.

Óïðàæíåíèå 1.8. Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ : [a, b] → Rn � ãëàäêàÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå γ
� ëèïøèöåâî è, çíà÷èò, γ � ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé, íå
ÿâëÿþùåéñÿ ëèïøèöåâîé. Ìîæåò ëè ãëàäêàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ íå áûòü ëèïøèöåâîé?

Óïðàæíåíèå 1.9. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåñïðÿìëÿåìîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé γ : [0, 1] → R2 òàêîé, ÷òî îãðà-
íè÷åíèå γ íà (0, 1] ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñïðÿìëÿåìîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé.

Óïðàæíåíèå 1.10. Ââåäèòå íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà ñëåäóþùèõ êðèâûõ, çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè ñ äåêàð-
òîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y èëè â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè x, y, z:

(1) íà îòðåçêå ïðÿìîé ax+ by + c = 0, a2 + b2 6= 0;

(2) íà äóãå îêðóæíîñòè x2 + y2 = r2, r > 0;

(3) íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = a ch(x/a), a > 0, çàäàþùåé êðèâóþ, ïî êîòîðîé ïðîãèáàåòñÿ òÿæåëàÿ öåïü
(êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ öåïíîé ëèíèåé);

(4) íà âèíòîâîé ëèíèè
(
x(φ), y(φ), z(φ)

)
= (a cosφ, a sinφ, bφ).

Óïðàæíåíèå 1.11. Êðóã K íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 �êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ�

(1) ïî ïðÿìîé;

(2) ïî îêðóæíîñòè ñíàðóæè êðóãà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé îêðóæíîñòüþ;

(3) ïî îêðóæíîñòè âíóòðè êðóãà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé îêðóæíîñòüþ.

Òî÷êà M æåñòêî ñâÿçàíà ñ êðóãîì K (îíà ìîæåò ëåæàòü âíå êðóãà). Çàäàéòå òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè
M ïàðàìåòðè÷åñêè. Èçîáðàçèòå ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå. Íàïèøèòå êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó (íàïðèìåð, â
ïàêåòå Ìàòåìàòèêà), êîòîðàÿ ðèñóåò ýòè êðèâûå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.


