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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, òàêæå êàê è ðèìàíîâà, èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ
î íåâûðîæäåííîñòè òåíçîðà ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû [4, 58]. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå
ãåíåòè÷åñêè ñâÿçàíî ñ óðàâíåíèÿìè Ó.Ð. Ãàìèëüòîíà [67]. Íàèáîëåå ãëóáîêèå
ïðèëîæåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè îòíîñÿòñÿ ê íåáåñíîé ìåõàíèêå è äèíàìèêå
òâåðäîãî òåëà [2, 36], ãäå ôàçîâûå ìíîãîîáðàçèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì, áóäó÷è êîêàñàòåëüíûìè ðàññëîåíèÿìè èëè îðáèòàìè êîïðèñîåäèíåííûõ
ïðåäñòàâëåíèé, â ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè. Îäíàêî, ïðè îãðàíè÷åíèè
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà èíâàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñèìïëåêòè÷åñêèé òåíçîð
ìîæåò âûðîæäàòüñÿ. Åñòü ðàçóìíûå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî, ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ
ðàçìåðíîñòåé èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íîâûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè âñå ÷àùå
áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ èìåííî íà èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ. Ïåðâûé â äèíàìèêå
òâåðäîãî òåëà ñëó÷àé, çàäàííûé íà ìíîãîîáðàçèè ñ âûðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îïèñàí Î.È. Áîãîÿâëåíñêèì â èçâåñòíîé ðàáîòå [5].
Â ñòàòüå [95], ñ êîòîðîé ñâÿçàí ãåíåçèñ ïðåäñòàâëåííîé òåîðèè, áûëè âû÷èñëåíû
èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ýòîé ñèñòåìû è îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü ìåòîäîâ
òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà [7, 43, 44], ðàçâèòûõ øêîëîé À.Ò. Ôîìåíêî [6, 24, 26, 27, 28,
29, 30, 32, 42, 59, 81, 89].

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè åñòåñòâåííî äîïóñòèòü, ÷òî ìàòðèöà çàìêíóòîé 2-
ôîðìû âûðîæäàåòñÿ � íà âñåì ìíîãîîáðàçèè èëè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Ïåðâûé
ñëó÷àé, ïðè óñëîâèè ïîñòîÿííîñòè ðàíãà, õîðîøî èçâåñòåí è ñðàâíèòåëüíî ïðîñò
[58]. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ò.å. ïðè íåâûðîæäåííîñòè ïî÷òè âñþäó, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ èìååò îñîáåííîñòè, î êîòîðûõ ïðè ïàäåíèè ðàíãà íà 2k > 2

ïî÷òè íè÷åãî íå èçâåñòíî. Ñòàòüÿ Æ. Ìàðòèíå ñîäåðæèò ïåðâîå è, âîçìîæíî,
åäèíñòâåííîå îáùåå èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ ñòðóêòóð [76]. Îäíàêî, â ýòîé ãëóáîêîé
ðàáîòå ñîáñòâåííî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ îãðàíè÷åíà ïðîñòåéøèì, õîòÿ è
íàèáîëåå âàæíûì ñëó÷àåì âûðîæäåíèé êîðàíãà 2. Ïîñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ,
â îñíîâíîì, ïðîäîëæàþò ðåçóëüòàòû Ìàðòèíå è îòíîñÿòñÿ ê âûðîæäåíèÿì ñ
äâóìåðíûì ÿäðîì [50, 51, 62, 70, 83, 84, 87]. Âî ìíîãîì ýòî ñâÿçàíî ñ
îáúåêòèâíîé ñëîæíîñòüþ ïðîáëåìû, ò.ê., ñîãëàñíî ñïðàâåäëèâîìó çàìå÷àíèþ Â.È.
Àðíîëüäà: "îòñóòñòâèå óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè â îïðåäåëåíèè ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû äåëàåò ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ òàêèõ ñòðóêòóð íåîáîçðèìîé" [4].
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Íàïðîòèâ, âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ïóàññîíîâñêèõ ñòðóêòóð ñðàâíèòåëüíî ëåãêî
ïîääàþòñÿ èçó÷åíèþ, ò.ê. îíè íå ìåøàþò ãàìèëüòîíîâûì ïîëÿì áûòü êîððåêòíî
îïðåäåëåííûìè [23, 30, 90, 92, 93]. Ïîýòîìó íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íåâûðîæäåííîì
ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêèå è ïóàññîíîâñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè
îáúåêòàìè, èõ âûðîæäåíèÿ èìåþò ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå ïîñëåäñòâèÿ. Âîïðîñ î
êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â ðàáîòàõ
Ñ. Ïíåâìàòèêîñà, ãäå íà çàìêíóòûå 2-ôîðìû íàêëàäûâàåòñÿ åñòåñòâåííîå óñëîâèå
generiques [82, 83, 84, 85]. Îäíàêî, çà èñêëþ÷åíèåì ÿâíî çàäàííûõ â êîîðäèíàòàõ
2-ôîðì íóæíîãî âèäà, â ñëó÷àå âûðîæäåíèé êîðàíãà 2k > 2 îòñóòñòâóåò ñïîñîá
ïðîâåðêè ýòîãî óñëîâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñêîëüêî-íèáóäü îáùåé òåîðèè ìíîãîîáðàçèé
ñ ñèìïëåêòè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè ñåãîäíÿ íå ñóùåñòâóåò.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàçâèòà òåîðèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ñ âûðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íîâîìó óñëîâèþ
êîíòàêòíîñòè. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ
2-ôîðì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êàõ ãèïåðïîâåðõíîñòè, áóäó÷è
íåâûðîæäåííîé âíå åå. Êëàññ íåñóùèõ íà ñåáå òàêèå ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèé, â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèìïëåêòèçàöèè êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé
è àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè äëÿ ëîêàëüíûõ àëãåáð Ëè [4, 20]. Â ñâÿçè ñ ýòèì
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû, êîòîðàÿ íå èìååò ãåíåòè÷åñêèõ ñâÿçåé ñ
êîíòàêòíîé ãåîìåòðèåé, ñîïðèêàñàþòñÿ ñ îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé åå "âëîæåíèé"
â ñèìïëåêòè÷åñêóþ [52, 54, 56, 65, 75, 78]. Äëÿ êîíòàêòíî âûðîæäàþùèõñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé îêàçàëîñü âîçìîæíûì èçó÷èòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå
ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â îñîáûõ òî÷êàõ, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å èõ ïðîäîëæåíèÿ ñ
îòêðûòîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà {det ω 6= 0}. Íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîåíà òåîðèÿ,
êîòîðàÿ ñëåäóåò êëþ÷åâûì ïîíÿòèÿì è ôàêòàì ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
âêëþ÷àÿ àíàëîãè ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì Äàðáó è Ëèóâèëëÿ.

Èçâåñòíû ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû, âîçíèêàþùèå â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà
â òèïè÷íîì ñëó÷àå dim Ker(ω) = 2 [14, 15]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÿçûê
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì äàâíî ïðèìåíÿåòñÿ â ýëåêòðîäèíàìèêå [40, 49, 91],
à óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âàæíîé
÷àñòüþ àïïàðàòà òåîðèè ïëàçìû [35, 47] (êàê âïðî÷åì è âñåé òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè), ñîáñòâåííî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, ïî-âèäèìîìó, íå íàøëà ôèçè÷åñêè
ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèëîæåíèé â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêîâûå íàéäåíû äëÿ cëó÷àÿ dim Ker(ω) = 4.
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Öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Îáîñíîâàòü ïðèìåíèìîñòü òåîðèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà ê
èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, êîòîðûå âîçíèêàþò íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

2. Èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,
ñâÿçàííûõ ñ âûðîæäåíèÿìè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

3. Èçó÷èòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû è íàéòè óñëîâèÿ èõ êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè.

4. Ââåñòè ðàçóìíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñïîñîá âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Äàðáó.

5. Íàéòè àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì íà
ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ââåäåííûì îãðàíè÷åíèÿì.

6. Íàéòè ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
êîðàíãà 2k > 2, âîçíèêàþùèõ íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, çà èñêëþ÷åíèåì ñïðàâî÷íîãî
ìàòåðèàëà §§ 1.1, 2.1, 4.1, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åííûìè ñàìîñòîÿòåëüíî.

1. Äîêàçàíî ñóùåñòîâîâàíèå çàìêíóòîé, ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííîé 2-ôîðìû
íà ëþáîì ÷åòíî-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè

(òåîðåìà 3 § 1.2).
2. Íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé èëè ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé,

èìåþùåé îñîáåííîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îïèñàíî òèïè÷íîå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå
ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ ñ äâóìåðíûì ÿäðîì.

(òåîðåìà 4, ñëåäñòâèå 1, ïðåäëîæåíèå 2 § 1.2)
3. Íàéäåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíîãî èíòåãðàëà ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû, ñâÿçàííîãî ñ âûðîæäåíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà èíâàðèàíòíîì
ïîäìíîãîîáðàçèè.

(òåîðåìà 5, ïðåäëîæåíèå 5 § 1.3, ïðåäëîæåíèå 4 § 2.2)
4. Îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü òåîðèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà ê

èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàäàííûì íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ
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îñîáåííîñòÿìè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
(òåîðåìà 3 § 2.2)
5. Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî óòî÷íåíû çíà÷åíèÿ ε - ìåòîê

â èíâàðèàíòàõ Ôîìåíêî-Öèøàíãà (ðèñ. 4), äîêàçàíà êîíòàêòíîñòü âñåõ òî÷åê
âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îïèñàíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïîòîêîâ
èíòåãðàëîâ íà îñîáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè è óñòàíîâëåí åå òîïîëîãè÷åñêèé òèï.

(ï. 2.3.2, ïðåäëîæåíèå 7 § 2.3)
6. Ââåäåíî óñëîâèå êîíòàêòíîñòè îñîáûõ òî÷åê ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû,

êîòîðîå îáîáùàåò òèïè÷íûå âûðîæäåíèÿ ñ äâóìåðíûì ÿäðîì è ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì, âûðîæäàþùèõñÿ â òî÷êàõ
ãèïåðïîâåðõíîñòè.

(îïðåäåëåíèå 1 § 3.1)
7. Íàéäåíî óñëîâèå êîíòàêòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé

ñòðóêòóðû, èíäóöèðîâàííîé íà ÷åòíî-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè â ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè.

(ïðåäëîæåíèå 2 § 3.1)
8. Íàéäåí êðèòåðèé êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â

êîíòàêòíûõ òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.
(òåîðåìà 1, ïðåäëîæåíèå 3 § 3.1)
9. Äîêàçàíà ãàìèëüòîíîâîñòü ôàçîâûõ ïîòîêîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñèìïëåêòè÷åñêóþ

ôîðìó ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè.
(ïðåäëîæåíèÿ 6, 7 § 3.2)
10. Äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Äàðáó è íàéäåí êàíîíè÷åñêèé âèä çàìêíóòîé 2-

ôîðìû â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè.
(òåîðåìà 3 § 3.1)
11. Îïèñàíû êàíîíè÷åñêèå ñòðóêòóðû Ëè è (èëè) êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû íà

ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ, ñîñòîÿùèõ èç êîíòàêòíûõ òî÷åê âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû.

(òåîðåìà 5, ñëåäñòâèÿ 4,5,6 § 3.2, ïðåäëîæåíèå 10 § 3.3)
12. Äîêàçàíà ðåàëèçóåìîñòü êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè,

ñîñòîÿùèìè èç êîíòàêòíûõ òî÷åê âûðîæäåíèÿ íåêîòîðûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð
(êîíñòðóêöèÿ S - ñèìïëåêòèçàöèè). Àíàëîãè÷íûé ëîêàëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ
íå÷åòíî-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ëè ñ íå÷åòíî-ìåðíûìè ñëîÿìè.

(îïðåäåëåíèå 4, ïðåäëîæåíèå 9 § 3.2), ïðåäëîæåíèå 8 § 3.2)
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13. Íàéäåíà êîíñòðóêöèÿ êîíòàêòíî-ñâÿçíîé ñóììû ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò íà ñâÿçíîé ñóììå ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ
êîíòàêòíûìè âûðîæäåíèÿìè.

(îïðåäåëåíèå 5 § 3.2)
14. Äîêàçàíà òåîðåìà Ìîçåðà î íåòðèâèàëüíîñòè 2-ìåðíûõ êîãîìîëîãèé äå-Ðàìà

(òåîðåìà 4 § 3.1).
15. Èçó÷åíî òèïè÷íîå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â êîíòàêòíûõ

òî÷êàõ.
(òåîðåìà 6 § 3.3).
16. Äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, çàäàííûõ

íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè (òåîðåìû 7,8,
ïðåäëîæåíèÿ 15, 16 § 3.3).

17. Äîêàçàíî, ÷òî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ýëåêòðîìàãíîå ïîëå, íåçàâèñèìî
îò ïðîèñõîæäåíèÿ, èìååò íóëåâóþ ìàãíèòíóþ è ðàäèàëüíóþ ýëåêòðè÷åñêóþ
êîìïîíåíòû.

(ïðåäëîæåíèå 1 § 4.1)
18. Íàéäåíû ïðèìåðû êîíòàêòíûõ âûðîæäåíèé òåíçîðà ýëåêòðîìàãíîãî ïîëÿ.
(ïðèìåð 3 § 4.2, ïðèìåðû 4, 5 § 4.3)
19. Èçó÷åíà ãåîìåòðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè êîíòàêòíîé òî÷êè

íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.
(òåîðåìà 1 § 4.2)
20. Èçó÷åíà êàíîíè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
(ñëåäñòâèå 1 § 4.2, ïðåäëîæåíèå 4 § 4.3)
21. Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñî ñôåðè÷åñêèì ôðîíòîì ââåäåíû

êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàëû, îáåñïå÷èâàþùèå îáíóëåíèå çàðÿäîâ íà
íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

(ïðåäëîæåíèå 3 § 4.3, ïðåäëîæåíèå 6 § 4.4)
22. Ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ I ïîðÿäêà äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ

â áåñêîíå÷íî òîíêîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ñëîå, ïðèëåãàþùåì ê ñâåòîâîìó
êîíóñó.

(ïðåäëîæåíèå 5 § 4.3)
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Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Â ïðåäìåòíóþ îáëàñòü òåîðèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà âêëþ÷åíû
èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàäàííûå íà 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ ñ òèïè÷íûìè îñîáåííîñòÿìè (òåîðåìà 3 § 2.2).

2. Íàéäåíû óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, îáåñïå÷èâàþùèå
êîððåêòíóþ îïðåäåëåííîñòü ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé ïðè íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì,
èçâåñòíîì îãðàíè÷åíèè (îïðåäåëåíèå 1 ï. 3.1.2, òåîðåìà 1 ï. 3.1.3).

3. Íàéäåí êàíîíè÷åñêèé âèä ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû â îêðåñòíîñòè
êîíòàêòíîé òî÷êè (òåîðåìà 3 ï. 3.1.4).

4. Îïèñàíî òèïè÷íîå ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â êîíòàêòíûõ
òî÷êàõ (òåîðåìà 6 ï. 3.3.1).

5. Äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êîíòàêòíûìè
îñîáåííîñòÿìè, äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ (òåîðåìû 7, 8 ï. 3.3.2)

6. Ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ êîíòàêòíî-ñâÿçíîé ñóììû ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé (îïðåäåëåíèå 5 ï. 3.2.4).

7. Èçó÷åíà ãåîìåòðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè êîíòàêòíîé òî÷êè íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè (òåîðåìà 1 § 4.2).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû (2000 � 2010) ðåçóëüòàòû ïåðèîäè÷åñêè äîêëàäûâàëèñü
íà ñåìèíàðàõ À.Ò. Ôîìåíêî "Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû", à òàêæå
íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ÌÃÓ.
Ïðåäñòàâëÿëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. 8 ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå è äèíàìèêà
òâåðäîãî òåëà", ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, ã. Äîíåöê, 2002ã.,

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ þáèëåéíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è äèíàìèêè
òâåðäîãî òåëà", ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, ã. Äîíåöê, 2004ã.,

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ", ã.
Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2006ã.
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Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè.

1. Zotev D.B. Fomenko-Zieschang Invariant in the Bogoyavlenskyi Integrable Case.
Regular & chaotic dynamics, 5 (2000), � 4, 437-458.

2. Çîòüåâ Ä.Á. Î ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé ñ ïî÷òè âñþäó
íåâûðîæäåííîé çàìêíóòîé 2-ôîðìîé. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè, 76 (2004), âûï. 1,
66-77.

3. Çîòüåâ Ä.Á. Ôàçîâàÿ òîïîëîãèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â SO(2) - ñèììåòðè÷íîì
äâîéíîì ñèëîâîì ïîëå. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà, 34(2004), 66-71.

4. Çîòüåâ Ä.Á. Ôàçîâàÿ òîïîëîãèÿ I êëàññà Àïïåëüðîòà âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â
ìàãíèòíîì ïîëå. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà, 12 (2006), � 1, 95-
128.

5. Çîòüåâ Ä.Á. Îá îäíîì ÷àñòíîì èíòåãðàëå, êîòîðûé ìîæíî èçâëå÷ü èç
ìàòðèöû Ïóàññîíà. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 3 (2007) � 1, 75-80.

6. Çîòüåâ Ä.Á. Êîíòàêòíûå âûðîæäåíèÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì. Ìàòåìàòè÷åñêèé
ñáîðíèê, 198 (2007), � 4, 47-78.

7. Zotev D.B. On a partial integral which can be derived from Poisson Matrix. Regular
& chaotic dynamics, 12 (2007), � 1, 81-85.

8. Çîòüåâ Ä.Á. Êîíòàêòíûå âûðîæäåíèÿ òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Âåñòíèê ÌÝÈ, (2011), � 2, (â ïå÷àòè).

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Îáúåì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 217 ñòðàíèö â ôîðìàòå LaTEX ar-
ticle, 12 pt. Îíà ñîñòîèò èç îáùåé õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, ÷åòûðåõ ãëàâ îñíîâíîãî
òåêñòà íà 184 ñòðàíèöàõ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è 14 ðèñóíêîâ. Îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû,
ñëåäñòâèÿ, ïðåäëîæåíèÿ, ëåììû, çàìå÷àíèÿ è ïðèìåðû èìåþò íóìåðàöèþ, êîòîðàÿ
â êàæäîé ãëàâå íà÷èíàåòñÿ ñ � 1. Â íîìåðå êàæäîé ôîðìóëû ñîäåðæèòñÿ óêàçàòåëü
òåêóùåé ãëàâû. Â ññûëêàõ çà ïðåäåëû òåêóùåé ãëàâû óêàçûâàåòñÿ ãëàâà, ïàðàãðàô
èëè ïîäïóíêò.

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó ïðîôåññîðó À.Â.
Áîëñèíîâó, à òàêæå àêàäåìèêó À.Ò. Ôîìåíêî çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è íåîöåíèìóþ
ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó íà âñåì åå ïðîòÿæåíèè.
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Ãëàâà 1. Ââåäåíèå.

Íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû âñå îáúåêòû (ôóíêöèè, ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëÿ è
ò.ä.) ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè � êëàññà C∞. Ïîäìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ
ãîìåîìîðôíî âëîæåííîå ìíîãîîáðàçèå (ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü).

§1.1. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ è êîíòàêòíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè 2n ≥ 2, íà êîòîðîì çàäàíà
äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ω. Åñëè â êàæäîé òî÷êå M èìååò ìåñòî dω = 0 è
det(ω) 6= 0, òî ïàðà (M,ω) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, à ôîðìà
ω íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà M . Ñîãëàñíî òåîðåìå Äàðáó, â
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè M ñóùåñòâóþò ò.í. êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (p, q), â
êîòîðûõ

ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi.

Â êîîðäèíàòàõ (p1, q1, ..., pn, qn) ìàòðèöà ôîðìû ω èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä



0 1

−1 0

0 1

−1 0

. . .

0 1

−1 0




.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì âèäà

X i =
2n∑

j=1

ωij ∂H

∂xj
, 1 ≤ i ≤ 2n,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé H : M → R (ãàìèëüòîíèàíîì) íà
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M, ω). Çäåñü (ωij) � îáðàòíàÿ ìàòðèöà ôîðìû

ω =
2n∑

1≤i<j

ωijdxi ∧ dxj .

Âåêòîðíîå ïîëå X îáîçíà÷àåòñÿ sgrad(H) [30] è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì

ω(v,X) = dH(v) ∀v ∈ TxM ∀x ∈ M .
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Ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ñîõðàíÿåò ôîðìó ω, ò.å. Lξω = 0. Îáðàòíî: âñÿêîå âåêòîðíîå
ïîëå ñ ôàçîâûì ïîòîêîì, ñîõðàíÿþùèì ôîðìó ω, ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.
Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ âåêòîðíîìó ïîëþ sgrad(H) îòâå÷àþò êëàññè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà:

ṗi = −∂H

∂qi

q̇i =
∂H

∂pi

, 1 ≤ i ≤ n.

Äëÿ ëþáîé ïàðû ãëàäêèõ ôóíêöèé F è G îïðåäåëåíà ñêîáêà Ïóàññîíà:

{F,G} = ω(sgrad(F ), sgrad(G)) = dG(sgrad(F )) = −dF (sgrad(G)).

Ñ åå ïîìîùüþ ñèñòåìà sgrad(H) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ẋi = {H, xi}. Â ïðîñòðàíñòâå
C∞(M) îïåðàöèÿ {·, ·} çàäàåò ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè. Â êîîðäèíàòàõ:

{F,G} =
2n∑

i,j=1

ωij ∂F

∂xj

∂G

∂xi
=

n∑

k=1

(
∂F

∂pk

∂G

∂qk

− ∂F

∂qk

∂G

∂pk

)
.

Ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû sgrad(H) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà {F, H} = 0. Ãàìèëüòîíèàí H âñåãäà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì sgrad(H) (ò.ê.
{H,H} = 0). Äëÿ ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû sgrad(H) íà 2n - ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè M äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå èíòåãðàëû F1, . . . , Fn−1, ÷òî {Fi, Fj} = 0

è ôóíêöèè H, F1, . . . , Fn−1 ïî÷òè âñþäó íåçàâèñèìû íà M . Åñëè îíè ñóùåñòâóþò, òî
ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ. Óäîáíî îáîçíà÷àòü Fn = H. Âñå
èíòåãðàëû ïîïàðíî êîììóòèðóþò, ò.å. {Fi, Fj} = 0, 1 ≤ i, j ≤ n .

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ) Ðàñcìîòðèì íåîñîáóþ ïîâåðõíîñòü

{x ∈ M : H(x) = h, F1(x) = f1, . . . , Fn−1(x) = fn−1}. (1.1)

Êîìïàêòíûå, ñâÿçíûå êîìïîíåíòû (1.1) ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè òîðàìè T n ⊂
M , îñòàâàÿñü òàêîâûìè ïðè âñåõ, äîñòàòî÷íî ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ÷èñåë h, fi. Â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîãî T n îïðåäåëåíû òàêèå ðåãóëÿðíûå êîîðäèíàòû s, ϕ

(äåéñòâèå-óãîë), ÷òî ôóíêöèè s1, . . . , sn âûðàæàþòñÿ ÷åðåç F1, . . . , Fn, à ϕ1, . . . , ϕn

ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè íà òîðàõ s = const, ãäå 1 ≤ ϕi ≤ 2π. Â
êîîðäèíàòàõ äåéñòâèå-óãîë èìååò ìåñòî

ω =
n∑

i=1

dsi ∧ dϕi ,

è ñèñòåìà sgrad(H) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ṡi = 0 ϕ̇i =
∂H

∂si

(1 ≤ i ≤ n).
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Èíâàðèàíòíûå òîðû T n ⊂ M , ÿâëÿþùèåñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè
ïîäìíîãîîáðàçèé âèäà (1.1), íàçûâàþòñÿ òîðàìè Ëèóâèëëÿ. Èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ
ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ sgrad(H), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
(s0, ϕ0) ∈ T n, çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà

ϕk(t) = ϕ0
k + ωkt, sk(t) = s0

k = const .

Ïðè ýòîì ÷àñòîòû
ωk =

∂H

∂sk

ïîñòîÿííû íà òîðå {s = s0}. Åñëè ñîîòíîøåíèå
n∑

k=1

mkωk = 0, mk ∈ Z

íåâîçìîæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíî mk 6= 0, òî êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ íà
T n âñþäó ïëîòíà â íåì, è òîð T n íàçûâàåòñÿ íåðåçîíàíñíûì. Èíà÷å ñóùåñòâóåò
ðàâíàÿ íóëþ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷àñòîò ñ öåëûìè êîýýôèöèåíòàìè
mk. Òîãäà òîð T n íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì. Ïðè ýòîì îí îêàçûâàåòñÿ ðàññëîåííûì
íà èíâàðèàíòíûå òîðû ðàçìåðíîñòè r < n, è êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ íà T n

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáìîòêîé îäíîãî èç "ìàëîìåðíûõ" òîðîâ T r ⊂ T n [58]. Äëÿ
îêîí÷àòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â êâàäðàòóðàõ äîñòàòî÷íî âûðàçèòü ãàìèëüòîíèàí
H ÷åðåç s1, . . . , sn. Ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè
àíàëèòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè, õîòÿ ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ â
ïðèíöèïå èçâåñòåí [43].

Òåîðåìà 2 (îòíîñèòåëüíàÿ ëåììà Ïóàíêàðå) Ïóñòü N � ïîäìíîãîîáðàçèå â
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M è ωk � çàìêíóòàÿ k - ôîðìà, ðàâíàÿ íóëþ íà
TN , ò.å. ωk|N = 0. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ N ôîðìà ωk

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì k − 1 - ôîðìû, ðàâíîé íóëþ â êàæäîé òî÷êå N .

Ïîñêîëüêó ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad(Fi) êàñàþòñÿ òîðà
Ëèóâèëëÿ T n è

ω(sgrad(Fi), sgrad(Fj)) = {Fi, Fj} = 0 ,

òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà T n ðàâíî íóëþ. Èç îòíîñèòåëüíîé ëåììå Ïóàíêàðå
(òåîðåìà 2) ñëåäóåò, ÷òî ω = dα â îêðåñòíîñòè èçîòðîïíîãî òîðà T n. Ïóñòü

f1, . . . , fn, ϕ1 mod 2π, . . . , ϕn mod 2π
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åñòü òàêèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè T n, ÷òî ϕi ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè
òîðà f = const. Åñëè γi åñòü ëþáîé öèêë íà òîðå Ëèóâèëëÿ, ãîìîëîãè÷íûé
îêðóæíîñòè ϕi = t, òî íà ýòîì òîðå èìååò ìåñòî

si =
1

2π

∫

γi

α .

Â îáùåì, íåèíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå èíòåðåñíî íàéòè èíâàðèàíòíûå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðûõ ñèñòåìà ìîæåò îêàçàòüñÿ èíòåãðèðóåìîé.
Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à ïîèñêà ãëîáàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà À. Ïóàíêàðå [25]. Åãî ìåòàôîðà îá îñòðîâàõ ðåãóëÿðíîñòè â îêåàíå
õàîñà õàðàêòåðèçóåò âàæíîñòü äàííîé ïðîáëåìû.

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ îïèñûâàåò îêðåñòíîñòü íåîñîáîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ (1.1),
ðàññëîåííóþ èíâàðèàíòíûìè òîðàìè T n. Ýòîé òåîðåìîé íå îõâàòûâàåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (1.1) ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ
ìîìåíòà

F : M → Rn, F(p) =
(
H(p), F1(p), . . . , Fn−1(p)

)
.

Ïîýòîìó èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè íà èíâàðèàíòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîãóò áûòü
èíòåðåñíû è òîãäà, êîãäà ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà â îáúåìëþùåì ôàçîâîì
ìíîãîîáðàçèè. Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ F , êàê ïðàâèëî,
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ìíîæåñòâî Σ

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé F íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé.

Ïóñòü n > 0. Ìíîãîîáðàçèå K ðàçìåðíîñòè 2n+1 íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíûì, åñëè
íà íåì ôèêñèðîâàíî ãëàäêîå ïîëå 2n - ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Πρ, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè ρ ∈ K ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U

è 1-ôîðìà θ íà U , ÷òî

θy(Πy) = 0, θy ∧
(∧n

i=1dθ
)

y
6= 0 ∀y ∈ U.

Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî θy 6= 0 è dyθ íåâûðîæäåíà íà êàæäîì Πy. Â
íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ (u,p,q) ôîðìà θ ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

θ = du−
n∑

i=1

pidqi

(òåîðåìà Äàðáó). Èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ðàñïðåäåëåíèÿ Π, èìåþùåå
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü n, íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì.

Åñëè 1-ôîðìà θ îïðåäåëåíà ãëîáàëüíî (ò.å. U = K), òî êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå
K íàçûâàåòñÿ òî÷íûì. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå v 7−→ iv(θ) ìåæäó êîíòàêòíûìè
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âåêòîðíûìè ïîëÿìè è ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè íà K ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, â ñèëó ÷åãî
â C∞(K) âîçíèêàåò ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëè:

f = iv(θ), g = iw(θ) ⇒ [f, g] = i[v,w](θ).

Îïåðàöèÿ [·, ·] íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Ëàãðàíæà. Íà êîíòàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, íå
ÿâëÿþùåìñÿ òî÷íûì, ýòè îáúåêòû îïðåäåëåíû ëîêàëüíî. Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ
êîíòàêòíûì, åñëè åãî ëîêàëüíûå ïîòîêè ñîõðàíÿþò êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó [4].
Ëþáîå êîíòàêòíîå ïîëå äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f (êîíòàêòíîãî ãàìèëüòîíèàíà) â
êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ âûãëÿäèò òàê:

v = vf =

(
f − p

∂f

∂p

)
∂

∂u
+

(
∂f

∂q
+ p

∂f

∂u

)
∂

∂p
− ∂f

∂p

∂

∂q
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
Îòîæäåñòâèì êàæäóþ ïàðó òî÷åê (−π, τ, t) è (π,−τ,−t) â ìíîãîîáðàçèè

{ (ϕ, τ, t) ∈ R3 : −π ≤ ϕ ≤ π, −1 < τ < 1, −1 < t < 1 }.

Ïîëó÷èòñÿ ïîëíîòîðèå K=̃D2
0 × S1, ãäå D2

0 = D2 \ ∂D2. Óðàâíåíèå

(dt + τdϕ)(Πρ) = 0

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò êîíòàêòíîå ïîëå 2-ïëîñêîñòåé Πρ ⊂ TρK. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
µ âëîæåííûé â K ëèñò Ìåáèóñà τ = 0. Â êàæäîé òî÷êå ρ îñåâîé îêðóæíîñòè S1

ëèñòà µ ïëîñêîñòü Πρ ïåðåñåêàåòñÿ ñ Tρµ ïî ïðÿìîé, íàòÿíóòîé íà âåêòîð ∂/∂ϕ.
Åñëè áû íà ïîëíîòîðèè K ñóùåñòâîâàëà êîíòàêòíàÿ ôîðìà θ, òî åå îãðàíè÷åíèå
íà µ îïðåäåëÿëî áû îðèåíòàöèþ ëèñòà Ìåáèóñà µ. Ïîýòîìó êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà
ρ 7−→ Πρ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé 2.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îðèåíòèðóåìîå êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïîëå îðèåíòàöèé
ãèïåðïëîñêîñòåé Πρ ⊂ TρK. Åñëè α åñòü êîíòàêòíàÿ 1-ôîðìà òî÷íîãî,
îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (K, Π), òî 2-ôîðìà dα çàäàåò îðèåíòàöèþ êàæäîé
êîíòàêòíîé ãèïåðïëîñêîñòè

Πρ = α−1
ρ (0) .

Åñëè ïðè ýòîì K ÿâëÿåòñÿ êðàåì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (M, ω), òî
èíäóöèðîâàííàÿ íà K îðèåíòàöèÿ êðàÿ è ïîëå íàïðàâëåíèé âîçðàñòàíèÿ ôîðìû
α (íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâàõ TρK/Πρ) îïðåäåëÿþò íåïðåðûâíîå ïîëå îðèåíòàöèé
ïëîñêîñòåé Πρ. Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ýòèõ îðèåíòàöèé ñ òåìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
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ôîðìîé ω, ïî îïðåäåëåíèþ èìååì ω|Π > 0. Åñëè æå ôîðìà ω çàäàåò îáðàòíóþ
îðèåíòàöèþ êàæäîãî Πρ, òî ω|Π < 0.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé, êàê îáúåêòîâ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè [52, 54, 56, 57, 61, 65, 75, 78]. Ïóñòü (K, Π) åñòü ñâÿçíîå,
îðèåíòèðóåìîå, êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ ãðàíèöåé ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ (M, ω), ãäå dim M = 4 è dim K = 3.

1. Åñëè α åñòü êîíòàêòíàÿ ôîðìà íà K = ∂M è ω|K = dα, òî (M,ω) íàçûâàåòñÿ
ñèëüíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ (K, Π). Â ñëó÷àå ω|Π > 0

ãîâîðÿò î âûïóêëîì, à â ñëó÷àå ω|Π < 0 î âîãíóòîì ïîïîëíåíèè. Åñëè íà [0; +∞)×K

ââåñòè 2-ôîðìó
ω = d

(
(π + 1)π∗α

)
,

ãäå π(t, x) = t, òî ïîëó÷èì âûïóêëîå ïîïîëíåíèå êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(K,Ker(α)). Àíàëîãè÷íî, ôîðìà

ω = d
(
(1− π)π∗α

)

îïðåäåëÿåò íà [0; 1)×K ñòðóêòóðó âîãíóòîãî ïîïîëíåíèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ K =̃ {0}×
K = π−1(0).

2. Åñëè ω|Π > 0, òî (M, ω) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîïîëíåíèåì.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè 2-ôîðìà ω òî÷íà â îêðåñòíîñòè K = ∂M , òî åå ìîæíî ïîäâåðãíóòü
ìàëîé äåôîðìàöèè â òàêóþ ôîðìó ω̃, ÷òî (M, ω̃) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ñèìïëåêòè÷åñêèì
ïîïîëíåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ (K, Π).

Êîíòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò âîçíèêàòü, êàê ãèïåðïîâåðõíîñòè âíóòðè
ñèìïëåêòè÷åñêèõ. Â ñëó÷àå K ñ êîíòàêòíîé ôîðìîé α äîñòàòî÷íî ââåñòè 2-ôîðìó

ω = d
(
(π + 1)π∗α

)

íà ìíîãîîáðàçèè M = (−1; +∞)×K, ÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìîå âëîæåíèå K =̃ {0} ×
K ⊂ M . Ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè 2n > 2 ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(M, ω), ëèóâèëëåâûì íàçûâàåòñÿ ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X íà M , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ LXω = ω. Åñëè ω = dα, òî îïðåäåëÿåìîå iXω = α ïîëå X ÿâëÿåòñÿ
ëèóâèëëåâûì. Íà ëþáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè K ⊂ M , êîòîðàÿ â êàæäîé ñâîåé
òî÷êå òðàíñâåðñàëüíà ëèóâèëëåâîìó ïîëþ X, 1-ôîðìà iXω îïðåäåëÿåò êîíòàêòíóþ
ñòðóêòóðó.

Ñèìïëåêòèçàöèåé êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå

N = { ζρ ∈ T ∗K : ζρ 6= 0, ζρ(Πρ) = 0 }
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ñ êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé Ω, èíäóöèðîâàííîé èç T ∗K [4]. Ôîðìà
θ îïðåäåëÿåò â N ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (χ, u,p,q), â êîòîðûõ

ζ = χθ, Ωζ = d
(
χ
(
du−

n∑
i=1

pidqi

))
.

Ñëåäóþùåå ìíîãîîáðàçèå M ìû íàçîâåì çàìêíóòîé ñèìïëåêòèçàöèåé :

M = N ∪K ′, K ′ = { 0 ∈ T ∗
ρ K : ρ ∈ K } .

Ñìûñë ýòîãî òåðìèíà î÷åâèäåí. Îãðàíè÷åíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû T ∗K

îïðåäåëÿåò íà M çàìêíóòóþ 2-ôîðìó Ω. Îíà íåâûðîæäåíà íà N = M \ K ′, íî
âûðîæäàåòñÿ â òî÷êàõ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè K ′ ⊂ M . Ïîñëåäíÿÿ ëîêàëüíî
îïðåäåëåíà óðàâíåíèåì χ = 0, ïðè ýòîì

Ω|K′ = 0, rk(Ωρ) = 2 ∀ρ ∈ K ′ .

Òî÷íûå êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè áîëåå îáùåé
êîíñòðóêöèè. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå C∞(L) ìíîãîîáðàçèÿ L çàäàíà áèëèíåéíàÿ,
àíòèêîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ [·, ·], óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó ßêîáè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ [·, ·] íåïðåðûâíà â ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè C∞(L)

è îáðàùàåòñÿ â íîëü íà êàæäîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå L, íà êîòîðîì ðàâåí íóëþ
õîòÿ áû îäèí èç àðãóìåíòîâ. Òàêèå ñòðóêòóðû áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [20], ãäå îíè
îïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâàõ ñå÷åíèé Γ∞(L) 1-ìåðíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä L

(ëîêàëüíûå àëãåáðû Ëè ñ îäíîìåðíûì ñëîåì). Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
èìååì

Γ∞(L) = C∞(L) .

Ñëåäóÿ [4] áóäåì íàçûâàòü ñêîáêó [·, ·] ñòðóêòóðîé Ëè, à L � ìíîãîîáðàçèåì Ëè. Íà L

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå A è áèâåêòîðíîå ïîëå Ñ, òàê ÷òî:

[f, g](x) =
∑

i

Ai
(
f

∂g

∂xi

− g
∂f

∂xi

)
+

∑
i,j

Ñij ∂f

∂xi

∂g

∂xj

.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî

P (x) =
{

v ∈ TxL : vi =
∑

j

Ñijβj, β ∈ T ∗
xL

}
+ {λA : λ ∈ R} .

Ñòðóêòóðà Ëè [·, ·] íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé, åñëè

dim P (x) = const = dim L .
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[20]. Òîãäà â ñëó÷àå dim L = 2n+1 íà L ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷íàÿ êîíòàêòíàÿ
ñòðóêòóðà, ñêîáêà Ëàãðàíæà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ [·, ·]. Â ñëó÷àå dim L = 2n äëÿ
êàæäîé òî÷êè ρ ∈ L íàéäåòñÿ åå îêðåñòíîñòü U , ôóíêöèÿ f è òàêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ôîðìà Ω íà U , ÷òî

Ωρ = f(ρ)νρ, f(ρ) 6= 0, Aρ = sgrad(f)(ρ) ∀ρ ∈ U,

ãäå âíåøíÿÿ 2-ôîðìà ν îòâå÷àåò òåíçîðó Ñ−1.
Ñòðóêòóðà Ëè íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè rk(Ñ) = const íà L. Òîãäà L

êàíîíè÷åñêè ðàññëîåíî íà èíúåêòèâíî ïîãðóæåííûå ìíîãîîáðàçèÿ Lα, íà êàæäîì
èç êîòîðûõ îïåðàöèÿ [·, ·] èíäóöèðóåò òðàíçèòèâíóþ ñòðóêòóðó Ëè [·, ·]α [20].

Ñêàæåì, ÷òî ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå Ëè L èìååò îáùåå ïîëîæåíèå, åñëè â
êàæäîé òî÷êå p ∈ L âåêòîð Ap íå ëåæèò â îáðàçå îïåðàòîðà

Cp : T ∗
p L → TpL, ò.å., Pp = RAp ⊕ Im(Cp) .

Â ýòîì ñëó÷àå L ðàññëîåíî íà íå÷åòíî-ìåðíûå, òðàíçèòèâíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ëè, íà
êàæäîì èç êîòîðûõ ïîëå ïëîñêîñòåé Im(C) îïðåäåëÿåò êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó [20].

§1.2. Âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

1.2.1. Èñõîäíûå ïîíÿòèÿ.
Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü S â ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M ,

èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû sgrad(H). Êàñàòåëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå sgrad(H) îïðåäåëÿåò íà S äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó X . Ïóñòü ω0 åñòü
îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà S. Çàìêíóòàÿ ôîðìà ω0 íå îáÿçàíà áûòü íåâûðîæäåííîé,
ïîýòîìó ñèñòåìà X , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé.

Åñëè ðàçìåðíîñòü S íå÷åòíà, òî ôîðìà ω0 îáÿçàòåëüíî âûðîæäàåòñÿ. Â ñëó÷àå
÷åòíîé ðàçìåðíîñòè S åå âûðîæäåíèå òàêæå âîçìîæíî. Êàæäîå ÿäðî (ò.å. íóëåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî) ôîðìû ω0 èìååò ðàçìåðíîñòü ñ ÷åòíîñòüþ dim S. Åñëè ðàçìåðíîñòè
âñåõ ÿäåð ñîâïàäàþò, òî íà S âîçíèêàåò èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå Z:

S 3 p
Z7−→ Ker(ωp).

ÏóñòüR åñòü îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ê îáùåìó èíòåãðàëüíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî S̃ = S/R. Åñëè S̃ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, à ôàêòîð-ïðîåêöèÿ π : S → S̃ � ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì, òî
íà S̃ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω̃, òàê ÷òî π∗(ω̃) = ω0. Íà
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S̃ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ H̃, òàê ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà X êîððåêòíî
ïðîåêòèðóåòñÿ íà âåêòîðíîå ïîëå

sgradeω(H̃) = π∗X , H|S = π∗(H̃).

Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíà ðåäóêöèÿ ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ìåíüøåãî
ïîðÿäêà [58].

Ïðè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè S ôîðìà ω0 ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâûðîæäåííîé. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå (S, ω0) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ñèñòåìà X
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, ò.å.

X = sgradω0(H0), H0 = H|S.

Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà ôîðìà ω0 íåâûðîæäåíà ïî÷òè âñþäó, ò.å. det(ω0)(p) 6= 0

äëÿ âñåõ p èç îòêðûòîãî, âñþäó ïëîòíîãî â S ïîäìíîæåñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
S ïîäîøåë áû òåðìèí "ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå", åñëè áû îí íå áûë
çàíÿò (ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêèì íàçûâàþò ìíîãîîáðàçèå ñ âñþäó íåâûðîæäåííîé 2-
ôîðìîé, êîòîðàÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàìêíóòîé). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ãîâîðèòü î ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
î ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå S = F−1(b) îòâå÷àåò ðåãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ
b ∈ R2m ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F : M → R2m. Ïóñòü G � ìàòðèöà Ïóàññîíà ñèñòåìû
ôóíêöèé Fα, ò.å.

Gαβ = {Fα, Fβ}, 1 ≤ α, β ≤ 2m.

Èç òåîðåìû Ý. Êàðòàíà [19,30] ñëåäóåò, ÷òî

dim Ker(ω0) = 2m− rk(G),

ïîýòîìó ω0 âûðîæäàåòñÿ â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà Θ ⊂ S, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì det(G) = 0. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Θ íå ïóñòî è ìíîæåñòâî S \Θ ïëîòíî
â S. Â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî ýêâèâàëåíòíî ∅ 6= Θ 6= S. Òàêèå îñîáåííîñòè
ìîãóò âîçíèêàòü ïðè îãðàíè÷åíèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà èíâàðèàíòíûå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå êëàññû Àïïåëüðîòà äâèæåíèé
âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â äâîéíîì ïîëå. Êëàññ I de facto áûë íàéäåí â èçâåñòíîé ðàáîòå
[5], à íåäàâíî áûëè îòêðûòû êëàññû II, III è IV [71]. Íà îòêðûòîì èíâàðèàíòíîì
ïîäìíîæåñòâå S\Θ ôîðìà ω0 îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé X =

sgrad(H0). Ïîñêîëüêó âåêòîðíîå ïîëå X îïðåäåëåíî âñþäó íà S, òî äèíàìè÷åñêàÿ
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ñèñòåìà sgrad(H0) êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà S. Îäíàêî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé
ôóíêöèè f íà S âåêòîðíîå ïîëå sgrad(f), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåíî òî÷êàõ
ìíîæåñòâà Θ, êîòîðûå ìû íàçîâåì îñîáûìè. Ðàçðûâû ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé è
ñêîáîê Ïóàññîíà â îñîáûõ òî÷êàõ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íåóñòðàíèìûìè. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M îñîáàÿ òî÷êà p ∈ S õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî TpS íå òðàíñâåðñàëüíî ñâîåìó êîñîîðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ CpS.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå îïðåäåëåíà êîñîîðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà TpM

íà ïîäïðîñòðàíñòâî TpS. Â òåõ òî÷êàõ p ∈ S, ãäå CpS ⊕ TpS = TpM , ôîðìà ω0

íåâûðîæäåíà è êîñîîðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà sgradω(f)(p) íà TpS ÿâëÿåòñÿ
(êîððåêòíî îïðåäåëåííûé) âåêòîð

sgrad(f)(p) = sgradω0(f)(p), ãäå sgradω(f)(p)− sgrad(f)(p) ∈ CpS .

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òåêñòà (M, ω) íèãäå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì
ìíîãîîáðàçèåì (áåç îñîáåííîñòåé), åñëè èíîå íå ñêàçàíî ïðÿìî.

Ðàññìîòðèì àáñòðàêòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü çàìêíóòàÿ, ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííàÿ
2-ôîðìà ω çàäàíà íà 2n - ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M è

Zρ = Ker(ωρ) = {v ∈ TρM | ivωρ = 0}, Θ = {ρ ∈ M | Zρ 6= 0}.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå dimZρ = 2k ≥ 2. Â äàëüíåéøåì Θ ⊂ M íåïóñòî è
èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ñ çàìêíóòîé 2-ôîðìîé ω,
âûðîæäàþùåéñÿ â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà Θ ìåðû íîëü â M . Òîãäà M íàçûâàåòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòüþ. Åñëè x ∈ M è rk(ωx) < dim(M),
òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ îñîáîé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî M èìååò ÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü. Ìíîæåñòâî îñîáûõ
òî÷åê

Θ = {x ∈ M : rk(ωx) < dim(M)}

áóäåì íàçûâàòü îñîáîé ïîâåðõíîñòüþ. Â äàëüíåéøåì ñèìâîëû M2n è M îáîçíà÷àþò
ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòüþ, Θ � îñîáóþ ïîâåðõíîñòü, Zx � ÿäðî
ôîðìû â òî÷êå x ∈ Θ,

Zx = Ker(ωx) = {v ∈ TxM : ωx(v, w) = 0 ∀w ∈ TxM}.

Ïðîñòðàíñòâî Zx èìååò ÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü. Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ Θ 6= ∅.
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Âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì áûëè èññëåäîâàíû â
èçâåñòíîé ðàáîòå Æ. Ìàðòèíå [76]. Â ÷àñòíîñòè, áûë èçó÷åí ñëó÷àé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî

dimZρ = 2, Zρ 6⊂ TρU, d2
ρ(det ω(x)) 6= 0, (1.2)

ãäå U ⊂ Θ � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â M è x ∈ R2n � ïðîèçâîëüíûå ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ ∈ U ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû (x1, x2,p,q),
â êîòîðûõ

ω = x1dx1 ∧ dx2 +
n−1∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Â ðàáîòå [76] áûë òàêæå èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω çàäàíà íà R4, à
ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, íà êîòîðîé dimZρ = 2 è íàéäåòñÿ
òàêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ ⊂ Θ, ÷òî

Zρ 6⊂ TρΘ ∀ρ ∈ Θ \ γ, Zρ ⊂ TρΘ ∀ρ ∈ γ.

Òîãäà, åñëè ρ ∈ γ è Tργ 6⊂ Zρ, òî â îêðåñòíîñòè ρ ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû
(x1, x2, x3, x4), â êîòîðûõ

ω = d(x1 − x2
3/2) ∧ dx2 + d(x1x3 ± x2x4 − x3

3/3) ∧ dx4.

Î òî÷êàõ êðèâîé γ, â êîòîðûõ Tργ ⊂ Zρ, èçâåñòíî ìàëî [4]. Îäíàêî
ñóùåñòâóþò ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ðàçëè÷àòü íåýêâèâàëåíòíûå âûðîæäåíèÿ
ôîðì â îêðåñòíîñòÿõ òàêèõ òî÷åê [62].

Çà èñêëþ÷åíèåì ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû, â ñëó÷àå dimZρ > 2 î ëîêàëüíîé
ñòðóêòóðå çàìêíóòîé 2-ôîðìû íè÷åãî íå èçâåñòíî. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [76]
âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå p ∈ Θ ÿäðî ωp èìååò ðàçìåðíîñòü 4 (òîãäà
â îñòàëüíûõ òî÷êàõ dimZp ≥ 6), òî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ codim Θ = 6. Òàêèå
ãëóáîêèå âûðîæäåíèÿ óñòðàíÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì øåâåëåíèåì ôîðìû ω.

Âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð èçó÷åíû çíà÷èòåëüíî ëó÷øå,
ïîñêîëüêó ïðè âûðîæäåíèè òåíçîðà hij = {xi, xj} (êîòîðûé íà ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê òåíçîðó ôîðìû ωij) âñå ãàìèëüòîíîâû ïîëÿ

sgrad(f)i =
2n∑

j=1

hij ∂f

∂xj

îñòàþòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûìè íà M . Ïî òåîðåìå À. Âàéíøòåéíà î ëîêàëüíîì
ðàñùåïëåíèè [92, 93], â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ρ ∈ M ìàòðèöà Ïóàññîíà

(
hij

)

ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó
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


0 A1,2 . . . A1,2k

A2,1 0 . . . A2,2k

. . . . . . . . . . . .

A2k,1 A2k,2 . . . 0

0 1

−1 0

. . .

0 1

−1 0




, (1.3)

ãäå A � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ðàâíàÿ íóëþ â òî÷êå ρ. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà
Äàðáó îòâå÷àåò ñëó÷àþ dim A(ρ) = 0× 0.

Â òî÷êå ρ ∈ Θ êîñûå ãðàäèåíòû sgrad(f) è ñêîáêè Ïóàññîíà

{f, g} = dg(sgrad(f)) = −df(sgrad(g)) =
2n∑

i,j=1

hij ∂f

∂xj

∂g

∂xi

,

êàê ïðàâèëî, íå îïðåäåëåíû. Íåèçâåñòíû îáùèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

lim
Θ63y→ρ

sgrad(f)(y), (1.4)

à òàêæå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, â êîòîðûõ ìàòðèöà
(
ωij

)
èëè

(
hij

)
=

(
ωij

)−1 èìååò âèä
(1.3). Â ðàáîòå [12] áûë âïåðâûå îïèñàí ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ, ïðè êîòîðîì òî÷êà ρ ∈
Θ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ ïðàâèëüíîñòè, è ïîçäíåå òàêèå îñîáûå òî÷êè
ïîëó÷èëè íàçâàíèå êîíòàêòíûõ [16]. Ïðè óñëîâèè êîíòàêòíîñòè òî÷êè ρ êðèòåðèé
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (1.4), ãëàäêî çàâèñÿùåãî îò ρ, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

df(Zy) = 0 ∀y ∈ Θ ∩O(ρ), (1.5)

ãäå O(ρ) � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ρ [12,16]. Îäíîâðåìåííî áûëà äîêàçàíà
òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ω ê âèäó (1.3). Âîïðîñ î êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè
ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà Θ = {det ω = 0}, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå
èññëåäîâàë Ñ. Ïíåâìàòèêîñ [82]. Îí äîêàçàë êðèòåðèé (1.5) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ôîðìà ω óäîâëåòâîðÿåò î÷åíü åñòåñòâåííîìó, íî â ñëó÷àå dim Ker(ω) > 2

íåïðîâåðÿåìîìó óñëîâèþ "generiques" [83,84]. Ýòî óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôîðìà
ëîêàëüíî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ω =
∑

1≤α<β≤2k

xτ(α,β)dxα ∧ dxβ +
n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi , (1.6)
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ãäå τ(α, β) ∈ {1, . . . , 2k}. Â ñëó÷àå dimZρ = 2 îíî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (1.2), ò.ê.
âáëèçè îñîáîé òî÷êè çàìêíóòûå 2-ôîðìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

ω = x1dx1 ∧ dx2 +
n−1∑
i=1

dpi ∧ dqi .

Îäíàêî, â ñëó÷àå dimZp > 2 íåèçâåñòåí îòâåò íà âîïðîñ: êàêèå çàìêíóòûå 2-ôîðìû
çàìåíîé êîîðäèíàò ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó (1.6) ? Ïîýòîìó òåîðèÿ Ñ. Ïíåâìàòèêîñà, de-
facto, îòíîñèòñÿ ê ÿâíî çàäàííûì â êîîðäèíàòàõ ôîðìàì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå
dimZρ = 2 óñëîâèå êîíòàêòíîñòè òî÷êè ρ ýêâèâàëåíòíî åå îáùåìó ïîëîæåíèþ (1.2).

Òîæäåñòâî df(Ker(ω)) ≡ 0 âñòðå÷àåòñÿ òàêæå â [69, 80], êàê óñëîâèå
îïðåäåëåííîñòè ñêîáêè Ïóàññîíà {f, g} ∀g â ñèòóàöèè, êîãäà

∀ρ ∈ M rk(ωρ) = const < dim M .

Áåç ýòîãî óñëîâèÿ â ðàáîòå [80] áûëî äîêàçàíî òîëüêî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðè
df(Zρ) = 0 ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð vρ, îïðåäåëåííûé ïî ìîäóëþ Zρ, ÷òî

ω(u, vρ) = df(u) ∀u ∈ TρM .

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî âåêòîðà vρ õàðàêòåðíî äëÿ êîñîãî ãðàäèåíòà sgrad(f)(ρ). Îäíàêî,
äëÿ êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè ïîëÿ sgrad(f) èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ñêîáêè
Ïóàññîíà {f, g} äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g óñëîâèå df(Ker(ω)) ≡ 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì (ïðèìåð 3).

1.2.2. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû.
Ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ ìîæåò áûòü íåîðèåíòèðóåìûì.

Áîëåå òîãî � îíî ìîæåò èìåòü ëþáóþ òîïîëîãèþ.

Òåîðåìà 3 Íà ëþáîì ÷åòíî-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ,
ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óãîäíî âëîæèì 2n - ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M â
ïðîñòðàíñòâî R4n+2 (òåîðåìà Óèòíè ïîçâîëÿåò âëîæèòü äàæå â R4n+1). Îãðàíè÷èì
íà M ñòàíäàðòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó Ω èç R4n+2. Ïîëó÷èì çàìêíóòóþ 2-
ôîðìó ω. Ïóñòü îíà âûðîæäàåòñÿ â òî÷êå x ∈ M . Âûáåðåì â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîëüíîå
2n - ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lx ⊂ TxR4n+2, íà êîòîðîì Ω íåâûðîæäåíà. Â ìàëîé
îêðåñòíîñòè x ãëàäêî ïðîäåôîðìèðóåì ïîâåðõíîñòü M òàê, ÷òîáû äîáèòüñÿ -Lx =

TxM . Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ôîðìà ω ñòàíåò íåâûðîæäåííîé.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òàêèõ äåôîðìàöèé ìû
èçáàâèìñÿ îò âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà Θ ⊂ M . Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííûì, ìû äîïîëíèì åãî ÿâíûì
ïîñòðîåíèåì çàìêíóòîé, ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííîé 2-ôîðìû ω íà M .

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé 2n - ìåðíûé øàð D2n ⊂ R2n, îïðåäåëÿåìûé
íåðàâåíñòâîì

∑2n
i=1 x2

i ≤ 1. Ââåäåì íà íåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

0 ≤ r ≤ 1, −π/2 ≤ θi ≤ π/2 (1 ≤ i ≤ 2n− 2), −π ≤ ϕ ≤ π :




x1 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θ2n−3 cos θ2n−2 cos ϕ

x2 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θ2n−3 cos θ2n−2 sin ϕ

x3 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θ2n−3 sin θ2n−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x2n−2 = r cos θ1 cos θ2 sin θ3

x2n−1 = r cos θ1 sin θ2

x2n = r sin θ1,

Îáëàñòü ðåãóëÿðíîñòè ýòèõ êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:

0 < r ≤ 1, −π/2 < θi < π/2 ∀i.

Äîïîëíåíèå øàðà D2n äî ýòîé îáëàñòè îáîçíà÷èì S. Êîðàçìåðíîñòü êóñî÷íî-ãëàäêîãî
ìíîæåñòâà S ðàâíà 2. Âîçüìåì òàêóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : [0; 1] → R, ÷òî

f(r) = −f(1− r) ∀r ∈ [0; 1], f (k)(0) = f (k)(1) = 0 ∀k ≥ 0.

Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû f(r) 6= 0 â êàæäîé òî÷êå r ∈ (0; 1), êðîìå r = 1/2.
Ïóñòü g � àíàëîãè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [−π/2; π/2]. Ââåäåì ïåðâîîáðàçíûå:

F (r) =

∫ r

0

f(ρ)dρ, G(θ) =

∫ θ

−π/2

g(ξ)dξ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ≥ 0

F (k)(0) = F (k)(1) = 0, G(k)(−π/2) = G(k)(π/2) = 0.

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòó ϕ ÷åðåç θ2n−1. Ñëåäóþùåå âûðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëÿåò
íà øàðå D2n ãëàäêóþ çàìêíóòóþ 2-ôîðìó ω0:

ω0 = f(r)g(θ1)dr ∧ dθ1 + f(r)dr ∧∑n−1
j=1

(
g(θ2j)dθ2j + G(θ2j)dθ2j+1

)
+

+F (r) ·∑n−1
j=1 g(θ2j)dθ2j ∧ dθ2j+1,
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êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ S è ãðàíè÷íîé ñôåðû S2n−1 = ∂D2n. Òàê êàê
√

det(ω0) = f(r)F (r)n−1 · g(θ1)g(θ2) · . . . · g(θ2n−2),

òî ôîðìà ω0 íåâûðîæäåíà ïî÷òè âñþäó. Îíà òàêæå âûðîæäàåòñÿ â òåõ òî÷êàõ øàðà
D2n, ãäå r = 1/2 èëè θi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i ≤ 2n− 2.

Ñóùåñòâóåò òàêîå ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî øàðîâ D2n
i ⊂ M , ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ

ðàçâå ëèøü â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ, ÷òî ìíîæåñòâî Z = M \ ∪iD
2n
i èìååò ìåðó íîëü â

M . Äëÿ êàæäîãî øàðà çàôèêñèðóåì ëþáîé äèôôåîìîðôèçì

χi : D2n
i → D2n .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M îäíîçíà÷íî è êîððåêòíî îïðåäåëåíà ãëàäêàÿ
(êëàññà C∞ !), çàìêíóòàÿ, ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà ω, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò
ñ χ∗i (ω0) íà êàæäîì øàðå D2n

i è ðàâíà íóëþ íà ìíîæåñòâå Z. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
ôîðìà ω ðàâíà íóëþ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà Z ∪ ∪i∂D2n

i , ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé åå
ãëàäêîñòè íà âñåì M , à íå òîëüêî âíóòðè øàðîâ D2n

i 2.

Ïðèìåð 1. Â êâàäðàòå {(ϕ, ψ) : |ϕ| ≤ π, |ψ| ≤ π} îòîæäåñòâèì ïàðû òî÷åê

(−ϕ,−π) =̃ (ϕ, π), (−π, ψ) =̃ (π, ψ).

Ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå K2 � áóòûëêó Êëåéíà. Âûðàæåíèå sin ϕdϕ ∧ dψ îïðåäåëÿåò
ãëàäêóþ çàìêíóòóþ 2-ôîðìó ω íà K2, íåâûðîæäåííóþ ïðè ϕ 6∈ {0,±π}. Î÷åâèäíî,
÷òî ω = 0 â òî÷êàõ îêðóæíîñòåé ϕ = ±π è ϕ = 0 2.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â òåîðèè êîíòàêòíûõ
îñîáåííîñòåé ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, à òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé
èíòåðåñ.

Ëåììà 1 Ïóñòü (M, ω) åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ,
dimZp = 2k ≥ 2 è äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(p) òî÷êè p ∈ Θ ⊂ M ìíîæåñòâî
Θ ∩O(p) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì. Òîãäà, åñëè

Zp + TpΘ = TpM, dimZy = 2k ∀y ∈ Θ ∩O(p)

è îêðåñòíîñòü O(p) äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå 2k - ìåðíîå
èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå Z íà O(p), ÷òî

Z(y) = Zy ∀y ∈ Θ ∩O(p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dim Θ ∩ O(p) = m è dim M = 2n, òîãäà m < 2n.
Ðàññìîòðèì m + 2k − 2n - ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Z0 : y 7−→ Zy ∩ TyΘ,

îïðåäåëåííîå íà m - ìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè Θ ∩ O(p), è äîêàæåì åãî
èíòåãðèðóåìîñòü. Ñíà÷àëà ìû äîëæíû ïðîâåðèòü ãëàäêîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âûáåðåì êîîðäèíàòû x = (x1, . . . , x2n) òàê, ÷òîáû ÿäðî Zp áûëî íàòÿíóòî íà âåêòîðû

∂

∂x1

(p), . . . ,
∂

∂x2k

(p).

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(p) îòëè÷åí îò íóëÿ ìèíîð



0 ω2k+1,2k+2 . . . ω2k+1,2n−1 ω2k+1,2n

ω2k+2,2k+1 0 . . . ω2k+2,2n−1 ω2k+2,2n

. . . . . . . . . . . .

ω2n−1,2k+1 ω2n−1,2k+2 . . . 0 ω2n−1,2n

ω2n,2k+1 ω2n,2k+2 . . . ω2n,2n−1 0




,

ñëåäîâàòåëüíî â êàæäîé òî÷êå y ∈ Θ ∩O(p) ÿäðî îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé





ω2k+1,2v
2 + . . . . . . . . . +−ω2k+1,2n−1v

2n−1 + ω2k+1,2nv
2n = 0

ω2k+2,1v
1 + ω2k+2,2v

2 + . . . . . . . . . + ω2k+2,2n−1v
2n−1 + ω2k+2,2nv

2n = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω2n−1,1v
1 + ω2n−1,2v

2 + . . . + ω2n−1,2n−2v
2n−2 + ω2n−1,2nv2n = 0

ω2n,1v
1 + ω2n,2v

2 + . . . + ω2n,2n−2v
2n−2 + ω2n,2n−1v

2n−1 = 0,

ãäå êîîðäèíàòû v1, v2, . . . , v2k èçìåíÿþòñÿ â R2k, à v2k+1, . . . , v2n ÿâíî ÷åðåç íèõ
âûðàæàþòñÿ. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ωij ãëàäêî çàâèñÿò îò òî÷êè y ∈ Θ ∩ O(p), òî
è ÿäðî Zy ãëàäêî çàâèñèò îò y.

Ïóñòü âåêòîðíûå ïîëÿ u è v íà Θ ∩O(p) òàêîâû, ÷òî uy ∈ Zy è vy ∈ Zy äëÿ âñåõ
y. Îáîçíà÷èì Ω îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà Θ ∩O(p). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

Lu(Ω) = iu(dΩ) + d(iu(Ω)) = 0

è îáîçíà÷àÿ w êîììóòàòîð ïîëåé u, v, ïîëó÷èì

iw(Ω) = Lu(iv(Ω))− iv(Lu(Ω)) = 0,
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ò.å. âåêòîð wy êîñîîðòîãîíàëåí TyΘ. Ïî óñëîâèþ Zy +TyΘ = TyM , ïîýòîìó wy ∈ Zy è,
ñëåäîâàòåëüíî, wy ∈ Z0(y) â êàæäîé òî÷êå y ∈ Θ∩O(p). Â ñèëó êðèòåðèÿ Ôðîáåíèóñà
ðàñïðåäåëåíèå Z0 èíòåãðèðóåìî.

Ôèêñèðóåì íà O(p) òàêîå âåêòîðíîå ïîëå z1, ÷òî

(z1)y ∈ Zy, (z1)y 6∈ TyΘ ∀y ∈ Θ ∩O(p).

Òîãäà èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Z0, óâëåêàåìûå ïîòîêîì z1,
çàìåòàþò èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ íåêîòîðîãî m + 2k − 2n + 1 - ìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Z1. Îíî îïðåäåëåíî íà m + 1 - ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Θ1, êîòîðóþ â
ïîòîêå z1 çàìåòàåò O(p) ∩Θ. Ôèêñèðóåì íà O(p) òàêîå âåêòîðíîå ïîëå z2, ÷òî

(z2)y ∈ Zy, (z2)y 6∈ TyΘ1 ∀y ∈ Θ1 ∩O(p).

Òîãäà èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Z1, óâëåêàåìûå ïîòîêîì z2,
çàìåòàþò èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ íåêîòîðîãî m + 2k − 2n + 2 - ìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Z2, îïðåäåëåííîãî íà m + 2 - ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Θ2. Ïðîäîëæàÿ
ïðîöåññ, åùå ÷åðåç 2n − m − 2 øàãîâ ïîëó÷èì èíòåãðèðóåìîå 2k - ìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå Z2n−m, îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p. Îñòàëîñü
îáîçíà÷èòü Z2n−m ÷åðåç Z 2.

Â ðàññìàòðèâàåìîì íèæå ïðèìåðå 2 ðàñïðåäåëåíèå Z0 : p 7−→ Zp

íåèíòåãðèðóåìî, ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ôðîáåíèóñà.
Ïîýòîìó óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè â ëåììå 1 ñóùåñòâåííî. Îäíàêî, àíàëîãè÷íîå
ðàñïðåäåëåíèå â ïðèìåðå 3 îêàçàëîñü èíòåãðèðóåìûì. Ïîýòîìó îòñóòñòâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè, ñàìî ïî ñåáå, íå âëå÷åò íåèíòåãðèðóåìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Z0.

Îáîçíà÷èì [v]+ íàïðàâëåíèå âåêòîðà v 6= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

[v]+ = {λv : λ > 0} .

Ïðè ýòîì ïóñòü [v] îáîçíà÷àåò ïðÿìóþ {λv : λ ∈ R}.
Â îáùåì ñëó÷àå î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé â îñîáûõ òî÷êàõ

íè÷åãî íå èçâåñòíî.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M, ω)

çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f , è òî÷êà ρ ëåæèò â ìíîæåñòâå Θ.
1. Âåêòîð w ∈ TρM íàçûâàåòñÿ (ñîáñòâåííûì) ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì

sgrad(f) â òî÷êå ρ, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê yn ∈ M \ Θ,
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ñõîäÿùåéñÿ ê ρ, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

sgrad(f)(yn) = w .

.
2. Íàïðàâëåíèå l+ρ ⊂ TρM íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì

sgrad(f) â òî÷êå ρ, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê yn ∈ M \ Θ,
ñõîäÿùåéñÿ ê ρ, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

[sgrad(f)(yn)]+ = l+ è lim
n→∞

|sgrad(f)(yn)| = +∞ .

Çäåñü | · | îáîçíà÷àåò íîðìó âåêòîðà â ïðîèçâîëüíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêå,
íàïðèìåð

|v| =
√√√√

2n∑
i=1

(vi)2 .

Ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ w ∈ TxM áóäåì òàêæå íàçûâàòü ñîáñòâåííûìè, ÷òîáû
îòëè÷àòü èõ îò íåñîáñòâåííûõ ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå TxM . Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïðåäåë è ïðåäåëüíîå
ïîëîæåíèå. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà êîñûõ ãðàäèåíòîâ èëè
èõ íàïðàâëåíèé (â íåñîáñòâåííîì ñëó÷àå). Åñëè â òî÷êå x ∈ Θ ñóùåñòâóåò

lim
y→x, y 6∈Θ

sgrad(f)(y),

òî ïîëå sgrad(f) èìååò òîëüêî îäíî ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå â x, è îíî ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì. Åñëè æå

lim
y→x, y 6∈Θ

|sgrad(f)(y)| = +∞, ∃ lim
y→x, y 6∈Θ

[sgrad(f)(y)]+ ,

òî åäèíñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå sgrad(f) â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì.
Ðàññìîòðèì ïðÿìûå ñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ 2. Ïðåäïîëàãàÿ dxf 6= 0 îáîçíà÷èì

Hx(f) ãèïåðïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ê ïîâåðõíîñòè f−1(f(x)) â òî÷êå x. Ïóñòü Zx(f)

åñòü ÿäðî ôîðìû ω, ðàññìàòðèâàåìîé íà Hx(f). Åãî ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé.

Ïðåäëîæåíèå 1 Åñëè dxf 6= 0 â îñîáîé òî÷êå x, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå.
1. Âñå ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ sgrad(f) â òî÷êå x èíöèäåíòíû Zx(f).
2. Âñå íåñîáñòâåííûå ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ sgrad(f) â òî÷êå x èíöèäåíòíû

Zx, è íè îäíî èç ñîáñòâåííûõ ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé íå ïðèíàäëåæèò Zx.
3.1. Åñëè df(Zx) 6= 0, òî ñîáñòâåííûõ ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé íåò è

Zx(f) = Zx ∩Hx(f), dimZx(f) = dimZx − 1.
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3.2. Åñëè df(Zx) = 0 è dimZx < dim M , òî

Zx(f) ⊃ Zx, dimZx(f) = dimZx + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

df(sgrad(f)) = {f, f} = 0 è ω(v, sgrad(f)) = df(v),

òî sgrad(f)(y) ∈ Zy(f) â êàæäîé òî÷êå y 6∈ Θ, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê x. Îòñþäà
ñëåäóåò ï.1.

Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îïðåäåëåíèÿ 2. Åñëè [u]+ åñòü
ñîîòâåòñòâóþùåå åé íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå, òî sgrad(f)(xn) = λnun,
λn → +∞ äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ∈ TxnM , ñõîäÿøåéñÿ u. Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ v ∈ TxM è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn ∈ TxnM , ñõîäÿùåéñÿ ê v, èìååì:

ω(v, u) = limn→∞ ω(vn, un) = limn→∞(λn)−1 · ω(vn, sgrad(f)(xn)) =

= limn→∞(λn)−1 · dfxn(vn) = 0 · dfx(v) = 0.

Èòàê u ∈ Zx, ñëåäîâàòåëüíî [u]+ ⊂ Zx.
Ò.ê. ïðè df(Zx) 6= 0 ÿäðî Zx òðàíñâåðñàëüíî Hx(f), òî èç u ∈ Zx(f) ñëåäóåò,

÷òî âåêòîð u êîñîîðòîãîíàëåí TxM , ò.å. u ∈ Zx. Ïîñëåäíåå íåñîâìåñòèìî ñ óñëîâèåì
dxf 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè df(Zx) 6= 0, òî ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé íåò. Îòíîøåíèÿ
ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè Zx è Zx(f) î÷åâèäíû 2.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âáëèçè îñîáîé òî÷êè ñêîðîñòü ïîòîêà
sgrad(f) ìîæåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè, áåñêîíå÷íî ìåíÿÿ ñâîå íàïðàâëåíèå. Òàê ìîãóò
âåñòè ñåáÿ, íàïðèìåð, íàìàòûâàþùèåñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå P ⊂ Θ òðàåêòîðèè.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü dimZx = 2 è df(Zx) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x) ìíîæåñòâî S = Θ ∩ U(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòüþ. Äëÿ êàæäîãî y ∈ S ââåäåì â ïîäïðîñòðàíñòâå Zy áàçèñ

(
u(y), v(y)

)
,

ãëàäêî çàâèñÿùèé îò y. Ðàññìîòðèì íà ïîäìíîãîîáðàçèè S ôóíêöèè

ϕ(y) = df(u(y)) , ψ(y) = df(v(y)) .

Eñëè êîâåêòîðû dxϕ è dxψ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî êàæäîå îäíîìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â Zx èíöèäåíòíî íåêîòîðîìó íåñîáñòâåííîìó ïðåäåëüíîìó
ïîëîæåíèþ ïîëÿ sgrad(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê df(Zy) = 0 ýêâèâàëåíòíî ϕ(y) = ψ(y) = 0, òî
ìíîæåñòâî

P = {y ∈ S : df(Zy) = 0}
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ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè 2 â S. Åñëè x1, ..., xm �
êîîðäèíàòû â S, â êîòîðûõ ϕ(x) = x1 è ψ(x) = x2, òî P îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
x1 = x2 = 0. Ïóñòü χ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ â Θ, íå ñîïðèêàñàþùàÿñÿ
ñ P â òî÷êå x = χ(0). Íåñîáñòâåííûå ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ sgrad(f) â òî÷êå
χ(t) îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ lt = Zχ(t) ∩ Hχ(t)(f) (ïðåäëîæåíèå 1). Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿìàÿ lt èìååò óðàâíåíèå

λ1χ1(t) + λ2χ2(t) = 0

â êîîðäèíàòàõ λ1, λ2 áàçèñà
(
u(χ(t)), v(χ(t))

)
. Òàê êàê êðèâàÿ χ(t) íå ñîïðèêàñàåòñÿ

c P , òî îäíî èç ÷èñåë χ̇i(0), íàïðèìåð χ̇1(0), îòëè÷íî îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
â êîîðäèíàòàõ λ1, λ2 áàçèñà

(
u(x), v(x)

)
ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå lt ïðè t → 0

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
λ1 + λ2χ̇2(0)/χ̇1(0) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Zx 2.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü M = R4 è ω = x3dx1 ∧ dx2 + x2dx1 ∧ dx3− dx2 ∧ dx4 . Ìàòðèöà
ôîðìû ω èìååò âèä: 



0 x3 x2 0

−x3 0 0 −1

−x2 0 0 0

0 1 0 0




.

Ìíîæåñòâî Θ ñîâïàäàåò ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ x2 = 0. Â êàæäîé îñîáîé òî÷êå x ÿäðî
Zx íàòÿíóòî íà âåêòîðû

∂

∂x3

,
∂

∂x1

− x3
∂

∂x4

,

â ñèëó ÷åãî îíî êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Θ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x1x3 + x2.

Ïðÿìàÿ σ ⊂ Θ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì x1 = x2 = x3 = 0, ñîñòîèò èç òàêèõ òî÷åê
x, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî df(Zx) = 0, íî êàê óãîäíî áëèçêî ê x íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà
y ∈ Θ, â êîòîðîé df(Zy) 6= 0. Â ñàìîì äåëå:

df

(
∂

∂x3

)
= (x1dx3 + x3dx1 + dx2)

(
∂

∂x3

)
= x1, df

(
∂

∂x1

− x3
∂

∂x4

)
= x3.

Çàìåòèì, ÷òî â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Θ ïëîñêîñòü Zx îðòîãîíàëüíà
ïðÿìîé σ â êàæäîé òî÷êå x ∈ σ. Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 2 ê èññëåäîâàíèþ
ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîëÿ sgrad(f). Â êîîðäèíàòàõ x1, x3, x4 íà S = Θ èìååì:

ϕ(x) = x1, ψ(x) = x3.
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Êîâåêòîðû dϕx è dψx ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå x ∈ Θ. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 2, êàæäîå íàïðàâëåíèå â Zx ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì ïðåäåëüíûì
ïîëîæåíèåì sgrad(f). Ëåãêî íàéòè èíòåãðàëüíóþ òðàåêòîðèþ ïîëÿ sgrad(f),
óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

x1(0) = a1, x2(0) = a2 6= 0, x3(0) = a3, x4(0) = a4 .

Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè, ãäå t � âðåìÿ:

x1(t) = a1e
−t/a2 , x2(t) = a2, x3(t) = a3e

t/a2 , x4(t) = a4 +

(
a1a3

a2

− 1

)
t.

Èíòåðåñíî, ÷òî åñëè ïðÿìóþ σ ïàðàìåòðèçîâàòü ïàðàìåòðîì t òàê, ÷òî x4(t) = −t,
òî êàæäûé âåêòîð ñêîðîñòè σ̇(t) áóäåò ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèåì ïîëÿ sgrad(f) â
òî÷êå σ(t). Â ýòîì ñìûñëå ïðÿìóþ σ(t), ñîñòîÿùóþ èç îñîáûõ òî÷åê, ìîæíî ñ÷èòàòü
èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèåé ïîëÿ sgrad(f) 2.

Â ôîêóñå âíèìàíèÿ äàííîé ðàáîòû íàõîäÿòñÿ ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè, êîððåêòíî
îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(p) îñîáîé òî÷êè p èëè, ïî-êðàéíåé ìåðå,
èìåþùèå áåñêîíå÷íóþ ôàçîâóþ ñêîðîñòü íà ïîâåðõíîñòè Θ ∩ O(p) è ãëàäêîå ïîëå
íàïðàâëåíèé íà O(p). Åñëè ïîëå sgrad(f) ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà O(p), òî èç
ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî df(Zq) = 0 äëÿ êàæäîãî q ∈ Θ ∩ O(p). Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü f1(u, v) = u1v1 + u3, f2(u, v) = u2 + v2
1 , ãäå (u, v) ∈ R3 ×

R3. Òîãäà óðàâíåíèÿ f1(u, v) = f2(u, v) = 0 îïðåäåëÿþò 4-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå
M ⊂ R6. Ïóñòü ω � îãðàíè÷åíèå íà M ñòàíäàðòíîé ôîðìû du ∧ dv, òîãäà (M, ω) �
ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ. Îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ⊂ M ÿâëÿåòñÿ
3-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ, è îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè u2 = u3 = v1 = 0. Â êàæäîé òî÷êå
x = (u,v) ∈ Θ ÿäðî Zx íàòÿíóòî íà âåêòîðû

∂

∂v2

,
∂

∂v3

− u1
∂

∂u1

.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî âû÷èñëèì ôîðìó

ω =
3∑

i=1

(dui ∧ dvi) |M = du1 ∧ dv1 − 2v1dv1 ∧ dv2 − u1dv1 ∧ dv3 − v1du1 ∧ dv3.

Â îñîáîé òî÷êå x èìååì ω = du1 ∧ dv1 − u1dv1 ∧ dv3 è, äàëåå,

∀X ∈ TxM : ω

(
∂

∂v2

, X

)
= 0 ,
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ω

(
∂

∂v3

− u1
∂

∂u1

, X

)
= −(dv1 ∧ (du1 + u1dv3))

(
∂

∂v3

− u1
∂

∂u1

, X

)
,

(du1 + u1dv3)

(
∂

∂v3

− u1
∂

∂u1

)
= −u1 + u1 = 0 ⇒

⇒ ω

(
∂

∂v3

− u1
∂

∂u1

, X

)
=

∣∣∣∣∣∣
0 Xu1 + u1X

v3

0 Xv1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Â êîîðäèíàòàõ (u1, v1, v2, v3) ìàòðèöà ôîðìû ω âûãëÿäèò
òàê:

Ω =




0 1 0 −v1

−1 0 −2v1 −u1

0 2v1 0 0

v1 u1 0 0




.

Ôóíêöèÿ f(u, v) = v1, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ df(Zx) ≡ 0, îäíàêî

lim
Θ63y→x

|sgrad(f)(y)| = +∞ ∀x ∈ Θ.

Äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íî íàéòè êîìïîíåíòó sgrad(f), êîòîðàÿ â îñîáîé òî÷êå
îáðàùàåòñÿ â ∞. Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð

(sgrad(f))v2 = (sgrad(f))3 =
(
Ω−1

)3,2
=

1

2v1

2.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè dxf 6= 0 è 2 - ìåðíîå ÿäðî Zx òðàíñâåðñàëüíî
ãèïåðïëîñêîñòè Hx(f), òî âñå ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ ïîëÿ sgrad(f) èíöèäåíòíû
ïðÿìîé Zx ∩Hx(f) è ÿâëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå
äâóõ òàêèõ ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíû ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííàÿ 2-
ôîðìà ω è ôóíêöèÿ F , ãëàäêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ ∈ Θ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
dimZθ = 2 è dF (Zθ) 6= 0. Òîãäà

lim
Θ63θ′→θ

|sgrad(F )(θ′)| = +∞

è â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ x â îêðåñòíîñòè θ ïðè θ′ → θ ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
Pf(ωθ′ )>0

[sgrad(F )(θ′)]+ = l+, lim
Pf(ωθ′ )<0

[sgrad(F )(θ′)]+ = l−,

èíöèäåíòíûå ïðÿìîé Zθ ∩ Hθ(F ). Ïðè ýòîì, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè θ

ïôàôôèàí Pf(ω)(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ, òî l+ = −l−,
èíà÷å l+ = l−.
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Äîêàçàòåëüñòâî Íàïîìíèì, ÷òî Pf(ω) =
√

det ω � ýòî ëþáîé èç äâóõ
(îòëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè) ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ω. Åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Pf(ω) =
∑

σ=(i1,j1,i2,j2,...,in,jn)

sgn(σ)ωi1j1ωi2j2 . . . ωinjn ,

ãäå â êàæäîé ïåðåñòàíîâêå σ âñå is < js è is < is+1. Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ïôàôôèàí
óìíîæàåòñÿ íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè.

Ââåäåì â îêðåñòíîñòè U(θ) òàêèå êîîðäèíàòû x = (x1, . . . , x2n), ÷òî x(θ) = 0 è
ïëîñêîñòü Zθ íàòÿíóòà íà âåêòîðû ∂/∂x1, ∂/∂x2 â òî÷êå θ. Â êîîðäèíàòàõ x èìååì:

D(x) = sgrad(F )(x) · Pf(ω)(x), Di(x) = −
2n∑

j 6=i

Aij(x)
∂F

∂xj

,

Aij =
∑

σ=(i,j,i2,j2,...,in,jn)

sgn(σ)ωi2j2 . . . ωinjn .

Ïîñêîëüêó ïðè x → 0 ìàòðèöà ω â ïðåäåëå èìååò âèä



0 ω1,2 0 0 . . . 0 0

−ω1,2 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 ω3,4 . . . ω3,2n−1 ω3,2n

0 0 ω4,3 0 . . . ω4,2n−1 ω4,2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 ω2n,3 ω2n,4 . . . ω2n,2n−1 0




,

òî èç âñåõ âåëè÷èí Aij(0) òîëüêî A1,2(0) è A2,1(0) ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Â
ñàìîì äåëå, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë i èëè j ïðåâûøàåò 2, òî â êàæäîé ïåðåñòàíîâêå
âèäà

(i, j, i2, j2, . . . , in, jn) ,

ãäå âñå is < js, õîòÿ áû îäíà èç ïàð is, js óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ is ≤ 2, js > 2. Òîãäà
ωisjs(0) = 0, ïîýòîìó âñå ñëàãàåìûå âåëè÷èíû Aij(0) ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî
Di(0) = 0 äëÿ âñåõ i > 2. Äàëåå

A1,2(0) =
∑

σ=(1,2,i2,j2,...,in,jn)

sgn(σ)ωi2j2 . . . ωinjn = Pf(ω̃),

is < js, is < is+1, A1,2(0) = −A2,1(0),
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ω̃ =




0 ω3,4 . . . ω3,2n−1 ω3,2n

ω4,3 0 . . . ω4,2n−1 ω4,2n

. . . . . . . . . . . .

ω2n−1,3 ω2n−1,4 . . . 0 ω2n−1,2n

ω2n,3 ω2n,4 . . . ω2n,2n−1 0




.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî D1(0) = −A1,2(0)∂F/∂x2, D2(0) = A1,2(0)∂F/∂x1 è

lim
θ′→θ

sgrad(F )(θ′) = lim
θ′→θ

1

Pf(ω)

(
−Pf(ω̃)

∂F

∂x2

, Pf(ω̃)
∂F

∂x1

, 0, . . . , 0

)
=

= lim
θ′→θ

1

ω1,2

(
− ∂F

∂x2

,
∂F

∂x1

, 0, . . . , 0

)
.

Ïî óñëîâèþ dF (Zθ) 6= 0, ïîýòîìó âåêòîð-ñîìíîæèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå
θ. Â ñèëó dimZθ = 2 ìàòðèöà ω̃(0) íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó çíàê Pf(ω)(x)

âáëèçè θ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ω1,2. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Óñëîâèå çíàêîïîñòîÿíñòâà Pf(ω) èíâàðèàíòíî, íî åãî çíàê íåèíâàðèàíòåí, ïîýòîìó
íàïðàâëåíèÿ l± ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò ìîãóò ìåíÿòüñÿ ìåñòàìè 2.

Â òåîðåìå 4 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàìêíóòîñòü ω, ïîýòîìó îíà ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ èçó÷åíèÿ âûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ò.í. ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé [90]. Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò îáùåå óòâåðæäåíèå î òèïè÷íîì ïîâåäåíèè
ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ âáëèçè îñîáîé òî÷êè p . Åäèíñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì î
ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííîé 2-ôîðìå ω ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîñòü åå ðàíãà â òî÷êå
âûðîæäåíèÿ p, ÷òî ýêâèâàëåíòíî dim Ker(ωp) = 2.

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü (M,ω) � ñèìïëåêòè÷åñêîå (èëè ïî÷òè ñèìïëåêòè÷åñêîå)
ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ è f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U(p) òàêîé òî÷êè p ∈ Θ, ÷òî dim(Zp) = 2. Åñëè df(Zp) 6= 0 è âáëèçè òî÷êè
p ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, òî äëÿ íåêîòîðîé øàðîâîé
îêðåñòíîñòè O 3 p è ñâÿçíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ S = O∩Θ èìååò ìåñòî cëåäóþùåå.

1. Ïðè codim S > 1 ïîëå íàïðàâëåíèé sgrad(f) ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà O.
2. Ïðè codim S = 1 ãèïåðïîâåðõíîñòü S ðàçðåçàåò O íà ïîëóøàðèÿ O+ è O−

òàê, ÷òî O = O+ ∪ O− è O+ ∩ O− = S. Åñëè ïôàôôèàí Pf(ω) èìååò ïîñòîÿííûé
çíàê íà ìíîæåñòâå O\S, òî ïîëå íàïðàâëåíèé sgrad(f) ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà O,
èíà÷å îíî ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ òîëüêî íà êàæäîå èç ïîëóøàðèé O±. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå â êàæäîé òî÷êå S ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ sgrad(f) èç O+ è O− ÿâëÿþòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûìè.

3. Â áåñêîíå÷íîé áëèçîñòè îò S ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà sgrad(f) áåñêîíå÷íî
âåëèêà.
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Âîçíèêàþùàÿ â ñëó÷àå codim S = 1 àëüòåðíàòèâà ñâÿçàíà ñî çíàêîì Pf(ω) â
áåñêîíå÷íî òîíêîì ñëîå, ïðèëåãàþùåì ê ãèïåðïîâåðõíîñòè S. Åñëè ïðè ïåðåõîäå
èç ïîëóøàðèÿ O+(p) â ïîëóøàðèå O−(p) ÷åðåç èõ îáùóþ ãðàíèöó S çíàê Pf(ω) íå
ìåíÿåòñÿ, òî ïîëå íàïðàâëåíèé sgrad(f) ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà âåñü øàð O(p).
Èíà÷å íà êàæäîì èç ïîëóøàðèé îíî ïðîäîëæàåòñÿ òàê, ÷òî â òî÷êàõ S ïðåäåëüíûå
íàïðàâëåíèÿ èç ðàçíûõ ïîëóøàðèé îêàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè.

Â äàëüíåéøåì, íàêëàäûâàÿ íà îñîáûå òî÷êè óñëîâèå êîíòàêòíîñòè, ìû óçíàåì
î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé ñóùåñòâåííî áîëüøå. Ýòî ïîçâîëèò
äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû Äàðáó äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ò.å äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, â
êîòîðûõ ìàòðèöà ôîðìû ω ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó (1.3). Ýòîò
ðåçóëüòàò ïîëó÷åí öåíîþ æåñòêîãî îãðàíè÷åíèÿ âîçìîæíûõ âûðîæäåíèé ôîðìû.
Îäíàêî ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè
îáùíîñòü ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû Âàéíøòåéíà íåäîñòèæèìà.

Ïðåäëîæåíèå 3 Ïóñòü ìàòðèöà çàìêíóòîé, ïî÷òè âñþäó íåâûðîæäåííîé 2-
ôîðìû ω â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x = (x1, . . . , x2k, x2k+1, . . . , x2n), çàäàííûõ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ ∈ Θ, èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä




0 ω1,2 . . . ω1,2k

ω2,1 0 . . . ω2,2k

. . . . . . . . . . . .

ω2k,1 ω2k,2 . . . 0

0 1

−1 0

. . .




ãäå ïîäìàòðèöà Ω ðàâíà íóëþ â òî÷êå ρ. Òîãäà, åñëè äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U(ρ) ìíîæåñòâî S = Θ ∩ U(p) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, òî ÿäðî Zρ

ôîðìû ω â òî÷êå ρ òðàíñâåðñàëüíî TρS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìêíóòîñòè ôîðìû ω ìàòðèöà Ω â ëåâîì âåðõíåì óãëó íå
çàâèñèò îò êîîðäèíàò x2k+1, . . . , x2n. Â ñàìîì äåëå, ïðè 1 ≤ i, j ≤ 2k èìååì

∂ωi,j

∂x2k+s

− ∂ω2k+s,j

∂xi

+
∂ω2k+s,i

∂xj

= 0, ω2k+s,j ≡ 0, ω2k+s,i ≡ 0 ⇒ ∂ωi,j

∂x2k+s

= 0.
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Ïîýòîìó â êîîðäèíàòàõ x ïîäìíîãîîáðàçèå S îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé: 




f1(x1, . . . , x2k) = 0

. . . . . . . . .

fm(x1, . . . , x2k) = 0 .

Ïîñêîëüêó ÿäðî Zρ íàòÿíóòî íà âåêòîðû

∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂x2k

,

åãî òðàíñâåðñàëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâó TρS î÷åâèäíà 2.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 âûòåêàåò, ÷òî â ïðèìåðàõ 2 è 3, ãäå ÿäðà ôîðì êàñàþòñÿ

îñîáûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê èõ ìàòðèöû íåëüçÿ ïðèâåñòè
ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó.

§1.3. ×àñòíûé èíòåãðàë, ñâÿçàííûé ñ îñîáåííîñòüþ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðû èíâàðèàíòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü M ⊂ N , êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû sgrad(H), çàäàíà êàê ñîâìåñòíûé óðîâåíü íåêîòîðûõ ôóíêöèé íà
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (N, Ω). Ñóùåñòâóåò ëè ÷àñòíûé èíòåãðàë, êîòîðûé
ìîæíî ÿâíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû Ïóàññîíà ýòèõ ôóíêöèé ? ×åòíî-ìåðíàÿ,
èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü M ìîæåò îêàçàòüñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,
îäíàêî ðàçóìíåå îæèäàòü, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ íà íåé ôîðìà èìååò âûðîæäåííóþ
îñîáåííîñòü. Îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ⊂ M âñåãäà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîòîêà
sgradΩ|M (H), åñëè òàêîâîé êîððåêòíî îïðåäåëåí íà M . Ïîýòîìó åñòåñòâåííî, ÷òî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîâåðõíîñòü

Θ = {x ∈ M : det (Ω|M(x)) 6= 0}

ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì óðîâíåì íåêîòîðîãî èíòåãðàëà sgrad(H). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî îí ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû Ïóàññîíà ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ âëîæåíèå
M ⊂ N . Äåëî â òîì, ÷òî îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì óðîâíåì ýòîãî
îïðåäåëèòåëÿ (ðàññìàòðèâàåìîãî íà M). Â äàííîì ïàðàãðàôå íàéäåíî íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òàêîãî ñîáûòèÿ. Âîçíèêàþùèé ÷àñòíûé èíòåãðàë íåòðèâèàëåí,
åñëè è òîëüêî åñëè èíäóöèðîâàííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íåâûðîæäåíà õîòÿ
áû â îäíîé òî÷êå. Ïîýòîìó èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü äîëæíà áûòü ÷åòíî-ìåðíîé.

Ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (N, ω) è ãëàäêóþ ôóíêöèþ H íà N .
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Îïðåäåëåíèå 3 Åñëè {f,H}(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ M , ò.å. f |M ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì èíòåãðàëîì (sgrad(H))|M , òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì
sgrad(H) íà M .

Äëÿ íåêîòîðûõ íåçàâèñèìûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé fj : N → R ðàññìîòðèì
ðåãóëÿðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

M =
{

x ∈ N | f1(x) = . . . = f2n(x) = 0
}

, (1.7)

êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî sgrad(H), ò.å. sgrad(H)(x) ∈ TxM äëÿ âñåõ x ∈
M . Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì ôàêòîì [30].

Ïðåäëîæåíèå 4 Ïîâåðõíîñòü M èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî sgrad(H), åñëè è
òîëüêî åñëè

{H, fj} =
2n∑

k=1

αj,kfk (1 ≤ j ≤ 2n) (1.8)

äëÿ íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé αj,k, êîòîðûå îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè M .

Ïî÷òè âñå èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû çàäàíû íà
êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ èëè íà îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ. Îäíàêî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî â áóäóùåì ñòàíóò áîëåå àêòóàëüíûìè ñèñòåìû, êîòîðûå óäàåòñÿ
ïðîèíòåãðèðîâàòü òîëüêî íà èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ. Ïî-âèäèìîìó ïåðâûé
ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð òàêîé çàäà÷è áûë îïèñàí â [5], à åå ôàçîâàÿ òîïîëîãèÿ
èññëåäîâàíà â ðàáîòå [95]. Ýòà ñèñòåìà çàäàíà íà ïîäìíîãîîáðàçèè

M =
{

x ∈ N | f1(x) = 0, f2(x) = 0
}

, (1.9)

ãäå N ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé 6-ìåðíîé îðáèòîé êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ, è îíà
îïèñûâàåò âîë÷îê Êîâàëåâñêîé â äâóõ ñèëîâûõ ïîëÿõ. Ôàçîâîå ìíîãîîáðàçèå M

ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ íóëåâîãî óðîâíÿ îáùåãî èíòåãðàëà âèäà f 2
1 + f 2

2 . Ïîñëåäíèé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêîå îáîáùåíèå èíòåãðàëà Êîâàëåâñêîé, ÷òî M ñîîòâåòñòâóåò 1
êëàññó Àïïåëüðîòà êëàññè÷åñêîé çàäà÷è (ñì. § 2.3). Äðóãèå 4-ìåðíûå èíâàðèàíòíûå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ âèäà (1.9), êîòîðûå àíàëîãè÷íû 2, 3 è 4 êëàññàì Àïïåëüðîòà,
áûëè íåäàâíî íàéäåíû â [71]. Âî âñåõ âûøåóêàçàííûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò ÷àñòíûå
èíòåãðàëû âèäà {f1, f2}, êîòîðûå íàáëþäàëèñü è â äðóãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè òâåðäîãî
òåëà. Èçâåñòíî è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè

{H, f1} = ϕf2, {H, f2} = ψf1
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ôóíêöèÿ {f1, f2} ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû sgrad(H) íà
ïîäìíîãîîáðàçèè (1.9). Äðóãîå õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå :

{H, f1} = gf1, {H, f2} = −gf2 .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååì òîæäåñòâî

trace(α)(x) = α1,1 + α2,2 = 0 ∀x ∈ M,

ãäå ìàòðèöà α îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì (1.8) è n = 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî
îáðàòíîå: ïðè óñëîâèè

trace(α)(x) = 0

âñåãäà ñóùåñòâóåò ÷àñòíûé èíòåãðàë âèäà {f1, f2} (ò.ê. ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ôóíêöèÿ
4{f1, f2}2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì). Â äàííîé ðàáîòå ýòîò, ïî-âèäèìîìó,
âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííûé êðèòåðèé äîêàçàí è îáîáùåí äëÿ ëþáîãî n ≥ 1.

Ëåììà 2 Ïóñòü 1 ≤ i, j ≤ 2n è Pf(P) åñòü ïôàôôèàí ìàòðèöû Ïóàññîíà

P =
({fi, fj}

)
,

ãäå ôóíêöèè fi çàäàíû íà M (1.7). Òîãäà ∀x ∈ M èìååò ìåñòî:

{Pf(P), H}(x) = −trace
(
αi,j

)
(x) · Pf(P)(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
(
ωi,j

)
åñòü êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ 2n × 2n - ìàòðèöà, òî

ìíîãî÷ëåí
Pf(ω) ∈ Z[ω1,2, . . . , ωi,j, . . . , ω2n−1,2n],

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
(
Pf(ω)

)2
= det

(
ω
)
,

íàçûâàåòñÿ ïôàôôèàíîì ìàòðèöû
(
ωi,j

)
. Âîçüìåì ìíîæåñòâî S2n âñåõ ïåðåñòàíîâîê

íàáîðà (1, . . . , 2n) è âûáåðåì ïîäìíîæåñòâî

S̃2n =
{

(i1, j1, . . . , in, jn) ∈ S2n | ∀t it < jt, it < it+1

}
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Pf(ω) =
∑

σ=(i1,j1,...,in,jn)∈eS2n

sgn(σ) · ωi1,j1 · . . . · ωin,jn ,
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ãäå sgn(σ) = |σ| � çíàê ïåðåñòàíîâêè. Ñëåäîâàòåëüíî

Pf(P) =
∑

σ∈eS2n

sgn(σ) · {fi1 , fj1} · . . . · {fin , fjn}.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ßêîáè {{fi, fj}, H} = {{H, fj}, fi} − {{H, fi}, fj} ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ {Pf(P), H} â ëþáîé òî÷êå x ∈ M :

∑

σ∈eS2n

sgn(σ)




∑2n
s=1 αj1,s{fs, fi1}{fi2 , fj2} . . . {fin , fjn}

−∑2n
s=1 αi1,s{fs, fj1}{fi2 , fj2} . . . {fin , fjn}
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

+
∑2n

s=1 αjn,s{fs, fin}{fi1 , fj1} . . . {fin−1 , fjn−1}
−∑2n

s=1 αin,s{fs, fjn}{fi1 , fj1} . . . {fin−1 , fjn−1}.




(1.10)

Èç ñóììû (1.10) âîçüìåì íåíóëåâîå ñëàãàåìîå âèäà

sgn(σ)αjp,s{fs, fip}{fi1 , fj1} . . . {fip−1 , fjp−1}{fip+1 , fjp+1} . . . {fin , fjn}. (1.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî s = iq èëè s = jq. Åñëè s = iq è

σ = (i1, j1, . . . , ip, jp, . . . , iq, jq, . . . , in, jn)

òî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâêè:

σ′ = (i1, j1, . . . , ip, iq, . . . , jq, jp, . . . , in, jn) åñëè jq < jp,

σ′ = (i1, j1, . . . , ip, iq, . . . , jp, jq, . . . , in, jn) åñëè jq > jp

(âçÿòûå èç S̃2n). Âûáåðåì èç (1.10) ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå

sgn(σ′)αjp,s{fs, fjq}{fi1 , fj1} . . . {fip , fiq=s} . . . {fin , fjn}

èëè, ñîîòâåòñòâåííî,

−sgn(σ′)αjp,s{fs, fjq}{fi1 , fj1} . . . {fip , fiq=s} . . . {fin , fjn},

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò (1.11) òîëüêî çíàêîì. Åñëè s = jq è

σ = (i1, j1, . . . , ip, jp, . . . , iq, jq, . . . , in, jn),

òî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâêè:

σ′ = (i1, j1, . . . , ip, jq, . . . , iq, jp, . . . , in, jn) åñëè iq < jp,

σ′ = (i1, j1, . . . , ip, jq, . . . , jp, iq, . . . , in, jn) åñëè iq > jp

39



(âçÿòûå èç S̃2n). Âûáåðåì èç (1.10) ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå

sgn(σ′)αjp,s{fs, fiq}{fi1 , fj1} . . . {fip , fjq=s} . . . {fin , fjn},

èëè, ñîîòâåòñòâåííî,

−sgn(σ′)αjp,s{fs, fiq}{fi1 , fj1} . . . {fip , fjq=s} . . . {fin , fjn},

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò (1.11) òîëüêî çíàêîì.
Îïóñêàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî çàêëþ÷èòü ñëåäóþùåå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû (1.10) îòëè÷íî îò íóëÿ è
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìíîæèòåëü αjp,s èëè αip,s íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì.
Òîãäà â ñóììå (1.10) âñåãäà íàéäåòñÿ ñëàãàåìîå, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ òîëüêî çíàêîì.
Ïîýòîìó ñóììà (1.10) ðàâíà

−
∑

σ∈eS2n

sgn(σ)


 (αi1,i1 + αj1,j1 + . . . + αin,in + αjn,jn)·

·{fi1 , fj1} · . . . · {fin , fjn}


 .

Ïåðâûé ìíîæèòåëü âíóòðè áîëüøèõ ñêîáîê ðàâåí trace
(
αi,j

)
2.

Òåîðåìà 5 Ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå N è ãëàäêóþ ôóíêöèþ H

íà íåì. Ïóñòü M ⊂ N åñòü ðåãóëÿðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå âèäà (1.7), êîòîðîå
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî sgrad(H). Òîãäà ôóíêöèÿ

det
({fi, fj}

)

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû sgrad(H) íà M , åñëè è òîëüêî åñëè

∀x ∈ M trace
(
αi,j

)
(x) = 0, (1.12)

ãäå ìàòðèöà
(
αi,j

)
îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì (1.8) è 1 ≤ i, j ≤ 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 2. Åñëè ôóíêöèè fi

çàìåíèòü íà íåçàâèñèìûå ôóíêöèè f̃j(f1, . . . , f2n) òî

α̃k,l(x) =
2n∑

i,j=1

∂f̃k

∂fi

αi,j(x)
∂fj

∂f̃l

∀x ∈ M.

Ñëåäîâàòåëüíî
(
αi,j

)
åñòü ìàòðèöà íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, è óñëîâèå

trace
(
αi,j

)
= 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà óðàâíåíèé (1.7) 2.
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Ñóùåñòâóåò èíòåðåñíûé ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå (1.12) âûïîëíåíî. Ðàññìîòðèì
ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå N è ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : N → R. Ïóñòü M ⊂ N �
ãëàäêàÿ, ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà

{x ∈ N : dxf = 0}. (1.13)

Òàêîå ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì äëÿ f . Åñëè f ÿâëÿåòñÿ îáùèì
èíòåãðàëîì sgrad(H), ò.å. {f,H} ≡ 0, òî M èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî sgrad(H).

Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü M � êðèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå äëÿ ôóíêöèè f : N →
R. Åñëè ∀x ∈ M ôóíêöèÿ f |D(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, ãäå D(x) ⊂ N

åñòü ïðîèçâîëüíûé, äîñòàòî÷íî ìàëûé 2-äèñê, êîòîðûé òðàíñâåðñàëåí M , òî M

íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

×òîáû ïðîâåðèòü ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü ãåññèàí d2f(x) íà
ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî Lx ⊂ TxN , êîòîðîå òðàíñâåðñàëüíî TxM . Åñëè
ïîëó÷àåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ∀x ∈ M , òî ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì êðèòè÷åñêèì äëÿ f . Åñëè êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà
(1.13) îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, òî f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà [30,46].

Ïðåäëîæåíèå 5 Ðàññìîòðèì ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå N è òàêèå ãëàäêèå
ôóíêöèè H, f íà íåì, ÷òî {H, f} ≡ 0. Ïóñòü M ⊂ N åñòü ðåãóëÿðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå âèäà (1.7), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì êðèòè÷åñêèì äëÿ
f . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ÷àñòíûé èíòåãðàë Φ ïîëÿ sgrad(H) íà M , ÷òî â
ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ âèäà

(f ,x) = (f1, . . . , f2n, x1, . . . , x2m)

âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî :

Φ(f ,x) = det
(
{fi, fj}

)
· det

(
∂2f

∂fi∂fj

)
(1 ≤ i, j ≤ 2n). (1.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû Ìîðñà ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ux

êàæäîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóþò òàêèå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè gj(f1, . . . , f2n), ÷òî

f =
2n∑

j=1

εjg
2
j εj = ±1, {H, gi} =

2n∑
j=1

βi,jgj

è ïîäìíîãîîáðàçèå M ∩ Ux ìîæíî îïðåäåëèòü óðàâíåíèåì

g1 = . . . = g2n = 0 .
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Äàëåå ìû èìååì:

0 = {H, f} = {H,

2n∑
j=1

εjg
2
j} = 2

2n∑
j=1

εjgj{H, gj} = 2
2n∑

i,j=1

εjβj,igjgi.

Ôèêñèðóåì ÷èñëî k ∈ {1, . . . , 2n} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî gj(z) = 0 äëÿ âñåõ j 6= k, íî
gk(z) 6= 0. Ïîñêîëüêó ìû èìååì

εkβk,k(z)g2
k(z) = 0

òî βk,k(z) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî trace
(
βi,j

)
(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ M . Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

det
({gi, gj}

)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû sgrad(H) íà M (òåîðåìà 5).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãåññèàí

d2f(x) =

(
∂2f

∂gi∂gj

)
= diag(2ε1, . . . , 2ε2n).

Ïðè çàìåíå ôóíêöèé g1, . . . , g2n ìàòðèöû d2f(x) è
({gi, gj}

)
âåäóò ñåáÿ, êàê

êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîðû. Ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöåé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Îäèí èç åãî èíâàðèàíòîâ åñòü
äåòåðìèíàíò. Îí ðàâåí

±22n · det
({gi, gj}

)
.

Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì èíòåãðàëîì, òî è ôóíêöèÿ (1.14) ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì èíòåãðàëîì 2.
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Ãëàâà 2. Ñèìïëåêòè÷åñêèå îñîáåííîñòè è òåîðèÿ À.Ò.
Ôîìåíêî.

§2.1. Òåîðèÿ À.Ò. Ôîìåíêî.

Äëÿ ôóíêöèè F íà ìíîãîîáðàçèè N îáîçíà÷èì CF ìíîæåñòâî {p ∈ N : dpF = 0}.

Îïðåäåëåíèå 1 Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ F : N → R íàçûâàåòñÿ áîòòîâñêîé
(ôóíêöèåé Áîòòà), åñëè êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà CF ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîãîîáðàçèåì ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè, è â êàæäîé òî÷êå p ∈ CF äëÿ
íåêîòîðîãî (è òîãäà ëþáîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà Lp ⊂ TpN , òðàíñâåðñàëüíîãî TpCF ,
îãðàíè÷åíèå ãåññèàíà d2

pF íà Lp ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Ïóñòü íà 4 - ìåðíîì, ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M4 äàíà ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà sgradH. Åå èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåçàâèñèìàÿ îò H, ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ F1 : M4 → R, ÿâëÿþùàÿñÿ èíòåãðàëîì.
Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî {F1, H} = 0. Ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h = H−1(h),
îòâå÷àþùåå ðåãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ h ãàìèëüòîíèàíà H : M4 → R, íàçûâàåòñÿ
èçîýíåðãåòè÷åñêèì. Îáîçíà÷èì F îãðàíè÷åíèå èíòåãðàëà F1 íà Q3

h ⊂ M4. Äëÿ
âñåõ åãî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé f êàæäàÿ êîìïàêòíàÿ, ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà F−1(f)

ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì òîðîì T 2 ⊂ Q3
h (òîðîì Ëèóâèëëÿ). Â äàëüíåéøåì ìíîãîîáðàçèå

Q3
h ïðåäïîëàãàåòñÿ çàìêíóòûì (ò.å. êîìïàêòíûì è íå èìåþùèì êðàÿ), à èíòåãðàë

F : Q3
h → R ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà. Òîãäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè F ñîñòàâëÿþò

ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñâÿçíûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ ê ñëåäóþùèì òðåì òèïàì:
îêðóæíîñòü S1, òîð T 2 è áóòûëêà Êëåéíà K2.

Êðèòè÷åñêèå òîðû T 2 (åñëè îíè åñòü) îáû÷íî èãíîðèðóþò, ïîñêîëüêó ñ òî÷êè
çðåíèÿ ôàçîâîé òîïîëîãèè îíè íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Êðîìå
ýòîãî, íà ëþáîì êðèòè÷åñêîì òîðå T 2 ⊂ Q3

h áîòòîâñêàÿ ôóíêöèÿ F : Q3
h → R

äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà f0 = F (T 2), â ñèëó ÷åãî âáëèçè T 2

ìîæíî çàìåíèòü F íà èíòåãðàë F0 = ±
√
|F − f0|. Òîãäà òîð T 2 îòâå÷àåò ðåãóëÿðíîìó

çíà÷åíèþ 0 èíòåãðàëà F0 (îïðåäåëåííîãî ëîêàëüíî). Ïîýòîìó ïîòîê sgradH íà òîðå
T 2 íå èìååò êà÷åñòâåííûõ ðàçëè÷èé ñ ïîòîêàìè íà áëèçêèõ òîðàõ Ëèóâèëëÿ. Òåîðèÿ
äîïóñêàåò íàëè÷èå êðèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé òèïà K2, è îíè âîçíèêàëè â ñâÿçè
ñ ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè íà áóòûëêå Êëåéíà [7]. Ïîñëåäíèå íå âñòðå÷àþòñÿ â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, ïîýòîìó îíè èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ. Â äàëüíåéøåì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ èíòåãðàëà F : Q3

h → R ÿâëÿþòñÿ
âëîæåííûìè îêðóæíîñòÿìè S1

ñ .
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Óñëîâèå áîòòîâîñòè ïîäðàçäåëÿåò êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè S1
ñ íà äâà òèïà.

Êàæäûé èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ èíäåêñîì êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ôóíêöèè F ,
ðàññìàòðèâàåìîé íà ïðîèçâîëüíîì, äîñòàòî÷íî ìàëîì, òðàíñâåðñàëüíîì ê S1

ñ äèñêå
D2 ⊂ Q3

h ñ öåíòðîì p ∈ S1
ñ . Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü S1

ñ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé
òðàåêòîðèåé sgradH, èíäåêñ íå çàâèñèò îò òî÷êè p ∈ S1

ñ . Çàìåòèì, ÷òî F : D2 → R

åñòü ôóíêöèÿ Ìîðñà. Åñëè èíäåêñ êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ðàâåí 0 èëè 2, òî fc = F (S1
ñ )

ÿâëÿåòñÿ (ëîêàëüíûì) ìèíèìóìîì èëè ìàêñèìóìîì èíòåãðàëà F : Q3
h → R. Òàêóþ

îêðóæíîñòü S1
ñ íàçîâåì ýêñòðåìàëüíîé. Åñëè èíäåêñ òî÷êè p ðàâåí 1, òî fc åñòü

ñåäëîâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, è îêðóæíîñòü S1
ñ íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé.

Ñåäëîâûå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà
êëàññà. Êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò îäíà èõ äâóõ âîçìîæíûõ òîïîëîãèé ò.í.
ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììû. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå èíòåãðàëüíûõ
òðàåêòîðèé ïîëÿ gradF , âõîäÿùèõ â îêðóæíîñòü S1

ñ ïðè t → +∞ è âûõîäÿùèõ èç
íåå ïðè t → −∞, ðàññìàòðèâàåìûõ â êàê óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè S1

ñ [58]. Ãðàäèåíò
grad âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå íà Q3

h. Cåïàðàòðèñíàÿ
äèàãðàììà ñîñòîèò èç äâóõ ïîâåðõíîñòåé, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî
îêðóæíîñòè S1

ñ . Îáå ýòè ïîâåðõíîñòè äèôôåîìîðôíû êîëüöó S1 × D1 èëè îáå
äèôôåîìîðôíû ëèñòó Ìåáèóñà S1 ×̃ D1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñåïàðàòðèñíàÿ äèàãðàììà
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîé, à âî âòîðîì � íåîðèåíòèðóåìîé.

Ïóñòü fc åñòü ëþáîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà F : Q3
h → R. Îáîçíà÷èì

Nc ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó F−1(fc), êîòîðàÿ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó.
Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [fc−ε; fc+ε] íåò êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé F êðîìå fc. Îáîçíà÷èì U(Nc) ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó F−1[fc−ε; fc+ε], êîòîðàÿ
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Nc . Êîìïîíåíòû êðàÿ U(Nc) ÿâëÿþòñÿ òîðàìè Ëèóâèëëÿ.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà sgradH íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè Q3

h ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëîì
âîçìóùåíèè h ôàçîâàÿ òîïîëîãèÿ Q3

h íå ìåíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ
îêðóæíîñòåé íà ëþáîì îñîáîì ñëîå Nc ⊂ Q3

h îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïðè ýòîì
ïî÷òè âñå òîðû Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ Q3

h ïðåäïîëàãàþòñÿ íåðåçîíàíñíûìè. Èíà÷å ñèñòåìà
âûðîæäàåòñÿ äî îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû, à ñëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Q3

h íà èíâàðèàíòíûå
òîðû (ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ) îïðåäåëåíî íåîäíîçíà÷íî è çàâèñèò îò âûáîðà èíòåãðàëà
F . Êàê ïðàâèëî òîïîëîãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî, åñëè ïðÿìàÿ {(h, f1) :

f1 ∈ R} òîëüêî òðàíñâåðñàëüíî è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàåò ãëàäêèå îòðåçêè
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ (H, F1) : M4 → R [7].
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà U(Nc) çàäàíà îðèåíòàöèÿ, è íà âñåõ êðèòè÷åñêèõ
îêðóæíîñòÿõ â Nc ôèêñèðîâàíû îðèåíòàöèè, îïðåäåëÿåìûå íàïðàâëåíèÿìè ïîòîêà
sgradH. Ïóñòü U(Nc

′) åñòü êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ Nc
′ ⊂ F ′−1(f ′c)

äëÿ êàêîé-íèáóäü èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû sgradH ′ ñ èíòåãðàëîì F ′ : Q3
h′ → R,

óäîâëåòâîðÿþùåé àíàëîãè÷íûì óñëîâèÿì. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé äèôôåîìîðôèçì
j : U(Nc) → U(Nc

′), ÷òî

∀f ∈ [fc − ε; fc + ε] ∃f ′ ∈ [f ′c − ε′; f ′c + ε′]

j
(
F−1(f) ∩ U(Nc)

)
= F ′−1(f ′) ∩ U(Nc

′) .

Ïðîùå ãîâîðÿ, äèôôåîìîðôèçì j ïåðåâîäèò îäíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â äðóãîå
(ñîâìåùàåò ñëîåíèÿ íà àòîìàõ). Çàìåòèì, ÷òî j(Nc) = Nc

′ è îòîáðàæåíèÿ j, j−1

ñîâìåùàþò ìåæäó ñîáîé êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè èíòåãðàëîâ F , F ′. Ïðè ýòîì
ýêñòðåìàëüíûå îêðóæíîñòè îòîáðàæàþòñÿ íà ýêñòðåìàëüíûå, à ñåäëîâûå � íà
ñåäëîâûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèé U(Nc) è U(Nc

′),
à òàêæå îðèåíòàöèè âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Òîãäà íàçîâåì ìíîãîîáðàçèÿ
U(Nc) è U(Nc

′) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.

Îïðåäåëåíèå 2 Àòîìîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîáðàçèé
U(Nc) ïî îòíîøåíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Àòîìîì òàêæå íàçûâàåòñÿ ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü U(Nc) êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè. Íåñìîòðÿ íà òåõíè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëà F , ñòðóêòóðà
àòîìà îò åãî âûáîðà íå çàâèñèò. Äåëî â òîì, ÷òî íåðåçîíàíñíàÿ ñèñòåìà sgradH

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà Q3
h è, ñòàëî áûòü, íà ëþáîì

ïîäìíîãîîáðàçèè U(Nc). Ïîñëåäíåå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé òèï
êóñî÷íî-ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Nc. Ïîýòîìó ïðè çàìåíå èíòåãðàëà F íà ëþáîé
áîòòîâñêèé èíòåãðàë F ′ íè îäèí èç àòîìîâ U(Nc) íå èçìåíèòñÿ.

Áåç ó÷åòà îðèåíòàöèé àòîìû óäîáíî âîñïðèíèìàòü, êàê áèôóðêàöèè ñëîåíèé
Ëèóâèëëÿ. Åñëè íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü áèôóðêàöèþ â âèäå ïðîöåññà äåôîðìàöèè
ïîâåðõíîñòè F−1(f), ïðîèñõîäÿùåé ïðè èçìåíåíèè f îò fc − ε äî fc + ε èëè
îáðàòíî, òî àòîì U(Nc) ñîñòîèò èç åå ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëîæåíèé U(Nc) ∩ F−1(f).
Ñëîæíîñòüþ àòîìà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ëþáîãî áîòòîâñêîãî
èíòåãðàëà F : U(Nc) → R. Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé àòîìîâ, à
òàêæå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ âñåõ àòîìîâ äàííîé ñëîæíîñòè [7]. Â
ìåõàíèêå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àëèñü àòîìû A, B, A∗ è C2.
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Àòîì A îòâå÷àåò îñîáîìó ñëîþ Nc, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé,
ýêñòðåìàëüíîé îêðóæíîñòüþ S1

ñ èíòåãðàëà F : Q3
h → R. Ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì

Φ ìíîãîîáðàçèÿ U(Nc) íà ïîëíîòîðèå S1×D2, îòîáðàæàþùèé êàæäûé òîð Ëèóâèëëÿ
íà òîð S1 × S1

0 , ãäå S1
0 ⊂ D2 åñòü íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì 0. Ïðè ýòîì

Φ
(
∂U(Nc)

)
= S1 × ∂D2 è Φ(S1

c ) = S1 × 0, ãäå 0 � öåíòð äèñêà D2 (ðèñ. 1).
Îáîçíà÷èì E1 âîñüìåðêó S1 ∨ S1 (áóêåò äâóõ îêðóæíîñòåé) è N2 � äèñê

ñ äâóìÿ äûðêàìè. Ãðàô E1 áóäåì ñ÷èòàòü âëîæåííûì âíóòðü N2, òàê ÷òî
âîñüìåðêà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñâîåãî öåíòðà 0 ∈ N2 ⊂ D2 (ðèñ. 2). Àòîì
B îòâå÷àåò îñîáîìó ñëîþ Nc, ñîäåðæàùåìó ñåäëîâóþ êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü
S1
ñ ñ îðèåíòèðóåìîé ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììîé. Ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì Φ

ìíîãîîáðàçèÿ U(Nc) íà ïðîèçâåäåíèå S1 × N2 (ò.í. îðèåíòèðóåìîå ñåäëî), êîòîðûé
îòîáðàæàåò êàæäûé òîð Ëèóâèëëÿ íà òîð S1 × Ñ1, ãäå Ñ1 ⊂ N2 åñòü íåêîòîðàÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (ðèñ. 4). Ïðè ýòîì

Φ(Nc) = S1 × E1, Φ
(
∂U(Nc)

)
= S1 × ∂N2, Φ(S1

c ) = S1 × 0 .

Àòîì A∗ îòâå÷àåò îñîáîìó ñëîþ Nc, ñîäåðæàùåìó ñåäëîâóþ êðèòè÷åñêóþ
îêðóæíîñòü S1

ñ ñ íåîðèåíòèðóåìîé ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììîé. Ïðåäïîëàãàÿ äûðêè
â N2 ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî öåíòðà 0, îñíîâàíèÿ öèëèíäðà [0; 1] × N2

ñêëåèì ïî îòîáðàæåíèþ (0, z) 7−→ (1,−z). Ïîëó÷èì ò.í. íåîðèåíòèðóåìîå ñåäëî
S1×̃N2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì òèïîì ìíîãîîáðàçèÿ U(Nc) àòîìà A∗.
Ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì Φ ìíîãîîáðàçèÿ U(Nc) íà êîñîå ïðîèçâåäåíèå S1×̃N2,
îòîáðàæàþùèé êàæäûé òîð Ëèóâèëëÿ íà òîð S1×̃Ñ1, ãäå Ñ1 ⊂ N2 åñòü çàìêíóòàÿ
êðèâàÿ èëè ïàðà çàìêíóòûõ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ (ðèñ. 2). Ïðè ýòîì

Φ(Nc) = S1×̃E1, Φ
(
∂U(Nc)

)
= S1×̃∂N2, Φ(S1

c ) = S1×̃0 = S1 × 0 .

Çàìåòèì, ÷òî êðàé S1 × N2 ñîñòîèò èç òðåõ òîðîâ, à êðàé S1×̃N2 � èç äâóõ.
Îñîáûå ñëîè S1 × E1 è S1×̃E1 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3. Àòîìû A, B è A∗ ÿâëÿþòñÿ
åäèíñòâåííûìè àòîìàìè ñëîæíîñòè 1. Êàæäàÿ áèôóðêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé
áèôóðêàöèé A, B è A∗, îäíàêî àòîìû ñ÷èòàþòñÿ íåäåëèìûìè îáúåêòàìè. Ïðèìåðîì
àòîìà ñëîæíîñòè 2 ÿâëÿåòñÿ C2. Âûðåçàÿ â öåíòðå ïîâåðõíîñòè N2 äûðêó, ïîëó÷èì
N2

0 . Ìíîãîîáðàçèå U(Nc) àòîìà àòîìà C2 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì S1 ×N2
0 .

Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü àòîìàìè ðàññëîåííûå, îðèåíòèðîâàííûå
ìíîãîîáðàçèÿ U(Nc) ñ ôèêñèðîâàííûìè îðèåíòàöèÿìè êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé,
ò.å., ïðåäñòàâèòåëè íåêîòîðûõ êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Àòîì
A ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, íîðìàëüíîé, êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòüþ ýêñòðåìàëüíîé

46



îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî áîòòîâñêîãî èíòåãðàëà F : Q3
h → R. Ëþáîé äðóãîé àòîì

âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî ñåäëîâûå îêðóæíîñòè, â ñèëó ÷åãî íàçûâàåòñÿ ñåäëîâûì.
Ââåäåì ïîíÿòèå äîïóñòèìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ãðàíèöå àòîìà. Îíà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð áàçèñîâ (λ, µ) â ãðóïïàõ ãîìîëîãèé H1(T
2, Z) ãðàíè÷íûõ

òîðîâ äàííîãî àòîìà, ïî îäíîìó áàçèñó íà êàæäîì òîðå T 2 ⊂ ∂U(Nc). Âñå ýòè áàçèñû
òàêæå íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè. Áàçèñîì (λ, µ) ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà
íåòðèâèàëüíûõ öèêëîâ, èìåþùèõ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ±1. Ìîæíî ãîâîðèòü î ïàðå
îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé λ è µ, âëîæåííûõ â òîð T 2 è íå ñòÿãèâàåìûõ íà íåì
â òî÷êó, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå è ðàññìàòðèâàåìûõ
ñ òî÷íîñòüþ äî ëþáûõ èçîòîïèé (íà òîðå). Èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ i(γ1, γ2) ïàðû
çàìêíóòûõ, ãëàäêèõ êðèâûõ γ1(t1) è γ2(t2) íà îðèåíòèðîâàííîì òîðå T 2 ÿâëÿåòñÿ
"àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî"

∑
p±1 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ p ýòèõ êðèâûõ. Êàæäîé òî÷êå

p = γ1(t
′
1) = γ2(t

′
2) îòâå÷àåò ñëàãàåìîå ±1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîëîæèòåëüíî èëè

îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì ÿâëÿåòñÿ áàçèñ èç âåêòîðîâ ñêîðîñòè γ̇1(t
′
1) è γ̇2(t

′
2)

â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TpT
2. Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïóñòü i(α, β) = 1 è γ = mα + nβ äëÿ íåêîòîðûõ öèêëîâ α, β, γ ∈ H1(T
2, Z), ãäå

m,n ∈ Z. Òîãäà i(γ, α) = −n è i(γ, β) = m. Ýòèõ ñîîòíîøåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
èñïîëüçîâàòü îïåðàöèè â ãðóïïå H1(T

2, Z) ÷èñòî ôîðìàëüíî.
Çàôèêñèðóåì ëþáóþ îðèåíòàöèþ Q3

h è, òåì ñàìûì, ââåäåì îðèåíòàöèè íà àòîìàõ.
Íà âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ èíòåãðàëà F : Q3

h → R (êîòîðûå de' facto îò íåãî
íå çàâèñÿò) çàäàíû îðèåíòàöèè, îïðåäåëÿåìûå ôàçîâûì ïîòîêîì sgradH. Íà êàæäîì
ãðàíè÷íîì òîðå T 2 ðàññìàòðèâàåìîãî àòîìà U(Nc) ⊂ Q3

h çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ
êðàÿ è âûáåðåì áàçèñ (λ, µ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì (ò.å.
i(λ, µ) = 1), ðóêîâîäñòâóÿñü ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè.

Öèêë λ íà ãðàíè÷íîì òîðå àòîìà A ÿâëÿåòñÿ ìåðèäèàíîì, ò.å., ïðåäñòàâëÿþùàÿ
åãî îêðóæíîñòü ñòÿãèâàåòñÿ âíóòðè ïîëíîòîðèÿ â òî÷êó (ðèñ. 1). Ñ òî÷íîñòüþ
äî îðèåíòàöèè òàêîé öèêë îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Î âûáîðå åãî îðèåíòàöèè áóäåò
ñêàçàíî íèæå. Â îòíîøåíèè öèêëà λ íà ãðàíè÷íîì òîðå T 2 ⊂ F−1(fc ± ε)

ñåäëîâîãî àòîìà U(Nc) ïðåäïîëîæèì ñëåäóþùåå. Ïðè ε → 0, ò.å., ïî ìåðå
ïðèáëèæåíèÿ òîðà T 2 ê îñîáîìó ñëîþ Nc ⊂ F−1(fc) îêðóæíîñòü λ ðàâíîìåðíî
ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé ñåäëîâîé îêðóæíîñòè S1

c ⊂ Nc. Òàêîé öèêë λ íà
ãðàíè÷íîì òîðå T 2 âñåãäà ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Ïðåäñòàâëÿþùóþ
åãî îêðóæíîñòü ìîæíî âûáðàòü, êàê ëþáóþ èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿ
òîðà ñ ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììîé îêðóæíîñòè S1

c . Ïðè ýòîì îðèåíòàöèþ öèêëà λ
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îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèÿ sgradH, ïîðîæäàþùàÿ êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü
S1

c . Åñëè åå ñåïàðàòðèñíàÿ äèàãðàììà îðèåíòèðóåìà, òî â ïðåäåëå ïðè ε → 0

îêðóæíîñòü λ ñîâïàäàåò ñ S1
c . Åñëè ñåïàðàòðèñíàÿ äèàãðàììà íåîðèåíòèðóåìà, òî

â ïðåäåëå îêðóæíîñòü λ ñêëåèâàåòñÿ âäâîå, äâóëèñòíî íàêðûâàÿ S1
c . Èìåííî òàê

ãðàíèöà ëèñòà Ìåáèóñà D1 ×̃ S1 íàêðûâàåò îñåâóþ îêðóæíîñòü 0×S1, êîãäà îòðåçîê
D1 = [−1; 1] ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó 0. Â ëþáîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîé
òðàåêòîðèè ïîëÿ sgradH, ïîðîæäàþùåé îêðóæíîñòü S1

c , ïåðåíîñèòñÿ íà öèêë λ.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé öèêë λ íà ãðàíèöå ñåäëîâîãî àòîìà îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Öèêë µ âñåãäà äîïîëíÿåò öèêë λ äî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî áàçèñà,
òàê ÷òî i(λ, µ) = 1. Öèêë µ îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, ò.ê. ýòèì æå ñâîéñòâîì
îáëàäàåò öèêë kλ + µ äëÿ ëþáîãî k ∈ Z. Íà ãðàíèöå àòîìà A òàêîé öèêë µ ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, îäíàêî åãî îðèåíòàöèÿ äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ýêñòðåìàëüíîé
êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòü S1

ñ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ ïîëíîòîðèÿ A. Ïîñêîëüêó
ïðè ε → 0 îêðóæíîñòü µ ⊂ F−1(fc ± ε) ãîìîòîïèðóåòñÿ íà S1

ñ , íàïðàâëåíèå
ïîðîæäàþùåé S1

ñ òðàåêòîðèè sgradH îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ öèêëà µ. Çàìåòèì,
÷òî õîòÿ ïðåäñòàâëÿþùàÿ öèêë µ îêðóæíîñòü ìîæåò íåñêîëüêî ðàç íàìàòûâàòüñÿ íà
ïîëíîòîðèå âîêðóã åãî îñè, ïðè ñòÿãèâàíèè ïîëíîòîðèÿ îíà ñòÿãèâàåòñÿ íà îñåâóþ
îêðóæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, îðèåíòàöèÿ öèêëà µ íà ãðàíèöå àòîìà A îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ öèêëà λ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ i(λ, µ) = 1.

Ðàññìîòðèì ñåäëîâîé àòîì U(Nc), íå ñîäåðæàùèé îêðóæíîñòåé c
íåîðèåíòèðóåìûìè ñåïàðàòðèñíûìè äèàãðàììàìè. Â îòíîøåíèè öèêëîâ µ íà
ãðàíè÷íûõ òîðàõ ýòîãî àòîìà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåêîòîðûå, ïðåäñòàâëÿþùèå èõ
îêðóæíîñòè âñå âìåñòå ñîñòàâëÿëè êðàé íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè P 2 ⊂ U(Nc),
êîòîðàÿ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò êàæäóþ êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü â
åäèíñòâåííîé òî÷êå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå U(Nc) äîëæíî áûòü ãîìåîìîðôíî
S1 × P 2, òàê ÷òî åãî ãðàíè÷íûì òîðàì îòâå÷àþò ïðîèçâåäåíèÿ S1 íà ãðàíè÷íûå
îêðóæíîñòè P 2, à êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü îòîáðàæàåòñÿ íà îêðóæíîñòü
âèäà S1 × p. Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü âñåãäà ñóùåñòâóåò è îíà íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì
(ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà íà äàííîì àòîìå [7]). Ïîâåðõíîñòè N2

0 íà ðèñ. 1 è N2

íà ðèñ. 2 ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè àòîìîâ C2 è B ñîîòâåòñòâåííî. Èòàê, öèêëû µ

íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ äàííîãî àòîìà ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè
ãðàíèöû ñå÷åíèÿ P 2. Çàìåòèì, ÷òî îíè íåîáõîäèìî íåñóò íà ñåáå îðèåíòàöèþ êðàÿ
P 2, åñëè îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè P 2 ⊂ U(Nc) îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ëþáîé
êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, ðàññìàòðèâàåìîé â êà÷åñòâå íîðìàëè ê P 2. Ïîñêîëüêó
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ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå, íåãîìîòîïíûå ìåæäó ñîáîé ñå÷åíèÿ P 2, îñòàåòñÿ íåêîòîðàÿ
ñâîáîäà â âûáîðå öèêëîâ µ. Ïîëó÷åííûé íàáîð áàçèñîâ (λ, µ) íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ
àòîìà U(Nc) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, à áàçèñû èç ëþáîãî òàêîãî
íàáîðà íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì àòîì U(Nc), ñîäåðæàùèé õîòÿ áû îäíó îêðóæíîñòü c
íåîðèåíòèðóåìîé ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììîé (∗ � îêðóæíîñòü). Â åãî ñèìâîëè÷åñêîì
îáîçíà÷åíèè êàæäîé òàêîé îêðóæíîñòè îòâå÷àåò çâåçäî÷êà ∗ [7]. Â äàííîì ñëó÷àå
íå ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íûõ ñå÷åíèé P 2, õîòÿ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü P̃ 2 ⊂
U(Nc), ÷òî U(Nc) ãîìåîìîðôíî êîñîìó ïðîèçâåäåíèþ S1×̃P̃ 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
∗ � îêðóæíîñòè S1

c â U(Nc) ðàññìîòðèì ëþáóþ åå íîðìàëüíóþ, êîìïàêòíóþ, íå
ïåðåñåêàþùóþ êðàé U(Nc) îêðåñòíîñòü V 3

c , â êîòîðîé íåò äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ
îêðóæíîñòåé. Îêðóæíîñòü S1

c îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò öèêë λ íà ãðàíè÷íîì òîðå T 2
ñ

ïîëíîòîðèÿ V 3
c . Ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè íà T 2

ñ îïðåäåëåí öèêë κ, ÿâëÿþùèéñÿ
ìåðèäèàíîì ïîëíîòîðèÿ V 3

c . Îðèåíòèðóåì öèêë κ òàê, ÷òîáû ïàðà (λ, κ) îïðåäåëÿëà
îðèåíòàöèþ êðàÿ V 3

c (êîòîðîå íåñåò íà ñåáå îðèåíòàöèþ àòîìà). Òîãäà ðàâåíñòâî
λ = κ− 2µñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íà T 2

ñ öèêë µñ, äîïîëíèòåëüíûé ê λ (ðèñ. 1). Ïðè
ñòÿãèâàíèè ïîëíîòîðèÿ V 3

c íà îñü S1
c ⊂ V 3

c îêðóæíîñòü µñ èçîòîïèðóåòñÿ íà S1
c , è

îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè êðàÿ V 3
c èìååò ìåñòî i(λ, µñ) = 1. Àíàëîãè÷íî, çàôèêñèðóåì

öèêëû µñ íà âñåõ îñòàëüíûõ ïîëíîòîðèÿõ ìàëîãî ðàäèóñà, ÿâëÿþùèõñÿ íîðìàëüíûìè
îêðåñòíîñòÿìè ∗ � îêðóæíîñòåé. Çàòåì óäàëèì èç àòîìà U(Nc) âíóòðåííîñòè âñåõ
ýòèõ ïîëíîòîðèé. Ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå U0(Nc) ñ òîðè÷åñêèì êðàåì,
ãîìåîìîðôíîå S1 × P 2, ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå P 2 ⊂ U0(Nc). Ñå÷åíèå P 2

ñëåäóåò (è ìîæíî) âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíî âûñåêàëî îêðóæíîñòü µñ íà ãðàíè÷íîì
òîðå T 2

c êàæäîãî óäàëåííîãî ïîëíîòîðèÿ V 3
c . Òîãäà íà êàæäîì èç ãðàíè÷íûõ

òîðîâ ìíîãîîáðàçèÿ U(Nc) ïîâåðõíîñòü P 2 îïðåäåëÿåò öèêë µ, äîïîëíÿþùèé λ äî
áàçèñà. Ôèêñèðóÿ îðèåíòàöèè âñåõ òàêèõ öèêëîâ µ èç óñëîâèÿ i(λ, µ) = 1, ïîëó÷èì
äîïóñòèìóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ãðàíèöå àòîìà U(Nc).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ðåãóëèðóåò âîçìîæíîñòü çàìåíû äîïóñòèìûõ ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò. Ïóñòü {(λj, µj)} åñòü äîïóñòèìàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ãðàíèöå àòîìà,
ãäå j ∈ J . Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë kj íàáîð áàçèñîâ {(λj, µj + kjλj)}j∈J ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑
j∈J kj = 0 [7].

Ìíîãîîáðàçèå Q3
h ìîæíî ñêëåèòü èç àòîìîâ U(Nc), ÿâëÿþùèõñÿ íîðìàëüíûìè,

êîìïàêòíûìè îêðåñòíîñòÿìè îñîáûõ ñëîåâ Nc ⊂ Q3
h, îòâå÷àþùèõ êðèòè÷åñêèì

çíà÷åíèÿì fc ëþáîãî áîòòîâñêîãî èíòåãðàëà F : Q3
h → R. Ñêëåèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
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äèôôåîìîðôèçìàìè ϕ : T 2
0 → T 2

1 ãðàíè÷íûõ òîðîâ òåõ àòîìîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé íåïðåðûâíûìè ñåìåéñòâàìè òîðîâ Ëèóâèëëÿ T 2

τ ⊂ Q3
h, ãäå τ ∈

[0; 1]. Êàæäûé òàêîé äèôôåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ñêëåèâàþùèì è îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíîé èçîòîïèåé G : [0; 1] × T 2 → Q3

h òîðà T 2
0 íà T 2

1 , ïðè êîòîðîé êàæäîå
ïîäìíîãîîáðàçèå G(τ, T 2) ÿâëÿåòñÿ òîðîì Ëèóâèëëÿ. Òîãäà

∀τ ∈ [0; 1] G(τ, T 2) = T 2
τ , ϕ ◦G(0, ·) = G(1, ·) .

Ìíîãîîáðàçèþ Q3
h ñîïîñòàâëÿåòñÿ ãðàô, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû

àòîìû, à ðåáðà îòâå÷àþò ñåìåéñòâàì òîðîâ Ëèóâèëëÿ T 2
τ , ñîåäèíÿþùèì àòîìû

U(Nc) ⊂ Q3
h ìåæäó ñîáîé. Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ìîëåêóëîé è îáîçíà÷àåòñÿ

W (Q3
h). Íà ðåáðàõ ìîëåêóëû äîëæíû áûòü ôèêñèðîâàíû îðèåíòàöèè, ïî êîòîðûì

îïðåäåëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿ ñêëåèâàþùèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ϕ : T 2
0 → T 2

1 . Îáû÷íî
ýòè îðèåíòàöèè èçîáðàæàþòñÿ ñòðåëêàìè-, íî ÷àñòî íàïðàâëåíèÿ ñêëååê íå âëèÿþò
íà çíà÷åíèÿõ ìåòîê, ïîýòîìó îðèåíòàöèè ðåáåð íå ôèêñèðóþòñÿ (ðèñ. 4).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ñêëåèâàþùèõ äèôôåîìîðôèçìàõ îòðàæàåòñÿ â
èçîìîðôèçìàõ ϕ∗ : H1(T

2
0 , Z) → H1(T

2
1 , Z) ãîìîëîãèé ñêëåèâàåìûõ òîðîâ. Ýòè

èçîìîðôèçìû îïðåäåëÿþòñÿ ò.í. ìàòðèöàìè ñêëåéêè

 α β

γ δ


 , ãäå α, β, γ, δ ∈ Z, αδ − βγ = −1,

λ1 = αϕ∗(λ0) + βϕ∗(µ0), µ1 = γϕ∗(λ0) + δϕ∗(µ0) , (2.1)

êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî â äîïóñòèìûõ áàçèñàõ öèêëîâ (λ, µ) íà ãðàíè÷íûõ
òîðàõ ñêëåèâàåìûõ àòîìîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñêëåéêè äîñòàòî÷íî
íàéòè èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ λ1, µ1, ϕ(λ0), ϕ(µ0) íà òîðå T 2

1 (ñì. âûøå
çàìå÷àíèå îá èíäåêñàõ ïåðåñå÷åíèÿ è îïåðàöèÿõ â H1(T

2, Z)).
×òîáû îïðåäåëèòü ñêëåèâàåìûå ïàðû ãðàíè÷íûõ òîðîâ, äëÿ êàæäîãî àòîìà

ñëåäóåò òàêæå çàäàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó åãî ãðàíè÷íûìè òîðàìè è òåìè ðåáðàìè
ìîëåêóëû W (Q3

h), êîòîðûå ñâÿçûâàþò ýòîò àòîì ñ ñîñåäÿìè. Íàïðèìåð, îäèíàêîâî
ïðîíóìåðîâàòü èõ. ×àñòî òàêîå ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ñòðóêòóðîé
ìîëåêóëû èëè íåñóùåñòâåííî â ñèëó ñèììåòðèè àòîìà. Â òàêîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ãðàíè÷íûìè òîðàìè è ðåáðàìè ìîëåêóëû íå ôèêñèðóåòñÿ (ðèñ. 4).

Íà êàæäîì ðåáðå ìîëåêóëû îïðåäåëåíà ïàðà ÷èñåë, íàçûâàåìûõ ìåòêàìè:

r =





α
β

mod 1, β 6= 0

∞, β = 0
ε = ±1 =





sign β, β 6= 0

sign α, β = 0
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Íåñêîëüêî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñåäëîâûõ àòîìîâ ìîãóò ñîñòàâëÿòü ñåìüþ. Ñìûñë
ýòîãî òåðìèíà âîñõîäèò ê ïîíÿòèþ ìíîãîîáðàçèÿ Çåéôåðòà, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ
êàæäûé àòîì. Åñëè íåñêîëüêî ñåäëîâûõ àòîìîâ ñêëåèâàþòñÿ â ìàêñèìàëüíîå
ìíîãîîáðàçèå Çåéôåðòà, òî îíè îáðàçóþò ñåìüþ. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé
äîñòàòî÷íî ñëåäóþùèõ ôàêòîâ. Äëÿ êàæäîé ïàðû àòîìîâ ñåìüè, ñâÿçàííûõ â
ìîëåêóëå W (Q3

h) õîòÿ áû îäíèì ðåáðîì, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî
ñ ìåòêîé r = ∞. Ëþáîé ìàêñèìàëüíûé íàáîð òàêèõ ñåäëîâûõ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ ñåìüåé
ïðè óñëîâèè, ÷òî íè îäèí èç íèõ íå ñîåäèíÿåòñÿ ñ àòîìîì A ðåáðîì ñ ìåòêîé r = ∞.
Ñåäëîâîé àòîì, ãðàíè÷àùèé òîëüêî ñ àòîìàìè A, ÿâëÿåòñÿ ñåìüåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå r - ìåòêè íà èíöèäåíòíûõ åìó ðåáðàõ îòëè÷íû îò ∞. Íà ðèñóíêàõ
ñåìüè àòîìîâ âûäåëÿþòñÿ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè (ðèñ. 4).

Ðåáðà ñ ìåòêîé r = ∞, ñîåäèíÿþùèå àòîìû äàííîé ñåìüè, íàçîâåì âíóòðåííèìè
ðåáðàìè. Âñå ðåáðà, ãðàíè÷àùèå ñ àòîìàìè ñåìüè, ïðîíóìåðóåì èíäåêñîì i è
cîïîñòàâèì êàæäîìó ðåáðó ei öåëîå ÷èñëî

θi =





[
αi

βi

]
, åñëè ei � âûõîäÿùåå ðåáðî,

− γi

αi
, åñëè ei � âíóòðåííåå ðåáðî,[

− δi

βi

]
, åñëè ei � âõîäÿùåå ðåáðî,

ãäå [·] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Äëÿ âíóòðåííåãî ðåáðà αi = ±1, ïîýòîìó
θi ∈ Z. Åùå îäíà ìåòêà, õàðàêòåðèçóþùàÿ òîïîëîãèþ ñêëååíîãî èç àòîìîâ ñåìüè
ìíîãîîáðàçèÿ (ìàêñèìàëüíîé Çåéôåðòîâîé êîìïîíåíòû), îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

n =
∑

i

θi .

Ìîëåêóëà W (Q3
h) ñ íàáîðîì ìåòîê r, ε íà êàæäîì ðåáðå è ìåòêàìè n äëÿ êàæäîé

ñåìüè àòîìîâ îáîçíà÷àåòñÿ W ∗(Q3
h) è íàçûâàåòñÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëîé.

Ìåòêè íå çàâèñÿò îò âûáîðà äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, îäíàêî çàâèñÿò
îò îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ Q3

h è íàïðàâëåíèé, çàäàííûõ íà ðåáðàõ ìîëåêóëû.
Ìå÷åíûå ìîëåêóëû W ∗(Q3

h), êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â ñèëó ýòèõ ïðè÷èí,
îòâå÷àþò ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûì ñëîåíèÿì Ëèóâèëëÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû sgradH1 è sgradH2, ðàññìàòðèâàåìûå
íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Q3

1 ⊂ M4
1 è Q3

2 ⊂ M4
2 , íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì j : Q3
1 → Q3

2.

Ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì j ñîâìåùàåò ìåæäó ñîáîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ
ìíîãîîáðàçèé Q3

1 è Q3
2. Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ ôàçîâîé òîïîëîãèè, ëèóâèëëåâî
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ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ. Ïðè ñîâïàäåíèè ìîëåêóë W ∗(Q3)

ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, íî îáðàòíîå íåâåðíî.

Îïðåäåëåíèå 4 Äàíû èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû sgradH1 è sgradH2 íà
îðèåíòèðîâàííûõ, èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Q3

1 è Q3
2. Ýòè ñèñòåìû

íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
j : Q3

1 → Q3
2, êîòîðûé ñîâìåùàåò ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà Q3

1 è Q3
2, îðèåíòàöèè

êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, èíäóöèðîâàííûå ïîòîêàìè sgradH1 è sgradH2, à
òàêæå îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèé Q3

1 è Q3
2.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.
Îáðàòíîå íåâåðíî. Ïðè îòîæäåñòâëåíèè Q3

1 =̃ Q3
2, ñîâìåùàþùåì ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ, íàïðàâëåíèÿ ïîòîêîâ íà êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ, à òàêæå îðèåíòàöèè
ìíîãîîáðàçèé ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûìè.

Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèé ðåáåð çíà÷åíèÿ ìåòîê ìîãóò èçìåíèòüñÿ. Ìåíÿþòñÿ
òîëüêî r - ìåòêè íà êîíå÷íûõ ðåáðàõ (r 6= ∞), òàê ÷òî íîâîå çíà÷åíèå r = δ/β

mod 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ñêëåéêè îðèåíòàöèè ðåáåð çàäàþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé
óäîáñòâà èëè ñëó÷àéíî, è ïðè ñðàâíåíèè ìîëåêóë W ∗(Q3) ýòî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü.

Òåîðåìà 1 Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû sgradH1 è sgradH2, èíòåãðèðóåìûå â
áîòòîâñêèõ èíòåãðàëàõ è íåðåçîíàíñíûå íà íåîñîáûõ, ñâÿçíûõ, çàìêíóòûõ
èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Q3

1 è Q3
2, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîëåêóëû W ∗(Q3
1) è W ∗(Q3

2) ðàâíû èëè ìîãóò áûòü ñäåëàíû
ðàâíûìè ïîñëå èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèé íåêîòîðûõ ðåáåð.

Ðàâåíñòâî W ∗(Q3
1) = W ∗(Q3

2) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìåîìîðôèçìà ãðàôîâ
W (Q3

1) è W (Q3
2), ïðè êîòîðîì ñîâïàäàþò îòîáðàæàåìûå äðóã â äðóãà âåðøèíû �

àòîìû, à òàêæå âñå ìåòêè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàõ è ñåìüÿõ. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèè
ðåáåð òàêæå äîëæíû ñîâïàäàòü.

Ïðè îáðàùåíèè îðèåíòàöèè Q3
h ñ ìåòêàìè ïðîèñõîäÿò îïðåäåëåííûå, ÿâíî

îïèñàííûå èçìåíåíèÿ [7].
Îáîçíà÷èì G(Q3

h) ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷èòñÿ èç ìîëåêóëû W (Q3
h), åñëè êàæäûé

åå àòîì � âåðøèíó ñ÷èòàòü òî÷êîé.
Èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà I∗(Q3

h) íàçûâàåòñÿ ìîëåêóëà W (Q3
h) c

îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè, ñíàáæåííàÿ òåìè æå ìåòêàìè r, n, ÷òî è ìå÷åíàÿ
ìîëåêóëà W ∗(Q3

h), à òàêæå êîöèêëîì [ε] ∈ H1
(
G(Q3

h), Z2

)
, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ

çíà÷åíèÿìè ε - ìåòîê â W ∗(Q3
h).
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Çàìåíà êîöåïè ε ∈ C1(G(Q3
h), Z2) íà êîãîìîëîãè÷íóþ êîöåïü ε′ îòâå÷àåò

èçìåíåíèþ çíà÷åíèé ε - ìåòîê ñëåäóþùåãî âèäà. Äëÿ íåêîòîðûõ âåðøèí ãðàôà G(Q3
h)

îáðàòèì çíà÷åíèÿ ε - ìåòîê âñåõ ðåáåð, âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
àòîìîâ (íà âíóòðåííèõ ðåáðàõ àòîìîâ ε - ìåòêè íå ìåíÿþòñÿ). Òàêàÿ îïåðàöèÿ íàä ε

- ìåòêàìè îòâå÷àåò èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèé ôàçîâûõ ïîòîêîâ íà íåêîòîðûõ àòîìàõ,
÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîäõîäÿùåé çàìåíîé ãàìèëüòîíèàíà â êëàññå ãëàäêèõ
ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ [ε] - êîöèêëû âìåñòî ε - ìåòîê, ìû de' facto
àáñòðàãèðóåìñÿ îò íàïðàâëåíèé ïîòîêîâ íà êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ.

Èíâàðèàíòû I∗(Q3) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ìîëåêóëû W ∗(Q3) ðàâíû áåç ó÷åòà
ε - ìåòîê, è ïðè ýòîì ñîâïàäàþò [ε] - êîöèêëû. Ðàâåíñòâî [ε] - êîöèêëîâ ïðîâåðÿåòñÿ
ïðîñòî. Íà ëþáîé èç ìîëåêóë W ∗(Q3

h) ñëåäóåò âûáðàòü àòîì èëè íåñêîëüêî àòîìîâ è
îáðàòèòü çíà÷åíèÿ ε - ìåòîê íà âñåõ ðåáðàõ, ïðèìûêàþùèõ ê ýòèì àòîìàì, òàê ÷òîáû
ñîâïàëè ε - ìåòêè íà îòâå÷àþùèõ äðóã äðóãó (ïðè ãîìåîìîðôèçìå ãðàôîâ W (Q3))
ðåáðàõ ìîëåêóë. Ïîñëåäíèå ïðè ýòîì äîëæíû áûòü îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû.

Òåîðåìà 2 Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû sgradH1 è sgradH2, èíòåãðèðóåìûå â
áîòòîâñêèõ èíòåãðàëàõ è íåðåçîíàíñíûå íà íåîñîáûõ, ñâÿçíûõ, çàìêíóòûõ
èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Q3

1 è Q3
2, ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èíâàðèàíòû I∗(Q3
1) è I∗(Q3

2) ðàâíû èëè ìîãóò áûòü ñäåëàíû
ðàâíûìè ïîñëå èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèé íåêîòîðûõ ðåáåð èëè ìíîãîîáðàçèé.

§2.2. Ïîïðàâêè íà ñèìïëåêòè÷åñêèå îñîáåííîñòè.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò ñèòóàöèþ, êîãäà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
ðàññìàòðèâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíîì ïîäìíîãîîáðàçèè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, íà êîòîðîì
èíäóöèðîâàííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5 Ïóñòü M åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ,
íà êîòîðîì çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ H. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ãëàäêîå âåêòîðíîå
ïîëå X íà M , ÷òî Xp = sgradH(p) äëÿ âñåõ p ∈ M \ Θ, òî X íàçûâàåòñÿ
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé, êîððåêòíî îïðåäåëåííîé íà M . Ïðè ýòîì â êàæäîé
òî÷êå p ∈ M âåêòîð Xp îáîçíà÷àåòñÿ sgradH(p).

Â äàëüíåéøåì M îáîçíà÷àåò ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ.
Ïîñêîëüêó isgrad H(ρ)ω = −dρH, òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïðåäåëåííîñòè ãëàäêîãî
ïîëÿ sgradH íà M ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî dH(Ker ω) ≡ 0. Â ñëó÷àå òèïè÷íûõ
ñèìïëåêòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé îíî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, íî â îáùåì � íåò [16].
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Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü íà M çàäàíà ãëàäêàÿ (êëàññà C∞) ôóíêöèÿ H. Åñëè â
êàæäîé òî÷êå ρ ∈ Θ ñïðàâåäëèâî (1.2) è dH(Zρ) = 0, òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
sgradH êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 § 3.1, ãäå óñëîâèå (1.2) îáîáùåíî íà
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ÿäðà ôîðìû (ïðè ýòîì òèïè÷íûå îñîáåííîñòè
ïåðåñòàþò áûòü òèïè÷íûìè è ñòàíîâÿòñÿ êîíòàêòíûìè) 2.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áûëî ñôîðìóëèðîâàíî â [82], ïðè ýêâèâàëåíòíîì (1.2)
óñëîâèè ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè ôîðìû ω ê âèäó x1dx1 ∧ dx2 + dp ∧ dq.

Â ïðàêòè÷åñêè âàæíîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
ïîâåðõíîñòüþ ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ ôóíêöèé F1 è F2, çàäàííûõ íà ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè M ⊃ M . Òîãäà ïîäìíîæåñòâî Θ ⊂ M îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
{F1, F2} = 0, ãäå ñêîáêà Ïóàññîíà âû÷èñëÿåòñÿ â M. Òî÷êà ρ ∈ Θ óäîâëåòâîðÿåò
(1.2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {{F1, F2}, F1}(ρ) 6= 0 èëè {{F1, F2}, F2}(ρ) 6= 0 [16].

Îïðåäåëåíèå 6 Ïóñòü dim M = 2n è íà M êîððåêòíî îïðåäåëåíà ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà sgradH, èìåþùàÿ ïåðâûå èíòåãðàëû F1, . . . Fn−1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
òàêèìè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè íà M , ÷òî {Fi, Fj} = 0 íà ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè M\Θ. Åñëè êîâåêòîðû dH, dF1, . . . , dFn−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî÷òè
âñþäó íà M , è âñå ðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ H, F1, . . . , Fn−1

ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè, òî ñèñòåìà sgradH íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.

Èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå îòâå÷àåò îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F : M → Rn, ãäå F(p) =
(
H(p), F1(p), . . . , Fn−1(p)

)
= (h, f). Åãî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îáîçíà÷àåòñÿ Σ.

Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü íà M êîððåêòíî îïðåäåëåíà èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà
sgradH c îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà F . Åñëè ìíîæåñòâî F(Θ) ⊂ Rn(h, f) èìååò
ìåðó íîëü, è ïî÷òè âñå òîðû Ëèóâèëëÿ T n ⊂ M \Θ ÿâëÿþòñÿ íåðåçîíàíñíûìè, òî
ñèñòåìà sgradH íàçûâàåòñÿ íåðåçîíàíñíîé.

Çàìåòèì, ÷òî èç êàæäîé p ∈ Θ âûõîäèò òðàåêòîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê Θ.
Åñëè îíà âñþäó ïëîòíà íà òîðå T n, òî T n ⊂ Θ. Óñëîâèå µ(F(Θ)) = 0 èñêëþ÷àåò
ñóùåñòâîâàíèå ïîäìíîæåñòâ V ⊂ F(Θ), ÿâëÿþùèõñÿ îòêðûòûìè â Rn. Äîïóñêàÿ
îáðàòíîå, ïî÷òè âñå òîðû T n ⊂ F−1(h, f) ïðè (h, f) ∈ V è T n ∩Θ 6= ∅ ñëåäóeò ñ÷èòàòü
çàìûêàíèÿìè òðàåêòîðèé sgradH (íåðåçîíàíñíîñòü). Íî T n ⊂ Θ íåâîçìîæíî äëÿ
ïî÷òè âñåõ (h, f) ∈ V , ò.ê. ìíîæåñòâî Θ èìååò íóëåâóþ ìåðó â M .
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Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü dim M = 2n è íà M êîððåêòíî îïðåäåëåíà íåðåçîíàíñíàÿ,
èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà sgradH. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ (h, f)

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïîäìíîãîîáðàçèÿ F−1(h, f),
èìåþùàÿ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Θ, ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì â M òîðîì T n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîé òîð Ëèóâèëëÿ, íå ïåðåñåêàþùèé ìíîæåñòâî Θ

è íàõîäÿùèéñÿ â áåñêîíå÷íî ìàëîé, òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè U ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
F−1(h, f). Ñóùåñòâîâàíèå äàííîãî òîðà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî F(Θ) èìååò
ìåðó íîëü â Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû F - ïðîîáðàçîâ òî÷åê (h, f), êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ âíóòðè U , äèôôåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó äàííàÿ êîìïîíåíòà
F−1(h, f) ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì òîðîì T n 2 .

Ïðè óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2, äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ (h, f) êàæäóþ
êîìïîíåíòó F−1(h, f) (â ò.÷. ñîäåðæàùóþ òî÷êè Θ) áóäåì íàçûâàòü òîðîì Ëèóâèëëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3 Ïóñòü íà M êîððåêòíî îïðåäåëåíà íåðåçîíàíñíàÿ,
èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà sgradH, è ìíîæåñòâî Θ = {p ∈ M : det ωp = 0}
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî (h, f) ∈ F(M) êàæäîå
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî S, ëåæàùåå â F−1(h, f) è íå ñîäåðæàùåå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ F , íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Θ èëè öåëèêîì ëåæèò â íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dim M = 2n è F ′
i = Fi|Θ, ãäå 1 ≤ i ≤ n. Èç óñëîâèÿ,

÷òî F(Θ) èìååò ìåðó íîëü ñëåäóåò ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé F ′
1, . . . , F

′
n

íà Θ. Ïóñòü p ∈ S ∩ Θ, òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(p) ∩ Θ îäíà èç ôóíêöèé
F ′

i âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå, íàïðèìåð F ′
n = G(F ′

1 . . . , F ′
n−1). Ñëåäîâàòåëüíî

èíòåãðàë F = Fn − G(F1 . . . , Fn−1) îáðàùàåòñÿ â íîëü íà O(p) ∩ Θ, íî dpF 6= 0 â
ñèëó F (p) 6∈ Σ. Òàê êàê F = const íà S, òî O(p) ∩ S ⊂ Θ, åñëè îêðåñòíîñòü O(p)

äîñòàòî÷íî ìàëà. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè p ∈ S ∩Θ è ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà S,
êàæäàÿ òî÷êà S ëåæèò â Θ 2 .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ dim M = 4, êîòîðûé íàèáîëåå
èçó÷åí ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì [7]. Çàìåòèì, ÷òî
îïðåäåëåíèå 5 ïðèìåíèìî ê ñèñòåìàì, êîððåêòíî îïðåäåëåííûì íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ
4 � ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòüþ è îãðàíè÷åííûì íà ïîäìíîãîîáðàçèÿ Q3

h ⊂ H−1(h).
Íàçîâåì ãëàäêèì êîìïëåêñîì òàêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M , èìåþùåå

êîíå÷íîå ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ÷òî âñå åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè. Ðàçìåðíîñòè ïîñëåäíèõ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ñâÿçíûé
ãëàäêèé êîìïëåêñ, â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîñòî ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå.
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Òåîðåìà 3 Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M4, ω)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íåðåçîíàíñíàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà sgradH c
èíòåãðàëîì F è äàíî çàìêíóòîå, ñâÿçíîå, ðåãóëÿðíîå, îðèåíòèðîâàííîå
ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h ⊂ H−1(h). Ïóñòü Q3
h òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ

íåêîòîðûì ãëàäêèì êîìïëåêñîì S, êîòîðûé ñîñòîèò èç òî÷åê ìíîæåñòâà
Θ = {ρ ∈ M4 : det ωρ = 0}, òàê ÷òî Q3

h ∩ Θ = Q3
h ∩ S ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì

êîìïëåêñîì. Ïðåäïîëîæèì òàêæå ñëåäóþùåå.
1. Ïî÷òè âñå òîðû Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ Q3

h ÿâëÿþòñÿ íåðåçîíàíñíûìè.
2. Èíòåãðàë F : Q3

h → R ÿâëÿåòñÿ òàêîé ôóíêöèåé Áîòòà, ÷òî âñå åå
êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè îêðóæíîñòÿìè.

3. Äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è öåëîãî m > 1 ïðè ëþáîì h′ ∈ [h − ε; h + ε]

ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíòåãðàëà F : Q3
h′ → R ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì

îáúåäèíåíèåì m âëîæåííûõ îêðóæíîñòåé S1
1(h

′), S1
2(h

′), . . . , S1
m(h′). Ïðè ýòîì

êàæäàÿ îêðóæíîñòü S1
i (h

′) ãëàäêî çàâèñèò îò h′, è îáðàçîì öèëèíäðà
⋃ {

S1
i (h

′) : h− ε ≤ h′ ≤ h + ε
}

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ F = (H, F ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ σi, êîòîðàÿ
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò îòðåçîê F(Q3

h) â òî÷êå (h, F (S1
i (h))). Ëþáûå äâå êðèâûå

σi è σj íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîâïàäàþò, ãäå 1 ≤ i, j ≤ m.
Òîãäà ëþáàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà S ′ ãëàäêîãî êîìïëåêñà S èìååò ðàçìåðíîñòü

3 èëè 2. Åñëè dimS ′ = 3, òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Q3
h ∩ S ′ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé òîð Ëèóâèëëÿ èëè ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
íåêîòîðîãî, êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ èíòåãðàëà F : Q3

h → R. Åñëè dimS ′ = 2, òî
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Q3

h∩S ′ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âëîæåííûå îêðóæíîñòè, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè èëè ñîñòîÿò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê èíòåãðàëà F : Q3

h → R.
Äëÿ ëþáîãî, äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ìíîãîîáðàçèå Q3

h ñêëååíî èç ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò U(Nc) ïîäìíîãîîáðàçèé F−1[fc − ε ; fc + ε], âûáðàííûõ ïî âñåì
êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì fc èíòåãðàëà F : Q3

h → R. Ïðè ýòîì êàæäîå
ïîäìíîãîîáðàçèå U(Nc) íåñåò íà ñåáå ñòðóêòóðó àòîìà, êîòîðûé òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòåí àòîìó íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà ñèìïëåêòè÷åñêîì
ìíîãîîáðàçèè áåç îñîáåííîñòåé, è îïðåäåëåíà ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà W ∗(Q3

h). Ëþáàÿ
èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà sgrad H̃ íà ìíîãîîáðàçèè Q̃3 ñ ìå÷åíîé ìîëåêóëîé W ∗(Q̃3)

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå sgradH íà Q3
h òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà W ∗(Q̃3) = W ∗(Q3
h) èëè ýòè ìîëåêóëû ìîãóò áûòü ñäåëàíû ðàâíûìè ïîñëå

èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèé íåêîòîðûõ ðåáåð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîîáðàçèå Q3
h ⊂ H−1(h) ïðåäïîëàãàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ò.å.,

h åñòü ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà H : M4 → R. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå p ∈ Q3
h

âåêòîð sgradH(p) îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîñêîëüêó èç sgradH(p) = 0 ñëåäóåò dpH = 0.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ε - îêðåñòíîñòè ëþáîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ fc ôóíêöèè
F : Q3

h → R íå äîëæíî áûòü äðóãèõ åå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.
Ñëó÷àé dimS ′ = 1 íåâîçìîæåí, ò.ê. èç ëþáîé òî÷êè Q3

h ∩ S ′ âûõîäèò
íåñòàöèîíàðíàÿ òðàåêòîðèÿ sgradH, öåëèêîì ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå Q3

h ∩ Θ

(êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ñîõðàíÿåò 2-ôîðìó ω).
Ïóñòü â ñëó÷àå dimS ′ = 3 ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå L2 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé

êîìïîíåíòîé Q3
h ∩ S ′. Åñëè íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ T 2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ L2, òî â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 èìååò ìåñòî T 2 ⊂ L2, ñëåäîâàòåëüíî L2 = T 2. Â ýòîì ñëó÷àå
íå âîçíèêàåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé ñ êîððåêòíûì îïðåäåëåíèåì ìîëåêóëû W ∗(Q3

h).
Äåëî â òîì, ÷òî ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè ìåæäó ãðàíè÷íûìè òîðàìè àòîìîâ U(Nc)

îïðåäåëÿþòñÿ âíå ñâÿçè ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, êàê ñäâèãè âäîëü òðàåêòîðèé
ïîëÿ gradF (â ëþáîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå).

Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà L2 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî, êðèòè÷åñêîãî
ñëîÿ Nc ⊂ F−1(fc). Òîãäà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü L2 ñêëååíà èç íåñêîëüêèõ êîëåö S1 ×
D1 ïî ãðàíè÷íûì îêðóæíîñòÿì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè, êðèòè÷åñêèìè äëÿ
ôóíêöèè F : Q3

h → R. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí íèæå.
Ïóñòü dimS ′ = 2. Òîãäà êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïîäìíîãîîáðàçèÿ S ′ ∩ Q3

h

ÿâëÿåòñÿ âëîæåííîé îêðóæíîñòüþ � ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé sgradH, êîòîðàÿ
ëåæèò íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè F : Q3

h → R. Åñëè òàêèå
îêðóæíîñòè âëîæåíû â òîðû Ëèóâèëëÿ, òî îíè íå ïðåïÿòñòâóþò êîððåêòíîé
îïðåäåëåííîñòè ìîëåêóëû W ∗(Q3

h). Îáîñíîâàíèå íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî
âûøå ñëó÷àÿ dimS ′ = 3.

Ïóñòü íåêîòîðûé, êðèòè÷åñêèé ñëîé Nc ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì S ′
ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì îêðóæíîñòÿì. Ëþáàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé èëè íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè F : Q3

h → R. Ïðè ýòîì
âîçìîæíî, ÷òî íåêîòîðûå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè â Nc íå ñîäåðæàò òî÷åê èç Θ.

Íàì íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî ìàëàÿ, íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü U(Nc)

ñëîÿ Nc èìååò âñå ñâîéñòâà àòîìà, êîòîðûå ñóùåñòâåííû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
À.Ò. Ôîìåíêî. Îêðóæíîñòè S1

r , êîòîðûå ëåæàò â ìíîæåñòâå Nc ∩ Θ è íå ÿâëÿþòñÿ
êðèòè÷åñêèìè äëÿ F , ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ïîëÿ sgradH.
Çàìåòèì, ÷òî îíè íå ñòÿãèâàþòñÿ íà Nc , ò.ê. èíà÷å â íåêîòîðîé òî÷êå sgradH = 0.
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Ðàññìîòðèì ñóùåñòâåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðèè, îòíîñÿùèåñÿ ê êðèòè÷åñêèì
îêðóæíîñòÿì S1

c èíòåãðàëà F : Q3
h → R. Ïåðâûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå áîòòîâîñòè

F , ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî. Âòîðîå: ñåïàðàòðèñíûå äèàãðàììû ñåäëîâûõ
îêðóæíîñòåé äîëæíû îïðåäåëÿòü íåòðèâèàëüíûå öèêëû íà áëèçêèõ ê íèì òîðàõ
Ëèóâèëëÿ. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ëþáîé òîð Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ Q3

h,
äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê îêðóæíîñòè S1

c ⊂ S ′, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Θ. Ïîýòîìó
ïîòîê sgradH íà òîðå T 2 âûïðÿìëÿåòñÿ, è äàëüøå ìîæíî äîñëîâíî ïîâòîðèòü
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2 [7].

Òðåòüå: îðèåíòàöèè âñåõ êðèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé S1
c ⊂ Nc äîëæíû áûòü

ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé (ñì. íèæå). Ñëåäóÿ èäåå ïðåäëîæåíèÿ 3.8 [7] äîêàæåì
ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíòåãðàëà F̃ íà V , ÷òî âñå òðàåêòîðèè (êîððåêòíî
îïðåäåëåííîãî) ïîëÿ sgrad F̃ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Nc èìååò òðàíñâåðñàëüíûå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â
òî÷êàõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé S1

c ⊂ Nc . Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé èç
òàêèõ îêðóæíîñòåé ôîðìà ω òî÷íà â ñèëó îòíîñèòåëüíîé ëåììû Ïóàíêàðå. Îíà
òî÷íà è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè èçîòðîïíîãî ñëîÿ Nc, èç êîòîðîãî óäàëåíû âñå
êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè âìåñòå ñ èõ ìàëûìè, íîðìàëüíûìè 4 � îêðåñòíîñòÿìè.
Ëþáûå äâå èç ïåðâîîáðàçíûõ ω îòëè÷àþòñÿ íà òî÷íóþ 1-ôîðìó. Ïîñêîëüêó ìû
áóäåì èíòåãðèðîâàòü ýòè ïåðâîîáðàçíûå ïî öèêëàì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè V ñëîÿ Nc äëÿ íåêîòîðîé 1-ôîðìû α íà V èìååò ìåñòî ω|V = dα.

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3.2 [7] ïðîâåðèì, ÷òî, ñ
òî÷íîñòüþ äî çíàêà, èíòåãðàë F̃ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ôîðìóëîé

F̃ (Nc) = 0 , F̃ (T 2) =
1

2π

∫

γ

α , γ ⊂ T 2 .

Íà ëþáîì òîðå Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ V , ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè, öèêë γ îïðåäåëÿåòñÿ
ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììîé ëþáîé èç êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé S1

ñ ⊂ Nc , êîòîðûå
äîñòàòî÷íî áëèçêè ê òîðó T 2. Âáëèçè ëþáîé òî÷êè p ∈ Nc \ Θ ëîêàëüíî îïðåäåëåíà
ïàðà âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad F̃ , îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü çíàêîì. Íåîïðåäåëåííîñòü çíàêà
ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî a'priori öèêëû γ ìîãóò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå îðèåíòàöèè îò
ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé S1

c , áëèçêèõ ê äàííîìó òîðó [7]. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòè
ëîêàëüíûå ïîëÿ èìåþò 2π - ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé
îêðóæíîñòè S1

0 ⊂ Nc ∩ Θ â êàæäîé òî÷êå p ∈ S1
0 îïðåäåëåíà ïàðà âåêòîðîâ

limΘ 63q→p sgrad F̃ (q) 6= 0, êîòîðûå íåîáõîäèìî êîëëèíåàðíû âåêòîðó sgradH(p).
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Äàëåå, â ëþáîé òî÷êå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nc \Θ èìååò ìåñòî

sgrad F̃ = ±a · sgradF ± b · sgradH . (2.2)

Çàâèñèìîñòü âèäà (2.2) òàêæå èìååò ìåñòî íà ëþáîì, äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê Nc

òîðå Ëèóâèëëÿ, ïðè ýòîì ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîýôôèöèåíòû a è b ïîñòîÿííû íà âñåì ñëîå Nc.

Åñëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ρ êàêîé-íèáóäü êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè S1
c ⊂ Nc∩Θ

íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë limΘ 63y→ρ sgradF (y), òî êîýôôèöèåíò a â òî÷êå ρ äîëæåí áûòü
ðàâåí íóëþ. Ýòî âåðíî â ñèëó òîãî, â òî÷êå ρ îïðåäåëåíû äâà äðóãèõ âåêòîðà èç
óðàâíåíèÿ (2.2). Òîãäà a = 0 íà Nc , ïîýòîìó åñëè êàê óãîäíî ôèêñèðîâàòü çíàê
êîýôôèöèåíòà±b 6= 0, òî íà âñåì ñëîåNc áóäåò îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íîå ïîëå sgrad F̃ ,
òàê ÷òî (2.2) ñòàíåò òîæäåñòâîì íà Nc . Äðóãîé a'priori âîçìîæíûé ñëó÷àé ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïîëå sgradF îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî íà âñåì ñëîå Nc . Òîãäà õîòÿ áû
îäíî èç ÷èñåë a è b îòëè÷íî îò íóëÿ. Åñëè, íàïðèìåð, b 6= 0, òî ìîæíî çàôèêñèðîâàòü
çíàê ±b, ïîñëå ÷åãî ïîëå sgrad F̃ áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî íà âñåì ñëîå Nc .

Ïîñëåäíèå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû òàêæå è â ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðîå, ãëàäêîå,
çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå L2, ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì Nc , öåëèêîì ëåæèò â Θ.
Òîãäà íåêîòîðûå èç êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé S1

c âëîæåíû â L2. Â ñèëó áîòòîâîñòè
ôóíêöèè F : Q3

h → R âáëèçè êàæäîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè S1
c ⊂ L2 íàéäåòñÿ

òàêàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü K2 =̃ S1 × D1, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùàÿ L2 ïî
îêðóæíîñòè S1

c , ÷òî (K2 \S1
c )∩Θ = ∅. Ïîâåðõíîñòü K2 ëåãêî âûáðàòü òàê, ÷òîáû íà

íåé áûëà îïðåäåëåíà ïàðà ïîëåé sgrad F̃ , èìåþùèõ 2π - ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.
Îäíîé èç òàêèõ òðàåêòîðèé ÿâëÿåòñÿ S1

c . Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ
îêðóæíîñòü S1

c ⊂ L2 ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ëþáîãî èç ïàðû ïîëåé sgrad F̃ . Ó÷èòûâàÿ
ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî, à òàêæå ñòðîåíèå ëîêàëüíûõ ïîòîêîâ sgrad F̃ âíå îñîáîãî
ñëîÿ Nc ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòè 2π - ïåðèîäè÷åñêèå ïîòîêè ëîêàëüíî îïðåäåëåíû
è íà ïîâåðõíîñòè L2. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî
îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íîå ïîëå sgrad F̃ íà Nc , òàê ÷òî (2.2) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì
äëÿ íåêîòîðîãî, ïîñòîÿííîãî íà Nc çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ±b . Ïðè ýòîì a = 0, ò.ê.
íè â îäíîé èç íåêðèòè÷åñêèõ òî÷åê p ∈ L2 âåêòîð sgradF (p) íå îïðåäåëåí â ñèëó
dF (Zp) 6= 0 (èíà÷å áûëî áû sgradH(p) ∈ Zp è dpH = 0). Ïîýòîìó íè â îäíîé èç
òî÷åê ρ ∈ S1

c ⊂ L2 íå ñóùåñòâóåò limΘ63y→ρ sgradF (y), ñëåäîâàòåëüíî êîýôôèöèåíò
a = a(ρ) = a(Nc) ðàâåí íóëþ â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.2).

Ñóùåñòâóåò åùå îäíî ïîëå sgrad F̃ (ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì), è íàñ óñòðîèò
ëþáîå èç ýòèõ äâóõ. ßñíî, ÷òî îäíîçíà÷íîå ïîëå sgrad F̃ îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîé,
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èíâàðèàíòíîé îêðåñòíîñòè V ñëîÿ Nc . Íà êàæäîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè S1
c ⊂ Nc

èìååò ìåñòî
sgrad F̃ = (ak + b) · sgradH , (2.3)

ãäå dF = k · dH â êàæäîé òî÷êå S1
c , ïðè÷åì â ñëó÷àå L2 èìååì a = 0.

Èç ïï. 3 ñëåäóåò, ÷òî S1
c âêëþ÷àåòñÿ â ãëàäêîå, 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, âîçíèêàþùåå ïðè âîçìóùåíèè h. Ñîîòâåòñòâóþùèé
öèëèíäð îòîáðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì F íà ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ σi ⊂ Σ, òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàþùóþ îòðåçîê F(Q3

h) â íåêîòîðîé òî÷êå (h, fc). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî k åñòü
óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé σi â äàííîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó äðóãèõ
êðèâûõ σj ÷åðåç (h, fc) íå ïðîõîäèò (ïï. 3), òî ÷èñëà k íà âñåõ îêðóæíîñòÿõ S1

c ⊂ Nc

ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Òîãäà èç (2.3) ñëåäóåò ñîãëàñîâàííîñòü íàïðàâëåíèé ïîòîêà
sgradH íà êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ â Nc , ò.ê. ïîñëåäíèå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
2π - ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè ïîëÿ sgrad F̃ .

Èòàê, êàæäîå ïîäìíîãîîáðàçèå U(Nc) èìååò âñå ñâîéñòâà àòîìà, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè À.Ò. Ôîìåíêî. Ïîýòîìó êîððåêòíî
îïðåäåëåíà ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà W ∗(Q3

h). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà 2.

Çàìåòèì, ÷òî â ïï. 1, 2, 3 óñëîâèÿ òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ còàíäàðòíûé
íàáîð ïðåäïîëîæåíèé, â êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ìå÷åíûå ìîëåêóëû, âêëþ÷àÿ
òîïîëîãè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû íà Q3

h. Ïî ñóùåñòâó òåîðåìà 3 îçíà÷àåò,
÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìîëåêóë W ∗(Q3

h) ìîæíî èãíîðèðîâàòü ñèìïëåêòè÷åñêèå
îñîáåííîñòè, åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãëàäêèìè
êóñêàìè ìíîæåñòâà Θ (ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Óñëîâèÿ òåîðåìû 3, íàïðèìåð,
âûïîëíÿþòñÿ â ñëó÷àå Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî [5]. Çäåñü êàæäîå ðåãóëÿðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Θ ïî îäíîìó, äâóì
èëè ÷åòûðåì òîðàì Ëèóâèëëÿ, ëåæàùèì íà íóëåâîì óðîâíå èíòåãðàëà F .

Åñëè êðèâàÿ F(Θ) íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû
è òîëüêî òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ åå ãëàäêèìè äóãàìè, òî, ïî-âèäèìîìó,
â ñèòóàöèè òåîðåìû 3 íåò ôîðìàëüíûõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà
êðóãîâûõ ìîëåêóë ïðè âû÷èñëåíèè ìåòîê r, ε, n [7, 44]. Îäíàêî, ýòîò âîïðîñ
íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîì èçó÷åíèè. Â ñëó÷àå Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî ìåòêè áûëè
âû÷èñëåíû áåç ïîìîùè ìåòîäà êðóãîâûõ ìîëåêóë, êîòîðûé îêàçàëñÿ íåïðèìåíèìûì
èç-çà îòñóòñòâèÿ ó áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 [14]. Òàêèå
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé sgradH ïðè îòîáðàæåíèè
ìîìåíòà F . Â îáû÷íîé ñèòóàöèè (áåç îñîáåííîñòåé) ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ äëÿ H
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òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òðàåêòîðèåé, ïîýòîìó èç íåå íå ìîæåò âûõîäèòü
ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ sgradH. Íî â ñëó÷àå Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî äåëî îáñòîèò
èìåííî òàê: còàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé íåò ñîâñåì, à îáðàùåíèå â íîëü êîâåêòîðà
dH â êàæäîé òî÷êå êðèòè÷åñêîé äëÿ H òðàåêòîðèè îáóñëîâëåíî ïîïàäàíèåì âåêòîðà
sgradH 6= 0 â ÿäðî ôîðìû ω. Çàìåòèì, ÷òî â ñèòóàöèè òåîðåìû 3 â êàæäîé òî÷êå ρ

ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè S1
c ⊂ Nc ∩ Θ ÿäðî Zρ òðàíñâåðñàëüíî S1

c , ïîýòîìó
sgradH(ρ) 6∈ Zρ .

Ïðèìåð 1. Ñëåäóþùèå ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò ñèòóàöèè, êîòîðûå îïèñàíû
â òåîðåìå 3. Ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü èõ òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòû (x, y, p, q) áûëè
óãëîâûìè íà òîðå T 4, íî ôîðìóëû ñòàíóò áîëåå ãðîìîçäêèìè. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ
ëîêàëüíûìè êîíñòðóêöèÿìè, êîòîðûå ïðîÿñíÿþò ñóùåñòâî äåëà.

Â ñëó÷àå dim S ′ = 3 ðàññìîòðèì ôîðìó ω = xdx ∧ dy + dp ∧ dq è ïàðó
êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ H = p + qx2 è F = x. Cèñòåìà sgradH â êîîðäèíàòàõ
(x, y, p, q) âûãëÿäèò òàê:

sgradH =




0

2q

−x2

1




.

Îíà êîððåêòíî îïðåäåëåíà âñþäó è ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíîé, ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ
èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè íà "òîð" ñ êîîðäèíàòàìè y, p èìååò ÷èñëî âðàùåíèÿ
−2q/x2. Ãèïåðïîâåðõíîñòü S ′ = Θ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x = 0 è òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàåòñÿ ñ Q3

h ïî "òîðó Ëèóâèëëÿ" p = h, x = 0.
Ïàðà èíòåãðàëîâ H = p + x2y2 è F = xy îòâå÷àåò ñëó÷àþ, êîãäà ãëàäêèé êóñîê

îñîáîãî ñëîÿ ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî Θ. Â ýòîì ëîêàëüíîì îïèñàíèè åìó îòâå÷àåò
ïîâåðõíîñòü x = 0, ëåæàùàÿ â îñîáîì ñëîå xy = 0.

Â ñëó÷àå dim S ′ = 2 ðàññìîòðèì ôîðìó ω = (x2 + y2)dx ∧ dy + dp ∧ dq è
ïàðó êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ H = p + qx3y3 è F = xy. Òîãäà ïîâåðõíîñòü
S ′ = Θ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x = y = 0. Ñèñòåìà sgradH êîððåêòíî îïðåäåëåíà
âñþäó è ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíîé. Ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ
ñ ïîâåðõíîñòüþ S ′ ïî ñåäëîâîé "îêðóæíîñòè" p = h, x = y = 0 (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
òðàåêòîðèÿ), êîòîðàÿ ëåæèò â ñëîå p = h, xy = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ ïàðó èíòåãðàëîâ H = p + q(x2 + y2)2 è F = x2 + y2

ïîëó÷èì êîððåêòíî îïðåäåëåííóþ, íåðåçîíàíñíóþ ñèñòåìó sgradH. Ïðè ýòîì
ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ S ′ ïî ìèíèìàëüíîé
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"îêðóæíîñòè" p = h, x = y = 0 (ýëëèïòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ).
Ðàññìàòðèâàÿ ïàðó èíòåãðàëîâ H = p + qx4 è F = x ïîëó÷èì êîððåêòíî

îïðåäåëåííóþ, íåðåçîíàíñíóþ ñèñòåìó sgradH. Ïîäìíîãîîáðàçèå Q3
h òðàíñâåðñàëüíî

ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ S ′ ïî "îêðóæíîñòè" p = h, x = y = 0, âëîæåííîé â "òîð
Ëèóâèëëÿ" p = h, x = 0

Ïðåäëîæåíèå 4 Ïóñòü M åñòü îðèåíòèðóåìîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
ñ îñîáåííîñòüþ è dim M = 2n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M êîððåêòíî îïðåäåëåíà
èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ, íåðåçîíàíñíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà sgrad(H), è Θ

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî òîðà Ëèóâèëëÿ T n ⊂ Θ íàéäåòñÿ åãî îêðåñòíîñòü U è òàêîé

èíòåãðàë F ñèñòåìû sgrad(H), ÷òî

x ∈ U ∩Θ ⇔ F (x) = 0, dF (x) 6= 0 ∀x ∈ U ∩Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T n
0 ⊂ Θ è H(T n

0 ) = 0, Fk(T
n
0 ) = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n − 1.

Íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü U òîðà T n
0 äèôôåîìîðôíà T n × Dn (çäåñü ìû èñïîëüçóåì

îðèåíòèðóåìîñòü M), ïðè ýòîì â äèñêå Dn èçìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû (h, f1, . . . , fn−1),
ÿâëÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ H, Fk. Òî÷êà 0 ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì äèñêà
Dn ⊂ Rn. Åñëè ïðè äèôôåîìîðôèçìå i : U → T n × Dn òî÷êå p ∈ U îòâå÷àåò ïàðà
(x,y), òî

y = (h, f1, . . . , fn−1) ∈ Dn, h = H(p), fk = Fk(p).

Çàìåòèì, ÷òî i−1(x,0) � öåíòð äèñêà Dn
x = i−1(x × Dn), òðàíñâåðñàëüíîãî òîðó T n

0 .
Ïóñòü p ∈ T n

0 , òîãäà i(p) = (x,0). Òàê êàê Dn
x òðàíñâåðñàëåí Θ, òî Dn

x ∩ Θ åñòü
âëîæåííûé äèñê Dn−1

x ñ öåíòðîì p. Äèôôåîìîðôèçì i : Dn
x → x×Dn èíäóöèðóåò íà

Dn
x êîîðäèíàòû (h, f1, . . . , fn−1) èç Dn. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïîäìíîãîîáðàçèå Dn−1

x ⊂
Dn

x îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì F = 0 äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè F (h, f1, . . . , fn−1).
Ôóíêöèÿ F = F (H,F1, . . . , Fn−1) íà U ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì sgrad(H). Äîêàæåì, ÷òî
F−1(0) = U ∩Θ. Ïóñòü p̃ ∈ U ∩Θ è i(p̃) = (x̃, ỹ), òîãäà

F (p̃) = F (H(p̃),F(p̃)) = F (h, f),

ãäå (h, f) = ỹ. Òàê êàê òî÷êà i−1(x, ỹ) ∈ Dn
x ëåæèò íà òîì æå òîðå Ëèóâèëëÿ, ÷òî è

p̃, òî îíà ëåæèò â Θ. Ñëåäîâàòåëüíî F (h, f) = 0, ò.å. F (p̃) = 0. Èòàê U ∩Θ ⊂ F−1(0),
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 2.

Èòàê, ïðè÷èíîé ðåçîíàíñíîãî âûðîæäåíèÿ ïîòîêà íà òîðå Ëèóâèëëÿ T n ìîãóò
áûòü îñîáûå òî÷êè x ∈ T n, åñëè T n 6⊂ Θ. Òàê êàê ïîòîê sgrad(H) ñîõðàíÿåò ôîðìó
ω, òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò áûòü âñþäó ïëîòíà íà ýòîì òîðå.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì áóòûëêó Êëåéíà K2 èç ïðèìåðà 1 § 1.2, íà êîòîðîé
êîððåêòíî îïðåäåëåíà 1-ôîðìà sin ϕdϕ. Ïóñòü M4 = K2 × T 2 è íà òîðå T 2 ââåäåíû
óãëîâûå êîîðäèíàòû α, β (mod 2π). Ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

dα ∧ dψ + sin ϕdα ∧ dϕ + dψ ∧ dβ + sin ϕdβ ∧ dϕ

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò íà M4 çàìêíóòóþ 2-ôîðìó ω, íåâûðîæäåííóþ âñþäó, êðîìå
òî÷åê ïîäìíîãîîáðàçèÿ Θ = {ϕ = 0,±π}. Ïîñëåäíåå èìååò äâå ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ äèôôåîìîðôíà òîðó T 3. Âû÷èñëÿÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó ôîðìû
ω ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî {α, β} = 0. Ïóñòü H = sin α èëè H = cos α, à F =

sin β èëè F = cos β. Î÷åâèäíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà sgrad(H) èíòåãðèðóåìà
ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëà F . Îäíàêî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé íà M4,
ò.ê. â êàæäîé òî÷êå x ∈ Θ ïîëå sgrad(H) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è èìååò ðîâíî
äâà ïðåäåëüíûõ íàïðàâëåíèÿ íà ïðÿìîé Zx ∩ TxΘ. Òàêîå ïîâåäåíèå ïîòîêà áûëî
ïðåäñêàçàíî ñëåäñòâèåì 1 ï. 1.2.3. Êàæäîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå F−1(h, f)

îòâå÷àåò ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì α è β. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî äèôôåîìîðôíî
áóòûëêå Êëåéíà K2. Ïðè÷èíà äàííîãî ÿâëåíèÿ â òîì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå F−1(h, f)

íå ëåæèò â ìíîæåñòâå Θ, íî ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì ïî ïàðå îêðóæíîñòåé 2.

§ 2.3. Ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû c îñîáåííîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 3. Çàäà÷à
îïèñàíèÿ åå ôàçîâîé òîïîëîãèè, ïîñòàâëåíàÿ À.Ò. Ôîìåíêî â 1990ã., äàëà òîë÷îê ê
èññëåäîâàíèÿì ñèìïëåêòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â íàñòîÿùåé
ðàáîòå.

2.3.1. Cëó÷àé Áîãîÿâëåíñêîãî.
Äàíî òâåðäîå òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, äâèæóùååñÿ â äâóõ îäíîðîäíûõ

è ñòàöèîíàðíûõ ñèëîâûõ ïîëÿõ. Íàïðèìåð, â ãðàâèòàöèîííîì è ìàãíèòíîì. Â
ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà äèíàìèêó òåëà îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ïóàññîíà:

Ṁ = [M, ω] + mg[r, γ] + B[d, δ], γ̇ = [γ, ω], δ̇ = [δ, ω],

ãäå m � ìàññà, M � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, I1, I2, I3 � ãëàâíûå
ìîìåíòû èíåðöèè (Mi = Iiωi), r � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ (r = const), gγ �
âåêòîð ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, Bδ � âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ, d � ìàãíèòíûé ìîìåíò
òåëà (d = const).
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Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåãðàëû

J1 = (γ, γ) = 1, J2 = (γ, δ) = c, J3 = (δ, δ) = 1,

ôóíêöèîíàëüíî ïîðîæäàþùèå öåíòð àëãåáðû Ëè C∞(M4) (ôóíêöèè Êàçèìèðà). Îíà
òàêæå èìååò èíòåãðàë ýíåðãèè

H =
1

2
(M,ω)−mg(r, γ)−B(d, δ).

Ïðåäïîëîæèì ÷òî, â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé, âåêòîð d îðòîãîíàëåí
r è ïàðàëëåëåí ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà èíåðöèè, ò.å.

I1 = I2 = 2I3, r = (r1, 0, 0), d = (0, d2, 0).

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà èìååò èíòåãðàë Z = Z2
1 + Z2

2 , ãäå

Z1 = M2
1 −M2

2 + 4I3mgr1γ1 − 4I3Bd2δ2, Z2 = 2M1M2 + 4I3mgr1γ2 + 4I3Bd2δ1,

êîòîðûé îáîáùàåò èíòåãðàë Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé [21]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ξi =
√

c1 · γi, ηi =
√

c3 · δi (1 ≤ i ≤ 3),

c1 = (4I3mgr1)
2 , c3 = (4I3Bd2)

2 , c2 = (4I3)
2mgr1Bd2c,

è ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó â ñëåäóþùåì âèäå:

Ṁ1 =
2M2M3 + η3

4I3

Ṁ2 = −2M1M3 + ξ3

4I3

Ṁ3 =
ξ2 − η1

4I3

ξ̇1 =
2M3ξ2 −M2ξ3

2I3

ξ̇2 =
M1ξ3 − 2M3ξ1

2I3

ξ̇3 =
M2ξ1 −M1ξ2

2I3

η̇1 =
2M3η2 −M2η3

2I3

η̇2 =
M1η3 − 2M3η1

2I3

η̇3 =
M2η1 −M1η2

2I3

. (2.4)

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ èíòåãðàëû èìåþò âèä:

H = (4I3)
−1 · (M2

1 + M2
2 + 2M2

3 − ξ1 − η2

)
,

Z = (M2
1 −M2

2 + ξ1 − η2)
2 + (2M1M2 + ξ2 + η1)

2.

Ïóñòü G � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå SO(3) ñ äâóìÿ ýêçåìïëÿðàìè R3, è G � àëãåáðà
Ëè ãðóïïû G. Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

TeG =̃ so(3)⊕ R3 ⊕ R3 =̃ R9(M1,M2,M3, ξ1, ξ2, ξ3, η1, η2, η3)

ïîðîæäàåò â G êîîðäèíàòû M i, ξi, ηi, ãäå i ∈ {1, 2, 3}. Ïóñòü Mi, ξi, ηi � äâîéñòâåííûå
êîîðäèíàòû â êîàëãåáðå G∗, òîãäà

{Mi,Mj} = εijkMk, {Mi, ξj} = εijkξk, {Mi, ηj} = εijkηk,

{ξi, ξj} = 0, {ξi, ηj} = 0, {ηi, ηj} = 0,
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à ñèñòåìà (2.4) çàäàíà â ïðîñòðàíñòâå G∗ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà [5]:

Ṁi = {H, Mi}, ξ̇i = {H, ξi}, η̇i = {H, ηi}.

Èíâàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå O ⊂ G∗ ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ èíòåãðàëîâ J1 = J3 = 1

è J2 = c îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
∑3

i=1 ξ2
i = c1,

∑3
i=1 ξiηi = c2,

∑3
i=1 η2

i = c3,
êîòîðàÿ ñîâìåñòíà òîëüêî ïðè c2

2 ≤ c1c3, ÷òî ðàâíîñèëüíî |c| ≤ 1. Ìíîæåñòâî
O èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G. Åñëè
c2
2 = c1c3, òî ïîäìíîãîîáðàçèå O èìååò äâå ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû, äèôôåîìîðôíûõ

S2×R3, íà êàæäîé èç êîòîðûõ èñõîäíàÿ ñèñòåìà âûðîæäàåòñÿ â ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé.
Ïðè ýòîì O ðàññëîåíî ñèíãóëÿðíûìè îðáèòàìè êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû G. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå O òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé îðáèòîé, êîãäà c2

2 < c1c3. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåO = O6 =̃ RP 3×R3. Êàæäàÿ
îðáèòà îáëàäàåò ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìîé Êèðèëëîâà [30, 58]. Îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (2.4) íà ñèìïëåêòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå O6 ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ẋ = {H, x} = sgrad(H)(x) .
Îãðàíè÷èì åå íà èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî

M4 = Z−1(0) ∩ O6 = {x ∈ O6 : Z1(x) = Z2(x) = 0},

ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ìèíèìóìà èíòåãðàëà Z : O6 → R. Åñëè c1 = c3 è c2 = 0,
òî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü M4 èìååò òðàíñâåðñàëüíîå ñàìîïåðåñå÷åíèå ïî
öèëèíäðó S1 × R, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:

M1 = M2 = ξ3 = η3 = ξ1 − η2 = ξ2 + η1 = 0, η2
1 + η2

2 = c3.

Òîãäà êàæäàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
h èìååò òðàíñâåðñàëüíîå

ñàìîïåðåñå÷åíèå. Òîïîëîãèÿ ýòîãî îñîáîãî ñëó÷àÿ îïèñàíà â [13]. Ïîäìíîæåñòâî
M4 ⊂ O6 ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c2
2 < c1c3, (c1 − c3)

2 + c2
2 6= 0 .

Ýòè íåðàâåíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè. Âëîæåíèå M4 ⊂ G∗ =̃ R9(M, ξ, η)

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:




M2
1 −M2

2 + ξ1 − η2 = 0

2M1M2 + ξ2 + η1 = 0

ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 = c1

ξ1η1 + ξ2η2 + ξ3η3 = c2

η2
1 + η2

2 + η2
3 = c3.
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Îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû sgrad(H) íà èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå M4 íàçûâàåòñÿ
ñëó÷àåì Áîãîÿâëåíñêîãî. Êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà sgrad(H)

íà M4 íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðÿìî ñâÿçàíî ñ
âûðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Åñëè áû M4 áûëî
ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, òî â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ p ôóíêöèè H : M4 → R

íåîáõîäèìî èìåëî áû ìåñòî sgrad(H)(p) = 0. Â äàííîì æå ñëó÷àå íåíóëåâîé âåêòîð
sgrad(H)(p) ëåæèò â 2-ìåðíîì ÿäðå Zp, â ñèëó ÷åãî dpH = −isgrad(H)(p)ω = 0.

Ãàìèëüòîíèàí H : M4 → R ïðèíèìàåò ñëåäóþøèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ:

h1 = H(γ1) = − 1

4I3

√
2c0 − 2c̃, h2 = H(γ2) =

1

4I3

√
2c0 − 2c̃,

h3 = H(γ+
3 ) = H(γ−3 ) =

1

4I3

√
2c0 + 2c̃,

ãäå γ1, γ2, γ+
3 , γ−3 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad(H)

[14]. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà sgrad(H) èìååò íåçàâèñèìûé èíòåãðàë F , ÿâëÿþùèéñÿ
îãðàíè÷åíèåì íà M4 ôóíêöèè

F =
1

4
{Z1, Z2} = M3(M

2
1 + M2

2 ) + M1ξ3 + M2η3,

òî îíà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ.
Îáîçíà÷èì ω îãðàíè÷åíèå ôîðìû Êèðèëëîâà c îðáèòû O6 íà ïîäìíîãîîáðàçèå

M4, òîãäà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòüM3 = F−1(0) ñîñòîèò èç òî÷åê, â êîòîðûõ det(ωp) = 0.
Â ñàìîì äåëå, èíòåãðàë F : M4 → R ïîëó÷åí îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè {Z1, Z2}/4 íà
M4 ⊂ O6. Òàê êàê ∀v ∈ TpM4 ωp(v, sgrad(Zi)) = dpZi(v) = 0, ãäå 1 ≤ i ≤ 2, òî
ïîäïðîñòðàíñòâî Zp, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû sgrad(Zi)(p), êîñîîðòîãîíàëüíî TpM4.
À ò.ê. {Z1, Z2} = 0 âëå÷åò çà ñîáîé dZ2(sgrad(Z1)) = 0 è dZ1(sgrad(Z2)) = 0, òî â
êàæäîé òî÷êå p ∈M3 âåêòîðû sgrad(Zi), âû÷èñëåííûå â ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðå
îðáèòû O6, ïîðîæäàþò 2-ìåðíîå ÿäðî Zp ôîðìû ωp. Èíòåðåñíî, ÷òî ó ôóíêöèè
F : M4 → R íåò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê [14]. Ïîýòîìó îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì (íåêîìïàêòíûì) 3-ìíîãîîáðàçèåì

M3 = {p ∈M4 : F (p) = 0},

ðàññëîåííûì íà òîðû Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ M3 ∩ Q3
h. Ýòî ñëîåíèå áûëî âïåðâûå

èññëåäîâàíî â ðàáîòå [95], è îíî ñûãðàëî âàæíóþ ðîëü ïðè âû÷èñëåíèè ìåòîê
èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M3 áóäåò îïèñàíà íèæå.

Ïðîâåðèì, ÷òî âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ôîðìû ω íå ïðåïÿòñòâóþò
êîððåêòíîìó ïðèìåíåíèþ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè. Äåëî â òîì, ÷òî

66



ïðè ëþáîì ðåãóëÿðíîì h ∈ F(M4) ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè
F : Q3

h → R, ïîýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèå M3 ∩ Q3
h ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ òîðîâ

Ëèóâèëëÿ T 2 (1,2 èëè 4). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M4 \M3 ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ èíâàðèàíòíûìè òîðàìè T 2 ⊂M3.

Âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 3 î÷åâèäíî (ðèñ. 5). Çàìåòèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûé
ëó÷ (H × F )(Θ), îòâå÷àþùèé íóëåâîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà F è ÿâëÿþùèéñÿ F -
îáðàçîì ïîäìíîãîîáðàçèÿ Θ = M3, íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû
Σ è ëèøü ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé â òî÷êàõ (h1, 0), (h2, 0), (h3, 0).

Ïðîâåðèì íåðåçîíàíñíîñòü èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû sgrad(H) íàM4. Ïîñêîëüêó
äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî ðåçîíàíñíîñòü ñèñòåìû îçíà÷àëà áû,
÷òî âñå òîðû Ëèóâèëëÿ åñòü ðåçîíàíñíûå [7]. Ïóñòü h0 < h < h3. Ïðåäïîëàãàÿ
ñèñòåìó ðåçîíàíñíîé íà Q3

h ëåãêî ïðèéòè ê òîìó, ÷òî ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h

íà çàìêíóòûå òðàåêòîðèè èíäóöèðóåò ãîìîòîïèè ìåæäó λ - öèêëàìè íà ãðàíè÷íûõ
òîðàõ B - àòîìîâ. Â ýòîì ñëó÷àå r - ìåòêà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðåáðå ðàâíÿëàñü áû
1/0 = ∞, îäíàêî ôàêòè÷åñêè r = 0 (ðèñ. 4). Èòàê, ïðè h ∈ (h0; h3) ñèñòåìà sgrad(H)

ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíîé íà Q3
h \Θ. Ìíîæåñòâî F(Θ) ⊂ R2 ëåæèò íà ãîðèçîíòàëüíîé

ïðÿìîé f = 0, ïîýòîìó åãî ìåðà Ëåáåãà ðàâíà íóëþ 2.
Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 3 ñëó÷àé Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî êîððåêòíî âêëþ÷àåòñÿ

â ïðåäìåòíóþ îáëàñòü òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ
Q3

h õàðàêòåðèçóþò èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 4. Íèæå
îïèñàíà òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ìåòîê, íå ñâÿçàííàÿ ñ ìåòîäîì êðóãîâûõ ìîëåêóë
è ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþùàÿ òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà ãëàäêîé îñîáîé
ïîâåðõíîñòè M3. Îíà áûëà ðàçðàáîòàíà åùå â [95], îäíàêî òîëüêî â áîëåå
ïîçäíåé ðàáîòå [14] ýòà òåõíèêà èçëîæåíà â âèäå, ïðèãîäíîì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî
èñïîëüçîâàíèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå îñîáåííîñòè
äàííîé çàäà÷è íè÷åì ñåáÿ íå ïðîÿâëÿþò. Ïðè ýòîì îíè ïîâëèÿëè íà çíà÷åíèÿ
íåêîòîðûõ ε - ìåòîê, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñâÿçàíî òîëüêî ñ ïîâåäåíèåì ôàçîâîãî
ïîòîêà. Â öåëîì ñëó÷àé Áîãîÿâëåíñêîãî íå ýêâèâàëåíòåí íè îäíîé èç èçâåñòíûõ
ñåãîäíÿ èíòåãðèðóåìûõ çàäà÷.

2.3.2. Êîíòàêòíûå îñîáåííîñòè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû â äàëüíåéøåì óñòàíîâèòü ôàêò êîíòàêòíîñòè âñåõ îñîáûõ òî÷åê
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â ñëó÷àå Áîãîÿâëåíñêîãî, ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé:

∀x ∈M4 {Z1, F}(x) 6= 0 èëè {Z2, F}(x) 6= 0. (2.5)

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ (âûðîæäåííûõ) ñêîáîê Ïóàññîíà, çàäàííûõ â èñõîäíîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå R9(M, ξ, η), íå âûçûâàþò çàòðóäíåíèé. Îäíàêî, ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ
ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ. Ïîýòîìó ìû ïîñòóïèì èíà÷å è äîêàæåì (2.5) èç áîëåå îáùèõ
ñîîáðàæåíèé.

Âñå êîñûå ãðàäèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ â ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ìíîãîîáðàçèÿ
M4. Ïîëå sgrad(H) êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà M4, ñëåäîâàòåëüíî dH(Zx) = 0.
Óñëîâèå (2.5) ýêâèâàëåíòíî dF (Zx) 6= 0, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ M3 èìååò ìåñòî dF (Zx) = 0. Òîãäà â òî÷êå x

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ïîëÿ sgrad(F ). Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ = M3 èìååò óðàâíåíèå
x1 = 0. C òî÷íîñòüþ äî íåïðåðûâíîãî ìíîæèòåëÿ, êîíå÷íîãî è îòëè÷íîãî îò íóëÿ
â òî÷êå x (ñì. ôîðìóëó (3.7), § 3.1), ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî Pf(ω) = {Z1, Z2} = 4F .
Òàê êàê dF 6= 0 â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ M4, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëîêàëüíî
F ≡ x1. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè

(sgrad(F )(x))i = −
(∑

j

ωijAij

)−1 ∑

j 6=i

Aij
∂F

∂xj

, ãäå

Aij =
∑

σ = (i, j, i2, j2, . . . , in, jn) ∈ S2n

is < js, is < is+1

sgn(σ)ωi2j2 . . . ωinjn ,

F(x) = sgrad(f)(x) · Pf(ω)(x), F i(x) = −
2n∑

j=1, j 6=i

Aij
∂F

∂xj

, 1 ≤ i ≤ 2n.

Êîîðäèíàòû x ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû â òî÷êå x ÿäðî Zx áûëî íàòÿíóòî íà 2-
é è 3-é êîîðäèíàòíûå âåêòîðû. Òîãäà êàæäîå ñëàãàåìîå âåëè÷èíû Ai,1 â òî÷êå x

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí òàêîé ñîìíîæèòåëü ωis,js , ÷òî îäíî èç ÷èñåë is èëè js ðàâíî 2
èëè 3. Òîãäà â òî÷êå x èìååì ωis,js = 0. Êàæäàÿ âåëè÷èíà Ai,j ïðè j > 1 âõîäèò â F i ñ
ìíîæèòåëåì ∂F/∂xj, ðàâíûì íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð F ðàâåí íóëþ â òî÷êå x.
Âîñïîëüçóåìñÿ êîíå÷íûìè ðÿäàìè Òåéëîðà è, ïðåíåáðåãàÿ êîíå÷íûì ìíîæèòåëåì,
áóäåì èñêàòü ïðåäåë:

lim
Θ63y→x

sgrad(F )(y) = lim
y1→0

1

y1

∑
j

∂F(θy)

∂xj

yj.
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Ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå sgrad(F ) ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ïîëàãàÿ yj = y1 äëÿ
êàæäîãî j. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé âåêòîð ÷åðåç X. Òîãäà X ∈ TxM3 è, â ñèëó
{H,F} = 0, èìååì X ∈ TxQ

3
h. Ïîñêîëüêó ïîäìíîãîîáðàçèÿ M3 è Q3

h ïåðåñåêàþòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî, òî

dim TxM3 ∩ TxQ
3
h = 2 ⇒ Zx = TxM3 ∩ TxQ

3
h ⇒ X ∈ Zx,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò dxF 6= 0.
Äîêàçàíî (2.5), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ Θ 2-ìåðíîå ÿäðî Zx

òðàíñâåðñàëüíî Θ = M3. Â ñèëó ï. 3.1 ïðåäëîæåíèÿ 1 § 1.2 ïîëå sgrad(F ) èìååò
òîëüêî íåñîáñòâåííûå ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈M3, èíöèäåíòíûå
ïðÿìîé Zx∩TxM3. Ïîñêîëüêó Pf(ω) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîé ñòîðîíû Θ íà
äðóãóþ, òî ýòèõ ïðåäåëüíûõ íàïðàâëåíèé ðîâíî 2 (ñì. ñëåäñòâèå 1 § 1.2). Èñïîëüçóåì
íàéäåííûå ìîëåêóëû W ∗(Q3

h) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Ïðåäëîæåíèå 5 Äëÿ ïî÷òè êàæäîãî òîðà Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ M3 èíòåãðàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðÿìûõ

M3 3 x 7−→ Zx ∩ TxM3 ,

à òàêæå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad(H) ÿâëÿþòñÿ
êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè, âñþäó ïëîòíûìè îáìîòêàìè T 2. Â êàæäîé òî÷êå
ïðîèçâîëüíîãî òîðà Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂M3 ýòè êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî îáðàòíîå îçíà÷àëî
áû, ÷òî âñå âûøåóêàçàííûå êðèâûå çàìêíóòû íà ñâîèõ òîðàõ. Òîãäà îíè îïðåäåëÿëè
áû ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ M3 íà îêðóæíîñòè, êîòîðîå èíäóöèðîâàëî áû
ãîìîòîïèè ìåæäó λ - öèêëàìè íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ B - àòîìîâ â M3 (áåç ó÷åòà
îðèåíòàöèé). Â ýòîì ñëó÷àå r - ìåòêà íà ðåáðå ðàâíÿëàñü áû 1/0 = ∞, îäíàêî â
äàííîì ñëó÷àå r = 0 (ðèñ. 4) 2.

Ïîëó÷åííàÿ èíôîðìàöèÿ î ïîâåäåíèè ïîòîêà sgrad(H) è ïîëÿ sgrad(F ) íà òîðàõ
Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ M3, çà èñêëþ÷åíèåì ôàêòà íåçàìêíóòîñòè (ò.å. ïëîòíîñòè íà òîðå)
òðàåêòîðèé sgrad(H) è ïðåäåëüíûõ òðàåêòîðèé sgrad(F ), âûòåêàåò èç òåîðåìû 7 â
ãëàâå 3. Âìåñòî ýòîé òåîðåìû, îäíàêî, â ñëó÷àå ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíèÿìè ñâîáîäû
ìîæíî èñïîëüçîâàòü åå ÷àñòíûé ñëó÷àé, îòíîñÿùèéñÿ òîëüêî ê äâóì ãàìèëüòîíîâûì
ïîëÿì è ñðàâíèòåëüíî ëåãêî äîêàçûâàåìûé. Ñëåäóåò óìíîæèòü ïîëå sgrad(F ) íà
êîîðäèíàòó x1 = F , è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè x1 → 0. Ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå
áóäåò îòëè÷íî îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå ãèïåðïîâåðõíîñòè x1 = 0 (ñîñòîÿùåé èç
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îñîáûõ òî÷åê). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû sgrad(H), òî
ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå ïîëå êîììóòèðóåò ñ ïîëåì sgrad(H). Èõ íåçàâèñèìîñòü íà òîðå
T 2 ⊂ Θ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

sgrad(H)(x) 6∈ Zx 3 lim
Θ63y→x

x1sgrad(F )(y) =
1

2
lim

Θ63y→x
sgrad(F 2)(y).

2.3.3. Îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü.

Äëÿ âû÷èñëåíèé áóäóò óäîáíû ñëåäóþùèå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû:




ξ1 − η2 = ρ cos θ

ξ2 + η1 = ρ sin θ

−ξ2 + η1 = x

ξ1 + η2 = y

ξ3 = r cos ψ

η3 = r sin ψ,

−π < ψ, θ < π r, ρ > 0

(2.6)

Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàäàåò âëîæåíèå M4 ⊂ R9=̃G∗ :




xρ = −c̃ sin (θ − α0)− r2 sin (2ψ − θ)

yρ = c̃ cos (θ − α0)− r2 cos (2ψ − θ)

x2 + y2 + ρ2 + 2r2 = 2c0

M1 = ∓√ρ sin θ
2

M2 = ±√ρ cos θ
2

,

ãäå êîíñòàíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:




c0 = c1 + c3, c̃ =
√

(c1 − c3)
2 + 4c2

2,

cos α0 = (c1 − c3)/c̃, sin α0 = 2c2/c̃.

Óñëîâèå c0 > c̃ > 0 ýêâèâàëåíòíî : c2
2 < c1c3 è (c1 − c3)

2 + c2
2 6= 0. Ïðîåêöèÿ M4 íà

ïëîñêîñòü R2(y, ρ) îãðàíè÷åíà øåñòèóãîëüíèêîì ABCDEF :

[AB] = {ρ = −y −√2c0 − 2c̃, −ρ2 ≤ y ≤ −√2c0 − 2c̃},
[BC] = {ρ = y +

√
2c0 + 2c̃, −ρ2 ≤ y ≤ −ρ1},

[CD] = {ρ = ρ2, −ρ1 ≤ y ≤ ρ1},
[DE] = {ρ = −y +

√
2c0 + 2c̃, ρ1 ≤ y ≤ ρ2},

[EF ] = {ρ = y −√2c0 − 2c̃,
√

2c0 − 2c̃ ≤ y ≤ ρ2},
[AF ] = {ρ = 0, −√2c0 − 2c̃ ≤ y ≤ √

2c0 − 2c̃},
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ãäå ρ1 =
√

c0 −
√

c2
0 − c̃2, ρ2 =

√
c0 +

√
c2
0 − c̃2. Òåìíûì öâåòîì íà ðèñ. 6

èçîáðàæåíû ïðîåêöèè H−1(h) ïðè ðàçëè÷íûõ h, ãäå 4I3H = 2M2
3 + ρ− y.

Äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå M2
h = M3 ∩ H−1(h) èìååò ñëåäóþùåå ÷èñëî

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò: îäíó ïðè h1 < h < h2, äâå ïðè h2 < h < h3 è ÷åòûðå ïðè h > h3.
Ïîëîæèì 4I3 = 1. Ïîñêîëüêó dF 6= 0 â êàæäîé òî÷êå M4, òî M3 �

ìíîãîîáðàçèå. Âûøå óêàçàíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ áîòòîâñêîé ôóíêöèè H : M3 →
R è ñîîòâåòñòâóþùèå (íåâûðîæäåííûå) êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè γ1, γ2 è γ±3 .
Ïðîåêöèÿìè íà ïëîñêîñòü R2(y, ρ) ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îòðåçêè [EF ], [AD] è
[BC] (ðèñ. 6). Ïðè h > h1 è h 6= h2, h3 êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì
òîðîì T 2. Ïîäìíîãîîáðàçèå M2

h ⊂ R9 îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:




xρ = −c̃ sin (θ − α0)− r2 sin (2ψ − θ)

yρ = c̃ cos (θ − α0)− r2 cos (2ψ − θ)

r2 = c̃ cos(θ − α0) + hρ− ρ2

ρ2(y − ρ + h) = r2ρ (1− cos(2ψ − θ))

M1 = ∓√ρ sin θ
2
, M2 = ±√ρ cos θ

2
, M2

3 = (y − ρ + h)/2

(2.7)

Óðàâíåíèå 4 ñëåäóåò èç F = 0. Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâå ñèììåòðèè ìíîãîîáðàçèÿ M4:

σ(M1,M2,M3, ρ, θ, x, y, r, ψ) = (−M1,−M2,−M3, ρ, θ, x, y, r, ψ),

s(M1,M2,M3, ρ, θ, x, y, r, ψ) = (M∗
1 , M∗

2 ,−M3, ρ, θ∗,−x, y, r, ψ∗),

ãäå θ∗ − α0 = α0 − θ è ψ∗ − α0

2
=

α0

2
− ψ.

Åñëè h1 < h < h2, òî áîòòîâñêàÿ ôóíêöèÿ F : H−1(h) → R èìååò òîëüêî äâà
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ � max è min. Î÷åâèäíî ÷òî, ìíîãîîáðàçèåM2

h = F−1(0) èìååò
îäíó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó � òîð T 2.

Ïðè êàæäîì h ∈ (h1; h2) óðàâíåíèå θ = α0 îïðåäåëÿåò â M2
h ïàðó

íåïåðåñåêàþùèõñÿ s - ñèììåòðè÷íûõ îêðóæíîñòåé γ±(h), íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò
h. Îíè ïðîåêòèðóåòñÿ íà îòðåçîê [KQ] ïðÿìîé

y =
2c0 − h2

2c̃
ρ− h,

çàêëþ÷åííûé ìåæäó òî÷êîé K è îòðåçêîì [DE] (ðèñ. 6). Ïðè h → h1 +0 îêðóæíîñòè
γ±(h) ñáëèæàþòñÿ, è â ïðåäåëå ñîâïàäàþò ñ γ1. Àíàëîãè÷íî, îêðóæíîñòè γ±(h2)

ñîâïàäàþò ñ γ2. Î÷åâèäíî, ÷òî γ+(h) è γ−(h) ãîìîòîïíû íà òîðåM2
h. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ òåîðèåé À.Ò. Ôîìåíêî, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèé óðîâåíü h = h2 âîçìîæíû
òîëüêî äâå ðàçëè÷íûå áèôóðêàöèè òîðà M2

h, â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñåïàðàòðèñíîé

71



äèàãðàììû. Èì ñîîòâåòñòâóþò àòîìû A∗ è B. Òîëüêî ïðè îäíîé èç ýòèõ áèôóðêàöèé
(òèïà B) òîð ðàñïàäàåòñÿ íà äâà. Èç ïîâåäåíèÿ îêðóæíîñòåé γ±(h) âèäíî, ÷òî èìåííî
ýòà áèôóðêàöèÿ èìååò ìåñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè h2 < h < h3 ïîäìíîãîîáðàçèå M2

h

èìååò 2 ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû.
Ïðè h ∈ (h1; h2) óðàâíåíèå M1 = M2 = 0 îïðåäåëÿåò â M2

h ïàðó
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ïðîåêòèðóþùèõñÿ íà îòðåçîê [KF ] è íåïðåðûâíî
çàâèñÿùèõ îò h. Íà ïåðâîé èç íèõ ψ ≡ α0/2, à íà âòîðîé ψ ≡ α0/2 ± π.
Ïåðâóþ îêðóæíîñòü îáîçíà÷èì δ(h). Ïðîîáðàç òî÷êè K ïåðåñåêàåòñÿ ñ H−1(h)

ïî äâóì s - ñèììåòðè÷íûì òî÷êàì. Â îäíîé èç íèõ îêðóæíîñòè δ(h) è γ+(h)

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ è äðóãèõ ïåðåñå÷åíèé ó íèõ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé íåãîìîòîïíà íóëþ íà òîðå M2

h. Îáîçíà÷èì P (h) òî÷êó
δ(h) ∩ γ+(h). Ïðè h → h1 + 0 îêðóæíîñòü δ(h) ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó P (h1), êîòîðàÿ
ïðîåêòèðóåòñÿ â F , à ïðè h → h2 − 0 îêðóæíîñòü δ(h) ñêëåèâàåòñÿ â âîñüìåðêó
S1 ∨ S1. Âåðøèíîé ýòîé âîñüìåðêè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà P (h2), ïðîåêòèðóþùàÿñÿ â A.
Ïðè h > h2 âîñüìåðêà ðàñïàäàåòñÿ íà ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ σ - ñèììåòðè÷íûõ
îêðóæíîñòåé δ±(h). Îíè ïðîåêòèðóþòñÿ íà îòðåçîê [AF ]. ßñíî, ÷òî ñâÿçíûå
êîìïîíåíòû M2

h, ñîäåðæàùèå ýòè îêðóæíîñòè, òàêæå σ - ñèììåòðè÷íû. Ïóñòü T 2
h

åñòü òàêàÿ êîìïîíåíòà M2
h, ÷òî δ+(h) ⊂ T 2

h , òîãäà δ−(h) ⊂ σ(T 2
h ).

Ïðè êàæäîì h ∈ (h2; h3) óðàâíåíèå ψ = α0/2 + πn (ãäå n ∈ Z) îïðåäåëÿåò
ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ, σ - ñèììåòðè÷íûõ îêðóæíîñòåé β±(h), òàêèõ ÷òî β+(h) ⊂
T 2

h è β−(h) ⊂ σ(T 2
h ). Êàæäàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé íåïðåðûâíî çàâèñèò îò h è

ïðîåêòèðóåòñÿ íà ñåãìåíò ïàðàáîëû

c̃y = (ρ− h2)(c̃− (h− h2)ρ),

çàêëþ÷åííûé âíóòðè øåñòèóãîëüíèêà AKLDEF . Äàííûé ñåãìåíò ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè A, G è L. Ïðè h → h2 + 0 îêðóæíîñòè β±(h) ñáëèæàþòñÿ, è â ïðåäåëå îáå
ñîâïàäàþò ñ γ2. Ïðè h → h3−0 êàæäàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ñêëåèâàåòñÿ â âîñüìåðêó.
Âåðøèíàìè ýòèõ âîñüìåðîê ÿâëÿþòñÿ òî÷êè P±, ïðîåêòèðóþùèåñÿ â C (ðèñ. 6).

Ïðè êàæäîì h ∈ (h2; h3) óðàâíåíèå ψ = α0/2 ± π/2 îïðåäåëÿåò ÷åòûðå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòè α1,±(h), α2,±(h). Îêðóæíîñòè αb,+(h) è αb,−(h)

ÿâëÿþòñÿ σ - ñèììåòðè÷íûìè ∀b ∈ {1, 2}. Îêðóæíîñòè α1,+(h) è α2,+(h) ÿâëÿþòñÿ s -
ñèììåòðè÷íûìè, òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê α1,−(h) è α2,−(h). Âñå îíè ïðîåêòèðóþòñÿ
íà ñåãìåíò ïàðàáîëû

c̃y = (ρ− h3)(c̃ + (h− h3)ρ),
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çàêëþ÷åííûé âíóòðè øåñòèóãîëüíèêà AKLDEF . Äàííûé ñåãìåíò ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êè N è L. Ïåðåñå÷åíèå ïðîîîáðàçà òî÷êè L c ïîâåðõíîñòüþ H−1(h) ñîñòîèò èç
4-õ òî÷åê. Â îäíîé èç ýòèõ òî÷åê òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ îêðóæíîñòè α1,+(h)

è β+(h), è â äðóãîé (s - ñèììåòðè÷íîé) òî÷êå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ α2,+(h)

è β+(h). Íèêàêèõ äðóãèõ ïåðåñå÷åíèé ó íèõ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî: âñå ýòè îêðóæíîñòè
íåãîìîòîïíû íóëþ, α1,+(h) ãîìîòîïíà α2,+(h) â T 2

h è α1,−(h) ãîìîòîïíà α2,−(h) â
σ(T 2

h ). Â ïðåäåëå ïðè h → h3 − 0 îêðóæíîñòè α1,+(h) è α2,+(h) ñëèâàþòñÿ ñ γ+
3 .

Àíàëîãè÷íî, îêðóæíîñòè α1,−(h3) è α2,−(h3) ñîâïàäàþò ñ γ−3 . Ïîýòîìó, ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç êðèòè÷åñêèé óðîâåíü h = h3 ñ êàæäûì èç òîðîâ T 2

h è σ(T 2
h ) ïðîèñõîäèò

áèôóðêàöèÿ òèïà B. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè h > h3 ïîäìíîãîîáðàçèåM2
h èìååò 4 ñâÿçíûõ

êîìïîíåíòû. Óòâåðæäåíèå î ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ ìíîãîîáðàçèÿ M2
h äîêàçàíî.

Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 7, ãäå h âîçðàñòàåò ñâåðõó-âíèç.
Â äàëüíåéøåì, ðàññìàòðèâàÿ íà ôèêñèðîâàííîì òîðå T 2 îðèåíòèðîâàííûå

îêðóæíîñòè, ìû áóäåì íàçûâàòü èõ öèêëàìè, íå ðàçëè÷àÿ ãîìîòîïíûå
(ãîìîëîãè÷íûå) öèêëû. Òåðìèí îêðóæíîñòü ìû èñïîëüçóåì òîëüêî äëÿ âëîæåííûõ
îêðóæíîñòåé, ðàññìàòðèâàåìûõ áåç îðèåíòàöèé.

Íà ìíîãîîáðàçèè M3 = F−1(0) ôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ, îïðåäåëÿåìóþ ëþáîé
îðèåíòàöèåéM4 è ïîëåì grad(F ). Îãðàíè÷èì ãàìèëüòîíèàí H íàM3. Ìíîãîîáðàçèå
M3 ðàññëîåíî íà òîðû, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè M2

h = H−1(h). Ïóñòü ε �
äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîäìíîãîîáðàçèå H−1[hi−ε; hi+ε] ïðè i = 1

äèôôåîìîðôíî ïîëíîòîðèþ, à ïðè i ∈ {2, 3} � îðèåíòèðîâàííîìó ñåäëó N2×S1 èëè
ïàðå òàêèõ ñåäåë. Ñëîåíèå M3 íà òîðû ìîæíî èçîáðàçèòü íåêîìïàêòíûì ãðàôîì, ó
êîòîðîãî âåðøèíà A èçîáðàæàåò ïîëíîòîðèå, à âåðøèíû B èçîáðàæàþò ñåäëà (ðèñ.
7). Ïîäîáíûå ãðàôû áûëè ââåäåíû À.Ò. Ôîìåíêî äëÿ èçîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ äî òîãî, êàê ïîñëåäíèå ñòàëè ïðåäñòàâëÿòü ìîëåêóëàìè [27, 28, 30].
Íà êàæäîì ãðàíè÷íîì òîðå ìíîãîîáðàçèÿ H−1[hi − ε; hi + ε] ôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ
êðàÿ. Ñäâèãè âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ grad(H) î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò
ñêëåèâàþùèå äèôôåîìîðôèçìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îòîæäåñòâëÿòü (ò.å. ñêëåèâàòü
ìåæäó ñîáîé) òîðû M2

h1+ε è M2
h2−ε, à òàêæå ïàðû òîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñâÿçíûìè

êîìïîíåíòàìè ïîäìíîãîîáðàçèé M2
h2+ε è M2

h3−ε.
Îáñóäèì âàæíîå ïîíÿòèå ñêëåèâàþùåãî äèôôåîìîðôèçìà ϕij : T 2

i → T 2
j , ãäå

T 2
i è T 2

j � êîìïîíåíòû ãðàíèö íåêîòîðûõ àòîìîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû íåïðåðûâíûì
ñåìåéñòâîì òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Òîðû T 2

i è T 2
j ÿâëÿþòñÿ "êðàéíèìè" â ýòîì ñåìåéñòâå.

Â òåîðèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ϕij ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå p ∈ T 2
i òàêóþ
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òî÷êó q ∈ T 2
j , â êîòîðîé âûïóùåííàÿ èç p èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ grad(F )

ïðîòûêàåò òîð T 2
j . Ïðè ýòîì íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î ðèìàíîâîé ìåòðèêå íà

Q3
h, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà. Ýòî íåóäèâèòåëüíî, ò.ê. ïðè

ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïîëå grad(F ) íèêîãäà íå âû÷èñëÿþò. Â ìåòîäå êðóãîâûõ
ìîëåêóë î íåì äàæå íå âñïîìèíàþò. Âàæíî òî, ÷òî òîð T 2

i ïîäâåðãàåòñÿ íåïðåðûâíîé
äåôîðìàöèè, ïîäíèìàÿñü íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü èíòåãðàëà F : Q3

h → R è
ïðîõîäÿ ÷åðåç âñå ïðîìåæóòî÷íûå òîðû. Ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà F = H × F

äàííîìó ñåìåéñòâó òîðîâ îòâå÷àåò âåðòèêàëüíûé îòðåçîê I ⊂ F (M4) \ Σ. Ìîæíî
ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, ãëàäêî äåôîðìèðóÿ ýòîò îòðåçîê òàê, ÷òîáû
îí ïî-ïðåæíåìó ñîñòîÿë èç ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé F . Ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ
êðèâàÿ I : [0; 1] → R2(h, f). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F (T 2

i ) = I(0) è F (
T 2

j

)
= I(1), à

îáúåäèíåíèå P 3 âñåõ òîðîâ íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà σ, ñâÿçûâàþùåãî ìåæäó ñîáîé T 2
i

è T 2
j , ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ìíîæåñòâà F−1

(
I[0; 1]

)
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P 3 ⊂

M3 äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M3 ⊂M4, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïîòîêà
sgrad(H). Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì ñèñòåìó íåðåçîíàíñíîé, òî íà M3 îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíî íåêîòîðîå ñëîåíèå íà èíâàðèàíòíûå òîðû. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîåíèå
öèëèíäðà P 3=̃[0; 1]×T 2 íà òîðû, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè F−1(I(t)), èíäóöèðîâàíî
èç ìíîãîîáðàçèÿ M3.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èçîòîïèþ G : [0; 1] × T 2 → P 3, ñâÿçûâàþùóþ
ãðàíè÷íûå òîðû T 2

i = G (0, T 2) è T 2
j = G (1, T 2), è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

G
(
t, T 2

) ⊂ F−1
(
I(t)

) ∀t ∈ [0; 1].

Ïóñòü ϕij : T 2
i → T 2

j � äèôôåîìîðôèçì, äëÿ êàæäîãî p ∈ T 2 ñîïîñòàâëÿþùèé
òî÷êå G(0, p) òî÷êó G(1, p). Âûðåæåì èç ìíîãîîáðàçèÿ M3 öèëèíäð P 3, è ñêëåèì
êðàÿ ðàçðåçà ïî äèôôåîìîðôèçìó ϕij. Òåì ñàìûì ìû îòîæäåñòâëÿåì òîðû T 2

i

è T 2
j , è ïîëó÷àåì íåêîòîðîå íîâîå ìíîãîîáðàçèå M̃3, ïîñëîéíî äèôôåîìîðôíîå

M3. Ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì îïðåäåëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó àòîìàìè, ÿâëÿþùååñÿ ïî-ñóòè îòíîøåíèåì èõ ðàâåíñòâà. Ïîýòîìó èíâàðèàíò
Ôîìåíêî-Öèøàíãà ïðè ýòîé îïåðàöèè âûðåçàíèÿ-ñêëåèâàíèÿ íå èçìåíèòñÿ [7,43].
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññëîåííîå ìíîãîîáðàçèå M3 ìîæíî ñ÷èòàòü ñêëååííûì èç àòîìîâ
ïî äèôôåîìîðôèçìàì ϕij ãðàíè÷íûõ òîðîâ. Òàêèå äèôôåîìîðôèçìû, âîçíèêàþùèå
de-facto èç èçîòîïèé, à òàêæå ñàìè ïîðîæäàþùèå èõ èçîòîïèè íàçûâàþòñÿ
ñêëåèâàþùèìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñêëåèâàþùèõ èçîòîïèé íà Q3

h ãîäèòñÿ â ò.÷.
ïîëå grad(F ), âäîëü òðàåêòîðèé êîòîðîãî ãîìîòîïèðóþòñÿ òîðû Ëèóâèëëÿ. Èç
ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè äâà äèôôåîìîðôèçìà
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ϕij : T 2
i → T 2

j è ψij : T 2
i → T 2

j ãîìîòîïíû, òî â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿåìûõ
èìè ñêëåèâàíèé T 2

i =̃T 2
j ïîëó÷àòñÿ ïîñëîéíî äèôôåîìîðôíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, êîíêðåòíûé âèä ñêëåèâàþùåé èçîòîïèè âíóòðè M3 èìååò çíà÷åíèå òîëüêî
ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê ìíîãîîáðàçèþ M3, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóþò òðè àòîìà òèïà B è
îäèí àòîì A (ðèñ. 7). Îáðàçû êðèâûõ I : [0; 1] → R2(h, f), îòâå÷àþùèõ íåïðåðûâíûì
ñåìåéñòâàì òîðîâ â M3, ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè îòðåçêàìè (ðèñ. 8). Èñõîäÿ èç
âûøåñêàçàííîãî, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíóþ èçîòîïèþ G : [h′; h′′] × T 2 →
M3, ñâÿçûâàþùóþ ãðàíè÷íûå òîðû àòîìîâ G (h′, T 2) è G (h′′, T 2) è óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèþ

G
(
h, T 2

) ⊂ H−1(h) ∀h ∈ [h′; h′′].

Ñåé÷àñ ìû ñäåëàåì ýòî è ïîñòðîèì ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè ìåæäó àòîìàìè
ìíîãîîáðàçèÿ M3, êîòîðûå áóäóò èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ
ìåòîê ìîëåêóë W ∗(Q3

h).

Ïðåäëîæåíèå 6 Ïóñòü ε > 0 áåñêîíå÷íî ìàëî.
1. Íà òîðàõ M2

h1+ε è M2
h2−ε ñóùåñòâóþò òàêèå äîïóñòèìûå áàçèñû (λ1, µ1) è

(λ2, µ2), â êîòîðûõ ìàòðèöà ñêëåéêè (2.1) èìååò âèä:

 0 1

1 0


 . (2.8)

2. Íà òîðàõ, ÿâëÿþùèõñÿ êîìïîíåíòàìè M2
h2+ε è M2

h3−ε, ñóùåñòâóþò
äîïóñòèìûå áàçèñû (λ±2 , µ±2 ) è (λ±3 , µ±3 ) ñîîòâåòñòâåííî, â êîòîðûõ ìàòðèöû
ñêëåéêè ñîâïàäàþò è èìåþò âèä:


 0 ±1

±1 0


 . (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàåì áîòòîâñêèé èíòåãðàë H : M3 → R, ÿâëÿþùèéñÿ
îãðàíè÷åíèåì ãàìèëüòîíèàíà H íà èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå M3. Èñïîëüçóåì
îêðóæíîñòè, êîòîðûå ìû îïðåäåëèëè âûøå, è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

λ1 = δ(h1 + ε), µ1 = γ+(h1 + ε)

λ2 = γ+(h2 − ε), µ2 = δ(h2 − ε)

λ±2 = β±(h2 + ε), µ±2 = α1,±(h2 + ε)

λ±3 = α1,±(h3 − ε), µ±3 = β±(h3 − ε).

(2.10)
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Ïðè ε → +0 îêðóæíîñòü λ1 ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, â ñèëó ÷åãî îíà ÿâëÿåòñÿ
ìåðèäèàíîì ïîëíîòîðèÿ H−1[h1; h1 + ε]. Îäíîâðåìåííî îêðóæíîñòü µ1 ñëèâàåòñÿ
ñ êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèåé γ1. Íàïðàâëåíèå ïîòîêà sgrad(H) íà ýòîé òðàåêòîðèè
îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ ñëîåâ ëþáîãî (èç Z) ðàññëîåíèé Çåéôåðòà íà ïîëíîòîðèè [7].
Ïîýòîìó îðèåíòàöèÿ µ1, ïî íåïðåðûâíîñòè îïðåäåëåííàÿ íàïðàâëåíèåì òðàåêòîðèè
γ1, îòâå÷àåò òðåáîâàíèþ ê îðèåíòàöèè öèêëà µ íà ãðàíèöå àòîìà A. Ïîñêîëüêó
îêðóæíîñòü λ1 ÿâëÿåòñÿ ìåðèäèàíîì ïîëíîòîðèÿ H−1[h1; h1 + ε], îíà ìîæåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé öèêë λ. Ôèêñèðóÿ åå îðèåíòàöèþ òàê, ÷òîáû ïàðà (λ1, µ1)

îïðåäåëÿëà íà òîðåM2
h1+ε îðèåíòàöèþ êðàÿ ïîëíîòîðèÿ, ïîëó÷èì äîïóñòèìûé áàçèñ

öèêëîâ (λ1, µ1) íà ãðàíèöå àòîìà A = H−1[h1; h1 + ε].
Â ïðåäåëå ïðè ε → +0 îêðóæíîñòü λ2, à òàêæå êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé

λ±2 ñîâïàäàþò ñ γ2. Çàôèêñèðóåì èõ îðèåíòàöèè, êîòîðûå ïî íåïðåðûâíîñòè
îïðåäåëÿåò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ2. Ýòî èìåííî òå îðèåíòàöèè, êîòîðûå
äàííûå îêðóæíîñòè èìåþò â êà÷åñòâå ñëîåâ (ãîìîòîïè÷åñêè åäèíñòâåííîãî)
ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, çàäàííîãî íà ñåäëå H−1[h2−ε; h2+ε] è èìåþùåãî ñîãëàñîâàííûå
ñ íàïðàâëåíèåì sgrad(H) îðèåíòàöèè ñëîåâ. Ïîýòîìó îíè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
öèêëû λ íà ãðàíèöå àòîìà B. Îêðóæíîñòü δ(h) ñêëåèâàåòñÿ â âîñüìåðêó, çàòåì
ðàñïàäàåòñÿ íà äâå îêðóæíîñòè δ±(h), êîãäà h âîçðàñòàåò îò h2 − ε äî h2 + ε. ßñíî,
÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ âëîæåííûé äèñê ñ äâóìÿ äûðêàìè N2. Îêðóæíîñòü
δ+(h2 + ε) ãîìîòîïíà µ+

2 â T 2
h2+ε, à îêðóæíîñòü δ−(h2 + ε) ãîìîòîïíà µ−2 â σ

(
T 2

h2+ε

)
.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èõ ïðîåêöèè, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ñåãìåíò ïàðàáîëû NL è
îòðåçîê [AF ], íå ïåðåñåêàþòñÿ (ðèñ. 6). Òàêèì îáðàçîì, îêðóæíîñòè µ2 è µ±2 ÿâëÿþòñÿ
êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Ôèêñèðóåì èõ
îðèåíòàöèè òàê, ÷òîáû ïàðà öèêëîâ (λ2, µ2) íà òîðå M2

h2−ε, à òàêæå ïàðû (λ±2 , µ±2 )

íà òîðàõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè M2
h2+ε, îïðåäåëÿëè áû îðèåíòàöèè

êðàÿ ñåäëà. Ïîëó÷èì äîïóñòèìûå áàçèñû (λ2, µ2) è (λ±2 , µ±2 ) íà ãðàíèöå àòîìà B =

H−1[h2 − ε; h2 + ε].
Ïðè ε → +0 ïàðà îêðóæíîñòåé λ±3 ñëèâàåòñÿ ñ ïàðîé ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

γ±3 , à êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé µ±3 ñêëåèâàåòñÿ â âîñüìåðêó. Îáîçíà÷èì µ±,1
3 è µ±,2

3

ïðîèçâîëüíûå îêðóæíîñòè â M2
h3+ε, ïîïàðíî ñêëåèâàþùèåñÿ â ýòè æå âîñüìåðêè

òàê, ÷òî â ïðåäåëå, ò.å. ïðè ε = 0 èìååò ìåñòî:

µ+,1
3 ∪ µ+,2

3 = µ+
3 , µ−,1

3 ∪ µ−,2
3 = µ−3 .

Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòè µ±,1
3 , µ±,2

3 âëîæåíû â ÷åòûðå òîðà, ÿâëÿþùèåñÿ
êîìïîíåíòàìè ïîäìíîãîîáðàçèÿM2

h3+ε. Ôèêñèðóåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå öèêëû
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λ±,1
3 è λ±,2

3 . Âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ñåäëîâûõ êðèòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé ïîëÿ sgrad(H), ñäâèíóòûõ íà ãðàíè÷íûå òîðû. Öèêëû λ òàêæå
îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììû ñ ãðàíè÷íûìè òîðàìè
àòîìà. Ïðè ýòîì èõ îðèåíòàöèè, ïî íåïðåðûâíîñòè, çàäàíû íàïðàâëåíèÿìè
êðèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ñåäëîâàÿ îêðóæíîñòü è
îêðóæíîñòü λ íà ãðàíè÷íîì òîðå, âûðåçàííàÿ ñåïàðàòðèñíîé äèàãðàììîé,
îãðàíè÷èâàþò "òîíêóþ" ëåíòó, êîòîðàÿ äèôôåîìîðôíà êîëüöó S1 × D1. Åãî êðàÿ
S1 × {0} è S1 × {1} ñîîòâåòñòâóþò ýòèì äâóì îêðóæíîñòÿì, à ïîñêîëüêó íà îäèí
êðàé äèôôåîìîðôèçì ïåðåíîñèò îðèåíòàöèþ ñåäëîâîé îêðóæíîñòè, íà äðóãîì êðàå
òàêæå âîçíèêàåò îðèåíòàöèÿ. Ýòè äâå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íåïðåðûâíûì ïîëåì
íàïðàâëåíèé îêðóæíîñòåé S1 × {t}, ãäå 0 ≤ t ≤ 1. Îáðàòíûé äèôôåîìîðôèçì
èíäóöèðóåò èñêîìóþ îðèåíòàöèþ öèêëà λ.

Äàëåå ìû çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèè âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ öèêëîâ µ òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èòü äîïóñòèìûå ñèñòåì êîîðäèíàò íà ãðàíèöàõ äâóõ àòîìîâ B, ÿâëÿþùèõñÿ
êîìïîíåíòàìè H−1[h3 − ε; h3 + ε].

Èòàê, âñå äîïóñòèìûå áàçèñû îïðåäåëåíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü
ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè, äîñòàòî÷íî äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñåäíèõ àòîìîâ
ïðîãîìîòîïèðîâàòü öèêëû λ è µ îò ãðàíèöû îäíîãî àòîìà äî ãðàíèöû äðóãîãî. Ïðè
ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â êàæäîì ïðîìåæóòî÷íîì ïîëîæåíèè ýòè öèêëû ëåæàëè íà
òîðå Ëèóâèëëÿ è ÿâëÿëèñü íà íåì âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûìè, ò.å. òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàþùèìèñÿ â åäèíñòâåííîé îáùåé òî÷êå. Ïîñêîëüêó öèêëû ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèé íà òîðàõ, ïîñëåäíåå óñëîâèå èìååò ãîìîòîïè÷åñêè
èíâàðèàíòíóþ ôîðìóëèðîâêó: èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ ðàâåí ±1. Ïîñêîëüêó
ëþáàÿ ïàðà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ öèêëîâ îïðåäåëÿåò äèôôåîìîðôèçì òîðà
Ëèóâèëëÿ íà ñòàíäàðòíûé òîð T 2 = S1 × S1, ãîìîòîïèðóÿ óêàçàííûì îáðàçîì áàçèñ
(λ, µ) ìû àâòîìàòè÷åñêè êîíñòðóèðóåì ñêëåèâàþùóþ èçîòîïèþ. Ôîðìóëû (2.10) óæå
ñîäåðæàò â ñåáå âñå íåîáõîäèìîå. Ïðè ìîíîòîííîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ε êàæäûé
èç öèêëîâ ãîìîòîïèðóåòñÿ èìåííî òàê, êàê íóæíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêëåèâàþùåé
èçîòîïèè.

×òîáû âûïèñàòü ìàòðèöû ñêëåéêè ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
ϕij : T 2

i → T 2
j � ñêëåèâàþùèé äèôôåîìîðôèçì. Ñëåäóÿ ñêëåèâàþùåé èçîòîïèè,

ïðîãîìîòîïèðóåì äîïóñòèìûå áàçèñû (λi, µi) è (λj, µj) ñ òîðîâ T 2
i è T 2

j íà ëþáîé èç
òîðîâ íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà σ, ñîåäèíÿþùåãî T 2

i è T 2
j . Êîãäà âñå öèêëû îêàæóòñÿ

â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå ýòîãî òîðà, íàì îñòàíåòñÿ òîëüêî âûðàçèòü áàçèñ (λj, µj)
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÷åðåç áàçèñ (λi, µi). Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà ïîëîæèì ε = (h2 − h1)/2 â
ïåðâûõ äâóõ ôîðìóëàõ (2.10). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
îêðóæíîñòÿìè:

λ1(ε0) = µ2(ε0), µ1(ε0) = λ2(ε0), ε0 = (h2 − h1)/2.

Ýòè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò ñîâïàäåíèå îêðóæíîñòåé áåç ó÷åòà îðèåíòàöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñññìàòðèâàÿ èõ êàê öèêëû, â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1

òîðà M2
ε èìååì: 

 λ1(ε0)

µ1(ε0)


 = ±


 0 1

1 0


 ·


 λ2(ε0)

µ2(ε0)


 .

Ïîñêîëüêó ñêëåèâàþùàÿ èçîòîïèÿ ñâÿçûâàåò (λ1(ε0), µ1(ε0)) ñ äîïóñòèìûì áàçèñîì
(λ1, µ1) àòîìà A, à òàêæå (λ2(ε0), µ2(ε0)) ñ äîïóñòèìûì áàçèñîì (λ2, µ2) àòîìà B, òî
ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä (2.8).

Äîêàæåì, ÷òî îðèåíòàöèè öèêëîâ µ1 è λ2 ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ãîìîòîïèè. Ïðîâåäåì
îòðåçîê [SR], äîñòàòî÷íî áëèçêî ê [KF ] (ðèñ. 6). Äëÿ êàæäîãî h ∈ [h1; h2] íà
îêðóæíîñòè γ+(h) âûáåðåì òàêóþ íåïðåðûâíî çàâèñÿùóþ îò h òî÷êó P̃ (h), ÷òî
ïðîåêöèÿ òî÷êè P̃ (h) ïðèíàäëåæèò [SR] è ïðîåêöèÿ P̃ (h) åñòü òî÷êà [KQ] ∩ [SR].
Èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ρ äîñòàòî÷íî ìàëî, òî â êàæäîé òî÷êå P̃ (h) èìååì:

M1η3 −M2ξ3 = ±r
√

ρ cos
(
ψ − α0

2

)
6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M1η3 − M2ξ3 > 0 â êàæäîé P̃ (h). Ïóñòü τ

íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà îêðóæíîñòè γ+(h), çàäàþùèé íàïðàâëåíèå îò P (h) ê P̃ (h).
Ïóñòü t âðåìÿ äâèæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè, ïîðîæäàþùåé îêðóæíîñòü γ+(hi), ãäå
i = 1 èëè i = 2. Ïóñòü τ = τi è t = ti â òî÷êå P̃ (hi). Èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî
M1 = M2 = M3 = 0 â êàæäîé òî÷êå P (h) è x = 0 â òî÷êàõ P (hi). Ïî ðèñ. 6 âèäíî,
÷òî ρ̇(τ) > 0. Èç (2.4) è (2.6) ñëåäóåò, ÷òî çíàê ẏ(ti) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì M1η3−M2ξ3

â òî÷êå P̃ (hi), åñëè ρ äîñòàòî÷íî ìàëî. Ïîñêîëüêó ρ ìàëî, òî ẏ(ti) > 0 ïðè êàæäîì
i ∈ {1, 2}. Î÷åâèäíî, ÷òî ẏ(ρ) > 0 íà êàæäîé èç îêðóæíîñòåé γ+(hi). Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì, ÷òî τ̇(ti) > 0 ïðè êàæäîì i ∈ {1, 2}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà êàæäîé èç
îêðóæíîñòåé γ+(hi) ïàðàìåòðû t è τ çàäàþò îäèíàêîâûå îðèåíòàöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñêëåèâàþùàÿ èçîòîïèÿ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèè, ïîðîæäåííûå ïàðàìåòðîì τ . À òàê êàê
îðèåíòàöèè öèêëîâ µ1 è λ2 ïîðîæäàþòñÿ ïàðàìåòðîì t, òî ñêëåèâàþùàÿ èçîòîïèÿ
ñîõðàíÿåò ýòè îðèåíòàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, â äîïóñòèìûõ áàçèñàõ (λ1, µ1) è (λ2, µ2)

ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä (2.8).
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Àíàëîãè÷íî èç ôîðìóë (2.10) ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñàõ (λ+
2 , µ+

2 ) è (λ+
3 , µ+

3 ), à òàêæå
â áàçèñàõ (λ−2 , µ−2 ) è (λ−3 , µ−3 ) ìàòðèöû ñêëåéêè èìåþò âèä (2.9). Äîêàæåì, ÷òî ýòè
äâå ìàòðèöû ñîâïàäàþò.

Ëåììà 1 Ñèììåòðèÿ σ îáðàùàåò îðèåíòàöèè ïîäìíîãîîáðàçèé M4 è Q3
h, è

ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ M3. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, σ - ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìå
(2.4), îòëè÷àåòñÿ îò íåå òîëüêî íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðèÿ σ : M3 → M3 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ

êðàÿ ñåäëà H−1[h2 − ε; h2 + ε], à òàêæå îðèåíòàöèþ êðàÿ êàæäîãî èç äâóõ ñåäåë,
ñîñòàâëÿþùèõ H−1[h3 − ε; h3 + ε]. Êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ ïàð îêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
σ - ñèììåòðè÷íîé:

λ±2 , λ±3 , µ±2 , µ±3 .

Ïðè ε → +0 êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé λ±2 ðàâíîìåðíî ñáëèæàåòñÿ ñ êðèòè÷åñêîé
òðàåêòîðèåé γ2. Îäíîâðåìåííî ïàðà îêðóæíîñòåé λ±3 ñòðåìèòñÿ ê σ - ñèììåòðè÷íîé
ïàðå òðàåêòîðèé γ±3 . Îòñþäà è èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî σ îáðàùàåò îðèåíòàöèè
öèêëîâ λ±2 è λ±3 . Ïîýòîìó, ñîõðàíÿÿ îðèåíòàöèè ãðàíè÷íûõ òîðîâ, ñèììåòðèÿ σ

îáðàùàåò îðèåíòàöèè öèêëîâ µ±2 è µ±3 . Î÷åâèäíî, ÷òî σ - ñèììåòðèÿ ñêëåèâàþùåé
èçîòîïèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñêëåèâàþùåé èçîòîïèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ñêëåéêè
â áàçèñàõ (λ−2 , µ−2 ) è (λ−3 , µ−3 ) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ñêëåéêè â áàçèñàõ (λ+

2 , µ+
2 )

è (λ+
3 , µ+

3 ). Ïîÿñíèì ýòî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðèìåðà, ÷òî ñêëåèâàþùàÿ èçîòîïèÿ
ïåðåâîäèò öèêë λ+

2 â öèêë µ+
3 , à öèêë µ+

2 â öèêë λ+
3 . Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ

ñêëåèâàþùàÿ èçîòîïèÿ ïåðåâîäèò öèêë σ(λ+
2 ) = −λ−2 â öèêë σ(µ+

3 ) = −µ−3 , à öèêë
σ(µ+

2 ) = −µ−2 â öèêë σ(λ+
3 ) = −λ−3 . Íî òîãäà îíà ñîâìåùàåò öèêëû λ−2 è µ−3 , à òàêæå

µ−2 è λ−3 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ìàòðèö ñêëåéêè èìååò îäèíàêîâûé âèä
2.

2.3.4. Îáîçíà÷åíèÿ.
Â äàëüíåéøåì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F = H × F : M4 → R2 áóäåì ïðîñòî

íàçûâàòü ïðîåêöèåé, òàêæå êàê è ðàçëè÷íûå îáðàçû ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè F : M4 → R áóäåì îáîçíà÷àòü f . Ïóñòü M3

f = F−1(f) è Q3
h =

H−1(h). Ïåðâîå èç ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèé îðèåíòèðîâàíî ïîëåì íîðìàëåé grad(F ),
êîòîðîå â êàæäîé òî÷êå îòëè÷íî îò íóëÿ. Âòîðîå îðèåíòèðîâàíî ïîëåì íîðìàëåé
grad(H), îòëè÷íûì îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå íåîñîáîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Q3

h. Íà M4

ôèêñèðîâàíà ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòàöèÿ (M4 îðèåíòèðóåìî, áóäó÷è ïîâåðõíîñòüþ
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óðîâíÿ Z1 = Z2 = 0 â îðèåíòèðóåìîì O6). Îáîçíà÷èì Fh ôóíêöèþ F : Q3
h → R

è Hf ôóíêöèþ H : M3
f → R. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ Fh áóäåì îáîçíà÷àòü f±i

èëè f±i (h). Ïóñòü ∇Hf � âåêòîðíîå ïîëå grad(Hf ), âû÷èñëåííîå â ìåòðèêå íà
M3

f , èíäóöèðîâàííîé ëþáîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà M4. Ïðîåêöèè èíòåãðàëüíûõ
òðàåêòîðèé ïîëÿ ∇Hf èçîáðàæåíû ãîðèçîíòàëüíûìè ñòðåëêàìè. Ýòè òðàåêòîðèè
èãðàþò âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ. Áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó Σ

áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ êðèâûõ, îáîçíà÷àåìûõ f1, f2, f3, f4

(ðèñ. 8). Ýòè êðèâûå fi ìû áóäåì íàçûâàòü âåòâÿìè. Çàìåòèì, ÷òî âåòâü f3

ñîñòîèò èç äâóõ êðèâûõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé f = 0.
Âåòâè îãðàíè÷èâàþò ðåãóëÿðíûå îáëàñòè, êîòîðûå îòìå÷åíû öèôðàìè 1, 2, 4 �
ñîãëàñíî ÷èñëó òîðîâ Ëèóâèëëÿ íàä êàæäîé òî÷êîé (h, f). Êàæäûé èç ýòèõ òîðîâ
ìû îáîçíà÷àåì T 2(h, f). Îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ïîäìíîãîîáðàçèÿ {H =

h, F = f}, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü M2(h, f). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà
q = (h, f) 6∈ Σ áåñêîíå÷íî áëèçêà ê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (èëè ê âåòâè fi),
åñëè ðàññòîÿíèå îò q äî íåêîòîðîé âåòâè fi ìîæíî ñ÷èòàòü êàê óãîäíî ìàëûì.

Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ. Âîçüìåì òî÷êó q = (h, f), áåñêîíå÷íî áëèçêóþ ê
âåòâè fi, ãäå i ∈ {2, 4}. Î÷åâèäíî, ÷òî íà âåòâè fi íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà òî÷åê p è p̃,
÷òî p è q ëåæàò íà îäíîé âåðòèêàëè, à p̃ è q íà îäíîé ãîðèçîíòàëè. Çíà÷åíèÿ f±2 (h)

è f±4 (h) ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè, ïîýòîìó òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé îêðóæíîñòè S1 �
ñåäëîâîé, êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèè Fh. Îäíîâðåìåííî òî÷êà p̃ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé
îêðóæíîñòè S̃1 � ñåäëîâîé, êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèè Hf . Ñåïàðàòðèñíûå äèàãðàììû
îêðóæíîñòåé S1 è S̃1 îïðåäåëÿþò íà òîðå T 2(h, f) öèêëû λ è λ̃. Îêðóæíîñòü λ

áåñêîíå÷íî áëèçêà ê S1, à îêðóæíîñòü λ̃ áåñêîíå÷íî áëèçêà ê S̃1. Èíòåãðàëüíûå
òðàåêòîðèè, ïîðîæäàþùèå ñåäëîâûå îêðóæíîñòè S1 è S̃1, òàêæå áåñêîíå÷íî áëèçêè
äðóã ê äðóãó. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêëû λ è λ̃ ãîìîòîïíû íà òîðå T 2(h, f).

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü òî÷êà q = (h, f) áåñêîíå÷íî áëèçêà ê âåòâè fi, ãäå i ∈ {1, 3}.
Öèêëû λ è λ̃, âîçíèêàþùèå íà òîðå T 2(h, f) ÿâëÿþòñÿ ìåðèäèàíàìè äâóõ ïîëíîòîðèé,
îäíî èç êîòîðûõ âëîæåíî â Q3

h, à äðóãîå â M3
f . Íà ðèñ. 8 ïåðâîìó ïîëíîòîðèþ

îòâå÷àåò îòðåçîê [p; q], à âòîðîìó îòðåçîê [p̃; q]. Î÷åâèäíî, ÷òî îäíî èç ïîëíîòîðèé
ìîæíî ãîìîòîïèðîâàòü â äðóãîå òàê, ÷òîáû òîð T 2(h, f) îñòàâàëñÿ íåïîäâèæíûì.
Ïðè ýòîì îòðåçîê [p; q] ãîìîòîïèðóåòñÿ íà [p̃; q], à òî÷êà p äâèæåòñÿ ïî âåòâè fi

äî ñîâïàäåíèÿ ñ òî÷êîé p̃. Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòè λ è λ̃ ÿâëÿþòñÿ ìåðèäèàíàìè
îáùåãî ïîëíîòîðèÿ, òî îíè ãîìîòîïíû íà òîðå T 2(h, f). Îäíàêî, èõ îðèåíòàöèè ìîãóò
îêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûìè, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå öèêëû ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.
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Ìû ìíîãîêðàòíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü f 6= 0 è òî÷êà q = (h, f) îäíîé èç ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé áåñêîíå÷íî áëèçêà

ê âåòâè fi. Ñîåäèíèì q ñ fi äâóìÿ îòðåçêàìè � âåðòèêàëüíûì [p; q] è ãîðèçîíòàëüíûì
[p̃; q]. Ïóñòü k åñòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé fi â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå, ëåæàùåé ìåæäó p è p̃. Òîãäà äâå îðèåíòàöèè êðàÿ, èíäóöèðîâàííûå íà
òîðå T 2(h, f) èç ìíîãîîáðàçèé Q3

h è M3
f , ñîâïàäàþò ïðè k > 0 è ÿâëÿþòñÿ

ïðîòèâîïîëîæíûìè ïðè k < 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî k 6= 0 â ëþáîé òî÷êå êàæäîé âåòâè fi (ðèñ. 8). Âîçüìåì

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó òîðà T 2(h, f) è âû÷èñëèì â íåé âåêòîðû grad(F ), grad(H).
Çàôèêñèðóåì â ýòîé òî÷êå âåêòîðû n è ñ âíóòðåííèõ íîðìàëåé ê òîðó,
ðàññìàòðèâàåìîìó â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû ãðàíèö àòîìîâ â Q3

h è M3
f , êîòîðûå

ïðîåêòèðóþòñÿ íà îòðåçêè [p; q] è [p̃; q] ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðû âåêòîðîâ (grad(H), n)

è (grad(F ), ñ) îïðåäåëÿþò íà òîðå T 2(h, f) îðèåíòàöèè ãðàíèö ýòèõ äâóõ àòîìîâ.
Ïðè ëþáîì k ïðîåêöèÿ âåêòîðà grad(F ) íàïðàâëåíà ââåðõ, à ïðîåêöèÿ âåêòîðà
grad(H) íàïðàâëåíà âïðàâî. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñ âñåãäà ãîðèçîíòàëüíà , à âåêòîð
n èìååò âåðòèêàëüíóþ ïðîåêöèþ, îäíàêî íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ïðîåêöèé ìîãóò áûòü
ðàçëè÷íûìè äëÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ ÷èñëà k. Îíè òàêæå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ
òî÷êè q ïî îòíîøåíèþ ê âåòâè fi � ñ îäíîé ñòîðîíû îò íåå èëè ñ äðóãîé. Çàìåòèì,
÷òî ïðîåêöèè âåêòîðîâ n è ñ âñåãäà íàïðàâëåíû â ñòîðîíó âåòâè fi. Ðàññìàòðèâàÿ âñå
âàðèàíòû ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîåêöèè ïàð (grad(H), n) è (grad(F ), ñ) ïðè k > 0

âñåãäà èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ â R2(h, f), à ïðè k < 0 èõ îðèåíòàöèè âñåãäà
ðàçëè÷íû.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿò îïðåäåëÿòü
λ - öèêëû íà ãðàíèöàõ àòîìîâ â Q3

h, èñïîëüçóÿ ãîìîòîïíûå èì öèêëû
λ̃. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äåëàòü ýòî áåç îãîâîðîê. Çàìåòèì, ÷òî ñ
ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ãîìîòîïíûå öèêëû ñîâïàäàþò, íî ìû íàçûâàåì
öèêëàìè òàêæå è ïðåäñòàâëÿþùèå èõ îðèåíòèðîâàííûå îêðóæíîñòè. Èñïîëüçóÿ
ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè íà ïîäìíîãîîáðàçèè M3, êîòîðûå áûëè ñêîíñòðóèðîâàíû
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 6, ìû ïîñòðîèì ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè íà êàæäîì
ìíîãîîáðàçèè Q3

h. Îäíîâðåìåííî, äîïóñòèìûå áàçèñû èç ïðåäëîæåíèÿ 6 ïîìîãóò íàì
çàäàòü äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà âñåõ àòîìàõ, ñîñòàâëÿþùèõ Q3

h. Áóäåì
îáîçíà÷àòü δ ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñ÷èòàÿ åãî íàñòîëüêî ìàëûì,
íàñêîëüêî ýòî íåîáõîäèìî â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.

2.3.5. Ìåòêè ïðè h1 < h < h2.
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Ìíîãîîáðàçèå Q3
h ñêëååíî èç äâóõ àòîìîâ A � ïîëíîòîðèé

F−1
h [f+; f+

1 (h)] è F−1
h [f−1 (h); f−],

ïðîåêòèðóþùèõñÿ íà îòðåçêè [a+; b+] è [b−; a−]. Îêðóæíîñòü γ1 ïîðîæäåíà çàìêíóòîé
èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèåé ïîëÿ sgrad(H). Åãî êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùèå
âñåâîçìîæíûì çíà÷åíèÿì f±1 (h), âìåñòå ñ γ1 îðãàíèçîâàíû â íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî,
ïðîåêòèðóþùååñÿ íà âåòâü f1 (ðèñ. 8). Îêðóæíîñòü γ1 ïðîåêòèðóåòñÿ â òî÷êó 1.
Êðèâàÿ a−a+ ïîëó÷åíà ñäâèãîì f1 íà δ âïðàâî.

Íà êàæäîì òîðå T 2(h, f), ïðîåêòèðóþùåìñÿ â òî÷êó êðèâîé a−a+, ñóùåñòâóåò
äîïóñòèìûé â M3

f è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò f áàçèñ (λ1(f), µ1(f)), òàê ÷òî

(λ1(0), µ1(0)) = (λ1, µ1).

Íàïîìíèì, ÷òî λ - öèêëû λ1(f) íà òîðàõ T 2(h, f) ÿâëÿþòñÿ ìåðèäèàíàìè ïîëíîòîðèé
H−1

f [h − δ; h], â ñèëó ÷åãî îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
çàäàòü óêàçàííîå ñåìåéñòâî áàçèñîâ, ñëåäóåò ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ãîìîòîïèðîâàòü
öèêë µ1 âäîëü ñåìåéñòâà òîðîâ T 2(h, f) íàä êðèâîé a−a+ òàê, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü
åãî äîïîëíèòåëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê λ1. Îãðàíè÷èâàÿ èíòåãðàë F íà öèëèíäð
∪fT

2(h, f), äàííóþ èçîòîïèþ ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ïîëÿ ãðàäèåíòîâ.
Âîçíèêàåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî öèêëîâ µ1(f). Ïîñêîëüêó èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ µ1(f)

è λ1(f) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ, äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ïàðàìåòðà f , èç
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ f èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí ±1. Îðèåíòàöèè öèêëîâ µ1(f), îïðåäåëÿåìûå êðèòè÷åñêèìè
òðàåêòîðèÿìè íàä f1, îáðàçóþò íåïðåðûâíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíîå
ïîëå îðèåíòàöèé òîðîâ T 2(h, f) � ãðàíèö ïîëíîòîðèé îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå ïîëå
îðèåíòàöèé öèêëîâ λ1(f).

Ïðè h′ ≤ h è f− ≤ f ≤ f+ êàæäûé òîð T 2(h′, f), ïðîåêòèðóþùèéñÿ â òî÷êó
êðèâîé a−a+, ñäâèíåì âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ ∇Hf íà óðîâåíü H = h. Î÷åâèäíî,
÷òî òàê ìû ïîñòðîèì ñêëåèâàþùóþ èçîòîïèþ â Q3

h, ïðîåêòèðóþùóþñÿ íà îòðåçîê
[a−; a+], êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òîð T 2(h, f−) â òîð T 2(h, f+), Ïðè ýòîé èçîòîïèè áàçèñ
(λ1(f−), µ1(f−)) ñîâìåùàåòñÿ ñ áàçèñîì (λ1(f+), µ1(f+)). Òîãäà ïàðà (−λ1(f−), µ1(f−))

íà òîðå T 2(h, f−) è ïàðà (λ1(f+), µ1(f+)) íà òîðå T 2(h, f+) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè
áàçèñàìè â Q3

h. Â ýòèõ áàçèñàõ ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä:

 −1 0

0 1


 .
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Îòñþäà íàõîäèì íàõîäèì ìåòêè : r = −1/0 = ∞, ε = sgn(−1) = −1. Â äàííîì
ñëó÷àå n - ìåòîê íåò, ïîñêîëüêó îòñóòñòâóþò ñåìüè.

2.3.6. Ìåòêè ïðè h2 < h < h0.
Â äàííîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå Q3

h ñêëååíî èç äâóõ àòîìîâ A � ïîëíîòîðèé,
ïðîåêòèðóþùèõñÿ íà îòðåçêè [c+; d+] è [d−; c−], è äâóõ àòîìîâ B � ñåäåë, ïðîåêöèÿìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè [e+; j+] è [j−; e−] (ðèñ. 8). Îáîçíà÷èì T 2(h, f) òîðM2(h, f)

äëÿ òî÷êè (h, f) èç ðåãóëÿðíîé îáëàñòè 1, è T 2
±(h, f) � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû M2(h, f)

äëÿ òî÷êè (h, f) èç îáëàñòè 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü σ - ñèììåòðè÷íîñòü òîðîâ T 2
±(h, f).

Îêðóæíîñòü γ2 ïîðîæäåíà çàìêíóòîé èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèåé ïîëÿ sgrad(H).
Åãî êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùèå âñåâîçìîæíûì çíà÷åíèÿì f±2 (h), âìåñòå
ñ γ2 îðãàíèçîâàíû â íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî, ïðîåêòèðóþùååñÿ íà âåòâü f2.
Îêðóæíîñòü γ2 ïðîåêòèðóåòñÿ â òî÷êó 2. Êðèâûå j−j+ è e−e+ ïîëó÷åíû èç f2

ïîñðåäñòâîì ñäâèãà íà δ âëåâî è âïðàâî.
Íà êàæäîì òîðå T 2(h, f), ïðîåêòèðóþùåìñÿ â òî÷êó êðèâîé j−j+, ñóùåñòâóåò

äîïóñòèìûé â M3
f è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò f áàçèñ (λ2(f), µ2(f)), òàê ÷òî

(λ2(0), µ2(0)) = (λ2, µ2).

Íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå äâà íåïðåðûâíûõ ñåìåéñòâà äîïóñòèìûõ â M3
f áàçèñîâ

(λ±2 (f), µ±2 (f)), ðàñïîëîæåííûõ ñ äðóãîé ñòîðîíû îò âåòâè f2. Îíè çàäàíû íà òîðàõ
T 2
±(h, f), ïðîåêòèðóþùèõñÿ â òî÷êè êðèâîé e−e+, ïðè ýòîì

(λ±2 (0), µ±2 (0)) = (λ±2 , µ±2 ).

Íàéäåì ìàòðèöû ñêëåéêè àòîìîâ B ìåæäó ñîáîé. Ñóùåñòâóþò äâå ñêëåèâàþùèå
èçîòîïèè â Q3

h, ïðîåêòèðóþùèåñÿ íà îòðåçîê [e−; e+]. Îíè ïåðåâîäÿò ïàðó áàçèñîâ
(λ±2 (f−), µ±2 (f−)) íàä òî÷êîé e− â ïàðó áàçèñîâ (λ±2 (f+), µ±2 (f+)) íàä òî÷êîé e+. Òîãäà
ïàðû (λ±2 (f−),−µ±2 (f−)) íà òîðàõ T 2

±(h, f−) è ïàðû (λ±2 (f+), µ±2 (f+)) íà òîðàõ T 2
±(h, f+)

ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè áàçèñàìè â Q3
h. Â ýòèõ áàçèñàõ îáå ìàòðèöû ñêëåéêè èìåþò

âèä: 
 1 0

0 −1


 . (2.11)

Îòñþäà íàõîäèì ìåòêè: r = 1/0 = ∞, ε = sgn(1) = 1.
Íàéäåì ìàòðèöû ñêëåéêè ñåäåë ñ ïîëíîòîðèÿìè, îòâå÷àþùèå ïàðàì A�B. Ïóñòü

j+ = (h, f1) è c+ = (h, f2) (ðèñ. 8). Ïðè h′ ≤ h è f1 ≤ f ≤ f2 êàæäûé òîð
T 2(h′, f), ïðîåêòèðóþùèéñÿ â òî÷êó êðèâîé a−a+, ñäâèíåì âäîëü òðàåêòîðèé ∇Hf
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íà óðîâåíü H = h. Î÷åâèäíî, ÷òî òàê ìû ïîëó÷èì ñêëåèâàþùóþ èçîòîïèþ â
Q3

h, ïðîåêòèðóþùóþñÿ íà îòðåçîê [j+; c+], êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òîð T 2(h, f1) â òîð
T 2(h, f2). Èç ïðåäëîæåíèÿ 6 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñäâèãå âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ ∇H0

áàçèñ (λ1, µ1) ñîâìåùàåòñÿ ñ áàçèñîì (µ2, λ2). Èç ñâÿçíîñòè âåòâè f1 âûòåêàåò, ÷òî ïðè
ñäâèãå âäîëü òðàåêòîðèé ∇Hf êàæäûé áàçèñ (λ1(f), µ1(f)) ñîâìåùàåòñÿ ñ áàçèñîì
(µ2(f), λ2(f)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñêëåèâàþùåé èçîòîïèè (λ2(f1), µ2(f1)) ïåðåõîäèò â
(µ1(f2), λ1(f2)). Òîãäà áàçèñû (λ2(f1), µ2(f1)) è (λ1(f2), µ1(f2)) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè
â Q3

h. Â ýòèõ áàçèñàõ ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä (2.8).
Äëÿ âòîðîé ïàðû A�B ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû, è ñêëåèâàþùàÿ èçîòîïèÿ

ïðîåêòèðóåòñÿ íà îòðåçîê [c−; j−]. Ïðè ýòîé èçîòîïèè áàçèñ (µ1(f2), λ1(f2)) íàä òî÷êîé
c− ñîâìåùàåòñÿ ñ áàçèñîì (λ2(f1), µ2(f1)) íàä òî÷êîé j−. Áàçèñû (−λ1(f2), µ1(f2)) è
(λ2(f1),−µ2(f1)) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â Q3

h, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà ñêëåéêè òàêæå
èìååò âèä (2.8). Îòñþäà ìåòêè: r = 0/1 = 0 è ε = sgn(1) = 1. Åäèíñòâåííàÿ ñåìüÿ
ñîñòîèò èç äâóõ B - àòîìîâ, è íà ðèñ. 4 îíà âûäåëåíà ïóíêòèðîì. Èç âèäà ìàòðèö
ñêëåéêè ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ n - ìåòêà ðàâíà íóëþ.

2.3.7. Ìåòêè ïðè h0 < h < h3.
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç óðîâåíü h = h0 ìíîãîîáðàçèå Q3

h íå èñïûòûâàåò
òîïîëîãè÷åñêîé ïåðåñòðîéêè, òàê êàê h0 íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì
H. Îäíàêî, åãî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïåðåñòðàèâàåòñÿ: "èç íè÷åãî" ïîÿâëÿþòñÿ
÷åòûðå íîâûõ àòîìà òèïà A (ðèñ. 4). Îêðóæíîñòè γ±3 ïîðîæäåíû çàìêíóòûìè
èíòåãðàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè ïîëÿ sgrad(H). Òî÷êè g± íà ðèñ. 8 ÿâëÿþòñÿ
ïðîåêöèÿìè âûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà óðîâíå Fh0 = f±0 .
Êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè sgrad(H), îòâå÷àþùèå âñåâîçìîæíûì çíà÷åíèÿì f±4 (h),
âìåñòå ñ γ±3 îðãàíèçîâàíû â äâà íåïðåðûâíûõ ñåìåéñòâà, ïðîåêòèðóþùèõñÿ íà âåòâü
f4, ò.å. íà êðèâóþ g−g+. Âûáåðåì ñåãìåíò êðèâîé g−g+, çàêëþ÷åííûé ìåæäó äâóìÿ
ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè, ðàñïîëîæåííûìè áåñêîíå÷íî áëèçêî ê g+ è g−. Êðèâûå l−l+

è i−i+ ïîëó÷åíû èç ýòîãî ñåãìåíòà ñäâèãàìè âëåâî è âïðàâî íà δ.
Íà êàæäîì òîðå T 2

±(h, f), ïðîåêòèðóþùåìñÿ â òî÷êó êðèâîé l−l+, ñóùåñòâóåò
äîïóñòèìûé â M3

f è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò f áàçèñ (λ±3 (f), µ±3 (f)), òàê ÷òî

(λ±3 (0), µ±3 (0)) = (λ±3 , µ±3 ).

Ïóñòü f 6= 0 è òî÷êà (h, f) èç îáëàñòè 2, äâèæóùàÿñÿ â îáëàñòü 4, ïåðåñåêàåò âåòâü f4.
Òîãäà êàæäûé èç òîðîâ T 2

±(h, f) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà, îäèí èç êîòîðûõ íåïðåðûâíûì
ñåìåéñòâîì òîðîâ ñâÿçàí ñ ïîëíîòîðèåì � íîâûì àòîìîì A. Îáîçíà÷èì ýòîò òîð
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T 2
±,m(h, f), ãäå "m" óêàçûâàåò íà ñâÿçü ñ ìèíèìàêñíîé îêðóæíîñòüþ. Îáúåäèíÿÿ

ñâÿçûâàþùåå åãî ñåìåéñòâî òîðîâ ñ ïîëíîòîðèåì, ïîëó÷èì "òîëñòîå" ïîëíîòîðèå,
êîòîðîå ïðè f > 0 ïðîåêòèðóåòñÿ íà îòðåçîê [i+; k+], à ïðè f < 0 íà îòðåçîê [i−; k−].
Òîðû T 2

±,m(h, f) ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè ýòèõ äâóõ "òîëñòûõ" àòîìîâ A. Îáîçíà÷èì
T 2
±,s(h, f) âòîðîé èç äâóõ òîðîâ, íà êîòîðûå ðàñïàëñÿ òîð T 2

±(h, f) â ðåçóëüòàòå
áèôóðêàöèè B íàä âåòâüþ f4. Çíà÷îê "s" óêàçûâàåò íà òî, ÷òî äàííûé òîð ñâÿçàí
òîëüêî ñ ñåäëàìè. Ïî íåïðåðûâíîñòè ýòè îáîçíà÷åíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà òîðû
Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå îòâå÷àþò íóëåâûì çíà÷åíèÿì f . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå
(h, f) èç ðåãóëÿðíîé îáëàñòè 4 ñîîòâåòñòâóþò ñâÿçíûå êîìïîíåíòûM2(h, f), êîòîðûå
îáîçíà÷àþòñÿ T 2

±,m(h, f) è T 2
±,s(h, f). Çàìåòèì, ÷òî òîðû T 2

±,m(h, f) ÿâëÿþòñÿ σ -
ñèììåòðè÷íûìè, òàêæå êàê è òîðû T 2

±,s(h,−f).
Íà êàæäîì òîðå T 2

±,m(h, f), ïðîåêòèðóþùåìñÿ â òî÷êó êðèâîé i−i+, ñóùåñòâóåò
äîïóñòèìûé â M3

f è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò f áàçèñ (λ±,m
3 (f), µ±,m

3 (f)), òàê ÷òî

(λ±,m
3 (0), µ±,m

3 (0)) = (λ±,m
3 , µ±,m

3 ).

Àíàëîãè÷íî, íà êàæäîì òîðå T 2
±,s(h, f) èç íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà,

ïðîåêòèðóþùåãîñÿ íà êðèâóþ i−i+, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ
â M3

f áàçèñîâ (λ±,s
3 (f), µ±,s

3 (f)), òàê ÷òî

(λ±,s
3 (0), µ±,s

3 (0)) = (λ±,s
3 , µ±,s

3 ).

Ïðè δ → +0 îêðóæíîñòè µ+,m
3 (f) è µ+,s

3 (f), ñëåäóÿ áèôóðêàöèè B, ñêëåèâàþòñÿ â
âîñüìåðêó. Îäíîâðåìåííî îêðóæíîñòü µ+

3 (f) ñêëåèâàåòñÿ â òó æå ñàìóþ âîñüìåðêó
(ðèñ. 8). Àíàëîãè÷íî, ïðè δ → +0 ïàðà îêðóæíîñòåé µ−,m

3 (f) è µ−,s
3 (f) îáðàçóåò

âîñüìåðêó, â êîòîðóþ îäíîâðåìåííî ñêëåèâàåòñÿ µ−3 (f). Â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ äâå
ðàçëè÷íûõ âîñüìåðêè. Íà òîðàõ T 2

±,m(h, f) è T 2
±,s(h, f) âîçíèêàþò äîïóñòèìûå â

M3
f è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò f áàçèñû (λ±,m

3 (f), µ±,m
3 (f)) è (λ±,s

3 (f), µ±,s
3 (f))

ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6, ïðè ñäâèãå âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ ∇H0 áàçèñ (λ±2 , µ±2 )

ñîâìåùàåòñÿ ñ áàçèñîì {±}(µ±3 , λ±3 ). Ïîñêîëüêó òî÷íîå çíà÷åíèå {±} íåèçâåñòíî,
òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî çíàê "+". Íà îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ýòî
ïðåäïîëîæåíèå íå ïîâëèÿåò, ïîýòîìó ìû íå ñòàíåì óòî÷íÿòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
f−0 < f < f+

0 ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèé ∇Hf ñîâìåùàåò áàçèñ (λ±2 (f), µ±2 (f)) ñ
áàçèñîì (µ±3 (f), λ±3 (f)). Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå ñäâèã íà óðîâåíü H = h íå ÿâëÿåòñÿ
èçîòîïèåé, ïîñêîëüêó íàä êðèâîé g−g+ òîð T 2

±(h′, f) ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ B è
ðàñïàäàåòñÿ íà äâà. Îäèí èç ýòèõ òîðîâ ñòÿãèâàåòñÿ íà ìèíèìàêñíóþ îêðóæíîñòü,
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îòâå÷àþùóþ âåòâè f3, à äðóãîé óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü, äðåéôóÿ â ïîòîêå ∇Hf . Ýòîò
ïîñëåäíèé òîð, ïðèøåäøèé íà óðîâåíü H = h, ìû áóäåò íàçûâàòü òðàíñôîðìàöèåé
òîðà T 2

±(h′, f). Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå |f | > f+
0 ïðè òðàíñôîðìàöèè íå ïðîèñõîäèò

íèêàêîé òîïîëîãè÷åñêîé ïåðåñòðîéêè (ðèñ. 8). Ïðè f = f±0 ó êàæäîãî òîðà T 2
±(h0, f)

ïîÿâëÿåòñÿ íåãëàäêàÿ îñîáåííîñòü â âèäå ðåáðà. Îíî îáðàçîâàíî âûðîæäåííîé
êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ, êîòîðàÿ îòâå÷àåò çíà÷åíèþ f±0 èíòåãðàëà Fh0 . Çàìåòèì,
÷òî äâå òî÷êè (h0, f

±
0 ) ∈ R2(h, f) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè îñîáûìè òî÷êàì

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ. Îáå îòíîñÿòñÿ ê âûðîæäåííîìó òèïó èñ÷åçàþùåå
ñåäëî [7,43].

Ñêëåèì ïàðó ñåäåë, ÿâëÿþùèõñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ïîäìíîãîîáðàçèÿ
F−1

h [f+
4 (h)−δ; f+

4 (h)+δ], ñ ñåäëîì F−1
h [f+

2 (h)−δ; f+
2 (h)+δ]. Ïîñëåäíåå ïðîåêòèðóåòñÿ íà

îòðåçîê [n+; m+]. Ïðè ñêëåéêå ïàðà òîðîâ íàä òî÷êîé i+ � ãðàíè÷íûõ äëÿ "íèæíèõ"
ñåäåë îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïàðîé òîðîâ íàä òî÷êîé n+ � ãðàíè÷íûõ äëÿ "âåðõíåãî"
ñåäëà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè i+ è n+ èìåþò êîîðäèíàòû (h, f1) è (h, f2), ãäå

f1 = f+
4 (h) + δ, f2 = f+

2 (h)− δ.

Ïðè h′ ≤ h è f1 ≤ f ≤ f2 êàæäûé òîð T 2
±(h′, f), ïðîåêòèðóþùèéñÿ â òî÷êó êðèâîé

e−e+, ïîäâåðãíåì òðàíñôîðìàöèè íà óðîâåíü H = h. Òîãäà ìû ñíîâà ïîëó÷èì â Q3
h

ñêëåèâàþùóþ èçîòîïèþ, ïðîåêòèðóùóþñÿ íà îòðåçîê [i+; n+], êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òîð
T 2
±,s(h, f1) â òîð T 2

±(h, f2). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîé èçîòîïèè öèêë µ±3 (f) ñîâìåùàåòñÿ
ñ öèêëîì −µ±,s

3 (f), à öèêë λ±3 (f) ñîâìåùàåòñÿ ñ λ±,s
3 (f). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêëåèâàþùàÿ

èçîòîïèÿ ïåðåâîäèò áàçèñ (λ±,s
3 (f1),−µ±,s

3 (f1)) â áàçèñ (µ±2 (f2), λ
±
2 (f2)). Òîãäà áàçèñû

(λ±,s
3 (f1),−µ±,s

3 (f1)) è (λ±2 (f2), µ
±
2 (f2)) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â Q3

h. Â ýòèõ áàçèñàõ
ìàòðèöû ñêëåéêè èìåþò âèä (2.8).

Àíàëîãè÷íûå èçîòîïèè íàä îòðåçêîì [i−; n−] ñêëåèâàþò ïàðó ñåäåë F−1
h [f−4 (h)−

δ; f−4 (h)+δ] ñ ñåäëîì F−1
h [f−2 (h)−δ; f−2 (h)+δ]. Ïðîåêöèåé ïîñëåäíåãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê

[m−; n−]. Ïðè ýòîì áàçèñ (λ±,s
3 (f1),−µ±,s

3 (f1)) ïåðåõîäèò â áàçèñ (µ±2 (f2), λ
±
2 (f2)). Òîãäà

áàçèñû (λ±,s
3 (f1), µ

±,s
3 (f1)) è (λ±2 (f2),−µ±2 (f2)), ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â Q3

h. Â ýòèõ
áàçèñàõ ìàòðèöû ñêëåéêè îòëè÷àþòñÿ îò (2.8) òîëüêî çíàêàìè.

Ïóñòü òî÷êà (h, f) ïðèíàäëåæèò êðèâîé i−i+. Äîêàæåì, ÷òî öèêë µ±,m
3 (f)

ïðåäñòàâëÿåò ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ A3
±, ïðîåêòèðóþùèéñÿ íà îòðåçîê [i+; k+] è

ÿâëÿþùèéñÿ ìàëîé íîðìàëüíîé îêðåñòíîñòüþ êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè f±3 (h).
Îêðóæíîñòü µ+,m

3 (f) ïðîåêòèðóåòñÿ â òî÷êó i+. Åñëè îòðåçîê [i+; k+] ñòÿãèâàåòñÿ
â òî÷êó k+ ∈ f3, òî ïîëíîòîðèå A3

+ ñòÿãèâàåòñÿ íà ìàêñèìàëüíóþ îêðóæíîñòü S1
+,

îòâå÷àþùóþ êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ f+
3 (h) èíòåãðàëà Fh. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
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ýòîì îêðóæíîñòü µ+,m
3 (f) ⊂ ∂A3

+ íå ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó îêðóæíîñòè S1
+. Òîãäà

îíà ñòÿãèâàåòñÿ íà îêðóæíîñòü S1
+, íàêðûâàÿ åå n > 0 ðàç. Î÷åâèäíî, ÷òî òî æå

ñàìîå ïðîèñõîäèò ñ îêðóæíîñòüþ µ+,m
3 (f) â ïîòîêå∇Hf . Îíà íàêðûâàåò êðèòè÷åñêóþ

îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ïðîåêòèðóåòñÿ â íåêîòîðóþ òî÷êó (h′, f) âåòâè f3. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè h → +∞ îáå âåòâè f3 íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé
f = 0.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, îêðóæíîñòü β+(h) ñêëåèâàåòñÿ â âîñüìåðêó ïðè h → h3−0

è ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïðè h > h3. Ýòà âîñüìåðêà ïðîåêòèðóåòñÿ íà ñåãìåíò ïàðàáîëû,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êè A, G è C (ðèñ. 6). Åñëè f äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ïðîåêöèÿ
îêðóæíîñòè µ+,m

3 (f) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ âíóòðè øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF ,
êàê óãîäíî áëèçêóþ ê ýòîìó ñåãìåíòó. Â òî âðåìÿ, êàê îêðóæíîñòü µ+,m

3 (f) äðåéôóåò
â ïîòîêå ∇Hf , åå ïðîåêöèÿ óäàëÿåòñÿ îò îòðåçêà [AF ] â íàïðàâëåíèè îòðåçêà
[BC]. Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿ ìàêñèìàëüíîé îêðóæíîñòè f+

3 (h) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ
ê îòðåçêó [AF ], òàê êàê ρ → 0 ïðè h → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
f îêðóæíîñòü µ+,m

3 (f), äðåéôóÿ â ïîòîêå ∇Hf , íå ìîæåò íàêðûâàòü ìàêñèìàëüíóþ
îêðóæíîñòü íàä âåòâüþ f3. Èç ñîîáðàæåíèé ñâÿçíîñòè ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòî æå
èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì f . Äîêàçàíî, ÷òî öèêë µ±,m

3 (f) ÿâëÿåòñÿ ìåðèäèàíîì "ñâîåãî"
ïîëíîòîðèÿ.

Òåïåðü ìû íàéäåì ìàòðèöû ñêëåéêè ñåäåë ñ ïîëíîòîðèÿìè, êîòîðûå ïîÿâèëèñü
ïðè h > h0 âìåñòå ñ íîâûìè àòîìàìè A (ðèñ. 4). Öèêë µ±,m

3 (f) ìîæíî âêëþ÷èòü â
äîïóñòèìûé áàçèñ ìèíèìàêñíîãî ïîëíîòîðèÿ â Q3

h, îòâå÷àþùåãî âåòâè f3 (ðèñ. 8).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîëíîòîðèå íàä îòðåçêîì [i+; k+], ÿâëÿþùååñÿ êîìïîíåíòîé
F−1

h [f+
3 (h)−δ; f+

3 (h)], è ñêëååííîå ñ íèì ñåäëî, ÿâëÿþùååñÿ êîìïîíåíòîé F−1
h [f+

4 (h)−
δ; f+

4 (h)+ δ]. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òîð T 2
+(h, f0) íàä òî÷êîé i+ îäíîâðåìåííî ãðàíè÷èò

ñ ïîëíîòîðèåì è ñåäëîì, ò.å. ÷òî

f0 = f+
3 (h)− δ = f+

4 (h) + δ.

Òîãäà áàçèñ (λ+,m
3 (f0),−µ+,m

3 (f0)) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì íà òîðå T 2
+(h, f0), êàê íà

êðàå ñåäëà, à áàçèñ (−µ+,m
3 (f0), λ

+,m
3 (f0)) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì íà ýòîì æå òîðå, êàê

íà êðàå ïîëíîòîðèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä (2.8). Â òî÷êå i−

ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò.
Ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè, êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíÿþò ìåæäó ñîáîé àòîìû B è

ïðîõîäÿò ÷åðåç íóëåâîé óðîâåíü èíòåãðàëà F , âïîëíå àíàëîãè÷íû ïðåäøåñòâóþùèì.
Îíè òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ñêëåéêè (2.11), ïîýòîìó çäåñü ìû íå
îñòàíàâëèâàåìñÿ.
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2.3.8. Ìåòêè ïðè h > h3.
Ïðè h < h3 ïðîåêöèåé ìíîæåñòâà Q3

h ∩ {M3 = 0} ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [KL] (ðèñ.
6). Åñëè çíà÷åíèå h ïðîõîäèò ÷åðåç h3, òî ïîäìíîãîîáðàçèå Q3

h ðàçðûâàåòñÿ âäîëü
ïàðû îêðóæíîñòåé γ±3 . Ïðè h > h3 îíî èìååò äâå ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû, îòâå÷àþùèõ
ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêàì êîîðäèíàòû M3. Ýòè äâå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ σ -
ñèììåòðè÷íûìè. Êîìïîíåíòà {M3 > 0} ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè f+

1 (h),
f+

2 (h) è ïàðó îêðóæíîñòåé f−3 (h). Ïðè ýòîì êîìïîíåíòà {M3 < 0} ñîäåðæèò f−1 (h),
f−2 (h) è ïàðó f+

3 (h). Äâóì êîìïîíåíòàì Q3
h îòâå÷àþò äâå ðàçëè÷íûõ ìîëåêóëû (ðèñ.

4).
Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó M3 > 0 è âû÷èñëèì ìàòðèöû ñêëåéêè ñåäëà

F−1
h [f+

2 (h) − δ; f+
2 (h) + δ] ñ äâóìÿ ïîëíîòîðèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñâÿçíûìè

êîìïîíåíòàìè ïîäìíîãîîáðàçèÿ F−1
h [f−3 (h); f−3 (h) + δ]. Ãðàíè÷íûå òîðû ýòèõ

ïîëíîòîðèé ïðîåêòèðóþòñÿ â òî÷êó i−, à ñêëååííûå ñ íèìè ãðàíè÷íûå òîðû ñåäëà
ïðîåêòèðóþòñÿ â òî÷êó n+ (ðèñ. 9). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè i− è n+ èìåþò
êîîðäèíàòû (h, f1) è (h, f2), ãäå

f1 = f−3 (h) + δ, f2 = f+
2 (h)− δ.

Â ïðåäåëå ïðè f → +0 òîð T 2
+,s(h

′, f) ñîâïàäàåò ñ òîðîì T 2
+,m(h3 + δ, 0) èëè T 2

+,s(h3 +

δ, 0). Îáîçíà÷èì åãî T 2
0 . Ñåìåéñòâî âñåõ òîðîâ T 2

+,s(h
′, f), ãäå f > 0, íåïðåðûâíî

ïðîäîëæàåòñÿ òîðîì T 2
0 è òîðàìè T 2

+,m(h′, f) ïðè f < 0. Åñëè f < 0, òî ñäâèíåì
êàæäûé öèêë µ+,m

3 (f) âäîëü òðàåêòîðèé∇Hf . Òàê ìû ïîëó÷èì ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ
â Q3

h, îòâå÷àþùåãî ìèíèìàëüíîé îêðóæíîñòè f−3 (h). Ýòî ïîëíîòîðèå ïðîåêòèðóåòñÿ
íà îòðåçîê [i−; k−] (ðèñ. 9).

Îïðåäåëåííàÿ âûøå òðàíñôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà ñåìåéñòâî òîðîâ
T 2

+(h′, f) íàä êðèâîé n−n+, ãäå f1 ≤ f ≤ f2. Ïîëó÷èì ñêëåèâàþùóþ èçîòîïèþ òîðà
T 2

+,m(h, f1) íà òîð T 2
+(h, f2), êîòîðàÿ ïðîåêòèðóåòñÿ íà îòðåçîê [i−; n+]. Åñëè f > 0,

òî ïðè èçîòîïèè öèêë µ+
3 (f) ïåðåõîäèò â öèêë −µ+,s

3 (f), à öèêë λ+
3 (f) ïåðåõîäèò

â öèêë λ+,s
3 (f). Åñëè æå f < 0, òî öèêë µ+

3 (f) ñîâìåùàåòñÿ ñ öèêëîì −µ+,m
3 (f),

à öèêë λ+
3 (f) ñîâìåùàåòñÿ ñ öèêëîì λ+,m

3 (f). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñêëåèâàþùåé
èçîòîïèè áàçèñ (λ+,m

3 (f1),−µ+,m
3 (f1)) ïåðåõîäèò â áàçèñ (µ+

2 (f2), λ
+
2 (f2)). Òîãäà áàçèñû

(µ+,m
3 (f1), λ

+,m
3 (f1)) è (λ+

2 (f2), µ
+
2 (f2)) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â Q3

h. Â ýòèõ áàçèñàõ
ìàòðèöà ñêëåéêè âûãëÿäèò, êàê ïåðâàÿ èç ìàòðèö (2.12):

(1)


 −1 0

0 1


 , (2)


 1 0

0 −1


 . (2.12)
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Òî÷íî òàêàÿ ìàòðèöà îòâå÷àåò âòîðîìó ïîëíîòîðèþ íàä [i−; k−]. Ìåòêè: r = −1/0 =

∞ è ε = sgn(−1) = −1. Ñåìåé â äàííîì ñëó÷àå íåò.
Â êîìïîíåíòå {M3 < 0} àíàëîãè÷íàÿ èçîòîïèÿ ïðîåêòèðóåòñÿ íà îòðåçîê

[i+; n−] (ðèñ. 9). Ïóñòü i+ = (h, f1) è n− = (h, f2). Áàçèñû (−µ±,m
3 (f1), λ

±,m
3 (f1))

è (λ±2 (f2),−µ±2 (f2)) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â Q3
h Ïî ýòîé ïðè÷èíå äâå "íèæíèå"

ìàòðèöû ñêëåéêè íà ðåáðàõ B�B èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè è âûãëÿäÿò, êàê
âòîðàÿ èç ìàòðèö (2.12). Èç-çà ýòîãî äâå ε - ìåòêè èçìåíèëèñü íà ïðîòèâîïîëîæíûå
2.

2.3.9. Òîïîëîãèÿ îñîáîé ïîâåðõíîñòè.
Â ïï. 2.3.4 - 2.3.8 âû÷èñëåíû âñå ìåòêè ìîëåêóë W ∗(Q3

h), ïðåäñòàâëÿþùèõ
ðàçëè÷íûå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà I∗(Q3

h) èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Î.È.
Áîãîÿâëåíñêîãî. Èíâàðèàíòû I∗(Q3

h) áûëè âïåðâûå îïóáëèêîâàíû â [95]. Ïðè ýòîì
áûëè äîïóùåíû íåçíà÷èòåëüíûå îøèáêè â ε - ìåòêàõ, êîòîðûå íå ïîâëèÿëè
íà çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ I∗(Q3

h), íî îòðàçèëèñü â ìîëåêóëàõ W ∗(Q3
h). Ñëåäóåò

íàïîìíèòü, ÷òî ε - ìåòêè ïðèíèìàþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ ±1. Â äàííîé ðàáîòå
îøèáêè â ε - ìåòêàõ èñïðàâëåíû è, òàêèì îáðàçîì, íàéäåííûå ðàíåå èíâàðèàíòû
Ôîìåíêî-Öèøàíãà I∗(Q3

h) äîïîëíåíû òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ìîëåêóë W ∗(Q3
h). Ýòîò

ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [14]. ×òîáû ïðèâåñòè ìîëåêóëû íà ðèñ. 4 ê âèäó, êîòîðûé
îíè ïåðâîíà÷àëüíî èìåëè â [95], ñëåäóåò îáðàòèòü çíà÷åíèÿ ε - ìåòîê íà âñåõ ðåáðàõ,
îêðóæàþùèõ íåêîòîðûå àòîìû. Ýòà îïåðàöèÿ îòâå÷àåò èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèé
ïîòîêà sgrad(H) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìàõ.

Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Q3

h. Â ðàáîòå
[95] áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ìíîãîîáðàçèå Q3
h ïðè h1 < h < h2 ãîìåîìîðôíî S2 × S1, ïðè h2 < h < h3 îíî

ãîìåîìîðôíî òîðó T 3 = S1 × S1 × S1. Åñëè h > h3, òî Q3
h ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ

êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà S2 × S1.
Ïðîâåðèì ñêàçàííîå â ñëó÷àå h > h3. Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó W ∗(Q3

h) ëþáîé (èç
äâóõ) ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Q3

h ïîäìíîãîîáðàçèÿ H−1(h) (ðèñ. 4). Ìåòêà r = 0 íà ðåáðå
A�B îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïîëíîòîðèå A òàê âêëååíî â ñåäëî B, ÷òî åãî ìåðèäèàí
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îäíîé èç ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ïîâåðõíîñòè N2, ÿâëÿþùåéñÿ
ñå÷åíèåì àòîìà B. Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç äûðîê â N2 çàêëåèâàåòñÿ äèñêîì D2.
Ïîëó÷àåòñÿ êîëüöî D2

0 = S1×D1, óìíîæàÿ êîòîðîå íà îñåâóþ îêðóæíîñòü S1
0 àòîìà

B ïîëó÷èì öèëèíäð S1 ×D1 × S1
0 . Îí ìîäåëèðóåò ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ àòîìîâ B è
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A, ïðè êîòîðîì r - ìåòêà ðàâíà 0. Ïðèêëåèâàíèå äâóõ äðóãèõ àòîìîâ A, êîòîðîìó
îòâå÷àþò äâå ìåòêè r = ∞, ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Öèëèíäð
S1 × D1 × S1

0 ñêëåèâàåòñÿ ñ ïàðîé ïîëíîòîðèé S1 × D2 òàê, ÷òî èõ ìåðèäèàíû
{pt} × ∂D2 îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ îêðóæíîñòÿìè âèäà {pt1} × {pt2} × S1

0 , ãäå òî÷êà
pt2 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà D1 = [0; 1]. Ïîñëåäíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
λ - öèêëû èñõîäíîãî àòîìà B â òî âðåìÿ, êàê ìåðèäèàíû ïðåäñòàâëÿþò λ - öèêëû
àòîìîâ A. Ïîñêîëüêó öèëèíäð ñòÿãèâàåòñÿ íà òîð S1 × {1/2} × S1

0 , ìíîãîîáðàçèå
Q3

h ìîæíî ñêëåèòü èç äâóõ ïîëíîòîðèé òàê, ÷òî íåêîòîðûå èõ ìåðèäèàíû ïðè ýòîì
îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Èìåííî òàê Q3

h ñêëåèâàåòñÿ èç äâóõ ïîëíîòîðèé â ñëó÷àå ìîëåêóëû
A�A, åñëè r - ìåòêà ðàâíà∞. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ìíîãîîáðàçèå
S2 × S1. Èñïîëüçóÿ ìîëåêóëó W ∗(Q3

h), îòâå÷àþùóþ ëþáîìó h > h3, ìû ïîëó÷èì
íîâóþ èíôîðìàöèþ î òîïîëîãèè îñîáîé ïîâåðõíîñòè Θ = M3 è ìíîãîîáðàçèÿ M4.

Ïðåäëîæåíèå 7 Ìíîãîîáðàçèÿ M4 è M3 äèôôåîìîðôíû, ñîîòâåòñòâåííî,
ïðîèçâåäåíèÿì S2

00×S1×R è S2
00×S1, ãäå S2

00 � ñôåðà ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó dF 6= 0 â êàæäîé òî÷êå M4, òî M4=̃M3 × R

è ìíîãîîáðàçèå M3 = F−1(0) äèôôåîìîðôíî F−1(f) äëÿ ëþáîãî f . Âûáåðåì
ëþáîå f > 0 òàê, ÷òîáû ñëîåíèå Ëèâèëëÿ íà ìíîãîîáðàçèè F = f

îïèñûâàëîñü ãðàôîì, êîòîðûé èçîáðàæåí íà ðèñ. 7 (ãðàô F−1(f)). Ôèêñèðóåì
ëþáîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3

h ïðè h > h3. Ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà
F = H × F îíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà âåðòèêàëüíûé îòðåçîê (ðèñ. 5). Ïóíêòèð
ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæàåò êîíñòðóêöèþ ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà (è äàæå
ïîñëîéíîé èçîòîïèè) ìíîãîîáðàçèÿ F−1(f) íà 3-ïîâåðõíîñòü Q3

h, èç êîòîðîé óäàëåíû
îáå ìèíèìàëüíûõ îêðóæíîñòè èíòåãðàëà F : Q3

h → R. Çàìåòèì, ÷òî âåðõíèé
ôðàãìåíò âåòâè f3 äèàãðàììû Σ, îòìå÷åííûé íà ðèñ. 5 áóêâîé A, îòâå÷àåò
ìàêñèìàëüíûì îêðóæíîñòÿì èíòåãðàëà F íà äðóãîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå H−1(h).
Ïîýòîìó, õîòÿ ïóíêòèðíûå ëèíèè ïåðåñåêàþò êðèâóþ A, íèêàêèõ ïåðåñòðîåê
èçîòîïèðóåìûõ íàä íèìè òîðîâ T 2 íå ïðîèñõîäèò. Ïîñêîëüêó â äåêîìïîçèöèè Q3

h =

S2 × S1 óäàëåííûì èç Q3
h ìèíèìàëüíûì îêðóæíîñòÿì îòâå÷àþò ïðîèçâåäåíèÿ íà S1

äâóõ òî÷åê ñôåðû S2, òî ìíîãîîáðàçèå Q3
h, èç êîòîðîãî óäàëåíû ýòè äâå îêðóæíîñòè,

äèôôåîìîðôíî S2
00 × S1. Ñëåäîâàòåëüíî

M3 =̃ Q3
h =̃ S2

00 × S1, M4 =̃ M3 × R =̃ S2
00 × S1 × R 2.

Ôàçîâîå ìíîãîîáðàçèå M4 äèôôåîìîðôíî S2 × S1 × R [95]. Ïðåäëîæåíèå 7
îïèñûâàåò äðóãóþ ñòðóêòóðó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà M4.
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Ãëàâà 3. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîíòàêòíûìè
îñîáåííîñòÿìè.

§ 3.1. Êîíòàêòíûå âûðîæäåíèÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì.

Â öåíòðå âíèìàíèÿ äàííîé ðàáîòû íàõîäèòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî

Θ = {p ∈ M : det(ωp) = 0} = {p ∈ M : Zp = Ker(ωp) 6= 0},

íàçûâàåìîå îñîáîé ïîâåðõíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â M . Êàê è ïðåæäå
(M, ω) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè x ∈ Θ

íàçûâàþòñÿ îñîáûìè. Â ñëó÷àå dimZp > 2 ïðåäïîëîæåíèå codim Θ = 1 âûäåëÿåò
âåñüìà ñïåöèàëüíûé êëàññ âûðîæäåíèé, íå èìåþùèõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ñì. ï.
1.2.2). Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òàêèå îáúåêòû íå áîëåå ýêçîòè÷íû, ÷åì
êîíòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ è ñòðóêòóðû Ëè.

3.1.1. Êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà íà îñîáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèé ïðèìåð ìàêñèìàëüíî ãëóáîêîãî âûðîæäåíèÿ çàìêíóòîé

2-ôîðìû íà ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Ïðèìåð 1. Ïðèíöèï Ìîïåðòþè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè

íàòóðàëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè
h, ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè â ìåòðèêå

g̃ij(x) = 2(h− U(x))gij(x).

Çäåñü U(x) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, çàäàííàÿ íà êîíôèãóðàöèîííîì ìíîãîîáðàçèè
M , à gij � ìåòðèêà, îïðåäåëÿþùàÿ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ [7,36].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dim M = 3, õîòÿ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî
ïðè ëþáîì ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïóñòü (q, q̇) ∈ R3 × R3 � êîîðäèíàòû â TM .
Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà Φ̃ : TM → T ∗M ñîîòíîñèò âåêòîðó (q, q̇) êîâåêòîð (p,q),
ãäå

pi =
3∑

j=1

g̃ij q̇
j, 1 ≤ i ≤ 3.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãàìèëüòîíèàí:

H̃(q, q̇) =
1

2

3∑
i,j=1

g̃ij q̇
iq̇j.

Ïîòîê sgrad(H̃), ðàññìàòðèâàåìûé íà èíâàðèàíòíîì ïîäìíîãîîáðàçèè

{x ∈ TM : U(x) < h, H(x) = h},
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ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ Φ̃ ãëàäêî ñîïðÿãàåòñÿ ñ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì ìåòðèêè
g̃ij [2].

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ïîðîæäàåò â TM ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ
îñîáåííîñòÿìè. Åå îïðåäåëÿåò çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω̃ = Φ̃∗Ω ãäå Ω � êàíîíè÷åñêàÿ
ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ T ∗M . Òàê êàê

Pf(ω̃) = 8(h− U)3 det(g),

òî ôîðìà ω̃ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà Θ = {U = h}, ò.å. îäíîâðåìåííî
ñ ìåòðèêîé g̃. Èòàê, â äàííîì ñëó÷àå Θ ÿâëÿåòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ.
Â òåõ îñîáûõ òî÷êàõ, ãäå âåêòîðû ∇U = grad(U) è p íå êîëëèíåàðíû â R3, ÿäðî
Ker(ω̃) íàòÿíóòî íà âåêòîðû

b23
∂

∂q1

− b13
∂

∂q2

+ b12
∂

∂q3

,
∂

∂q̇1

,
∂

∂q̇2

,
∂

∂q̇3

,

ïðè ýòîì ÷èñëà bij ðàâíû:

b12 =
3∑

i=1

(
∂U

∂q2

gi1 − ∂U

∂q1

gi2

)
q̇i, b23 =

3∑
i=1

(
∂U

∂q3

gi2 − ∂U

∂q2

gi3

)
q̇i,

b13 =
3∑

i=1

(
∂U

∂q3

gi1 − ∂U

∂q1

gi3

)
q̇i.

Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè Θ ÿäðî ôîðìû èìååò ðàçìåðíîñòü 6. Íà îòêðûòîì,
ïëîòíîì â Θ ïîäìíîæåñòâå Θ0 = {x : dimZx = 4} èìååò ìåñòî Zx ⊂
TxΘ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå Z : x 7−→ Zx íåèíòåãðèðóåìî, íî îíî íå
îïðåäåëÿåò êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû íà 5-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Θ0. Äåëî â òîì,
÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ëåæàíäðîâû (ò.å. Z - èíòåãðèðóåìûå, ìàêñèìàëüíîé
ðàçìåðíîñòè) ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ñèëó dim Θ = 2 · 2 + 1 èìåëè áû ðàçìåðíîñòü 2.
Îäíàêî âåêòîðû

∂

∂q̇1

,
∂

∂q̇2

,
∂

∂q̇3

,

î÷åâèäíî, îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè 3, èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè äëÿ Z 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè 1,
ò.å. ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, è ïóñòü ω|Θ = 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé 1-ôîðìû
α, çàäàííîé â îêðåñòíîñòè Θ è ðàâíîé íóëþ â êàæäîé òî÷êå Θ, èìååò ìåñòî ω = dα

(òåîðåìà 2, § 1.1). Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî α = χν äëÿ íåêîòîðîé 1-ôîðìû
ν è ôóíêöèè χ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

χ(Θ) = 0, dρχ 6= 0 ∀ρ ∈ Θ. (3.1)
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Ëåììà 1 Ïóñòü ω = 0 â êàæäîé òî÷êå ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ è χ åñòü ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè Θ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (3.1).

Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U ⊃ Θ è òàêàÿ 1-ôîðìà β íà U , ÷òî

ω|U = d

(
χ2

2
β

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ωρ = dρχ ∧ νρ = 0 äëÿ êàæäîãî
ρ ∈ Θ, ïîýòîìó ν|Θ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè Θ íàéäåòñÿ òàêàÿ 1-ôîðìà γ

è ôóíêöèÿ ϕ, ÷òî ν = ϕdχ + χγ. Îòñþäà

ω = d
(
χ(ϕdχ + χγ)

)
= d

(
χ2 (γ − dϕ/2)

)
.

Ëåììà 2 Âîçüìåì òðàíñâåðñàëüíîå Θ âåêòîðíîå ïîëå X è ôóíêöèþ χ â
îêðåñòíîñòè Θ, óäîâëåòâîðÿþùóþ (3.1). Òîãäà ôîðìóëà

µ = lim
χ→0

iX
(
χ−1ω

)
(3.2)

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò íà Θ 1-ôîðìó µ, êîòîðàÿ ïðè çàìåíå ôóíêöèè χ è ïîëÿ X

óìíîæàåòñÿ íà âñþäó îòëè÷íóþ îò íóëÿ ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî µ = dχ(X)β|S. Â ñèëó (3.1) èìååì
dχ(X) 6= 0. ßñíî, ÷òî çàìåíà òðàíñâåðñàëüíîãî ïîëÿ X ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ µ íà
íåíóëåâóþ ôóíêöèþ. Ïðè çàìåíå χ íà χ̃ ôîðìà

lim
χ→0

(
χ−1ω

)

óìíîæàåòñÿ íà íåíóëåâóþ ôóíêöèþ limχ→0 χ/χ̃. Ïîñëåäíÿÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà,
ïîñêîëüêó ∂χ/∂x = 0 â òî÷êàõ Θ â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ âèäà (χ̃,x) 2.

Ëîêàëüíî ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî

µx =
2n∑

j=2

∂ω1,j

∂x1

dxj (3.3)

â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ x ∈ R2n, â êîòîðûõ x ∈ Θ ⇔ x1 = 0. Çäåñü dim M = 2n.
Ïóñòü S2n � ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê íàáîðà (1, . . . , 2n). Äëÿ êàæäîé

êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ω = (ωij), ãäå 1 ≤ i, j ≤ 2n, ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà
ìíîãî÷ëåíà ±P , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

P ∈ Z[ω1,2, . . . , ωi,j, . . . , ω2n−1,2n], P 2 = det(ω).
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Îäèí èç íèõ, ðàâíûé
∑

σ = (i1, j1, . . . , in, jn) ∈ S2n

is < js, is < is+1

sgn(σ)ωi1,j1ωi2,j2 . . . ωin,jn ,

ìû íàçûâàåì ïôàôôèàíîì è îáîçíà÷àåì Pf(ω). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∀σ i1 = 1.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü dim M = 2n > 2 è ω = 0 â êàæäîé òî÷êå ãëàäêîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ. Íà ìíîãîîáðàçèè Θ ðàññìîòðèì 1-ôîðìó µ, îïðåäåëåííóþ
ôîðìóëîé (3.2) äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèè χ, óäîâëåòâîðÿþùåé (3.1) è âåêòîðíîãî
ïîëÿ X, òðàíñâåðñàëüíîãî Θ.

Òîãäà íà Θ îïðåäåëåíî ïîëå 2n − 2 - ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Πρ = µ−1
ρ (0),

êîòîðîå íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè χ è ïîëÿ X. Ïîëå Πρ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé
êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d2n−1Pf(ω)ρ 6= 0 ∀ρ ∈ Θ. (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îêðåñòíîñòè O(ρ) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ρ ∈ Θ ââåäåì
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x1, . . . , x2n), â êîòîðûõ ïîâåðõíîñòü S = O(ρ) ∩ Θ

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0.
Ïóñòü 1 < i, j ≤ 2n. Èç çàìêíóòîñòè ω ñëåäóåò, ÷òî ∂ωij/∂x1 = 0 ïðè x1 = 0.

Ïîýòîìó êàæäûé ω1j äåëèòñÿ íà x1, à êàæäûé ωij äåëèòñÿ íà x2
1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ω èç êàæäîé ñòðîêè i è êàæäîãî ñòîëáöà j ìîæíî
âûíåñòè ìíîæèòåëü x1. Ïîýòîìó det(ω) äåëèòñÿ íà x4n−2

1 , â ñèëó ÷åãî Pf(ω) = Ax2n−1
1 ,

ãäå A � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò x. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x1 = 0 ðàâíû íóëþ
âñå ïðîèçâîäíûå Pf(ω)(x) ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2n − 2 âêëþ÷èòåëüíî. Èç ïðîèçâîäíûõ
ïîðÿäêà 2n− 1 òîëüêî ∂2n−1Pf(ω)/∂x2n−1

1 ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ. Îíà ðàâíà
ïôàôôèàíó ñëåäóþùåé ìàòðèöû:




0 ∂ω1,2

∂x1

∂ω1,3

∂x1
. . . ∂ω1,2n

∂x1

−∂ω1,2

∂x1
0 ∂2ω2,3

∂x2
1

. . . ∂2ω2,2n

∂x2
1

−∂ω1,3

∂x1
−∂2ω2,3

∂x2
1

0 . . .
∂2ω3,2n

∂x2
1

. . . . . . . . . . . . . . .

−∂ω1,2n

∂x1
−∂2ω2,2n

∂x2
1

−∂2ω3,2n

∂x2
1

. . . 0




(x1 = 0). (3.5)

Â ñèëó ëåììû 1 ω = d(βx2
1/2) íà O(ρ). Ïóñòü λi,j � ýëåìåíò ìàòðèöû (3.5). Òîãäà

λ1,j = βj, λi,j = ∂βj/∂xi − ∂βi/∂xj .
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Ïóñòü S2n−1 � ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê íàáîðà (2, . . . , 2n) è dβ|S = ζ. Â êîîðäèíàòàõ
(x2, . . . , x2n) ïîâåðõíîñòè S èìååì

ζ =
∑
i<j

λi,jdxi ∧ dxj ⇒ β|S ∧
(∧n−1

i=1 ζ
)

=

= (n− 1)!
∑

σ∈S2n−1

βjλi2,j2 . . . λin,jndxj ∧ dxi2 ∧ dxj2 ∧ . . . ∧ dxin ∧ dxjn ,

ãäå σ = (j, i2, j2, . . . , in, jn) è is < js, is < is+1. Ñóììó ìîæíî çàïèñàòü êàê
( ∑

σ∈S2n−1

sgn(σ)βjλi2,j2 . . . λin,jn

)
dx2 ∧ . . . ∧ dx2n.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ñ ïôàôôèàíîì ìàòðèöû (3.5). Ïîñëåäíèé, ïî
óñëîâèþ, îòëè÷åí îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå S = Θ ∩O(ρ). Ñëåäîâàòåëüíî

β|S ∧
(∧n−1

i=1 dβ|S
) 6= 0 ∀y ∈ S. (3.6)

Â ÷àñòíîñòè β|S âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ. Îíà ñîâïàäàåò ñ 1-ôîðìîé, êîòîðàÿ ëîêàëüíî
îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.2) äëÿ χ = x1 è X = ∂/∂x1. Ïóñòü µ åñòü ëþáàÿ 1-ôîðìà
íà Θ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.2). Ïî ëåììå 2 ôîðìû µ|S è β|S ïðîïîðöèîíàëüíû.
Îòñþäà è èç (3.6), â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè ρ ∈ Θ, ïîëå Πρ = µ−1

ρ (0) ÿâëÿåòñÿ
êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé íà Θ. Ïîñêîëüêó ôîðìà µ çàäàíà ãëîáàëüíî, òî ýòà ñòðóêòóðà
òî÷íà 2.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3.4) èíâàðèàíòíî, è ÷òî êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà Π íà Θ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìîé ω.

3.1.2. Êîíòàêòíûå îñîáûå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü (M, ω) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ,
dimZρ = 2k â íåêîòîðîé òî÷êå ρ ∈ Θ è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü S â M , ÷òî ρ ∈ S ⊂ Θ è dimZy = 2k â êàæäîé òî÷êå y ∈ S.
Òîãäà ïðè óñëîâèÿõ

a) Zρ 6⊂ TρS b) d2k−1Pf(ω)ρ 6= 0

îñîáàÿ òî÷êà ρ íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíîé.

Óñëîâèå d2k−1Pf(ω)ρ 6= 0 îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Â íåêîòîðûõ (è òîãäà â êàæäûõ)
êîîðäèíàòàõ x ∈ R2n íà M , çàäàííûõ â îêðåñòíîñòè ρ, äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà öåëûõ
÷èñåë αs ≥ 0

∂2k−1Pf(ωij(x))

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xα2n
2n

(ρ) 6= 0,
2n∑

s=1

αs = 2k − 1.
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Çàìåòèì, ÷òî Pf(ω) � ýòî íåèíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò x.
Ìíîæåñòâî êîíòàêòíûõ òî÷åê îòêðûòî â Θ. ßñíî, ÷òî â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå îíî
ïëîòíî â Θ èëè ïóñòî. Â ñëó÷àå dimZρ = dim M óñëîâèå a) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè,
à óñëîâèå b) ýêâèâàëåíòíî íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû (3.5). Îíî åñòåñòâåííî â ñèëó
ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3 Ïóñòü ω � çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà, dimZρ = 2k â íåêîòîðîé òî÷êå ρ ∈ Θ è
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü S â M , ÷òî

ρ ∈ S ⊂ Θ, dimZy = 2k ∀y ∈ S, Zρ 6⊂ TρS.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ êîîðäèíàò x ∈ R2n, çàäàííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ, â êàæäîé
äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê ρ òî÷êå y ∈ Θ ðàâíû íóëþ âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
Pf

(
ωij(x)

)
ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2k − 2 âêëþ÷èòåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(ρ) ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû x, â
êîòîðûõ ìíîãîîáðàçèå S ⊂ Θ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0 è ∂/∂x1 ∈ Zx ïðè
x1 = 0. Ïóñòü 1 < i, j ≤ 2k. Èç çàìêíóòîñòè ω ñëåäóåò, ÷òî ∂ωij/∂x1 = 0 ïðè x1 = 0.
Ïîýòîìó êàæäûé ω1j äåëèòñÿ íà x1, à êàæäûé ωij äåëèòñÿ íà x2

1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ω èç êàæäîé ñòðîêè i è êàæäîãî ñòîëáöà j

ìîæíî âûíåñòè ìíîæèòåëü x1. Ïîýòîìó det(ω) äåëèòñÿ íà x4k−2
1 , â ñèëó ÷åãî Pf(ω)

äåëèòñÿ íà x2k−1
1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x1 = 0 ðàâíû íóëþ âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Pf(ω)(x), ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2k−2 âêëþ÷èòåëüíî. Òî æå èìååò ìåñòî â ïðîèçâîëüíûõ
êîîðäèíàòàõ, ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ïôàôôèàí äåëèòñÿ íà îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ßêîáè 2.

Ðàçëàãàÿ Pf(ω)(x) â êîíå÷íûé ðÿä Òåéëîðà è èñïîëüçóÿ ëåììó 3 ëåãêî óáåäèòüñÿ
â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1 Äëÿ íåêîòîðîé, äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè O(ρ) êîíòàêòíîé
òî÷êè ρ ôîðìà ω íåâûðîæäåíà íà O(ρ) \ S.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
S = O(ρ) ∩Θ .

Ïóñòü dim M = 2n è â îñîáîé òî÷êå ρ, â êîòîðîé dimZρ = 2k, âûïîëíåíû
âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1, êðîìå d2k−1Pf(ω)ρ 6= 0. Â îòíîøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ
íè÷åãî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ò.å. îíî âûïîëíåíî èëè íåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé
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îêðåñòíîñòè O(ρ) çàäàíû òàêèå êîîðäèíàòû x ∈ R2n, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå O(ρ) ∩ Θ

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0, è âåêòîðû

∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . ,
∂

∂x2k

ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Zy â êàæäîé òî÷êå y ∈ O(ρ) ∩Θ.
Òîãäà óñëîâèå d2k−1Pf(ω)ρ 6= 0 ýêâèâàëåíòíî íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû:




0 ∂ω1,2

∂x1

∂ω1,3

∂x1
. . .

∂ω1,2k

∂x1

∂ω1,2k+1

∂x1
. . . ∂ω1,2n

∂x1

−∂ω1,2

∂x1
0 ∂2ω2,3

∂x2
1

. . .
∂2ω2,2k

∂x2
1

∂2ω2,2k+1

∂x2
1

. . . ∂2ω2,2n

∂x2
1

−∂ω1,3

∂x1
−∂2ω2,3

∂x2
1

0 . . .
∂2ω3,2k

∂x2
1

∂2ω3,2k+1

∂x2
1

. . .
∂2ω3,2n

∂x2
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−∂ω1,2k

∂x1
−∂2ω2,2k

∂x2
1

−∂2ω3,2k

∂x2
1

. . . 0
∂2ω2k,2k+1

∂x2
1

. . .
∂2ω2k,2n

∂x2
1

−∂ω1,2k+1

∂x1
−∂2ω2,2k+1

∂x2
1

−∂2ω3,2k+1

∂x2
1

. . . −∂2ω2k,2k+1

∂x2
1

0 . . . ω2k+1,2n

−∂ω1,2k+2

∂x1
−∂2ω2,2k+2

∂x2
1

−∂2ω3,2k+2

∂x2
1

. . . −∂2ω2k,2k+2

∂x2
1

−ω2k+1,2k+2 . . . ω2k+2,2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−∂ω1,2n−1

∂x1
−∂2ω2,2n−1

∂x2
1

−∂2ω3,2n−1

∂x2
1

. . . −∂2ω2k,2n−1

∂x2
1

−ω2k+1,2n−1 . . . ω2n−1,2n

−∂ω1,2n

∂x1
−∂2ω2,2n

∂x2
1

−∂2ω3,2n

∂x2
1

. . . −∂2ω2k,2n

∂x2
1

−ω2k+1,2n . . . 0




Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå ïôàôôèàíà Pf(ω), êîòîðîå èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

ωi1,j1ωi2,j2 · . . . · ωit,jtωit+1,jt+1 . . . ωin,jn , i1 = 1,

it ≤ 2k, it+1 > 2k, is < is+1, is < js ∀s ∈ {1, . . . , n}.

Ïîñêîëüêó i2 > 1, òî (êàê ìû âèäåëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3) âñå ýëåìåíòû
ωi2,j2 , . . . , ωit,jt âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ ïðè x1 = 0. Òàê
êàê ýòèõ ýëåìåíòîâ ωi2,j2 , . . . , ωit,jt íå ìåíüøå, ÷åì k − 1, òî èç âñåõ ñëàãàåìûõ,
ñîñòàâëÿþùèõ ëþáóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Pf(ω) ïîðÿäêà îò 0 äî 2k − 1, òîëüêî
ñëàãàåìûå âèäà

∂ω1,j1

∂x1

∂2ωi2,j2

∂x2
1

. . .
∂2ωik,jk

∂x2
1

ωik+1,jk+1
. . . ωin,jn , ik ≤ 2k, ik+1 > 2k

ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Èõ ñóììà ñ ó÷åòîì çíàêîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïåðåñòàíîâîê σ êàê ðàç ðàâíà ïôàôôèàíó âûøåóêàçàííîé ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî,
åå íåâûðîæäåííîñòü ðàâíîñèëüíà êîíòàêòíîñòè îñîáîé òî÷êè 2.

97



Ïðèìåð 2. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1 êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå Θ ñîñòîèò èç
òî÷åê, êîíòàêòíûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå áëèæå ñëó÷àé, êîãäà çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω íà ÷åòíî-
ìåðíîé ïîâåðõíîñòè M ⊂ N èíäóöèðîâàíà èç ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(N, Ω). Êîñîé ãðàäèåíò ôóíêöèè f íà M , âû÷èñëåííûé îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω =

Ω|M , îáîçíà÷àåì sgradM(f). Ïóñòü ρ ∈ M è Lρ � êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå TρM

â TρN . Åñëè ïëîñêîñòü Lρ òðàíñâåðñàëüíà TρM , òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F : N → R

âåêòîð sgradM(F |M)(ρ) ÿâëÿåòñÿ êîñîîðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé sgrad(F )(ρ) íà TρM

[30]. Êàê ïðàâèëî, ýòà ïðîåêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ ôîðìû ω. Â
êàæäîé òî÷êå ρ ∈ Θ ⊂ M

dim(Lρ + TρM) < dim TρN, Zρ = Ker(ωρ) = Lρ ∩ TρM.

Ëåììà 4 Ïóñòü â 2n + 2m - ìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (N, Ω)

ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ N ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ íóëåâîãî óðîâíÿ íåçàâèñèìûõ
ôóíêöèé F1, . . . , F2m, è ω = Ω|M . Òîãäà â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ âèäà

(F,x) = (F1, . . . , F2m, x1, . . . , x2n)

ïðè F = 0 èìååò ìåñòî:

Pf
(
ωij(x)

)
= ±Pf

(
Ωrs(0,x)

)
Pf

({Fα, Fβ}
)

, (3.7)

(1 ≤ i, j ≤ 2n, 1 ≤ α, β ≤ 2m, 1 ≤ r, s ≤ 2n + 2m) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáëàñòè O, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ Θ ⊂ M , ââåäåì êîîðäèíàòû
(F,x) è ðàññìîòðèì ìàòðèöû A =

(
ωij

)
, B =

({Fα, Fβ}. Ìàòðèöà Ïóàññîíà P è
ìàòðèöà ôîðìû Ω ñóòü âçàèìíî îáðàòíûå. Ïîñêîëüêó âåêòîðû ∂/∂xj ïðè F = 0

êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè Θ, òî A åñòü ïðàâûé-íèæíèé, óãëîâîé 2n - ìèíîð ìàòðèöû
Ω. À òàê êàê B åñòü ëåâûé-âåðõíèé, óãëîâîé 2m - ìèíîð ìàòðèöû P , òî det(A) =

det(B) det(Ω). Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.7) 2.

Ïðåäëîæåíèå 2 Â óñëîâèÿõ ëåììû 4 ïóñòü ρ ∈ Θ ⊂ M è S � òàêàÿ ãëàäêàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü â M , ÷òî ρ ∈ S ⊂ Θ è äëÿ íåêîòîðîãî k > 0

rk
({Fα, Fβ}

)
(y) = 2m− 2k ∀y ∈ S . (3.8)
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Òî÷êà ρ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð
èíäåêñîâ p = (p1, . . . , p2n) è íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (c1, . . . , c2m) ñèñòåìû (3.10), ÷òî
äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(ρ) è âñåõ (0,x) ∈ S ∩O(ρ) èìååò ìåñòî:

∂2k−2Pf
({Fα, Fβ}

)

∂xp1

1 . . . ∂xp2n

2n

(0,x) ≡ 0,

2m∑
γ=1

2n∑
j=1

cγ

∂2k−1Pf
({Fα, Fβ}

)

∂xp1

1 . . . ∂xp2n

2n ∂xj

{Fγ, xj}(ρ) 6= 0 . (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.10) îïðåäåëÿåò íàáîð êîýôôèöèåíòîâ cγ, äëÿ
êîòîðîãî âåêòîð vρ =

∑2m
γ=1 cγsgrad(Fγ)(ρ) êàñàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M :
2m∑
γ=1

{Fα, Fγ}(ρ) · cγ = 0 1 ≤ α ≤ 2m. (3.10)

Ïî ôîðìóëå Ý. Êàðòàíà dim Ker(ω) = const = 2k íà S [19,58], ïðè ýòîì Zρ = TρM ∩
Lρ, ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî Lρ íàòÿíóòî íà âåêòîðû sgrad(Fα).

Èç ëåììû 3 è ôîðìóëû (3.7) ñëåäóåò, ÷òî â êîíòàêòíîé òî÷êå ρ ∈ S ðàâíû íóëþ
âñå ïðîèçâîäíûå Pf

({Fα, Fβ}
)
(0,x), ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2k − 2 âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè

ýòîì íàéäåòñÿ ìóëüòèèíäåêñ p = (p1, . . . , p2n), äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ ∂2k−2
xp Pf èìååò

íåíóëåâîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå ρ. Òîãäà íåðàâåíñòâî (3.9) ýêâèâàëåíòíî vρ 6∈ TρS.
Òàêîé âåêòîð vρ, à çíà÷èò è íàáîð ÷èñåë cγ íàéäóòñÿ â ñèëó óñëîâèÿ Zρ 6⊂ TρS.

Îáðàòíî, â ñèëó (3.9) íàéäåòñÿ ìóëüòèèíäåêñ p = (p1, . . . , p2n), äëÿ êîòîðîãî
ôóíêöèÿ ∂2k−2

xp Pf èìååò íåíóëåâîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå ρ. Òîãäà vρ 6∈ TρS, à çíà÷èò
è Zρ 6⊂ TρS. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 3 èç (3.8) è ôîðìóëû (3.7) âûòåêàåò, ÷òî âñå
ïðîèçâîäíûå Pf

({Fα, Fβ}
)
(0,x), ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2k− 2 âêëþ÷èòåëüíî, ðàâíû íóëþ

íà S. Ñ ó÷åòîì ýòîãî è (3.9), èñïîëüçóÿ (3.7) ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî d2k−1Pf(ω)ρ 6= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà ρ êîíòàêòíàÿ 2.

Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 2 â î÷åíü ðàñïðîñòðàíåííîé ñèòóàöèè, êîãäà
ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ N îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

F1 = F2 = 0.

Òîãäà m = 1 è (3.8) îçíà÷àåò, ÷òî {F1, F2}|S ≡ 0. Â äàííîì ñëó÷àå k = 1 è ÿäðî
Zρ íàòÿíóòî íà âåêòîðû sgrad(F1) è sgrad(F2). Óñëîâèå (3.8) è òîæäåñòâî (3.9)
âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè. Ðåøåíèåì (3.10) ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïàðà ÷èñåë (c1, c2), è
íåðàâåíñòâî (3.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

c1{{F1, F2}, F1}+ c2{{F1, F2}, F2} 6= 0.

Èòàê, ìíîæåñòâî Θ ⊂ M îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì {F1, F2} = 0.
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Ñëåäñòâèå 1 Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïàðû ãëàäêèõ ôóíêöèé F1 è F2 íà
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè N ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ N ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F1 = F2 = 0, òî òî÷êà

ρ ∈ Θ = {y ∈ M : {F1, F2}(y) = 0}

ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

{{F1, F2}, F1}(ρ) 6= 0 èëè {{F1, F2}, F2}(ρ) 6= 0. (3.11)

Ïðèìåð 3. Â § 2.3 îïèñàíà ôàçîâàÿ òîïîëîãèÿ I êëàññà îñîáî çàìå÷àòåëüíûõ
äâèæåíèé (ïî Àïïåëüðîòó) âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â ìàãíèòíîì ïîëå. Ôîðìà ω

íà èíâàðèàíòíîì ïîäìíîãîîáðàçèè M4 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîé
ôîðìû Êèðèëëîâà-Êîíñòàíòà, îïðåäåëåííîé íà îðáèòå O6 ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîïðåäñòàâëåíèÿ. Âëîæåíèå M4 ⊂ O6 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Z1 = Z2 = 0.
Îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ⊂ M4 åñòü ïîäìíîãîîáðàçèå M3=̃S2

00 × S1 (ïðåäëîæåíèå 7, §
2.3) íóëåâîãî óðîâíÿ áîòòîâñêîãî èíòåãðàëà

F =
1

4
{Z1, Z2}|M4 .

Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé (3.11) â ñèëó (2.5) çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå òî÷êè îñîáîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Θ ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè âûðîæäåíèÿ
ôîðìû ω èìåþò îáùåå ïîëîæåíèå â ñìûñëå (1.2) 2.

Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå óñëîâèå (3.11) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

dimZρ = 2, dρ

(
Pf(ω)

)
(Zρ) 6= 0. (3.12)

Äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòüþ âñÿêàÿ òî÷êà ρ ∈ Θ

ïðè óñëîâèè (3.12) ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé. Îáðàòíî, â ëþáîé êîíòàêòíîé òî÷êå ρ â
ñëó÷àå dimZρ = 2 ñïðàâåäëèâî (3.12). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå dimZρ = 2

îñîáàÿ òî÷êà ρ èìååò îáùåå ïîëîæåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
êîíòàêòíîé. Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè (3.11) ôîðìà ω èìååò îáùåå ïîëîæåíèå â òî÷êå ρ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ï. 1.2.2, ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
y→ρ, y 6∈Θ

sgrad(f)(y), ρ ∈ Θ

âñåãäà âëå÷åò df(Zρ) = 0, ïîcêîëüêó

∀v ∈ Zρ dfρ(v) = ωρ

(
v, lim

y→ρ
sgrad(f)(y)

)
= 0.
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Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî (ïðèìåð 3, § 1.2). Îäíàêî, åñëè âñå òî÷êè ρ ∈ Θ

ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè, òî â ñëó÷àå df(Z)ρ ≡ 0 íà ìíîãîîáðàçèè M êîððåêòíî
îïðåäåëåíî ãëàäêîå ãàìèëüòîíîâî ïîëå sgrad(f). Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

3.1.3. Ïðîäîëæåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïîëåé.
Êàê îòìå÷àëîñü â § 1.2, âîïðîñ î êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòîíîâûõ

ïîëåé sgrad(f) â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω ðàññìàòðèâàåòñÿ
äîâîëüíî äàâíî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå df(Ker(ω)) ≡ 0 äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì, è êàêèõ-ëèáî îáùèõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè íåò. Â ñëó÷àå
êîíòàêòíûõ âûðîæäåíèé äîñòàòî÷íîñòü äàííîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò êëþ÷åâîå çíà÷åíèå äëÿ âñåé òåîðèè.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ρ � êîíòàêòíàÿ òî÷êà è f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà M . Åñëè
df(Zy) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ Θ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ρ, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
Θ63y→ρ

sgrad(f)(y),

ïðèíàäëåæàùèé TρΘ è ãëàäêî çàâèñÿùèé îò òî÷êè ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì êîîðäèíàòû x = (x1, . . . , x2n) â îêðåñòíîñòè U(ρ) òàê,
÷òî x(ρ) = 0 è ïîâåðõíîñòü Θ∩U(ρ) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0. Òîãäà df(Zx) =

0 îçíà÷àåò ∂f/∂xα = 0 ïðè âñåõ 1 ≤ α ≤ 2k.
Ïóñòü σ ∈ S2n � òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà âèäà (i, j, i2, j2, . . . , in, jn), ÷òî is < js è

is < is+1, è Σσ îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì óêàçàííîãî âèäà,
òîãäà:

ωijPf(ω) = −
∑

σ

sgn(σ)ωi2j2 . . . ωinjn = −Aij,

(
sgrad(f)(x)

)i
=
−∑2n

j=1 Aij∂f/∂xj

Pf(ω)
.

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ:

F(x) = Pf(ω)(x) · sgrad(f)(x), F i(x) = −
2n∑

j=1

Aij
∂f

∂xj

(1 ≤ i ≤ 2n).

Äîêàæåì, ÷òî âñå åå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà îò 0 äî 2k − 2 ðàâíû íóëþ ïðè x1 = 0.
Êàæäîå Aij ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ âèäà

ωi2,j2 . . . ωit,jtωit+1,jt+1 . . . ωin,jn , it ≤ 2k, it+1 > 2k, t ≥ k. (3.13)
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Åñëè i2 > 1, òî âñå ωi2,j2 , . . . , ωit,jt âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè 1-ãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ
ïðè x1 = 0 (ëåììà 3). Òàê êàê ýëåìåíòîâ ωi2,j2 , . . . , ωit,jt íå ìåíüøå, ÷åì k − 1, òî èç
âñåõ ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ ëþáóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ (3.13) ïîðÿäêà îò 0 äî
2k − 2, òîëüêî

∂2ωi2,j2

∂x2
1

. . .
∂2ωik,jk

∂x2
1

ωik+1,jk+1
. . . ωin,jn , ik ≤ 2k, ik+1 > 2k

ìîæåò áûòü îòëè÷íûì îò íóëÿ. Òîãäà (i, j, i2, j2, . . . , ik, jk, ik+1, jk+1, . . . , in, jn) åñòü
ïåðåñòàíîâêà íàáîðà (1, . . . , 2n), â êîòîðîé 2n − 2k ÷èñåë áîëüøå 2k è îòëè÷íî îò
j, â ñèëó ÷åãî j ≤ 2k è ∂f/∂xj = 0.

Åñëè i2 = 1, òî èç âñåõ ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ ïðîèçâîäíóþ (3.13) ïîðÿäêà îò
0 äî 2k − 3, òîëüêî

∂ω1,j2

∂x1

∂2ωi3,j3

∂x2
1

. . .
∂2ωik,jk

∂x2
1

ωik+1,jk+1
. . . ωin,jn , ik ≤ 2k, ik+1 > 2k

ìîæåò áûòü îòëè÷íûì îò íóëÿ. Íî òîãäà ñíîâà j ≤ 2k è ∂f/∂xj = 0.
Èòàê, âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Aij∂f/∂xj, ïîðÿäêà îò 0 äî 2k−3 âêëþ÷èòåëüíî,

ðàâíû íóëþ ïðè x1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî èç òåõ, ÷òî èìåþò ïîðÿäîê 2k − 2, òîëüêî
ïðîèçâîäíàÿ ïî x1 ìîæåò áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ. Òîãäà âñå åå íåíóëåâûå ñëàãàåìûå
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè íà ∂2f/∂x1∂xj ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 2k − 3 îò (3.13) ïî
x1, ãäå i2 = 1. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå j > 1, îòêóäà ∂2f/∂x1∂xj = 0.

Äîêàçàíî, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå F(x) ïîðÿäêà îò 0 äî 2k − 2 ðàâíû íóëþ ïðè
x1 = 0. Òîãäà èç ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 2k − 1 òîëüêî ∂2k−1F/∂x2k−1

1 ìîæåò áûòü
îòëè÷íîé îò íóëÿ. Èñïîëüçóÿ ëåììó 3, ïîëó÷èì êîíå÷íûå ðÿäû Òåéëîðà:

F(x) =
∂2k−1F(0)

∂x2k−1
1

x2k−1
1

(2k − 1)!
+

2n∑
j=1

∂2kF(µx)

∂x2k−1
1 ∂xj

x2k−1
1 xj

(2k)!
,

Pf(ω)(x) =
∂2k−1Pf(ω)(0)

∂x2k−1
1

x2k−1
1

(2k − 1)!
+

2n∑
j=1

∂2kPf(ω)(ηx)

∂x2k−1
1 ∂xj

x2k−1
1 xj

(2k)!
,

äëÿ íåêîòîðûõ 0 < µ < 1 è 0 < η < 1. Òîãäà

lim
Θ63y→ρ

sgrad(f)(y) = lim
x→0, x1 6=0

F(x)

Pf(ω)(x)
=

∂2k−1F(0)/∂x2k−1
1

∂2k−1Pf(ω)(0)/∂x2k−1
1

.

Èòàê, íà U(ρ) îïðåäåëåíî ãëàäêîå ïîëå sgrad(f), êîòîðîå ïî íåïðåðûâíîñòè
ñîõðàíÿåò ôîðìó ω, â ñèëó ÷åãî êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Θ ∩ U(ρ) 2.

Äëÿ ëþáîé êîíòàêòíîé òî÷êè p ∈ Θ ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî
êàæäàÿ òî÷êà q ∈ U ∩ Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé. Îáîçíà÷èì XU(p) ìíîæåñòâî âñåõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé f íà U , êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ df(Zq) ≡ 0.
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Ïðåäëîæåíèå 3 Ìíîæåñòâî XU(p) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè
Ïóàññîíà, êîòîðàÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà XU(p)×XU(p).

Äîêàçàòåëüñòâî:

d{f1, f2}(Zq) = ωq

(Zq, sgrad{f1, f2}(q)
)

= ωq

(Zq, [sgrad(f1), sgrad(f2)](q)
)

=

= ωq

(Zq, Lsgrad(f1)sgrad(f2)
)

= ωq

(
Zq,

d

dt

(
ϕ∗t sgrad(f2)

)
(q)

)
=

=
d

dt
ωq

(
(ϕ∗tZ)q,

(
ϕ∗t sgrad(f2)

)
(q)

)
=

d

dt
ωq (Zq, sgrad(f2)(q)) = 0,

ãäå ϕt � ëîêàëüíûé ïîòîê ãëàäêîãî ïîëÿ sgrad(f1), îïðåäåëåííîãî â îêðåñòíîñòè p

è ñîõðàíÿþùåãî ôîðìó ω âìåñòå ñ ïîëåì åå ÿäåð. Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî
âáëèçè òî÷êè p èìååò ìåñòî:

ωq(Zq, sgrad(f2)(q)) ≡ 0,
(
ϕ∗tZ

)
q
≡ Zq 2.

Â óñëîâèÿõ ëåììû 4 ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè N çàäàíà ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ f . Ïóñòü x ∈ Θ ⊂ M ⊂ N . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå df(Zx) = 0

ýêâèâàëåíòíî ñîâïàäåíèþ ðàíãîâ ñëåäóþùèõ ìàòðèö Ïóàññîíà:



0 {F1, F2} . . . {F1, F2m}
−{F1, F2} 0 . . . {F2, F2m}

. . . . . . . . . . . .

−{F1, F2m} −{F2, F2m} . . . 0

{F1, f} {F2, f} . . . {F2m, f}




(x),




0 {F1, F2} . . . {F1, F2m}
−{F1, F2} 0 . . . {F2, F2m}

. . . . . . . . . . . .

−{F1, F2m} −{F2, F2m} . . . 0




(x).

Ñîâïàäåíèå ðàíãîâ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë a1, . . . , a2m:

sgrad(f)(x)−
2m∑

β=1

aβ · sgrad(Fβ)(x) ∈ TxM.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå df(Zx) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîñîîðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ âåêòîðà sgrad(f)(x) íà ïëîñêîñòü TxM . Ñóùåñòâîâàíèå êîñîîðòîãîíàëüíîé
ïðîåêöèè â êàæäîé îñîáîé òî÷êå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ íà Θ, ÿâëÿþùåãîñÿ êîñîîðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïîëÿ sgrad(f).
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Äåëî â òîì, ÷òî ýòà ïðîåêöèÿ îïðåäåëåíà ïî mod Z§. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, åñëè
âñå òî÷êè îñîáîé ïîâåðõíîñòè Θ ⊂ M ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè, òî ñóùåñòâîâàíèå
êîñîîðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè vx(f) âåêòîðà sgrad(f)(x) íà ïîäïðîñòðàíñòâî TxM â
êàæäîé îñîáîé òî÷êå x âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradM(f |M).
Ïðè ýòîì

∀x ∈ Θ sgradM(f |M)(x) = vx(f) mod Z§ .

3.1.4. Òåîðåìà Äàðáó.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ 2n - ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M, ω) ñ

îñîáåííîñòüþ. Ïóñòü Θ ⊂ M åñòü ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 2 Åñëè ρ ∈ Θ � êîíòàêòíàÿ òî÷êà è dimZρ = 2k, òî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ρ ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû (x,p,q) ∈ R2k × Rn−k × Rn−k, â êîòîðûõ:

ω =
∑

1≤α<β≤2k

ωαβ(x)dxα ∧ dxβ +
n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi, (3.14)

ãäå det
(
ωαβ(x)

) 6= 0 ïðè x1 6= 0 è
(
ωαβ(x)

)
= 0 ïðè x1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε � êàê óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó âåêòîðîâ v1, . . . , vm îáîçíà÷àåì L(v1, . . . , vm). Ïðè k = n óòâåðæäåíèå
òåîðåìû òðèâèàëüíî. Ïîëàãàåì 1 ≤ k < n.

Ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü O � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ρ.
Íà O îïðåäåëåíî òàêîå èíòåãðèðóåìîå 2k - ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Z, ÷òî Zy = Zy

â êàæäîé òî÷êå y ∈ Θ ∩ O (ëåììà 1 § 1.2). Âëîæèì â O äèñê D2n−2k òàê, ÷òî
ρ � åãî öåíòð è Zρ òðàíñâåðñàëüíî D2n−2k. Ïóñòü f � òàêàÿ ôóíêöèÿ íà D2n−2k,
÷òî dfρ 6= 0 è f(ρ) = 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D2n−2k òðèâèàëüíî ðàññëàèâàåòñÿ
íà 2n − 2k − 1 - ìåðíûå äèñêè f−1(t), ãäå |t| ≤ ε. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó äèñêà
f−1(t) ïðîâåäåì èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðàñïðåäåëåíèÿ Z. Ïîëó÷èòñÿ ãëàäêàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü Wt, êîòîðàÿ ñîïðèêàñàåòñÿ ñ Zy â êàæäîé òî÷êå y ∈ Wt ∩ Θ.
Ãëàäêî ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f íà O òàê, ÷òî f−1(t) = Wt ïðè |t| ≤ ε. Ìû
ïîëó÷èëè ôóíêöèþ f íà O, äëÿ êîòîðîé df(Zy) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ O ∩ Θ. Ïî
òåîðåìå 1 íà O îïðåäåëåíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå sgrad(f). Ïóñòü D2n−2k−1 �
âëîæåííûé â D2n−2k äèñê ñ öåíòðîì ρ, òðàíñâåðñàëüíûé 2n− 2k− 1 - ìåðíîìó äèñêó
W0∩D2n−2k. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó D2n−2k−1 ïðîâåäåì èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå
Z. Ïîëó÷èòñÿ ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü V , êîòîðàÿ ñîïðèêàñàåòñÿ ñ Zy â êàæäîé
òî÷êå y ∈ V ∩ Θ. Åñëè ìû âûáåðåì äèñê D2n−2k−1 òàê, ÷òîáû îí áûë òðàíñâåðñàëåí
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â D2n−2k ïðÿìîé
(L(

sgrad(f)(ρ)
)⊕Zρ

) ∩ TρD
2n−2k,

òî âåêòîð sgrad(f)(ρ) áóäåò òðàíñâåðñàëåí V . Åñëè îêðåñòíîñòü O äîñòàòî÷íî ìàëà,
òî êàæäàÿ òî÷êà y ∈ O ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé òî÷êè y′ ∈ V ñäâèãîì íà t

âäîëü òðàåêòîðèè sgrad(f), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç y′. Ïîëîæèì g(y) = t. Ïîëó÷àåì
òàêóþ ôóíêöèþ g, ÷òî g−1(0) = V . Î÷åâèäíî {f, g} ≡ 1, îòêóäà dgρ 6= 0. Òàê êàê
ïîòîê sgrad(f) ñîõðàíÿåò ω è ðàçíîñèò V ïî ñåìåéñòâó ãèïåðïîâåðõíîñòåé g−1(t),
òî dg(Zy) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ O ∩ Θ. Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè O îïðåäåëåíî
ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå sgrad(g). Òàê êàê {f, g} ≡ 1, òî êîâåêòîðû dgρ è dfρ ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Ïóñòü

N = {y ∈ O : f(y) = g(y) = 0}, Ω = ω|N .

Òàê êàê N = W0 ∩ V , òî Zy ⊂ TyN äëÿ âñåõ y ∈ N . ßñíî, ÷òî âåêòîðû sgrad(f)(y)

è sgrad(g)(y) êîñîîðòîãîíàëüíû TyN ïðè âñåõ y ∈ N è êàñàþòñÿ Θ ïðè âñåõ y ∈ Θ.
Ïëîñêîñòü L(

sgrad(f)(ρ), sgrad(g)(ρ)
)
òðàíñâåðñàëüíà TρN , ò.ê.

v = λ · sgrad(f)(ρ) + µ · sgrad(g)(ρ) ∈ TρN ⇒ df(v) = dg(v) = 0 ⇒ λ = µ = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N òðàíñâåðñàëüíî Θ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà Ω âûðîæäàåòñÿ â
òî÷êàõ ìíîæåñòâà ΘN = Θ ∩N , ÿâëÿþùåãîñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â N , è

∀y ∈ ΘN Ker(Ω) = Zy = Ker(ωy) .

Ïðîâåðèì, ÷òî ρ � êîíòàêòíàÿ òî÷êà â N . Î÷åâèäíî dim Ker(Ω) ≡ 2k. Òàê êàê
Zρ 6⊂ TρΘ, òî è Ker(Ωρ) 6⊂ TρΘN . Ïîäìíîãîîáðàçèå N â ïîòîêå sgrad(g) çàìåòàåò
ãèïåðïîâåðõíîñòü S. Â ñâîþ î÷åðåäü S â ïîòîêå sgrad(f) çàìåòàåò îêðåñòíîñòü òî÷êè
ρ. Ïîëÿ sgrad(f) è sgrad(g) êîììóòèðóþò â ñèëó {f, g} ≡ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáûõ êîîðäèíàò z ∈ R2n−2 íà N , â êîòîðûõ ïîäìíîãîîáðàçèå ΘN îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì z1 = 0, ñóùåñòâóþò òàêèå êîîðäèíàòû (z, a, b) íà O, ÷òî:

à) sgrad(f) è sgrad(g) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ñêîðîñòè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé a = t

è, ñîîòâåòñòâåííî, b = t;
á) ïîäìíîãîîáðàçèå N îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì a = b = 0;
â) ïîäìíîãîîáðàçèå Θ ∩O îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì z1 = 0.
Òàê êàê ω(sgrad(f), sgrad(g)) = 1, òî det(ω(z,0,0)) = det(Ωz). Ñëåäîâàòåëüíî

Pf(ω)(z, 0, 0) = ±Pf(Ω)(z) .
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Î÷åâèäíî, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ z1 = t â N , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ρ, ÿâëÿåòñÿ
òàêîâîé â M . Óñëîâèå d2k−1Pf(Ω)ρ 6= 0 ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè
Pf(Ω)(z) íà ýòó êîîðäèíàòíóþ ëèíèþ èìååò íåíóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà 2k− 1

â òî÷êå z1(ρ). Ïîýòîìó äàííîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ (èëè íå âûïîëíÿåòñÿ) â M è N

îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé òî÷êîé âûðîæäåíèÿ ôîðìû Ω.
Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ íà N ñóùåñòâóþò òàêèå êîîðäèíàòû (x,p,q) ∈

R2k × Rn−k−1 × Rn−k−1, ÷òî

Ω =
∑

1≤α<β≤2k

ωαβ(x)dxα ∧ dxβ +
n−k−1∑

i=1

dpi ∧ dqi.

Ïðè ýòîì Ωαβ = 0 ïðè x1 = 0 è det(Ω) 6= 0 ïðè x1 6= 0. Ââåäåì â O êîîðäèíàòû
(x,p, a,q, b) è îáîçíà÷èì a, b ÷åðåç pn−k, qn−k ñîîòâåòñòâåííî. Âñå êîîðäèíàòíûå
ïîâåðõíîñòè, îòâå÷àþùèå ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì a è b, ïîëó÷àþòñÿ èç N

ñäâèãàìè â ïîòîêàõ sgrad(g) è sgrad(f), ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü ΘN çàìåòàåò Θ ∩ O.
Ïîñêîëüêó äàííûå ïîòîêè ñîõðàíÿþò ôîðìó ω è

ω

(
∂

∂pn−k

,
∂

∂qn−k

)
= ω(sgrad(f), sgrad(g)) = {f, g} = 1,

òî èìååò ìåñòî (3.14) 2.
Ïåðåíóìåðàöèåé êîîðäèíàò pi è qi ìàòðèöà ôîðìû ω ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íî-

äèàãîíàëüíîìó âèäó



0 ω1,2 . . . ω1,2k

ω2,1 0 . . . ω2,2k

. . . . . . . . . . . .

ω2k,1 ω2k,2 . . . 0

0 1

−1 0

. . .

0 1

−1 0




.

Ïðåäëîæåíèå 4 Ïóñòü ρ � êîíòàêòíàÿ òî÷êà. Åñëè dimZρ = dim M = 2n, òî â
îêðåñòíîñòè ρ ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû x, â êîòîðûõ

ω = d
(x2

1

2

(
dx2 +

n∑
j=2

x2j−1dx2j

))
.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè n = 1, òî ëîêàëüíî ω = ω1,2(x1, x2)dx1 ∧ dx2 è ω1,2(0, x2) ≡ 0. Òàê êàê (0, x2)

åñòü êîíòàêòíàÿ òî÷êà, òî ∂ω1,2(0, x2)/∂x1 6= 0. Ïðåäïîëàãàÿ ∂ω1,2(0, x2)/∂x1 > 0

ñäåëàåì ãëàäêóþ çàìåíó:

x̃1 = sgn(x1)

√
2

∫ x1

0

ω1,2(t, x2)dt,
∂x̃1(0, x2)

∂x1

=

√
∂ω1,2(0, x2)

∂x1

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî x̃1∂x̃1/∂x1 = ω1,2, ñëåäîâàòåëüíî ω = x̃1dx̃1 ∧ dx2.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > 1. Ïî ëåììå 1 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü O(ρ) ñ

êîîðäèíàòàìè x ∈ R2n è òàêàÿ 1-ôîðìà µ, ÷òî

µ =
2n∑
i=1

βidxi, ω = d

(
x2

1

2
µ

)
= x1dx1 ∧ µ +

x2
1

2
dµ . (3.15)

Ïóñòü S = Θ ∩ O(ρ) åñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü x1 = 0 è d′ îáîçíà÷àåò âíåøíèé
äèôôåðåíöèàë ïî ïåðåìåííûì x2, . . . , x2n , ò.å.,

d′µ = d(µ|{x1=const}) .

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà µ|S îïðåäåëÿåò êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó
S, ïîýòîìó dµ|S íåâûðîæäåíà íà 2n − 2 ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (µ|S)−1

ρ (0).
Ñëåäîâàòåëüíî dµ|S èìååò îäíîìåðíîå ÿäðî â òî÷êå ρ. Ïî íåïðåðûâíîñòè ôîðìà d′µ,
ðàññìàòðèâàåìàÿ â îáëàñòè U ïðîñòðàíñòâà R2n−1(x2, . . . , x2n) è ãëàäêî çàâèñÿùàÿ
îò ïàðàìåòðà x1, èìååò îäíîìåðíîå ÿäðî â êàæäîé òî÷êå, äîñòàòî÷íî áëèçêîé
ê x′(ρ) ∈ U . Ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì, äîñòàòî÷íî ìàëîì x1 ôîðìà d′µ

îïðåäåëÿåò íà êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè x1 = const ïðåäêàíîíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
[30]. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíîé êîîðäèíàò âèäà

x̃1 = x1, x̃i = fi(x1,x
′) 2 ≤ i ≤ 2n

êàæäóþ èç ôîðì d′µ ìîæíî ëîêàëüíî ïðèâåñòè ê âèäó
n−1∑
r=1

dx̃2r+1 ∧ dx̃2r+2.

Ñäåëàåì ýòî è îáîçíà÷èì íîâûå êîîðäèíàòû x1, . . . , x2n. Èç (3.15) ñëåäóåò, ÷òî

Ker
(
dµ|{x1=const=c 6=0}

)
= Ker

(
ω|{x1=c}

)
,

ïîýòîìó â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ìàòðèöà ω èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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


0 β2x1 β3x1 β4x1 . . . β2n−1x1 β2nx1

−β2x1 0 0 0 . . . 0 0

−β3x1 0 0
x2
1

2
. . . 0 0

−β4x1 0 −x2
1

2
0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−β2n−1x1 0 0 0 . . . 0
x2
1

2

−β2nx1 0 0 0 . . . −x2
1

2
0




. (3.16)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x1, . . . , x2n) èìååò ìåñòî:

d′µ = d′
( 2n∑

r=2

βrdxr

)
=

2n∑
r=2

d′βr ∧ dxr =
n∑

j=2

dx2j−1 ∧ dx2j = d
( n∑

j=2

x2j−1dx2j

)
,

2n∑
r=2

βrdxr =
n∑

j=2

x2j−1dx2j + d′f,

β2 =
∂f

∂x2

, β2j = x2j−1 +
∂f

∂x2j

, β2j−1 =
∂f

∂x2j−1

2 ≤ j ≤ n . (3.17)

Äàëåå èç (3.16) è (3.17) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

ω = x1dx1 ∧
( n∑

j=2

x2j−1dx2j +
2n∑

r=2

∂f

∂xr

dxr

)
+

x2
1

2

n∑
j=2

dx2j−1 ∧ dx2j . (3.18)

Ïî óñëîâèþ êîíòàêòíîñòè ρ ïôàôôèàí Pf(ω)(x) íå äåëèòñÿ íà x2n
1 (îïðåäåëåíèå 1).

Â ñèëó ýòîãî èç (3.16) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî β2 6= 0. Ïîýòîìó èç (3.17) èìååì
∂f

∂x2

(ρ) 6= 0 .

Îñòàëîñü çàìåíèòü êîîðäèíàòó x2 ôóíêöèåé f , ïîëó÷àÿ èç (3.18) èñêîìûé âèä ω 2.

Â ïîñòðîåííûõ âûøå êîîðäèíàòàõ ìàòðèöà ôîðìû ω èìååò âèä



0 x1 0 x1x3 0 x1x5 . . . 0 x1x2n−1

−x1 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0
x2
1

2
0 0 . . . 0 0

−x1x3 0 −x2
1

2
0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0
x2
1

2
. . . 0 0

−x1x5 0 0 0 −x2
1

2
0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 0 0 . . . 0
x2
1

2

−x1x2n−1 0 0 0 0 0 . . . −x2
1

2
0




.

108



Òåîðåìà 3 Ïóñòü ρ � êîíòàêòíàÿ òî÷êà è dimZρ = 2k ≥ 2. Òîãäà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ρ ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû (x,p,q) ∈ R2k × Rn−k × Rn−k, â êîòîðûõ:

ω = d
(x2

1

2

(
dx2 +

k∑
j=2

x2j−1dx2j

))
+

n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è ïðåäëîæåíèÿ 4 2.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â êîîðäèíàòàõ (x,p,q) ôîðìà ω èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.
Ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàòû x2 íà

x̃2 = x2 +
n∑

j=2

x2j−1x2j + F (x1),

ãäå F (x1) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ôîðìà ω ïðèìåò âèä

ω = d
(x2

1

2

(
dx̃2 −

n∑
j=2

x2jdx2j−1

))
+

n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi,

êîòîðûé òàêæå áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè k = n â îêðåñòíîñòè
îñîáîé òî÷êè ìàòðèöà ôîðìû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:




0 x1 −x1x4 0 −x1x6 0 . . . −x1x2n 0

−x1 0 0 0 0 0 . . . 0 0

x1x4 0 0
x2
1

2
0 0 . . . 0 0

0 0 −x2
1

2
0 0 0 . . . 0 0

x1x6 0 0 0 0
x2
1

2
. . . 0 0

0 0 0 0 −x2
1

2
0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1x2n 0 0 0 0 0 . . . 0
x2
1

2

0 0 0 0 0 0 . . . −x2
1

2
0




Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Â îêðåñòíîñòè îñîáîé
òî÷êè ρ, èìåþùåé îáùåå ïîëîæåíèå, çàìåíîé êîîðäèíàò çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ω = x1dx1 ∧ dx2 +
n−1∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Ýòîò ðåçóëüòàò, â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå, áûë ðàíåå ïîëó÷åí Æ. Ìàðòèíå [76].
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3.1.5. Ñèìïëåêòè÷åñêèé îáúåì.
Â îòëè÷èè îò îáû÷íûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ñèìïëåêòè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ íå îáÿçàíî áûòü îðèåíòèðóåìûì. Çàìêíóòóþ 2-ôîðìó
ñ êîíòàêòíûìè âûðîæäåíèÿìè , íàïðèìåð, ëåãêî çàäàòü íà ìíîãîîáðàçèè K2 × T 2,
ãäå K2 åñòü áóòûëêà Êëåéíà (ïðèìåð 2 § 2.2).

Ïðåäëîæåíèå 5 Åñëè ìíîãîîáðàçèå M îðèåíòèðóåìî è ñâÿçíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü
Θ ⊂ M ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê, òî îíà ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìîé. Ïðè
ýòîì Θ ðàçðåçàåò M íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ, îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (x,p,q)

èìååò ìåñòî
Pf(ω) = x2k−1

1 /2k−1 .

Ïîýòîìó M ðàçðåçàíî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ, íåïóñòûå, îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà
{Pf(ω) > 0} è {Pf(ω) < 0}. Îíè îïðåäåëåíû èíâàðèàíòíî, ïîêîëüêó ïðè çàìåíå
êîîðäèíàò èç îðèåíòèðóþùåãî àòëàñà ïôàôôèàí Pf(ω) äåëèòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûé
ÿêîáèàí. Òàê êàê âíå îñîáîé ïîâåðõíîñòè èìååì Pf(ω) 6= 0, òî êîððåêòíî îïðåäåëåíû
äâå ñòîðîíû ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ: íà îäíîé ñòîðîíå Pf(ω) > 0, à íà äðóãîé Pf(ω) < 0

2.

Ñëåäñòâèå 2 Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 5 ìíîãîîáðàçèå M ñêëååíî èç äâóõ
ñâÿçíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé M1 è M2 (ñ êðàÿìè) ïî íåêîòîðîìó
äèôôåîìîðôèçìó ϕ : ∂M1 → ∂M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàëóþ òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü U ãèïåðïîâåðõíîñòè
Θ. Î÷åâèäíî, ÷òî M äèôôåîìîðôíî íåñâÿçíîìó ñèìïëåêòè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ
M \U , ó êîòîðîãî ñêëååíû ìåæäó ñîáîé äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû êðàÿ, ñîñòàâëÿþùèå
ãðàíèöó îêðåñòíîñòè U =̃ Θ × (−1; 1) è îòîæäåñòâëÿþùèåñÿ ïî äèôôåîìîðôèçìó
x× {−1} 7−→ x× {1} 2 .

Òåîðåìà 4 Ïóñòü ω � çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà íà îðèåíòèðóåìîì, êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè M (áåç êðàÿ). Åñëè âñå òî÷êè âûðîæäåíèÿ ôîðìû ω ÿâëÿþòñÿ
êîíòàêòíûìè è îñîáàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ñâÿçíà, òî H2(M,R) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dim M = 2n. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìíîãîîáðàçèå
M ìîæíî ñ÷èòàòü ñâÿçíûì. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5 ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ

îðèåíòèðóåìà. Ïóñòü n > 1 è N � çàìûêàíèå ëþáîãî èç äâóõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ,
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íà êîòîðûå Θ ðàçðåçàåò M . Åñëè ôîðìà ω òî÷íà íà V , òî ω = dα. Â ñèëó òîãî, ÷òî
ω = 0 â êàæäîé òî÷êå Θ, ïî ôîðìóëå Ñòîêñà èìååì:

∫

N

∧n
i=1ω =

∫

∂N

α ∧ (∧n−1
i=1 ω

)
=

∫

Θ

0 = 0 .

Ìíîãîîáðàçèå N èìååò íóëåâîé îáúåì, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïôàôôèàí Pf(ω)

çíàêîïîñòîÿíåí íà N . Ñëåäîâàòåëüíî ôîðìà ω íå òî÷íà íà M , ïîýòîìó ãðóïïà
êîãîìîëîãèé äå-Ðàìà H2(M,R) îòëè÷íà îò íóëÿ. Åñëè n = 1, òî H2(M,R) 6= 0 â
ñèëó òîãî, ÷òî íà ëþáîì 2-ìåðíîì, îðèåíòèðóåìîì, êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè (áåç
êðàÿ) ôîðìà ïëîùàäè íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé 2.

Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò êîìïàêòíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
[58,79]. Ñëåäóþùèé ôàêò õîðîøî èçâåñòåí, íî â åãî äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ
íîâàÿ êîíñòðóêöèþ êîíòàêòíî-ñâÿçíîé ñóììû (ï. 3.2.4).

Ñëåäñòâèå 3 Câÿçíàÿ ñóììà N1#N2 çàìêíóòûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
N1 è N2 èìååò íåíóëåâóþ ãðóïïó êîãîìîëîãèé äå-Ðàìà H2(N1#N2, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãîîáðàçèå M = N1#0N2 =̃ N1#N2, áóäó÷è êîìïàêòíûì,
ñèìïëåêòè÷åñêèì ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ âëîæåííîé ñôåðû S2n−1 ⊂
M , èìååò íåíóëåâóþ ãðóïïó H2(M,R) 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M çàäàíà îðèåíòàöèÿ è ñâÿçíàÿ îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ

ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê. Ïóñòü â êàðòå W , ñîäåðæàùåé îñîáûå òî÷êè, çàäàíû
êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (x,p,q). Â íèõ ôîðìà ñèìïëåêòè÷åñêîãî îáúåìà âûãëÿäèò
òàê:

Ω = ∧n
s=1ω =

x2k−1
1

2k−1

(
∧2k

α=1dxα

)
∧

(
∧n−k

j=1 (dpj ∧ dqj)
)
.

Êîîðäèíàòó x1 ìîæíî âûáðàòü â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè, òðàíñâåðñàëüíîì Θ,
ïðè óñëîâèè ∂/∂x1 ∈ Zx. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1 âîçðàñòàåò â íàïðàâëåíèè âåêòîðà
íîðìàëè, çàäàþùåãî îðèåíòàöèþ ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ. Òîãäà, ïîñêîëüêó Pf(ω) =

x2k−1
1 /2k−1 è ïðè çàìåíå êîîðäèíàò ïôàôôèàí äåëèòñÿ íà ìàòðèöó ßêîáè, âñå òàêèå

êàíîíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (x,p,q) ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé è, ñòàëî áûòü, âñå
ñîãëàñîâàíû ñ îðèåíòàöèåé M èëè âñå ñðàçó íåñîãëàñîâàíû. Ïðè íåîáõîäèìîñòè
îáðàùàÿ îðèåíòàöèþ Θ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîîðäèíàòû óêàçàííîãî âèäà èìåþò
ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ. Â ïðîèçâîëüíîé, äîñòàòî÷íî ìàëîé îáëàñòè U , íå
ïåðåñåêàþùåé Θ, ìîæíî ââåñòè ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (P,Q) ∈ Rn × Rn, â
êîòîðûõ

ω = dP ∧ dQ, Pf(ω) = 1 .

111



Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî U ∩ W íàõîäèòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíû îò
ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ, òî êîîðäèíàòû (P,Q) èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ, à
åñëè ñ îòðèöàòåëüíîé ñòîðîíû, òî îòðèöàòåëüíóþ.

Èòàê, ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ðàçäåëÿåò M íà äâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿ
M+ è M−, íà êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàíà èñõîäíàÿ ôîðìà ω. Ïðè ýòîì
ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû M+ èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ â M , à
ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû M− èìåþò îòðèöàòåëüíóþ îðèåíòàöèþ â M . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî åñëè M êîìïàêòíî è íà êàæäîì èç ïîäìíîãîîáðàçèé M+ è M−

ôèêñèðîâàíà èñõîäíàÿ îðèåíòàöèÿ M , òî
∫

M+

Ω =

∫

M+

Pf(ω)dx1 ∧ . . . ∧ dx2n > 0 ,

∫

M−
Ω =

∫

M−
Pf(ω)dx1 ∧ . . . ∧ dx2n < 0 .

Ïîýòîìó ñèìïëåêòè÷åñêèé îáúåì, êîòîðûé ðàâåí
∫

M

Ω =

∫

M+

Ω +

∫

M−
Ω,

â îáùåì ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê è äàæå áûòü ðàâíûì íóëþ.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü f åñòü ôóíêöèÿ íà ñôåðå S2 ðàäèóñà R, èìåþùàÿ ðîâíî
îäèí ìàêñèìóì (â òî÷êå N) è îäèí ìèíèìóì (â òî÷êå S), è íå èìåþùàÿ äðóãèõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(N) = 1, f(S) = −1 è ïîäìíîãîîáðàçèå
f−1(0) ñâÿçíî. Òîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ S1

0 ⊂ S2, ðàçðåçàþùåé ñôåðó íà äâà
äèñêà D2

+ 3 N è D2
− 3 S. Åñëè σ � ôîðìà ïëîùàäè ñôåðû, òî ôîðìà ω0 = f · σ

îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòüþ. Ïðè ýòîì
Θ = S1

0 è

vol(D2
+) > 0, vol(D2

−) < 0, vol(S2) = vol(D2
+) + vol(D2

−),

ãäå vol îáîçíà÷àåò ñèìïëåêòè÷åñêèé îáúåì, ò.å. vol =
∫

ω0 . Ïðîèçâîëüíî âûáèðàÿ
R è âàðüèðóÿ ôóíêöèþ f (âìåñòå ñ íåé îêðóæíîñòü S1

0) ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû âåëè÷èíà vol(S2) ðàâíÿëàñü íàïåðåä çàäàííîìó ÷èñëó. Óìíîæàÿ (S2, ω0)

íà êîìïàêòíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M2n, ω), ïîëó÷èì ñèìïëåêòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ (S2 × M2n, π∗1ω0 + π∗2ω), èìåþùåå ïðîèçâîëüíóþ
ðàçìåðíîñòü. Åãî îáúåì ìîæíî ñäåëàòü êàêèì óãîäíî, â òîì ÷èñëå íóëåâûì èëè
îòðèöàòåëüíûì. Çäåñü πi åñòü ïðîåêöèÿ íà i - é ñîìíîæèòåëü (1 ≤ i ≤ 2) 2.
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Ñóùåñòâóþò ëè êîìïàêòíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòüþ, â
êîòîðûõ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê ? Â ñëó÷àå dimZp = 2

òàêîå ìíîãîîáðàçèå M ïîñòðîåíî â ïðèìåðå 4, ãäå

M = S2 ×M2n, Θ =̃ S1 ×M2n, H2(M,R) = H2(S2 ×M2n,R) 6= 0 .

Â ñëó÷àå dimZp > 2 ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â ï. 3.2.4.

§3.2. Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ëè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω íà 2n - ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k > 0

rk(ωx) = 2n− 2k ∀x ∈ Θ ,

ãäå ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê. Ïîñëåäíåå âëå÷åò,
÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Θ íåò äðóãèõ òî÷åê âûðîæäåíèÿ ôîðìû ω êðîìå òåõ,
êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî Θ.

3.2.1. Êîíòàêòíûå âûðîæäåíèÿ è ñòðóêòóðû Ëè.

Îïðåäåëåíèå 2 Ëþáîå 2k - ìåðíîå èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå Z, îïðåäåëåííîå
â îêðåñòíîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ è òàêîå, ÷òî Zρ = Zρ â êàæäîé òî÷êå ρ ∈ Θ,
íàçûâàåòñÿ z - ðàñïðåäåëåíèåì.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 èç § 1.2 ñëåäóåò, ÷òî z - ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü S åñòü èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå z - ðàñïðåäåëåíèÿ Z,
èìåþùåå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå c îñîáîé ïîâåðõíîñòüþ Θ.

Òîãäà íà 2k−1 ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè K = Θ∩S êîððåêòíî îïðåäåëåíà 1-ôîðìà

µ = lim
χ→0

iX
(
χ−1ω|S

)
,

ãäå âåêòîðíîå ïîëå X è ôóíêöèÿ χ çàäàíû íà ìíîãîîáðàçèè S. Ïðè ýòîì ïîëå X

òðàíñâåðñàëüíî K, à ôóíêöèÿ χ òàêîâà, ÷òî χ(K) = 0 è dρχ 6= 0 äëÿ âñåõ ρ ∈ K.
Ïðè k > 1 ôîðìà µ îïðåäåëÿåò íà ìíîãîîáðàçèè K òî÷íóþ êîíòàêòíóþ

ñòðóêòóðó
ρ 7−→ Πρ = µ−1

ρ (0) ,

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàñïðåäåëåíèÿ Z, ïîëÿ X è ôóíêöèè χ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â îêðåñòíîñòè O(ρ) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ρ ∈ K ââåäåì
êîîðäèíàòû x ∈ R2n, â êîòîðûõ ïîâåðõíîñòü Θ ∩ O(ρ) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
x1 = 0 è ÿäðî Zy íàòÿíóòî íà âåêòîðû ∂/∂x1, . . . , ∂/∂x2k â êàæäîé òî÷êå y ∈
Θ∩O(ρ). Çàìåòèì, ÷òî S èíúåêòèâíî ïîãðóæåíî â M è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîãîîáðàçèåì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè S ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè x1, . . . , x2k. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì S è íå
çàâèñèò îò âûáîðà z - ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èíâàðèàíòíîñòü êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû Π îòíîñèòåëüíî ïîëÿ X è ôóíêöèè χ,
à òàêæå êîððåêòíàÿ îïðåäåëåííîñòü ôîðìû µ íà K ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.
Àíàëîãè÷íî (3.3) äëÿ ëîêàëüíîãî çàäàíèÿ êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû ìîæíî âûáðàòü
1-ôîðìó

βx =
2k∑

j=2

∂ω1,j

∂x1

dxj.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåçàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû îò âûáîðà z -
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû x è x̃, â êîòîðûõ 2-ôîðìà
èìååò êîìïîíåíòû ωi,j è ω̃i,j. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3 de facto áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî

ω1m(x) = x1βm(x), ωij(x) =
x2

1

2
αij(x), ωjs(x) = x1γjs(x) ,

2 ≤ m ≤ 2n, 2 ≤ i, j ≤ 2k, 2k + 1 ≤ s ≤ 2n .

Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ýëåìåíòû ìàòðèöû
(
ω̃i,j

)
, ñëåäîâàòåëüíî:

x̃1β̃i = x1

2k∑
j=2

(
∂x1

∂x̃1

∂xj

∂x̃i

− ∂xj

∂x̃1

∂x1

∂x̃i

)
βj+

+x1

2n∑

s=2k+1

(
∂x1

∂x̃1

∂xs

∂x̃i

− ∂xs

∂x̃1

∂x1

∂x̃i

)
βs + x2

1/2
2k∑

j,l=2

∂xj

∂x̃1

∂xl

∂x̃i

αjl+

+x1

2k∑
j=2

2n∑

s=2k+1

(
∂xj

∂x̃1

∂xs

∂x̃i

− ∂xs

∂x̃1

∂xj

∂x̃i

)
γjs +

2n∑

r,s=2k+1

∂xr

∂x̃1

∂xs

∂x̃i

ωrs. (3.19)

Êîîðäèíàòíàÿ ïîâåðõíîñòü, îòâå÷àþùàÿ x1 = 0 è ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì
êîîðäèíàò xj ïðè j > 2k, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàñïðåäåëåíèÿ
Z0 (ëåììà 1, § 1.2), â ñèëó ÷åãî ñîâïàäàåò ñ K. Òîæå èìååò ìåñòî â îòíîøåíèè
êîîðäèíàò x̃. Ñëåäîâàòåëüíî

∂xs

∂x̃i

= 0

114



äëÿ âñåõ s > 2k è s = 1, åñëè 1 < i ≤ 2k è x1 = 0. Äàëåå, ïðè x1 = 0 äëÿ âñåõ s > 2k

∂xs

∂x̃1

= dxs

(
∂

∂x̃1

)
= dxs

(
2k∑

j=1

∂xj

∂x̃1

∂

∂xj

)
= 0.

Ïóñòü 1 < i ≤ 2k. Ðàçäåëèì (3.19) íà x1 è ïðè x1 → 0 â ïðåäåëå ïîëó÷èì:

∂x̃1

∂x1

β̃i =
2k∑

j=2

∂x1

∂x̃1

∂xj

∂x̃i

βj +
2n∑

r,s=2k+1

∂xr

∂x̃1

∂2xs

∂x̃i∂x1

ωrs =
2k∑

j=2

∂x1

∂x̃1

∂xj

∂x̃i

βj.

Èòàê, ïñåâäîòåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñåë (β2, . . . , β2k) îáåñïå÷èâàåò
èíâàðèàíòíîñòü íóëåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ôîðìû

β =
2k∑
i=2

βidxi ,

ðàññìàòðèâàåìîé íà ìíîãîîáðàçèè K 2.

Ñëåäñòâèå 4 Ïóñòü (M,ω) åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ è
k > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ⊂ M ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ
òî÷åê ρ, â êàæäîé èç êîòîðûõ dimZρ = 2k.

Òîãäà ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ðàññëîåíà íà èíúåêòèâíî ïîãðóæåííûå, òî÷íûå
êîíòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ K ðàçìåðíîñòè 2k − 1, ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëüíûìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Θ 3 ρ 7−→ Zρ ∩ TρΘ .

Äëÿ ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ K ⊂ Θ è ëþáûõ êîîðäèíàò (x,p,q) ∈ R2k ×Rn−k ×Rn−k â
îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ρ ∈ K, â êîòîðûõ

ω = d
(x2

1

2

(
dx2 +

k∑
j=2

x2j−1dx2j

))
+

n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi

èëè

ω = d
(x2

1

2

(
dx̃2 −

n∑
j=2

x2jdx2j−1

))
+

n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi ,

êîíòàêòíûå ïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ K ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè
ôîðìû

(
dx2 +

k∑
j=2

x2j−1dx2j

)∣∣∣∣∣
K

èëè, ñîîòâåòñòâåííî,
(
dx̃2 −

n∑
j=2

x2jdx2j−1

)∣∣∣∣∣
K

.

Ïðè ýòîì êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà K íå çàâèñèò îò âûáîðà êàíîíè÷åñêèõ
êîîðäèíàò (x,p,q).
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà êàæäîãî èíòåãðàëüíîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ K ⊂ Θ êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåíà ôîðìîé ω.

Ñëåäñòâèå 5 Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k > 1 îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ⊂ M

ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê ρ, â êîòîðûõ dimZρ = 2k, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ìíîãîîáðàçèåì Ëè. Åãî ñòðóêòóðà Ëè ïîðîæäåíà èíòåãðàëüíûìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Θ 3 ρ 7−→ Zρ ∩ TρΘ , íà êàæäîì èç êîòîðûõ
ôîðìà ω êàíîíè÷åñêè îïðåäåëÿåò êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó.

Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ ìíîãîîáðàçèé Ëè äàíî â § 1.1 (ñì. òàêæå íèæå). Ïðè
k = n ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 6 Ïóñòü îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü Θ ⊂ M ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê
ρ, â êîòîðûõ dimZρ = dim M . Òîãäà Θ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êîíòàêòíûì
ìíîãîîáðàçèåì, ñòðóêòóðà êîòîðîãî êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåíà ôîðìîé ω.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïèñàííûå ñòðóêòóðû Ëè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò è ïðîçðà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èìè.

Êàæäîå ãàìèëüòîíîâî ïîëå sgrad(f), êîððåêòíî îïðåäåëåííîå íà âñåì M (ò.å.
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ df(Zρ) ≡ 0), ñîõðàíÿåò ôîðìó ω. Íà èíâàðèàíòíîì
ìíîæåñòâå M \ Θ ýòî åñòü èçâåñòíûé ôàêò ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, à íà âñåì
M èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ω èìååò ìåñòî ïî íåïðåðûâíîñòè. Ñïðàâåäëèâî òàêæå
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6 Ïóñòü òî÷êà ρ ∈ Θ ⊂ M2n ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé, ãäå (M2n, ω, Θ)

åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ è dimZρ > 2.
Òîãäà ëþáîé äèíàìè÷åñêèé ïîòîê ϕt, ñîõðàíÿþùèé ôîðìó ω âáëèçè ρ, íà

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O 3 ρ ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ãàìèëüòîíîâûì ïîëåì
sgrad(F ), ãäå ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

dF (Zy) = 0 ∀y ∈ O ∩Θ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ãàìèëüòîíîâîñòü ïîëÿ X, îòâå÷àþùåãî ïîòîêó ϕt :

LXω = ixdω + d(iXω) = d(iXω) = 0 .

Ïî ëåììå Ïóàíêàðå ôîðìà iXω ëîêàëüíî òî÷íà, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèè F íà O èìååò ìåñòî iXω = −dF . Òîãäà X = sgrad(F ) è èç ï. 3.1
ïðåäëîæåíèÿ 1 § 1.2 ñëåäóåò, ÷òî dF

(
Ker(ω)

) ≡ 0 2 .
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Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ëè, ïîðîæäàåìàÿ ôîðìîé ω, òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ
ïîòîêîì sgrad(f).

Ïðåäëîæåíèå 7 Ïóñòü òî÷êà ρ ∈ Θ ⊂ M2n ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé, ãäå (M2n, ω, Θ)

åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòüþ è dimZρ > 2.
Òîãäà ëþáîé äèíàìè÷åñêèé ïîòîê ϕt, ñîõðàíÿþùèé ôîðìó ω âáëèçè ρ, äëÿ

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O 3 ρ ñîõðàíÿåò êàíîíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó Ëè íà O ∩Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êîíòàêòíîé òî÷êå ρ ∈ Θ ïëîñêîñòü Πρ êàíîíè÷åñêîé
ñòðóêòóðû Ëè íàòÿíóòà íà âñåâîçìîæíûå ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ
sgrad(f)(y), ÿâëÿþùèõñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ïîðÿäêà x−2

1 (y) ïðè y → ρ, y 6∈ Θ

(ñì. ïðåäëîæåíèå 10). Ôóíêöèåé x1 ìîæåò áûòü ëþáàÿ ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà ïðè
óñëîâèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü Θ (ëîêàëüíî) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0. Ïóñòü

ρ̃ = ϕt(ρ), fj = ϕ∗t (f̃j), 1 ≤ j ≤ 2k − 2

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f1, . . . , f2k−2, çàäàííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ è
ïîðîæäàþùèõ ïëîñêîñòü Πρ â âûøåóêàçàííîì ñìûñëå (ò.å. ïðåäåëüíûìè
íàïðàâëåíèÿìè sgrad(fj)) . Ïîñêîëüêó ïîòîê ϕt ñîõðàíÿåò ôîðìó ω, òî îí ïåðåâîäèò
âåêòîðû sgrad(fj) â âåêòîðû sgrad(f̃j). Ïîñëåäíèå îïðåäåëåíû (â íåîñîáûõ òî÷êàõ)
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ̃. Ïóñòü x1 = ϕ∗t (x̃1), òîãäà ôóíêöèÿ x̃1 âáëèçè òî÷êè
ρ̃ îïðåäåëÿåò Θ óðàâíåíèåì x̃1 = 0. Äëÿ ïîëÿ sgrad(fj) èìååì :

∃ lim
y→ρ

x2
1(y)sgrad(fj)(y) = vj 6= 0 ,

lim
ey→eρ

x̃2
1(ỹ)sgrad(f̃j)(ỹ) = lim

ey→eρ
(ϕt)∗

(
x2

1sgrad(fj)
)
(ỹ) =

= (ϕt)∗
(
lim
y→ρ

x2
1(y)sgrad(fj)(y)

)
= ṽj = (ϕt)∗(vj) 6= 0 .

Èç íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ v1, . . . , v2k−2 âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ
ṽ1, . . . , ṽ2k−2. Ïîýòîìó îíè ïîðîæäàþò ïëîñêîñòü Πeρ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî

Πeρ = (ϕt)∗(Πρ) 2 .

Ïðåäëîæåíèå 8 Ëþáîå íå÷åòíî-ìåðíîå ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå Ëè L ñ íå÷åòíî-
ìåðíûìè òðàíçèòèâíûìè ñëîÿìè ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ
âíóòðè íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ Ũ , íà êîòîðîì îïðåäåëåíà çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω,
íåâûðîæäåííàÿ íà Ũ \ L è èìåþùàÿ êîíòàêòíîå âûðîæäåíèå â êàæäîé òî÷êå ρ ∈
Ũ ∩ L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèå L êàíîíè÷åñêè
ðàññëîåííî íà (èíúåêòèâíî ïîãðóæåííûå) òî÷íûå êîíòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ Lα

[20]. Ïóñòü Mα � çàìêíóòàÿ ñèìïëåêòèçàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Lα. Íà ìíîæåñòâå
M = ∪αMα ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Mα ⊂ M ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíî ïîãðóæåííûì ìíîãîîáðàçèåì.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èì M(L) = M . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
L ⊂ M . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êàðòó (U,ϕ) àòëàñà ìíîãîîáðàçèÿ L, è ïîäíèìåì
âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ϕi íà îòêðûòîå â M(L) ìíîæåñòâî

Ũ = ∪Lα∩U 6=∅
(
Mα ∩ π−1

α (Lα ∩ U)
)
,

ãäå πα : T ∗Lα → Lα � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Äîïîëíèì
ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ϕ̃i òàêîé ôóíêöèåé χ, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ôîðìà

d(χθα)|Mα∩eU

ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì íà Mα ∩ Ũ êàíîíè÷åñêîé 2-ôîðìû ìíîãîîáðàçèÿ T ∗Lα

(ïîðîæäàþùåé ñòðóêòóðó ñèìïëåêòèçàöèè Lα). Ïðè ýòîì θα � êîíòàêòíàÿ ôîðìà
íà Lα, îïðåäåëåííàÿ èñõîäíîé ñòðóêòóðîé Ëè, êîòîðóþ ïîäíÿëè íà Mα. Íà
ïðîèçâîëüíîé òðàíñâåðñàëè êî âñåì ñëîÿì Mα ∩ Ũ ââåäåì êîîðäèíàòû (p,q) ∈
Rn−k × Rn−k, ãäå dim Lα = 2k − 1 è dim M = 2n. Î÷åâèäíî, ÷òî íà Ũ ñóùåñòâóåò
2-ôîðìà

Ω = d(χθ) +
n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi, θ|Mα∩eU = θα.

Òîãäà èñêîìîé áóäåò 2-ôîðìà

ω = d

(
χ2

2
θ

)
+

n−k∑
i=1

dpi ∧ dqi 2.

Â ñëó÷àå dim L = rk(Ñ) = 2n ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå Ëè èìååò ñëåäóþùóþ
ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó (§ 1.1). Äëÿ êàæäîé òî÷êè ρ ∈ L íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U ,
íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ f è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà Ω íà U , òàê ÷òî

Ωρ = f(ρ)Ñ−1
ρ , f(ρ) 6= 0, aρ = sgrad(f)(ρ) ∀ρ ∈ U,

ãäå Ñ−1 � âíåøíÿÿ ôîðìà, îáðàòíàÿ ê áèâåêòîðó Ñ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f è
ôîðìà Ω êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè L̃ = L∪∂L è f(∂L) = 0.
Åñëè Ω = 0 â êàæäîé òî÷êå ïîäìíîæåñòâà Θ = ∂L, òî ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
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ïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè L̃, íåñóùåì íà ñåáå ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ
îñîáåííîñòÿìè.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì íà R2n áèâåêòîð C, èìåþùèé ìàòðèöó

(
Ñij

)
=




0 −x1 0 0 . . . 0 0

x1 0 −2x3 0 . . . −2x2n−1 0

0 2x3 0 −2 . . . 0 0

0 0 2 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 2x2n−1 0 0 . . . 0 −2

0 0 0 0 . . . 2 0




.

Ñîâìåñòíî ñ ïîñòîÿííûì âåêòîðíûì ïîëåì A = (0, 2, 0, . . . , 0), áèâåêòîðíîå ïîëå Ñ
îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó Ëè íà ìíîãîîîáðàçèè L = {x1 6= 0}. Ïóñòü L̃ =

R2n. Â äàííîì ñëó÷àå f(x) = x2
1 è rk(Ñ) = 2n− 2 â òî÷êàõ ãèïåðïîâåðõíîñòè

Θ = ∂L = {x ∈ R2n : x1 = 0}.

Ôîðìà Ωx = f(x)c−1
x èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä íà L̃ = R2n, ïîýòîìó âñå òî÷êè îñîáîé

ïîâåðõíîñòè Θ ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè 2.
Èòàê, ñ ÷åòíî-ìåðíûìè, ðåãóëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè Ëè ñâÿçàíû ïðèìåðû

çàìêíóòûõ 2-ôîðì, èñ÷åçàþùèõ íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ.

3.2.2. Êîíòàêòíûå âûðîæäåíèÿ è ñèìïëåêòèçàöèÿ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ çàìêíóòîé 2-ôîðìû, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé

ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ ⊂ M èìååò ìåñòî:

∀ρ ∈ Θ dimZρ = dim M = 2n > 2.

Òî÷êà óñëîâèå êîíòàêòíîñòè òî÷êè ρ ∈ Θ îçíà÷àåò, ÷òî â íåé îòëè÷íà îò íóëÿ
õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 2n − 1 îò ôóíêöèè Pf(ω) =√

det (ω), ðàññìàòðèâàåìîé â íåêîòîðûõ (è òîãäà â ëþáûõ) ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.
Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ∈ Θ

ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû x, â êîòîðûõ ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä:

ω = d
(x2

1

2

(
dx2 +

k∑
j=2

x2j−1dx2j

))
.
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Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî 1-ôîðìà

µ =
1

2
· lim

χ→0
iX(ω/χ) = dx2 +

n∑
j=1

x2j−1dx2j

çàäàåò êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó íà ìíîãîîáðàçèè Θ ∩ U , êîòîðàÿ íå çàâèñèò
îò êîîðäèíàò x è êàíîíè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ 2-ôîðìîé ω. Òàêèì îáðàçîì
òåîðèÿ êîíòàêòíûõ âûðîæäåíèé çàìêíóòûõ 2-ôîðì, êîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî
íàçûâàëèñü ïðàâèëüíûìè [12], îêàçàëàñü ñâÿçàííîé ñ êîíòàêòíîé ãåîìåòðèåé.
Ïîñëåäíÿÿ, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëà íîâóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ,
ñîãëàñíî êîòîðîé íà êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðîèñõîäÿò ìàêñèìàëüíî ãëóáîêèå,
íî äîñòàòî÷íî ïðàâèëüíûå âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ïðè ýòîì
êîíñòðóêöèÿ êîíòàêòíî-ñâÿçíîé ñóììû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, ââåäåííàÿ
íèæå, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðèìåðû êîìïàêòíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè. Ïîýòîìó êëàññ ìíîãîîáðàçèé ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé, êîíòàêòíûì îáðàçîì îáíóëÿþùåéñÿ â òî÷êàõ ãèïåðïîâåðõíîñòè, íå
èñ÷åðïûâàåòñÿ S - ñèìïëåêòèçàöèÿìè êîíòàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Õîòÿ ñ ëîêàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ íèêàêîé ðàçíèöû ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè íåò.

Ñèìïëåêòèçàöèåé êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (K, Π) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïàðà
(L, Ω), ÷òî

L = { ζρ ∈ T ∗K : ζρ 6= 0, ζρ(Πρ) = 0 }

è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà Ω íà L, èíäóöèðîâàííàÿ èç T ∗K, ò.å. Ω = dϕ|L, ãäå

ϕζ(X) = ζ(π∗(X)) ∀ζ ∈ T ∗K ∀X ∈ Tζ(T
∗K), π : T ∗K → K .

Ëîêàëüíàÿ êîíòàêòíàÿ ôîðìà θ = du−∑n
i=1 pidqi îïðåäåëÿåò íà L òàêèå êîîðäèíàòû

(y, u,p,q), ÷òî y 6= 0 è

ζ = yθ, Ωζ = d
(
y
(
du−

n∑
i=1

pidqi

))
. (3.20)

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü Θ = {0 ∈ T ∗
ρ K : ρ ∈ K} è L åñòü ñèìïëåêòèçàöèÿ

êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ K.
Òîãäà çàìêíóòîé ñèìïëåêòèçàöèåé K íàçûâàåòñÿ ïàðà (L, Ω), ãäå L åñòü

ìíîãîîáðàçèå L ∪ Θ ñ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé èç T ∗K, à 2-ôîðìà Ω = dϕ|L ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèÿ T ∗K.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (y, u,p,q) íà L èìååò ìåñòî (3.20). Ôîðìà Ω

íåâûðîæäåíà íà L \ Θ è âûðîæäàåòñÿ â òî÷êàõ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ ⊂ L.
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Ïîñëåäíÿÿ ëîêàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì y = 0. Ðàíã ôîðìû Ω ðàâåí 2 â êàæäîé
òî÷êå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Θ è Ω|Θ = 0.

Ïóñòü α åñòü êîíòàêòíàÿ ôîðìà, çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå
V ⊂ K. Òîãäà Ω|W = d(yπ∗α|W ), ãäå

W = { λαρ : λ ∈ R, ρ ∈ V } = L ∩ π−1(V ), ζρ = y(ζρ)αρ ∀ζρ ∈ W.

Åñëè ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ êàðòîé ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , x2n−1, òî íà W îïðåäåëåíû
êîîðäèíàòû y, π∗x1, . . . , π

∗x2n−1. Êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè π∗xj, à òàêæå èõ çíà÷åíèÿ
áóäåì êðàòêî îáîçíà÷àòü xj. Çàìåíÿÿ êîîðäèíàòó y íà ôóíêöèþ

χ =





√
y, åñëè y ≥ 0

−√−y, åñëè y < 0
,

ïîëó÷èì êàðòó (W,χ, x1, . . . , x2n−1), êîòîðóþ íàçîâåì ðàñòÿíóòîé (V, x, α) � êàðòîé.
Îíà ñîãëàñîâàíà ñ òåìè è òîëüêî òåìè êàðòàìè ïîäìíîãîîáðàçèÿ L ⊂ T ∗K, îáëàñòè
êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòcÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ W ∩Θ.

Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ = {0 ∈ T ∗
ρ K : ρ ∈ K} ðàçðåçàåò

çàìêíóòóþ ñèìïëåêòèçàöèþ (L, Ω) ñâÿçíîãî êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (K, Π) íà
äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà L±, ò.å.

L = L+ ∪ L− ∪Θ, L+ ∩ L− = ∅, Θ ∩ L± = ∅ .

Îáîçíà÷èì L0 ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ñòðóêòóðà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ íà
òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâå L ãëàäêèì àòëàñîì A0, ñîñòîÿùèì èç âñåõ
ðàñòÿíóòûõ (V, x, α) � êàðò.

Òîãäà S - ñèìïëåêòèçàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ K íàçûâàåòñÿ ïàðà (L0, Ω0), ãäå
çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà Ω0 íà L0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:





Ω0

∣∣
L+

= Ω
∣∣
L+

Ω0

∣∣
L−

= −Ω
∣∣
L−

(Ω0)ρ = 0 ∀ρ ∈ Θ.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 4. Ïóñòü â äâóõ êàðòàõ àòëàñà A0, îáëàñòè
êîòîðûõ W è W̃ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó U , çàäàíû êîîðäèíàòû (x1, . . . , x2n) è
(x̃1, . . . , x̃2n), ãäå

y = ±x2
1 , x1 = ±√±y, ỹ = ±x̃2

1 , x̃1 = ±
√
±ỹ, x1(U ∩Θ) = x̃1(U ∩Θ) = 0 .
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Èç îïðåäåëåíèÿ êàðò àòëàñà A0 âûòåêàåò, ÷òî x̃1 = f · x1 äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé
ôóíêöèè f = f(x2, . . . , x2n) íà U . Îòñþäà âèäíà áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ôóíêöèè x̃1(x1, . . . , x2n). Ïóñòü 1 < i, j ≤ 2n. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ âèäà

∂mx̃i

∂xm2
2 . . . ∂xm2n

2n

(x1, x2, . . . , x2n) =
∂mx̃i

∂xm2
2 . . . ∂xm2n

2n

(y, x2, . . . , x2n)
∣∣∣
y=±x2

1

,

áóäó÷è íåïðåðûâíîé ïî (y, x2, . . . , x2n), íåïðåðûâíà ïî âñåì ïåðåìåííûì x. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèè x2, . . . , x2n è x̃2, . . . , x̃2n ïîäíÿòû íà W è W̃ ñ ïîìîøüþ ïðîåêöèè π : L → K,
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ è, ñòàëî áûòü, íåïðåðûâíà ëþáàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
âèäà

∂mx̃i

∂xm1
1 ∂xm2

2 . . . ∂xm2n
2n

(x1, . . . , x2n) ,

íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì A0 åñòü àòëàñ êëàññà
C∞ íà L.

Ïî óñëîâèþ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî L0 = L ðàçðåçàíî ãèïåðïîâåðõíîñòüþ
Θ íà äâà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâà L±, íà êîòîðûõ

Ω = d
(
±x2

1

∑
j>1

αjdxj

)
= ±

(
2x1dx1 ∧

∑
j>1

αjdxj + x2
1

∑
j>1

∑
i>1

∂αj

∂xi

dxi ∧ dxj

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êîîðäèíàòàõ (x1, x2, . . . , x2n) ôîðìà Ω0 âûãëÿäèò òàê:

Ω0 = x1

∑
j>1

(
2αjdx1 + x1

∑
i>1

∂αj

∂xi

dxi

)
∧ dxj = d(x2

1π
∗α|W ) 2 . (3.21)

Ïîëó÷åííîå èç L ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå L0 ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü, êàê
ðåçóëüòàò ðàñòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íî òîíêîãî ñëîÿ � îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè Θ.
Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîäñêàçûâàåò òåðìèí S - ñèìïëåêòèçàöèÿ, ïðîèñõîäÿùèé îò
àíãëèéñêîãî Stretched � ðàñòÿíóòûé. Íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ L± ãëàäêèå
ñòðóêòóðû ìíîãîîáðàçèé L è L0 ñîãëàñîâàíû. Çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà Ω0 íåâûðîæäåíà
íà L0 \ Θ è ðàâíà íóëþ â êàæäîé òî÷êå ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ. Ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ
êîíòàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîíòàêòîìîðôíûì (K, Π). Êîíòàêòíûìè íà Θ ÿâëÿþòñÿ
1-ôîðìû âèäà (π∗α)|Θ, ãäå α åñòü êîíòàêòíàÿ ôîðìà K.

Â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì S - ñèìïëåêòèçàöèè âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ:
íåëüçÿ ëè ïðîñòî ââåñòè ôîðìó Ω0 = (χ2α) íà ïðîèçâåäåíèè Θ × R, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòcÿ ôèêñàöèåé ëþáîé êîíòàêòíîé ôîðìû α íà Θ ? Íåñìîòðÿ íà
ýñòåòè÷åñêóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü òàêîãî ïîäõîäà â ñðàâíåíèè ñ îïðåäåëåíèåì 4,
îí èìååò ñåðüåçíûé íåäîñòàòîê. Äåëî â òîì, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì 2-
ôîðìà Ω0 íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé, ïîñêîëüêó çàâèñèò îò
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êîíòàêòíîé ôîðìû α. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü äàíû êîíòàêòíûå ôîðìû α è α̃ = tα.
Òîãäà χ̃ = χ/t è

d(χ̃2α̃) = d
( 1

t2
χ2tα

)
= d

(1

t
χ2α

)
6= d(χ2α) .

Ïðè ýòîì â êîíñòðóêöèè îáû÷íîé èëè çàìêíóòîé ñèìïëåêòèçàöèè ôîðìà d(χα) îò
âûáîðà êîíòàêòíîé ôîðìû α óæå íå çàâèñèò.

Çàìå÷àíèå 2 Îðèåíòèðóåìûå, ñâÿçíûå êîíòàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò S -
ñèìïëåêòèçàöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷íîñòü îðèåíòèðóåìîãî êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (K, Π)

ýêâèâàëåíòíà (êî)îðèåíòèðóåìîñòè ïîëÿ êîíòàêòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé Π, ò.å.
îðèåíòèðóåìîñòè åãî çàìêíóòîé ñèìïëåêòèçàöèè L. Ïîñëåäíÿÿ îðèåíòèðóåìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ñâÿçíàÿ è îðèåíòèðóåìàÿ) ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ =̃ K ðàçðåçàåò
ìíîãîîáðàçèå L íà äâà êóñêà 2.

Ïðåäëîæåíèå 9 Ïóñòü (L0, Ω0) åñòü S - ñèìïëåêòèçàöèÿ êîíòàêòíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ (K, Π). Òîãäà êàæäàÿ òî÷êà ρ ∈ Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé
îòíîñèòåëüíî ôîðìû Ω0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíîå ïîëå X è ôóíêöèþ χ â
îêðåñòíîñòè U ïîâåðõíîñòè Θ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

Xρ 6⊂ TρΘ, dρχ 6= 0 ∀ρ ∈ Θ, χ(Θ) = 0 . (3.22)

Ââåäåì 1-ôîðìó µ = limχ→0 iX(Ω0/χ) íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ. Èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî
ôîðìà µ ïðîïîðöèîíàëüíà ëþáîé êîíòàêòíîé ôîðìå α ìíîãîîáðàçèÿ Θ =̃ K. Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 1 èìååì d2n−1Pf(Ω0) 6= 0 â êàæäîé òî÷êå Θ. Ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà
ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé 2.

3.2.3. Ðåøåíèÿ Ôðèäìàíà.
Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð S - ñèìïëåêòèçàöèè.
Â 1922ã. Ë.À. Ôðèäìàí ïîëó÷èë ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà,

èç êîòîðûõ ïîçäíåå ðîäèëàñü òåîðèÿ ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé. Ïðè ìàëîì t

ïðèáëèæåíèåì ê ðåøåíèÿì Ôðèäìàíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíäåôèíèòíàÿ ìåòðèêà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè:

ds2 = c2dt2 − kt
(
dψ2 + f 2(ψ)

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

))
,
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ãäå k åñòü ýìïèðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà è ψ, θ, ϕ åñòü ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû íà
åäèíè÷íîé 3-ìåðíîé ñôåðå èëè íà 3-ìåðíîì ãèïåðáîëîèäå [22]. Ñîîòâåòñòâåííî,
â çàêðûòîé ìîäåëè èìååì f(ψ) = sin ψ (ïóëüñèðóùàÿ Âñåëåííàÿ), à â îòêðûòîé
f(ψ) = sh ψ (íåîãðàíè÷åííîå ðàñøèðåíèå). Èçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñÿò
îò òèïà ìîäåëè (îòêðûòàÿ èëè çàêðûòàÿ), ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì
f(ψ) = sin ψ. Ýòî îòâå÷àåò ïîïóëÿðíîé ãèïîòåçå î òîì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
Ìèð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 3-ìåðíóþ ñôåðó S3

t .
Ïðè t > 0 ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ãàìèëüòîíîâ îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé

ôîðìû β = d
(∑4

i,j gij q̇idqj

)
è ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà H = 2−1

∑4
ij gij q̇iq̇j :

2H = c2ṫ2 − kt
(
ψ̇2 + sin2 ψ

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

))
,

sgrad(H) = ṫ
∂

∂t
+ ψ̇

∂

∂ψ
+ θ̇

∂

∂θ
+ ϕ̇

∂

∂ϕ
+

+
k

2c2

(
− sin2 ψ

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)− ψ̇2
) ∂

∂ṫ
+

(sin 2ψ

2

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)− ψ̇ṫ

t

) ∂

∂ψ̇
+

+
( ϕ̇2 sin 2θ

2
− 2θ̇ψ̇ cot ψ − θ̇ṫ

t

) ∂

∂θ̇
+

(
−2ϕ̇θ̇ cot θ − 2ϕ̇ψ̇ cot ψ − ϕ̇ṫ

t

) ∂

∂ϕ̇
.

Çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà β íà ìíîãîîáðàçèè M =̃ TS3 ×R+ ×R èìååò âûðîæäåííûå
îñîáåííîñòè â òî÷êàõ åãî êðàÿ � ãèïåðïîâåðõíîñòè

K = ∂M =̃ TS3 × {0} × R,

îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì t = 0. Â êàæäîé òî÷êå p ∈ K ÿäðî Zp = Ker(βp) íàòÿíóòî
íà âåêòîðû

∂

∂ψ̇
,

∂

∂θ̇
,

∂

∂ϕ̇
,

∂

∂ψ
− k

ψ̇

c2

∂

∂ṫ
,

∂

∂θ
− k

sin2 ψθ̇

c2

∂

∂ṫ
,

∂

∂ϕ
− k

sin2 ψ sin2 θϕ̇

c2

∂

∂ṫ
.

Ïîëå 6-ìåðíûõ ÿäåð Zp êàñàåòñÿ 7-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè K è îïðåäåëÿåò íà íåé òî÷íóþ
êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó p 7−→ Zp = Ker(βp) = α−1

p (0) ñ êîíòàêòíîé 1-ôîðìîé

α = −k
(
ψ̇dψ + sin2 ψθ̇dθ + sin2 ψ sin2 θϕ̇dϕ

)
− c2dṫ .

Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî M \K ñ 2-ôîðìîé β = d(tα) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì
ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå êàíîíè÷åñêè ñèìïëåêòîìîðôíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
cèìïëåêòèçàöèè (L, Ω), ðàñïîëîæåííîé ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíû îò íóëåâîãî
ñå÷åíèÿ Θ. Äàííûé ñèìïëåêòîìîðôèçì îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ñîõðàíÿþùåãî
2-ôîðìó âëîæåíèÿ I ìíîãîîáðàçèÿ (M,β) â çàìêíóòóþ ñèìïëåêòèçàöèþ (L, Ω).
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Î÷åâèäíî, ÷òî I(K) = Θ. Ïóñòü (L0, Ω0) åñòü S - ñèìïëåêòèçàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
(K,Z). Ãîìåîìîðôèçì I êàæäîé òî÷êå (t, ψ, θ, ϕ, ṫ, ψ̇, θ̇, ϕ̇) ∈ M ñîîòíîñèò òî÷êó

(χ, ψ, θ, ϕ, ṫ, ψ̇, θ̇, ϕ̇) ∈ L0, t = χ2 .

Çàôèêñèðóåì íà M èíäóöèðîâàííóþ îòîáðàæåíèåì I−1 ãëàäêóþ ñòðóêòóðó
ïîäìíîãîîáðàçèÿ L0 è 2-ôîðìó ω = I∗(Ω0). Òîãäà çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà

ω = d
(
χ2α

)

îáíóëÿåòñÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè K = ∂M , ñîñòîÿùåé èç êîíòàêòíûõ òî÷åê.
Ïî ñóùåñòâó, ïåðåõîä ê S - ñèìïëåêòèçàöèè ñâîäèòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ê

çàìåíå êîñìè÷åñêîãî âðåìåíè t ïåðåìåííîé χ =
√

t, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
ò.í. êîíôîðìíîìó âðåìåíè, ïðèìåíÿåìîìó â êîñìîëîãèè. Ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå
ôàçîâûå êîîðäèíàòû, â òîì ÷èñëå ṫ = 2χχ̇ , îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïîïðîáóåì äàòü
ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîé, ïîêà åùå ôîðìàëüíîé îïåðàöèè.

Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè t > 0 âûãëÿäÿò òàê:

ẗ =
k

2c2

(− sin2 ψ
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)− ψ̇2
)

, ψ̈ =
sin 2ψ

2

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)− ψ̇ṫ

t
, (3.23)

θ̈ =
ϕ̇2 sin 2θ

2
− 2θ̇ψ̇ cot ψ − θ̇ṫ

t
, ϕ̈ = −2ϕ̇θ̇ cot θ − 2ϕ̇ψ̇ cot ψ − ϕ̇ṫ

t
,

ãäå òî÷êè îáîçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó τ , êîòîðûé íà êàæäîé
ãåîäåçè÷åñêîé îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé. Ôóíêöèÿ H ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà, â ñèëó ÷åãî íà êàæäîé ãåîäåçè÷åñêîé òðàåêòîðèè
äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû h òîæäåñòâåííî

c2ṫ2 − kt
(
ψ̇2 + sin2 ψ(θ̇2 + sin2 θϕ̇2)

)
= 2h .

Îòñþäà è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (3.23) ñëåäóåò, ÷òî âäîëü òðàåêòîðèè òîæäåñòâåííî:

2tẗ + ṫ2 − 2h/c2 = 0 .

Ñîãëàñíî [18], ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ çàìåíîé ṫ = p(t), p2(t) = u(t), â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

tu̇(t) + u(t)− 2h

c2
= 0, u =

2h

c2
+

C4

t
, ṫ =

√
u =

√
2h

c2
+

C4

t
.

Ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè t(0) = 0 ðåøåíèå ïîñëåäíåãî èç ýòèõ óðàâíåíèé:

τ =
c

2h

√
t(C4 + 2ht) +

c · C4

(2h)3/2
ln

√
C4√

C4 + 2ht +
√

2ht
.
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Ïðè t → +0 çàìåíèì óðàâíåíèå ïðèáëèæåííûì ṫ =
√

C4/t, îòêóäà:

t = Ñ5 · τ 2/3 . (3.24)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà ãèïåðïîâåðõíîñòè t = 0 îïðåäåëåíî ãëàäêîå ïîëå
ïðåäåëüíûõ ïðè t → +0, ôàçîâûõ íàïðàâëåíèé ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà. Îòñþäà è
èç (3.23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ t > 0 äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ψ̈ = − ψ̇ṫ

t
= − 2

3τ
ψ̇, θ̈ = − θ̇ṫ

t
= − 2

3τ
θ̇, ϕ̈ = − ϕ̇ṫ

t
= − 2

3τ
ϕ̇ .

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (3.24). Îòñþäà

ψ = aτ 1/3 + ψ0, θ = bτ 1/3 + θ0, ϕ = cτ 1/3 + ϕ0.

Çàäàâàÿ ïðè ëþáîì τ0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì t0 > 0 íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ψ(τ0), θ(τ0), ϕ(τ0), ψ̇(τ0), θ̇(τ0), ϕ̇(τ0) ,

âûðàæàÿ C5 ÷åðåç (3.24), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðè
ìàëîì t > 0 :

ψ = Ñ1

√
t + ψ0, θ = Ñ2

√
t + θ0, ϕ = Ñ3

√
t + ϕ0, (3.25)

C1 =
α√
C5

, C2 =
β√
C5

, C3 =
γ√
C5

, C5 = (3/2)2/3 · (C4)
1/3 · c−2/3 ,

α = 3ψ̇(τ0)τ
2/3
0 , ψ0 = ψ(τ0)− ατ

1/3
0

β = 3θ̇(τ0)τ
2/3
0 , θ0 = θ(τ0)− βτ

1/3
0

γ = 3ϕ̇(τ0)τ
2/3
0 , ϕ0 = ϕ(τ0)− γτ

1/3
0 .

Ýòè ôîðìóëû äàþò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü â ïåðèîäàõ âðåìåíè ìåæäó íåñêîëüêèìè
ïåðâûìè äíÿìè è íåñêîëüêèìè ïåðâûìè ìåñÿöàìè ïîñëå ìîìåíòà t = 0.

Èç (3.25) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â ïåðâûå ìåñÿöû ïîñëå Áîëüøîãî
âçðûâà ñâîáîäíîå äâèæåíèå âñåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê áûëî ïðÿìîëèíåéíûì è
ïðîèñõîäèëî ñ óìåíüøàþùåéñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò ψ, θ, ϕ. Ïðè t → +0

ýòà ñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, îäíàêî íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñî ÑÒÎ íå
âîçíèêàåò. Äåëî â òîì, ÷òî 3-ìåðíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè â ãðàâèòàöèîíîì ïîëå, ò.å., âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

v =
dl

dt
=

√
kt

(
dψ2 + sin2 ψ(dθ2 + sin2 θdϕ2)

)1/2

dt
=
√

kt

√
ψ̇2 + sin2 ψ(θ̇2 + sin2 θϕ̇2) ,
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ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t. Èç (3.25) ñëåäóåò, ÷òî v êîíñòàíòà.
Ïîýòîìó, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ C1, C2, C3 âûáðàíû êîððåêòíî,
òî v = const < c ïðè ëþáîì, äîñòàòî÷íî ìàëîì t > 0. Ñëåäóåò ïîÿñíèòü, ÷òî
ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèøü â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ ñôåðû S3

t , ñ êîòîðîé
ìû îòîæäåñòâëÿåì Ìèð â ìîìåíò âðåìåíè t. Îäíàêî, ïîñêîëüêó â ýòèõ êîîðäèíàòàõ
ñâîáîäíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì, òî êîîðäèíàòû
ψ, θ, ϕ ìîæíî ñ÷èòàòü äåêàðòîâûìè. Âìåñòî âðåìåíè t ââåäåì ïåðåìåííóþ

χ =
√

t ,

êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàäèóñó Âñåëåííîé R(t) è êîíôîðìíîìó âðåìåíè. Áóäåì
ñ÷èòàòü åå äîñòàòî÷íî ìàëîé. Èç (3.25) ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé
êîîðäèíàòû ψ, θ, ϕ ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè χ. Íàçîâåì χ âðåìåíåì
ïðîñìîòðà.

Ðàññìîòðèì íàãëÿäíóþ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà â íà÷àëå Áîëüøîãî âçðûâà, êîòîðàÿ
îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâû÷íîãî îáðàçà ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì
ñòàíäàðòíóþ ñôåðó S3 â ïðîñòðàíñòâå R4. Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ýòà ñôåðà
ñóùåñòâóåò âíå âñÿêîãî îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà è ïîêà ëèøåíà ìåòðèêè.
Ôîðìàëüíî ìû ïåðåõîäèì ê ìíîãîîáðàçèþ S3, íà êîòîðîì ïî÷òè âñþäó çàäàíû
èñõîäíûå, óãëîâûå êîîðäèíàòû ψ, θ, ϕ. Íà îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò
çàôèêñèðóåì åâêëèäîâó ìåòðèêó, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Áóäåì
ñ÷èòàòü ñôåðó S3 íåèçìåííî ñóùåñòâóþùåé âî âðåìåíè, òå÷åíèå êîòîðîãî èçìåðÿåòñÿ
ïåðåìåííîé

χ ∈ [0; ε)

äëÿ íåêîòîðîãî, äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì
ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ S3 × [0; ε) è âñå ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè, îïðåäåëÿåìûå
åâêëèäîâîé ìåòðèêîé (ïî÷òè âñþäó) â S3, ñ÷èòàåì ïàðàìåòðèçîâàííûìè χ. Êàæäàÿ
èç ãåîäåçè÷åñêèõ, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

ψ = Ñ1χ + ψ0, θ = Ñ2χ + θ0, ϕ = Ñ3χ + ϕ0,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (3.25) çàìåíîé ïàðàìåòðà χ =
√

t. Îñòàëîñü "îæèâèòü"
ýòó ìîäåëü, êîòîðàÿ ôîðìàëüíî îïèñûâàåò ãåîìåòðèþ è ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèè â
ïðîñòðàíñòâå â íà÷àëüíîé ñòàäèè Áîëüøîãî âçðûâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýâîëþöèþ Âñåëåííîé ôèêñèðóåò âèäåîêàìåðà c
èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè ÷àñòîòîé êàäðîâ n = n(t), ãäå

n(t) =
n0

2
√

t
,
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è n0 åñòü îáû÷íàÿ äëÿ íàñ ÷àñòîòà êàäðîâ. Ïðè ýòîì åäèíèöó èçìåðåíèÿ t ìû âûáåðåì
òàê, ÷òîáû ñîâðåìåííîñòè îòâå÷àëî çíà÷åíèå t = 1/4. Òîãäà èìååì n(1/4) = n0, ò.å.,
ôàíòàñòè÷åñêàÿ ïî ñâîèì âîçìîæíîñòÿì êàìåðà ñíèìàåò Ìèð ñ íà÷àëà Áîëüøîãî
âçðûâà äî íàøèõ äíåé, ïðè ýòîì 0 < t ≤ 1/4. Ñêîðîñòü ñúåìêè áåñêîíå÷íî âîçðàñòàåò
ïðè t → +0, íî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t îíà óáûâàåò. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòà ñêîðîñòü
îòâå÷àåò îáû÷íîìó çíà÷åíèþ n0 ÷àñòîòû êàäðîâ. Òîãäà çà ìàëîå âðåìÿ [t; t + dt]

äàííàÿ êàìåðà ñäåëàåò N ñíèìêîâ, ãäå

N = n(t)dt =
n0

2
√

t
dχ2 =

n0

2
√

χ2
2χdχ = n0dχ .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñìàòðèâàÿ ïîëó÷åííóþ âèäåîçàïèñü ñ ÷àñòîòîé êàäðîâ n0, çà
âðåìÿ ïðîñìîòðà [χ; χ + dχ] ìû óâèäèì âñå êàäðû ðåàëüíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå
áûëè ñíÿòû â ïåðèîä âðåìåíè [t; t + dt]. Åñëè îí äîñòàòî÷íî áëèçîê ê íà÷àëó
Áîëüøîãî âçðûâà, òî, ïðîñìàòðèâàåìûå â çàïèñè ñîáûòèÿ, íåçàâèñèìî îò èõ
ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû, âûãëÿäÿò ïðîèñõîäÿùèìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. ßñíî,
÷òî çàïîëíÿþùàÿ åãî â ýòî âðåìÿ ìàòåðèÿ âûãëÿäèò ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî è
îäíîðîäíî.

3.2.4. Êîíòàêòíî-ñâÿçíàÿ ñóììà.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6, ôîðìà ω êàíîíè÷åñêè îïðåäåëÿåò íà ìíîãîîáðàçèè Θ

êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó ρ 7−→ Πρ (çäåñü ω = 0 â êàæäîé òî÷êå Θ). Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 10, 2n − 2 - ìåðíàÿ ïëîñêîñòü Πρ ⊂ TρΘ íàòÿíóòà íà ïðåäåëüíûå
íàïðàâëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad(f), ÿâëÿþùèõñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøèìè ïîðÿäêà χ−2 ïðè χ → 0. Ïðè ýòîì χ åñòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà (3.22)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ. Êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ Θ ëîêàëüíî çàäàåòñÿ
1-ôîðìîé α = dx2 +

∑
j x2j−1dx2j, ãäå

ω = d
(x2

1

2

(
dx2 +

k∑
j=2

x2j−1dx2j

))
.

Òàêèå êîîðäèíàòû x, ñóùåñòâóþùèå â ñèëó òåîðåìû 3, íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.
Ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè χ âñåãäà
ìîæíî âûáðàòü êîîðäèíàòó x1 è îáðàòíî.

Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ (êîíòàêòíî-ñâÿçíîé ñóììû), êîòîðàÿ ïðèâåäåò íàñ
ê ìíîãîîáðàçèÿì ñ êîíòàêòíî-îáíóëÿþùèìèñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, â
öåëîì íå ÿâëÿþùèìñÿ S - ñèìïëåêòèçàöèÿìè.

Ïóñòü F : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå 2n - ìåðíîãî, ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
M â 2n - ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (N, Ω), ãäå n > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè q0 ∈ N è íåêîòîðîé ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ ⊂ M èìååò
ìåñòî:

1) rk(dpF ) = 2n â êàæäîé òî÷êå p ∈ M \Θ ;
2) F (Θ) = q0 ;
3) rk(dpF ) = 1 â êàæäîé òî÷êå p ∈ Θ .
Îòîáðàæåíèå F : M \ Θ → N \ {q0} ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Èç óñëîâèÿ 2)

âûòåêàåò, ÷òî rk(dpF ) ≤ 1 â êàæäîé òî÷êå p ∈ Θ, ïîýòîìó óñëîâèå 3) âûäåëÿåò
îòîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç òåõ, êîòîðûõ ïåðåâîäÿò ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ

â òî÷êó q0. Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè 1) è 2), ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ 2-ôîðìó
ω = F ∗(Ω) íà M . ßñíî, ÷òî ω = 0 â êàæäîé òî÷êå Θ. Ïóñòü F (p) = q è â îêðåñòíîñòÿõ
U , V òî÷åê p, q çàäàíû êîîðäèíàòû x, y. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Pf(ωp) = ±det(∂y/∂x)Pf(Ωq) .

Îòñþäà ñëåäóåò íåâûðîæäåííîñòü ω íà M \ Θ. Â ñèëó ëåììû 3 âñå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè Pf(ω)(x), ïîðÿäêîâ îò 0 äî 2n−2 âêëþ÷èòåëüíî, ðàâíû íóëþ íà U∩Θ. Åñëè
rk(dpF ) = 0, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà U ∩Θ ðàâíû íóëþ è âñå ïðîèçâîäíûå Pf(ω)(x)

ïîðÿäêà 2n− 1. Ïîñëåäíåå íåñîâìåñòèìî ñ êîíòàêòíîñòüþ òî÷êè p, ïîýòîìó óñëîâèå
3) íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìà ω ìîãëà èìåòü êîíòàêòíûå âûðîæäåíèÿ.

Ïîäâåäåì èòîã. Ëþáîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M â ñèìïëåêòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå N , ïåðåâîäÿùåå íåêîòîðóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ M â òî÷êó è
ÿâëÿþùååñÿ íàêðûòèåì íà M \Θ, îïðåäåëÿåò íà M çàìêíóòóþ 2-ôîðìó ω, êîòîðàÿ
íåâûðîæäåíà íà M \ Θ è ðàâíà íóëþ íà Θ. Òî÷êà p ∈ Θ ìîæåò áûòü êîíòàêòíîé
òîëüêî â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîñòè ðàíãà dpF , ò.å. åñëè rk(dpF ) = 1.

Ïóñòü 2n > 2. Ðàññìîòðèì øàð D2n ⊂ R2n, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì
x2

1 + . . . + x2
2n ≤ 1, è îòîáðàæåíèå

F0 : S2n−1 × [−1; 1] → D2n, (s, t)
F07−→ st ,

ãäå s ∈ S2n−1 = ∂D2n è t ∈ [−1; 1]. Ââåäåì â R2n ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû




x1 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θ2n−3 cos θ2n−2 cos ϕ

x2 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θ2n−3 cos θ2n−2 sin ϕ

x3 = r cos θ1 cos θ2 . . . cos θ2n−3 sin θ2n−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x2n−1 = r cos θ1 sin θ2

x2n = r sin θ1,
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ãäå −π/2 < θi < π/2 è −π ≤ ϕ ≤ π.
Åñëè â ýòèõ ôîðìóëàõ çàìåíèòü ñèìâîë r íà t, òî ïîëó÷èòñÿ êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü

îòîáðàæåíèÿ F0 öèëèíäðà S2n−1 × [−1; 1] íà øàð D2n. Åãî ãëàäêîñòü î÷åâèäíà.
Îáîçíà÷èì Θ ñôåðó S2n−1 × {0}, òîãäà F0(Θ) = 0 è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ
îòîáðàæåíèÿ F = F0 âûïîëíåíî êàæäîå èç óñëîâèé 1), 2), 3). Ïóñòü íà øàðå
D2n çàäàíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2-ôîðìà Ω è ω = F ∗

0 (Ω). Ïîñêîëüêó â êîîðäèíàòàõ
(t, ϕ, θ1, . . . , θ2n−2) è x ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ F0 ðàâåí

t2n−1 cos2n−2 θ1 · . . . · cos θ2n−2 ,

òî ïðè t → 0 ïôàôôèàí Pf(ω) èìååò ïîðÿäîê t2n−1. Ýòî âëå÷åò çà ñîáîé êîíòàêòíîñòü
êàæäîé òî÷êè ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ=̃S2n−1.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñâÿçíîé ñóììå N1#N2 ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (N1, Ω1)

è (N2, Ω2) ðàçìåðíîñòè 2n > 2 íåëüçÿ çàäàòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,
ñîãëàñîâàííóþ ñ Ω1 è Ω2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñêëåèâàÿ ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûå äâà
øàðà D2n

k ⊂ Nk, ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ñôåðå
S2n, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó H2(S2n,R) = 0. Ñóùåñòâóþùèå êîíñòðóêöèè ïîçâîëÿþò,
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, çàäàòü ñîãëàñîâàííóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ò.í.
ðàññëîåííîé ñóììå, äëÿ îáðàçîâàíèÿ êîòîðîé èç ñêëåèâàåìûõ ìíîãîîáðàçèé óäàëÿþò
íîðìàëüíûå îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé ÷åòíîé êîðàçìåðíîñòè [63].

Îòîáðàæåíèå F0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà ñâÿçíîé ñóììå N1#N2

ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè, ñîãëàñîâàííîé ñ
ôîðìàìè Ω1 è Ω2 çà ïðåäåëàìè áåñêîíå÷íî-ìàëîé îêðåñòíîñòè ñôåðû S2n−1=̃∂D2n

k ,
ïî êîòîðîé ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nk \ int (D2n

k ) ñêëåèâàþòñÿ â ñâÿçíóþ ñóììó N1#N2,
ãäå 1 ≤ k ≤ 2. Ïóñòü D2n � ñòàíäàðòíûé åäèíè÷íûé øàð â R2n(x), íà êîòîðîì
ôèêñèðîâàíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ω =

∑n
i=1 dxi ∧ dxn+i.

Îïðåäåëåíèå 5 Ïóñòü 1 ≤ k ≤ 2 è (Nk, Ωk) � ñâÿçíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 2n ≥ 2. Äëÿ êàæäîãî k âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó
çàìêíóòûõ øàðîâ D2n

k è D
2n

k , òàê ÷òî

D2n
k ⊂ int

(
D

2n

k

) ⊂ Nk

è ñóùåñòâóþò ñèìïëåêòîìîðôèçìû fk : D
2n

k → D2n. Óäàëèì èç êàæäîãî Nk

îòêðûòûé øàð int
(
D

2n

k

)
è ãëàäêî ïðèêëåèì öèëèíäð S2n−1×[−1; 1], îòîæäåñòâëÿÿ

ñôåðû
S2n−1 × {−1} = ∂D

2n

1 è S2n−1 × {1} = ∂D
2n

2 .
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Ïðèêëåèâàíèå öèëèíäðà âûïîëíèì òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ s ∈ S2n−1 è t ∈ [−1; −1/2]∪
[1/2; 1] òî÷êà (s, t) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òî÷êîé





f−1
1

(
F0(s, t)

)
ïðè − 1 ≤ t ≤ −1/2

f−1
2

(
F0(s, t)

)
ïðè 1/2 ≤ t ≤ 1

.

Ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå M , íà êîòîðîì êîððåêòíî îïðåäåëåíà òàêàÿ ãëàäêàÿ,
çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω, ÷òî

ω
∣∣
Nk\D2n

k
= Ωk

∣∣
Nk\D2n

k
, ω

∣∣
S2n−1×[−1; 1]

= F ∗
0 (Ω) .

Ïàðà (M, ω) íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíî-ñâÿçíîé ñóììîé ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé (Nk, Ωk) è îáîçíà÷àåòñÿ (N1#0N2, Ω1#0Ω2).

Â ñèëó òåîðåìû Äàðáó ñèìïëåêòîìîðôèçìû fk ñóùåñòâóþò. Öèëèíäð S2n−1 ×
[−1; 1] ïðèêëåèâàåòñÿ òàê, ÷òî

S2n−1 × [−1; −1/2] = D
2n

1 \ int
(
D2n

1

)
, S2n−1 × {−1/2} = ∂D2n

1 ,

S2n−1 × [1/2; 1] = D
2n

2 \ int
(
D2n

2

)
, S2n−1 × {1/2} = ∂D2n

2 .

Íà êàæäîé èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïîäìíîãîîáðàçèÿ

M \ (
S2n−1 × [−1/2; 1/2]

)

ôîðìà ω ñîâïàäàåò ñ Ω1 èëè Ω2. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè îïåðàöèÿ N1#0N2 ÿâëÿåòñÿ
ïðèêëåèâàíèåì ðó÷êè èíäåêñà 1 ê íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ N1∪N2, ò.å. îáðàçîâàíèåì
ñâÿçíîé ñóììû N1#N2 (ðèñ. 10). Ïóñòü

Θ = S2n−1 × {0} ⊂ M = N1#0N2 .

Çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω íåâûðîæäåíà íà M \ Θ è ðàâíà íóëþ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè
Θ. Âñå òî÷êè Θ, êàê ìû âèäåëè ïðè ðàññìîòðåíèè îòîáðàæåíèÿ F0, ÿâëÿþòñÿ
êîíòàêòíûìè îòíîñèòåëüíî ω 2.

Çàìå÷àíèå 3 Äëÿ ëþáûõ êîìïàêòíûõ, ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (N1, Ω1)

è (N2, Ω2) ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíòàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè
(N1#0N2, Ω1#0Ω2) íå ÿâëÿåòñÿ S - ñèìïëåêòèçàöèåé íè äëÿ êàêîãî êîíòàêòíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçíàÿ ñóììà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíîé, à S - ñèìïëåêòèçàöèÿ, î÷åâèäíî, ïîðîæäàåò òîëüêî íåêîìïàêòíûå
ìíîãîîáðàçèÿ.
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§ 3.3. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû.

3.3.1. Ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ.
Âñïîìíèì, ÷òî [v]+ = ∪λ>0λv åñòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà v 6= 0. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ

∪λ∈R{λv} îáîçíà÷àåòñÿ [v]. Ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ v1, . . . , vm, ñîîòâåòñòâåííî,
ìû îáîçíà÷àåì [v1, . . . , vm]. Åñëè l1, . . . , ls åñòü âåêòîðû, íàïðàâëåíèÿ èëè ïðÿìûå, òî
[l1, . . . , ls] åñòü ìèíèìàëüíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, èíöèäåíòíîå âñåì lj .

Â îïðåäåëåíèè 2 èç ï. 1.2.2 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå íåñîáñòâåííîãî ïðåäåëüíîãî
ïîëîæåíèÿ. Ñëåäóþøåå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò, â îïðåäåëåííîé ìåðå, ðàçëè÷àòü
ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ ïî ïîðÿäêàì îòâå÷àþùèõ èì, áåñêîíå÷íî áîëüøèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé sgrad(f)(yn), ãäå yn → ρ ∈ Θ.

Îïðåäåëåíèå 6 Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M, ω)

çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f , è òî÷êà ρ ëåæèò â Θ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå
íàïðàâëåíèå l+ρ ⊂ TρM åñòü íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå sgrad(f) â òî÷êå
ρ, è âáëèçè ρ ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàïðàâëåíèå l+ρ èìååò êâàçè-ïîðÿäîê δ > 0, åñëè äëÿ
íåêîòîðîé, ñõîäÿùåéñÿ ê ρ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê yn ∈ M \Θ èìååò ìåñòî

lim
n→∞

χδ(yn)sgrad(f)(yn) = v 6= 0 , l+ρ = [v]+ = lim
n→∞

[sgrad(f)(yn)]+ ,

ãäå χ(y) åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ â ïðîèçâîëüíîé
ðèìàíîâîé ìåòðèêå.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ′ < δ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

χδ′(yn)|sgrad(f)(yn)| = +∞ .

Îäíî ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå l+ρ ⊂ TρM , âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå
êâàçè-ïîðÿäêè δ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íûì ñïîñîáàìè ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ρ.
Ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì îáóñëîâëåí òåðìèí êâàçè-ïîðÿäîê, õîòÿ ðå÷ü èäåò, â ñóùíîñòè,
î ïîðÿäêå áåñêîíå÷íî áîëüøîé âåëè÷èíû. Èç (3.26) ñëåäóåò, ÷òî â êîíòàêòíîé òî÷êå
ρ ∈ Θ íåò íåñîáñòâåííûõ ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé êâàçè-ïîðÿäêîâ δ > 2.

Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M, ω)

çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f , è òî÷êà ρ ëåæèò â ìíîæåñòâå Θ.
1. Åñëè ñóùåñòâóåò limΘ63y→ρ sgrad(f)(y) = w ∈ TρM, òî âåêòîð w

îáîçíà÷àåòñÿ sgrad(f)(ρ) è íàçûâàåòñÿ êîñûì ãðàäèåíòîì f â ρ.

132



2. Åñëè ïðè limΘ63y→ρ |sgrad(f)(y)| = +∞ ñóùåñòâóåò

lim
Θ63y→ρ

[sgrad(f)(y)]+ = l+ρ ⊂ TρM ,

òî íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå l+ρ îáîçíà÷àåòñÿ sgrad∞(f)(ρ).
3. Åñëè ïðè limΘ 63y→ρ |sgrad(f)(y)| = +∞ íàéäåòñÿ øàðîâàÿ îêðåñòíîñòü O

òî÷êè ρ, ðàçäåëÿåìàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ O ∩Θ íà äâà îòêðûòûõ ïîëóøàðèÿ O+ è
O−, è ñóùåñòâóþò ïðîòèâîíàïðàâëåííûå ïðåäåëû

lim
O+3y→ρ

[sgrad(f)(y)]+, lim
O−3y→ρ

[sgrad(f)(y)]+ ,

òî êàæäîå èç ýòèõ äâóõ íàïðàâëåíèé â TρM îáîçíà÷àåòñÿ sgrad∞± (f)(ρ).

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ∈ Θ ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà sgrad(f), ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ìíîæåñòâå M \Θ, ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:




ẋ1 = − 1
x1

∂f
∂x2

ẋ2 = 1
x1

∂f
∂x1

− 2
x2
1

(
x3

∂f
∂x3

+ x5
∂f
∂x5

+ . . . + x2k−1
∂f

∂x2k−1

)

ẋ2j+1 = 2
x2
1

(
x2j+1

∂f
∂x2

− ∂f
∂x2j+2

)
,

ẋ2j+2 = 2
x2
1

∂f
∂x2j+1

ṗi = − ∂f
∂qi

q̇i = ∂f
∂pi

,




(3.26)

1 ≤ i ≤ n− k, 1 ≤ j ≤ k − 1 .

Çàìåíîé åäèíñòâåííîé êîîðäèíàòû âèäà

x̃2 = x2 +
n∑

j=2

x2j−1x2j + F (x1)

ýòà ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:




ẋ1 = − 1
x1

∂f
∂x2

ẋ2 = 1
x1

∂f
∂x1

+ 2
x2
1

(
x4

∂f
∂x4

+ x6
∂f
∂x6

+ . . . + x2k
∂f

∂x2k

)

ẋ2j+1 = − 2
x2
1

∂f
∂x2j+2

ẋ2j+2 = 2
x2
1

(
−x2j+2

∂f
∂x2

+ ∂f
∂x2j+1

)

ṗi = − ∂f
∂qi

q̇i = ∂f
∂pi




.

Åñëè âñå îñîáûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè, òî óñëîâèå df(Zρ) ≡ 0

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàìèëüòîíîâî ïîëå sgrad(f) áûëî
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êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà âñåì ìíîãîîîáðàçèè M (òåîðåìà 1). Òîãäà â êàíîíè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ (x,p,q), çàäàííûõ â îêðåñòíîñòè ρ ∈ Θ, â ïðîèçâîëüíîé îñîáîé òî÷êå
âåêòîð v = sgrad(f)(x) èìååò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

v1 = − ∂2f
∂x1∂x2

v2 = ∂2f
∂x2

1
− 2

(
x3

∂3f
∂x2

1∂x3
+ x5

∂3f
∂x2

1∂x5
+ . . . + x2k−1

∂3f
∂x2

1∂x2k−1

)

v2j+1 = 2
(
x2j+1

∂3f
∂x2

1∂x2
− ∂3f

∂x2
1∂x2j+2

)

v2j+2 = 2 ∂3f
∂x2

1∂x2j+1

v2k+2i−1 = − ∂f
∂qi

v2k+2i = ∂f
∂pi

,

èëè, ñîîòâåòñòâåííî,

v1 = − ∂2f
∂x1∂x2

v2 = ∂2f
∂x2

1
+ 2

(
x4

∂3f
∂x2

1∂x4
+ x6

∂3f
∂x2

1∂x6
+ . . . + x2k

∂3f
∂x2

1∂x2k

)

v2j+1 = −2 ∂3f
∂x2

1∂x2j+2

v2j+2 = 2
(
−x2j+2

∂3f
∂x2

1∂x2
+ ∂3f

∂x2
1∂x2j+1

)

v2k+2i−1 = − ∂f
∂qi

v2k+2i = ∂f
∂pi

,

1 ≤ i ≤ n− k, 1 ≤ j ≤ k − 1 .

Ïðèìåð 6. Ïóñòü vf åñòü êîíòàêòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà êîíòàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè K (ñì. § 1.1) è (L0, Ω0) åñòü S - ñèìïëåêòèçàöèÿ K (îïðåäåëåíèå 4).
Òîãäà èç (3.26) ñëåäóåò, ÷òî

vf = lim
χ→0

sgrad
(
χ2f/2

)
,

ãäå ôóíêöèÿ χ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ χ(Θ) = 0, dρχ 6= 0 ∀ρ ∈ Θ. Êîíòàêòíûé
ãàìèëüòîíèàí f ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ôóíêöèÿ íà L0, êîòîðàÿ ïîñòîÿííà íà ñëîÿõ
êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè π : L0 → Θ =̃ K. Ïîëå sgrad (χ2f/2) êîððåêòíî îïðåäåëåíî
íà âñåì ìíîãîîáðàçèè L0 2.

Åñëè âáëèçè êîíòàêòíîé òî÷êè óñëîâèå df(Zρ) ≡ 0 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðåäåëüíîå
ïîâåäåíèå ïîëÿ sgrad(f) ìîæåò áûòü õàîòè÷íûì. Íî ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ ôóíêöèé f íà M , ïîòîê sgrad(f) â ïðåäåëå
îñòàåòñÿ "ëàìèíàðíûì", õîòÿ åãî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü dimZρ = 2k ≥ 4 è f åñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ∈ Θ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

df(Πρ) 6= 0 .
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Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü O òî÷êè ρ, ÷òî ∀y ∈ O ∩ Θ ïîëå sgrad(f)

èìååò òîëüêî îäíî ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå â òî÷êå y. Îíî èíöèäåíòíî 2k − 3

ìåðíîé ïëîñêîñòè Πy ∩ Hy(f) è ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì êâàçè-ïîðÿäêà 2. Ïðè
ýòîì íà ìíîæåñòâå O îïðåäåëåíî ãëàäêîå ïîëå íàïðàâëåíèé, ïðîäîëæàþùåå ïîëå
íàïðàâëåíèé ïîòîêà sgrad(f) è âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ åãî ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ â
òî÷êàõ O ∩Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îêðåñòíîñòè O òî÷êè ρ ââåäåì êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû
(x,p,q), â êîòîðûõ (x,p,q)(ρ) = 0 ∈ R2n. Ïëîñêîñòü Πρ íàòÿíóòà íà âåêòîðû

∂

∂x3

(ρ),
∂

∂x4

(ρ), . . . ,
∂

∂x2k−1

(ρ),
∂

∂x2k

(ρ) .

Èç (3.26) ñëåäóåò, ÷òî íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå sgrad(f) â òî÷êå ρ

îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ñ êîìïîíåíòàìè:

v1 = 0, v2 = 0

v2j+1 = − ∂f
∂x2j+2

v2j+2 = ∂f
∂x2j+1

v2k+2i−1 = 0, v2k+2i = 0,

1 ≤ i ≤ n− k, 1 ≤ j ≤ k − 1 2.

Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6 ñóùåñòâóåò sgrad∞(f)(ρ) (îïðåäåëåíèå 7).
Â êîîðäèíàòàõ (x3, . . . , x2k) ïîëó÷åííûé âûøå âåêòîð v âûãëÿäèò, êàê êîñîé ãðàäèåíò
ôóíêöèè ∂2f/∂x2

1, âû÷èñëåííûé îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
k−1∑
j=1

dx2j+1 ∧ dx2j+2.

Çàìå÷àíèå 4 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6 â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ z ∈ R2n,
äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(ρ) 3 ρ îòâå÷àþùèõ óñëîâèþ z1(Θ ∩ O(ρ)) = 0,
íàïðàâëåíèå sgrad∞(f)(ρ) â òî÷êå ρ îïðåäåëÿåòñÿ íåíóëåâûì âåêòîðîì

∂2k−3F

∂z2k−3
1

(ρ), ãäå F(z) = Pf(ω)sgrad(f) = ±
√

det ω · sgrad(f) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ Pf(ω)(x,p,q) = x2k−1
1 /2k−1,

F(x,p,q) = Pf(ω)sgrad(f) =
x2k−1

1

2k−1
sgrad(f)(x,p,q) .

Èç (3.26) ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F, ïîðÿäêà îò 0 äî 2k − 4

âêëþ÷èòåëüíî, òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ ïðè x1 = 0. Ïðè ýòîì ∂2k−3F/∂x2k−3
1 6= 0

135



è, êàê ëåãêî ïîíÿòü, èç âñåõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 2k − 3 òîëüêî ýòà îòëè÷íà îò
íóëÿ. Òîæå ñàìîå èìååò ìåñòî â êîîðäèíàòàõ z, åñëè z1(Θ∩O(ρ)) = 0 äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè O(ρ) òî÷êè ρ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z(ρ) = 0. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì:

F(z) =
∂2k−3F(0)

∂z2k−3
1

z2k−3
1

(2k − 3)!
+

2n∑
j=1

∂2k−2F(θz)

∂z2k−3
1 ∂zj

z2k−3
1 zj

(2k − 2)!
, 0 < θ < 1 .

Èç ëåììû 3 è îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè z → 0 ïôàôôèàí Pf(ωz) èìååò ïîðÿäîê
z2k−1
1 . Îòñþäà, âû÷èñëÿÿ ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå sgrad(f) â òî÷êå ρ, ïîëó÷èì:

lim
Θ63y→ρ

[sgrad(f)(y)]+ = lim
z→0, z1 6=0

[
F(z)

Pf(ωz)

]

+

= lim
z→0, z1 6=0

[
F(z)

z2k−1
1

]

+

=

= lim
z→0, z1 6=0

[
1

z2
1

(
F(z)

z2k−3
1

)]

+

= sgrad∞(f)(ρ) .

Ïðè z → 0 âåêòîð F(z)/z2k−3
1 ñòðåìèòñÿ ê âåêòîðó ∂2k−3F(0)/∂z2k−3

1 , êîòîðûé çàäàåò
íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå sgrad(f) â òî÷êå ρ 2.

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà

f

(
u,

∂u

∂q1

, . . . ,
∂u

∂qn

, q1, . . . , qn

)
= 0 (n > 1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(q1, . . . , qn). ×àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëåæàíäðîâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â êîíòàêòíîì ïðîñòðàíñòâå 1-ñòðóé

K = J1Rn =̃ R2n+1,

ñíàáæåííîì êîíòàêòíîé ôîðìîé θ = du − ∑
i pidqi [4]. Ïîäíèìåì ôóíêöèþ f ñ

K=̃K ′ íà çàìêíóòóþ ñèìïëåêòèçàöèþ L. Òîãäà âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6,
è õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè 1-ìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, îáðàçîâàííîãî íåñîáñòâåííûìè ïðåäåëüíûìè ïîëîæåíèÿìè ïîëÿ
sgrad(f) 2.

Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêîå òîëêîâàíèå 2k − 2 ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì Πρ èç
òåîðåìû 6. Íàïîìíèì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò êàíîíè÷åcêóþ êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó íà
êàæäîì èíòåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè 2k−1 ìåðíîãî, èíòåãðèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
êîòîðîå ÿäðà ôîðìû ω âûñåêàþò íà îñîáîé ïîâåðõíîñòè Θ. Ïóñòü χ å ñòü
ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U êîíòàêòíîé òî÷êè ρ ∈ Θ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

χ(S) = 0, dρχ 6= 0 ∀ρ ∈ S, S = U ∩Θ .
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Ïðîèçâîëüíîå, íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå R+v ⊂ TρM ïîëÿ sgrad(f) â
òî÷êå ρ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ yn 6∈ Θ, yn → ρ, òàê ÷òî

lim
n→∞

[sgrad(f)(yn)]+ = [v]+ , v 6= 0, lim
n→∞

|sgrad(f)(yn)| = +∞ ,

ãäå | · | îáîçíà÷àåò äëèíó âåêòîðà â ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå. Ïîñëåäíåå
óñëîâèå de facto îçíà÷àåò îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü õîòÿ áû îäíîé èç êîîðäèíàò
âåêòîðà sgrad(f) â òî÷êå ρ. Èç (3.26) âèäíî, ÷òî ñóøåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

χ2(yn) · sgrad(f)(yn) = v ,

êîòîðûé îòëè÷åí îò íóëÿ åñëè è òîëüêî åñëè îòëè÷íà îò íóëÿ õîòÿ áû îäíà èç âåëè÷èí
∂f/∂xj â òî÷êå ρ, ãäå 3 ≤ j ≤ 2n, ò.å. ïðè óñëîâèè df(Πρ) 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
v = 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |sgrad(f)(yn)| ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîðÿäêà
íèæå χ−2(yn) èëè äàæå îãðàíè÷åííîé. Ïîäâåäåì èòîã íàøèõ ðàññóæäåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 10 Â êîíòàêòíîé òî÷êå ρ ∈ Θ, â êîòîðîé dimZρ > 2,
ïðîñòðàíñòâî Πρ íàòÿíóòî íà íåñîáñòâåííûå ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ
âñåâîçìîæíûõ êîñûõ ãðàäèåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè ïîðÿäêà
χ−2 ïðè y → ρ, y 6∈ Θ, ãäå χ åñòü ðàññòîÿíèå äî îñîáîé ïîâåðõíîñòè Θ â
ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå (çàäàííîé íà M èëè âáëèçè òî÷êè ρ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

df(Zρ ∩ TρΘ) = 0

ðàçâå ëèøü â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû â Θ. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé òåîðåìà
6 äàåò èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ïîòîêà sgrad(f) â îñîáûõ òî÷êàõ,
ñîñòàâëÿþùèõ ïëîòíîå è îòêðûòîå â Θ ïîäìíîæåñòâî. Òàêîå ïîâåäåíèå ïîòîêà,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì. Â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè, â êîòîðîé
dim Ker(ω) > 2, òèïè÷íûé ïîòîê sgrad(f) èìååò ãëàäêîå ïîëå íàïðàâëåíèé è ñ
áåñêîíå÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ îáòåêàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ.

Ïðåäëîæåíèå 11 Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè c îñîáåííîñòÿìè M ,
âñå îñîáûå òî÷êè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè, çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k > 1 â êàæäîé òî÷êå x ∈ Θ èìååò ìåñòî
dimZx = 2k è df(Πx) = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ 2k − 1 ìåðíîãî,
èíòåãðèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Z0 : Θ 3 x 7−→ Zx ∩ TxΘ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 § 1.2 ðàñïðåäåëåíèå Z0 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìûì. Òàê êàê df(Πx) = 0 â òî÷êå x ∈ Θ, òî Πx ⊂ Hx(f), ñëåäîâàòåëüíî

Πx ⊂ Hx(f) ∩ Zx ∩ TxΘ = Px.

Çàìåòèì, ÷òî Zx ∩ TxΘ åñòü êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü TxSx ê èíòåãðàëüíîìó
ìíîãîîáðàçèþ Sx ðàñïðåäåëåíèÿ Z0, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç òî÷êó x.

Åñëè df(TxSx) 6= 0, òî dim Px = 2k − 2, Πx = Px .

Òîãäà ýòî èìååò ìåñòî â êàæäîé îñîáîé òî÷êå y, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê x.
Ñëåäîâàòåëüíî Πy � ýòî êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê 2k− 2 ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ìíîãîîáðàçèé Sy ñ
ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè f . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåèíòåãðèðóåìîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ y 7−→ Πy. Èòàê df(Zx ∩ TxΘ) = 0 â êàæäîé òî÷êå x ∈ Θ 2.

Ñëåäñòâèå 7 Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 11 èìååò ìåñòî dim M = dimZx,
òî óñëîâèþ df(Πx) ≡ 0 óäîâëåòâîðÿþò òå è òîëüêî òå ôóíêöèè f , êîòîðûå
ïîñòîÿííû íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè êîñûõ ãðàäèåíòîâ òàêèõ
"íåïðàâèëüíûõ" ôóíêöèé. Â òèïè÷íîì ñëó÷àå îíî òàêæå îêàçûâàåòñÿ "ïðàâèëüíûì".

Ïðåäëîæåíèå 12 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U êîíòàêòíîé
òî÷êè ρ óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

∀y ∈ U ∩Θ df(Πy) = 0, df(Zy) 6= 0,

íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(ρ) ⊂ U îïðåäåëåíî òàêîå ãëàäêîå ïîëå ïðÿìûõ ly, ÷òî

ly = [sgrad(f)(y)] ∀y ∈ O(ρ) \Θ, sgrad∞± (f) ⊂ ly ∀y ∈ O(ρ) ∩Θ .

Êàæäîå èç ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèé sgrad∞± (f) èìååò êâàçè-ïîðÿäîê 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèþ χ (ðàññòîÿíèå äî Θ) ìîæíî ïðèíÿòü çà x1. Óìíîæèì
ïîëå (3.26) íà x1 è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂f/∂x2 = 0 â êàæäîé òî÷êå
y ∈ U ∩Θ, ïîëó÷èì èñêîìûå ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ

±
(

0,
∂f

∂x1

, −2
∂2f

∂x4∂x1

, 2
∂2f

∂x3∂x1

, . . . , −2
∂2f

∂x2k∂x1

, 2
∂2f

∂x2k−1∂x1

, 0, . . . , 0

)
2.
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Ïðè óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 12, â øàðîâîé îêðåñòíîñòè ρ ïîòîê sgrad(f)

ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ îáòåêàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ â äâóõ âñòðå÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ, (ëîêàëüíî) îòâå÷àþùèõ äâóì ñòîðîíàì Θ.

Äëÿ ôóíêöèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 6 è ïðåäëîæåíèÿ 12,
ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïîëÿ sgrad(f) â êîíòàêòíîé òî÷êå ρ ìîæåò áûòü õàîòè÷íûì.
Â ñëó÷àå dimZρ = 2 òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ òàêîãî õàîñà îïèñàíà â ïðåäëîæåíèè 2 § 1.2
(ñì. òàêæå ïðèìåð 2 ê ïðåäëîæåíèþ 2).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå dimZρ = 2 ïðè df(Zρ) 6= 0 óñëîâèå êîíòàêòíîñòè
òî÷êè ρ íå òðåáóåòñÿ (òåîðåìà 4 § 1.2), è äàæå çàìêíóòîñòü ôîðìû ω ìîæåò íå
èìåòü ìåñòà. Òîãäà â øàðîâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ ïîòîê sgrad(f) ñ áåñêîíå÷íîé
ñêîðîñòüþ îáòåêàåò ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ â äâóõ âñòðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ, (ëîêàëüíî)
îòâå÷àþùèõ äâóì ñòîðîíàì Θ (ñëåäñòâèå 1, § 1.2).

3.3.2. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.
Âåðíåìñÿ ê èíòåãðèðóåìûì ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ ñ îñîáåííîñòÿìè. Ïðè óñëîâèè êîíòàêòíîñòè âûðîæäåíèé ôîðìû
ω â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê êëàññè÷åñêîé òåîðåìå
Ëèóâèëëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 13 Ïóñòü (M2n, ω) åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòüþ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî, ñâÿçíîãî, n - ìåðíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
S ⊂ Θ ôîðìà ω|S ðàâíà íóëþ, òî

∀y ∈ S , dim TyS ∩ Zy ≥ k =
1

2
dimZy .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ ∈ S è dim TρS∩Zρ = s. Âûáåðåì òàêîé áàçèñ e1, . . . , e2n

ïðîñòðàíñòâà TρM
2n, ÷òî âåêòîðû e1, . . . , e2k ëåæàò â Zρ, à âåêòîðû e2k+1, . . . , e2k+n−s

ëåæàò â TρS \Zρ. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà ω ñîñòîèò èç íóëåé, çà èñêëþ÷åíèåì ïðàâîé-
íèæíåé ïîäìàòðèöû ðàçìåðà (2n− 2k)× (2n− 2k). Ýòà ïîäìàòðèöà, â ñâîþ î÷åðåäü,
â ëåâîì-âåðõíåì óãëó èìååò íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà (n−s)× (n−s) è ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííîé. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, åñëè n− s > n− k, ñëåäîâàòåëüíî s ≥ k 2.

Ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà TρT
n
0 ∩Zρ ìîæåò áûòü áîëüøå k, íî îíà íå ìîæåò

áûòü ìåíüøå k (ïðåäëîæåíèå 13). Ïðè ëþáîì, äîñòàòî÷íîì ìàëîì ñìåùåíèè òî÷êè
ρ ∈ T n

0 ÷èñëî dim TρS∩Zρ íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ. Ïîýòîìó â òåîðåìå 7 îïèñàí ñëó÷àé
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñëåäóÿ ðàáîòå [59], óäîáíî îïðåäåëèòü èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó
÷åðåç ïóàññîíîâî äåéñòâèå.
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Òåîðåìà 7 Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ (M2n, ω)

çàäàíû ãëàäêèå ôóíêöèè f1, . . . , fn, îïðåäåëÿþùèå íåðåçîíàíñíîå, ïóàññîíîâî
äåéñòâèå ãðóïïû Rn íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n\Θ, ω). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îáðàç Θ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F : M → Rn èìååò ìåðó íîëü,
è íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ T n

0 ⊂ Θ ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ òî÷åê y, â êîòîðûõ

dim TyT
n
0 ∩ Zy = k, dimZy = 2k ≥ 2 .

Òîãäà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà T n
0 îïðåäåëåíû òàêèå ôóíêöèè F1, . . . , Fn,

ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëàìè íà U \ Θ, ÷òî Θ ∩ U = F−1
1 (0) è êîâåêòîðû dF1, . . . , dFn

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà U . Ïðè ýòîì ïîëå ïðÿìûõ
[
sgrad(F1)

]
, ïîëÿ íàïðàâëåíèé

[sgrad(Fα)]+ è âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad(Fi) ãëàäêî ïðîäîëæàþòñÿ ñ U \ Θ íà âñå
ìíîæåñòâî U , ãäå 2 ≤ α ≤ k è k + 1 ≤ i ≤ n. Äëÿ ëþáîãî òîðà Ëèóâèëëÿ
T n ⊂ U ∩Θ â êàæäîé òî÷êå ρ ∈ T n èìååò ìåñòî

TρT
n =

(Zρ ∩ TρT
n
)⊕ [

sgrad(Fk+1)(ρ), . . . , sgrad(Fn)(ρ)
]

,

Zρ ∩ TρT
n =

[
sgrad∞± (F1)(ρ), sgrad∞(F2)(ρ), . . . , sgrad∞(Fk)(ρ)

]
.

Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëåé sgrad(Fi) è èíòåãðàëüíûå êðèâûå
ðàñïðåäåëåíèé

[
sgrad∞± (F1)

]
, [sgrad∞(Fα)] ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè

îáìîòêàìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ óãëîâûõ êîîðäèíàò, ãëàäêî çàâèñÿùèõ
îò òîðà T n ⊂ U ; ïðè k > 1 â êàæäîé òî÷êå ρ ∈ T n èìååò ìåñòî

Πρ ∩ TρT
n =

[
sgrad∞(F2)(ρ), . . . , sgrad∞(Fk)(ρ)

]
,

ãäå Πρ åñòü ïëîñêîñòü êàíîíè÷åñêîé êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû íà ëþáîì,
ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó ρ èíòåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè èíòåãðèðóåìîãî, 2k − 1

ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ y 7−→ Zy ∩ TyΘ, îïðåäåëåííîãî íà ãèïåðïîâåðõíîñòè U ∩Θ.
Èíòåãðàëû Fi ìîãóò áûòü ÿâíî âûðàæåíû ôîðìóëàìè (3.27), è â ýòîì ñëó÷àå

âñå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëåé sgrad(Fi) ÿâëÿþòñÿ 2π - ïåðèîäè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà T n
0 ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

F1, êîòîðûé ðàâåí íóëþ è èìååò íåíóëåâîé äèôôåðåíöèàë â êàæäîé òî÷êå U ∩ Θ

(ïðåäëîæåíèå 4 § 2.2). Îäíó èç ôóíêöèé f1, . . . , fn çàìåíèì íà F1, à îñòàëüíûå
ïåðåíóìåðóåì òàê, ÷òî íàáîð íåçàâèñèìûõ íà U , êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ òåïåðü
èìååò âèä F1, f2, . . . , fn.

Ëåììà 5 Íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(ρ) òî÷êè ρ ∈ T n
0 ñóùåñòâóþò íàáîð

íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ F1, . . . , Fn, ôóíêöèîíàëüíî âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç f1, . . . , fn,
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è òàêèå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (x,p,q) ∈ R2k × Rn−k × Rn−k, ÷òî:

x1 = F1|O(ρ) , pi−k = Fi , x2α−1 = Fα , 2 ≤ α ≤ k, k + 1 ≤ i ≤ n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïóñòü k = n. Èíòåãðàëû f2, . . . , fn ïåðåîáîçíà÷èì
F2, . . . , Fn. Ïóñòü ðîëü êîîðäèíàòû x1 èãðàåò ôóíêöèÿ F1. Íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
O(ρ) îíà âêëþ÷àåòñÿ â òàêîé íàáîð êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò x1, . . . , x2n, ÷òî
ãàìèëüòîíîâ ïîòîê ëþáîé ôóíêöèè (ëîêàëüíî) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé




ẋ1 = − 1
x1

∂f
∂x2

ẋ2 = 1
x1

∂f
∂x1

− 2
x2
1

(
x3

∂f
∂x3

+ x5
∂f
∂x5

+ . . . + x2k−1
∂f

∂x2k−1

)

ẋ2j+1 = 2
x2
1

(
x2j+1

∂f
∂x2

− ∂f
∂x2j+2

)
,

ẋ2j+2 = 2
x2
1

∂f
∂x2j+1

(1 ≤ j ≤ n− 1) .




Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ O(ρ)∩Θ êîîðäèíàòû x ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû
èìåëî ìåñòî x(y) = 0. Òîãäà â òî÷êå y èìååò ìåñòî:

sgrad(x2
1Fα/2) =




0

0

. . .

− ∂Fα

∂x2j+2

∂Fα

∂x2j+1

. . .




, sgrad(x2
1/2) =




0

1

. . .

0

0

. . .




.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíûå ïîëÿ vα = sgrad(x2
1Fα/2) è v1 = sgrad(x2

1/2) êîððåêòíî
îïðåäåëåíû è, â ñîâîêóïíîñòè, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà O(ρ). Â ëþáîé òî÷êå ýòè ïîëÿ
êàñàþòñÿ ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåå ãèïåðïîâåðõíîñòè F1 = const. Ïîñêîëüêó êàæäîå èç
íèõ ñîõðàíÿåò ôóíêöèþ x1 = F1|O(ρ), ïîëÿ êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Â ëþáîé òî÷êå
ìíîæåñòâà O(ρ) ýòè ïîëÿ êàñàþòñÿ ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íåå òîðà Ëèóâèëëÿ. ßñíî, ÷òî
íà O(ρ) ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû (x1, θ1, F2, θ2, . . . , Fα, θα, . . . , Fn, θn), îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ ëèíèÿ θs â êàæäîé òî÷êå èìååò âåêòîð ñêîðîñòè vs,
ãäå 1 ≤ s ≤ n. Äàëåå,

ω
(
∂/∂Fs, vα

)
= x1Fα

∂x1

∂Fs

+
x2

1

2

∂Fα

∂Fs

, ω
(
∂/∂Fs, v1

)
= x1

∂x1

∂Fs

.

Íà ëþáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè x1 = const ïðè 1 < α, β ≤ n

dµ
(
∂/∂Fβ, vα

)
= δβα, dµ

(
∂/∂Fβ, v1

)
= 0 ,
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ãäå (â ñèëó ëåììû 1 § 3.1) ôîðìà dµ íà ìíîæåñòâå O(ρ) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ω = d(F 2
1 µ/2) = F1dF1 ∧ µ + F 2

1 dµ/2 = x1dx1 ∧ µ +
x2

1

2
dµ .

Åñëè x1 6= 0, òî dµ(v1, vα) = 0 â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ïîëÿ v1, vα ïîïàðíî
êîñîîðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ω è íà êàæäîì èç íèõ dx1 ≡ 0. Åñëè x1 = 0, òî
dµ(v1, vα) = 0 ïî íåïðåðûâíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòàõ (θ1, F2, θ2, . . . , Fn, θn)

íà ãèïåðïîâåðõíîñòè x1 = const èìååò ìåñòî

dµ =
n∑

α=2

dFα ∧ dθα .

Äàëüøå, ïîâòîðÿÿ øàãè äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4 ((3.16), (3.17), (3.18)), äëÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x1, θ1, F2, θ2, . . . , Fn, θn) èìååì

ω = x1dx1 ∧
( n∑

α=2

Fαdθα + df
)

+
x2

1

2

n∑
α=2

dFα ∧ dθα .

Èç óñëîâèÿ êîíòàêòíîñòè òî÷êè ρ ñëåäóåò, ÷òî ∂f/∂θ1(ρ) 6= 0. Çàìåíÿÿ êîîðäèíàòó
θ1 ôóíêöèåé f , ïðèâîäèì ôîðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

ω = d
(x2

1

2

(
df +

n∑
α=2

Fαdθα

))
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû 5 ïðè k = n .
Ïóñòü 1 ≤ k < n. Âûáåðåì ëþáîå z - ðàñïðåäåëåíèå Z íà ìíîæåñòâå O(ρ)

(îïðåäåëåíèå 2 § 3.2). Òîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ 2k - ìåðíûì, èíòåãðèðóåìûì, è â êàæäîé
òî÷êå y ∈ O(ρ) ∩ Θ ïëîñêîñòü Zy ñîâïàäàåò ñ Zy. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ O(ρ)

îáîçíà÷èì Z2k
x ñîäåðæàùåå åå ïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ (ìàêñèìàëüíûì)

èíòåãðàëüíûì äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Z íà O(ρ). Êàæäûé òîð Ëèóâèëëÿ, âëîæåííûé
â Θ è ïåðåñåêàþùèé ïðîèçâîëüíîå Z2k

x , ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì ïî k - ìåðíîìó
ïîäìíîãîîáðàçèþ. Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ òåîðåìû è ïðåäëîæåíèÿ 13. Îäíàêî
òîð Ëèóâèëëÿ T n ⊂ M \ Θ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ íåêîòîðûì Z2k

x

ïî ìíîãîîáðàçèþ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (íî íå áîëüøåé, åñëè îêðåñòíîñòü O(ρ)

äîñòàòî÷íî ìàëà). Ðàñïðåäåëåíèå Z ìîæíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû ïðè óõîäå òîðà
ñ ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ ðàçìåðíîñòü åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëþáûì Z2k

x íå óìåíüøàëàñü.

Ëåììà 6 Âáëèçè òî÷êè ρ ñóùåñòâóåò òàêîå z - ðàñïðåäåëåíèå Z, ÷òî êàæäîå
åãî 2k - ìåðíîå, èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ïåðåñåêàåòñÿ ïî k - ìåðíîìó
ìíîãîîáðàçèþ ñ ëþáûì òîðîì Ëèóâèëëÿ, ñ êîòîðûì ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â îêðåñòíîñòè ρ âñïîìîãàòåëüíûå êîîðäèíàòû x1 =

F1|O(ρ), z2, . . . , z2n, òàê ÷òî ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ρ êîîðäèíàòíûå ëèíèè zn+1, . . . , z2n

ëåæàò íà òîðå T n
0 , ëèíèè z2, . . . , zk êàñàþòñÿ êîíòàêòíîé ïëîñêîñòè Πρ, à ëèíèÿ x1

êàñàåòñÿ ÿäðà Zρ. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êîîðäèíàò âûòåêàåò èç ïðèâåäåííûõ âûøå
ðàññóæäåíèé î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè òîðà è ÿäåð ôîðìû. Òîãäà ìàòðèöà ßêîáè
ôóíêöèé F1, f2, . . . , fn â òî÷êå ρ âûãëÿäèò òàê:




1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0

∂f2

∂x1

∂f2

∂z2
. . . ∂f2

∂zk

∂f2

∂zk+1
. . . ∂f2

∂zn
0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fn

∂x1

∂fn

∂z2
. . . ∂fn

∂zk

∂fn

∂zk+1
. . . ∂fn

∂zn
0 . . . 0




.

Ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ìàêñèìàëåí, òî ñòîëáöû ñ íîìåðàìè îò 2 äî
k ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íåêîòîðûõ
êîâåêòîðîâ (

∂fj1

∂z2

, . . . ,
∂fj1

∂zk

)
, . . . ,

(
∂fjk−1

∂z2

, . . . ,
∂fjk−1

∂zk

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíåíî dfjs(Πρ) 6= 0, ãäå 1 ≤ s ≤ k − 1. Ïåðåíóìåðóåì èíòåãðàëû
fjs è îáîçíà÷èì èõ F2,. . . , Fk.

Èç (3.26) ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿ v1 = sgrad(x2
1/2) è vα = sgrad(x2

1Fα/2) êîððåêòíî
îïðåäåëåíû è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà âñåé îêðåñòíîñòè O(ρ), ãäå 2 ≤ α ≤ k.
Äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ k = n, êîòîðûé áûë ðàññìîòðåí âûøå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå ïîëÿ v1 , vα ïîðîæäàþò k - ìåðíîå,
èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ζ, êîòîðîå ìû ñ÷èòàåì çàäàííûì íà ìíîæåñòâå O(ρ).
Êàæäîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ζ âëîæåíî â íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ,
ïîñêîëüêó ïîëÿ v1, vα êàñàþòñÿ òîðîâ. Äëÿ ëþáîãî y ∈ Θ ∩O(ρ) èìååì ζy ⊂ Zy.

Ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå èñêîìîãî z - ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì
êàêóþ-íèáóäü ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü

P 2n−1−k ⊂ Θ ∩O(ρ) ,

êîòîðàÿ ñ êàæäûì òîðîì Ëèóâèëëÿ T n (åñëè ïåðåñå÷åíèå ñ íèì íåïóñòî) ïåðåñåêàåòñÿ
ïî n− k ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Ïóñòü îíî èìååò òðàíñâåðñàëüíîå â T n ïåðåñå÷åíèå
ñ êàæäûì ìíîãîîáðàçèåì Z2k

y ∩ T n 6= ∅ (âáëèçè òî÷êè ρ ∈ P 2n−1−k). Çàìåòèì,
÷òî ïðè y ∈ Θ ∩ O(ρ) ïîäìíîãîáðàçèÿ âèäà Z2k

y ∩ Θ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ 2k−1 ìåðíûõ ïëîñêîñòåé Zy∩TyΘ è, ïî óñëîâèþ òåîðåìû, îíè èìåþò
òîëüêî k - ìåðíûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ òîðàìè Ëèóâèëëÿ T n ⊂ Θ.
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Âûáåðåì ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå w íà O(ρ) ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Äëÿ êàæäîãî
y ∈ Θ ∩ O(ρ) âåêòîð wy òðàíñâåðñàëåí Θ è wy ∈ Zy. Ïîâåðõíîñòü P 2n−1−k,
äðåéôóþùàÿ â ïîòîêå w, çàìåòàåò 2n − k ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì Q2n−k. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

O(ρ) =
⋃

a∈Q2n−k

ζk
a ,

ãäå ζk
a åñòü èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ζ, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó a.
Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü èñêîìîå z - ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì Z̃.

Cíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ëþáîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå N2k−1 ðàñïðåäåëåíèÿ
y 7−→ Zy ∩ TyΘ, èìåþùåå âáëèçè òî÷êè ρ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ
P 2n−1−k, ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé ïî ìíîãîîáðàçèþ ðàçìåðíîñòè k− 1 (ò.å. òðàíñâåðñàëüíî
â Θ). Äåëî â òîì, ÷òî TρP

2n−1−k + TρN
2k−1 ⊂ TρΘ âëå÷åò

(2n− 1− k) + (2k − 1)− dim TρP
2n−1−k ∩ TρN

2k−1 ≤ 2n− 1,

ò.å. dim TρP
2n−1−k ∩ TρN

2k−1 ≥ k − 1. Íî ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà áûòü íå ìîæåò,
ïîñêîëüêó TρP

2n−1−k ∩ ζρ = 0, à k - ìåðíàÿ ïëîñêîñòü ζρ = TρT
n
0 ∩ Zρ ëåæèò â TρΘ

(ïîëó÷èëîñü áû ïðîòèâîðå÷èå ñ dimZρ ∩ TρΘ = 2k − 1).
Ïóñòü W k åñòü ïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ïîâåðõíîñòü P 2n−1−k ∩N2k−1 çàìåòàåò

â ïîòîêå w, è
Z̃2k(N2k−1) =

⋃

a∈W k

ζk
a .

Âàðüèðóÿ N2k−1 ïîëó÷èì ñëîåíèå O(ρ) íà èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Z̃2k(N2k−1)

èñêîìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Z̃. Óñëîâèå Z̃y = Zy ïðè ëþáîì y ∈ O(ρ) ∩ Θ âûïîëíåíî â
ñèëó òîãî, ÷òî:

� ïðè y ∈ P 2n−1−k èìååò ìåñòî dimZy ∩ TyQ
2n−k = k (ïî ïîñòðîåíèþ);

� ïëîñêîñòü ζy = Tyζ
k
y äîïîëíÿåò Zy ∩ TyQ

2n−k â ïîäïðîñòðàíñòâå Zy;
� ëîêàëüíîå äåéñòâèå ãðóïïû Rk (ïîòîêè v1, vα) ñîõðàíÿåò ïîëå ÿäåð ω.
Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå Z̃2k(N2k−1) ïåðåñåêàåòñÿ ñ òîðîì Ëèóâèëëÿ T n â

íåêîòîðîé òî÷êå x, òî â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷èì k - ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â ñèëó òîãî,
÷òî x ëåæèò â íåêîòîðîé îðáèòå ζk

a ⊂ Z̃2k(N2k−1), à îíà íåîáõîäèìî âëîæåíà â T n.
Èòàê, ìû îïðåäåëèëè èñêîìîå z - ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå â äàëüíåéøåì

îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé Z (áåç âîëíû). Êàæäîå åãî 2k - ìåðíîå, èíòåãðàëüíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå ïåðåñåêàåòñÿ ïî k - ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ ëþáûì òîðîì
Ëèóâèëëÿ, ñ êîòîðûì èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ëåììà 6 äîêàçàíà 2.

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 8 Ïóñòü 1 ≤ m < n è â íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå M2n âëîæåí 2-äèñê
D2

0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëåíû cåìåéñòâà
{
D2

1(x1)
}

x1
,

{
D2

2(x2)
}

x2
, . . . ,

{
D2

j (xj)
}

xj
, . . . ,

{
D2

m(xm)
}

xm

2-äèñêîâ D2
j (xj), âëîæåííûõ â M2n è ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ xj. Ïðè ýòîì

êàæäûé ïàðàìåòð xj ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî

D2j =
⋃ {

D2
j−1(xj−1) : x1 ∈ D2

0, x2 ∈ D2
1(x1) , . . . , xj−1 ∈ D2

j−2(xj−2)
}

,

è êàæäàÿ òî÷êà xj ∈ D2
j−1(xj−1) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì äèñêà D2

j (xj), ãäå 1 ≤ j ≤ m.
Åñëè xj 6= x′j, òî äèñêè D2

j (xj) è D2
j (x

′
j) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,

÷òî äëÿ ëþáîãî j ìíîæåñòâî D2j ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì, 2j - ìåðíûì äèñêîì, è

∀xj ∈ D2j Txj
D2

j (xj) ∩ Txj
D2j = 0, D2

j (xj) ∩ D2j = {xj} .

Òîãäà íàáîð îòîáðàæåíèé

D2
0 = D2 3 x1 7−→ D2

1(x1) , . . . , D2j 3 xj 7−→ D2
j (xj) , . . .

. . . , D2m 3 xm 7−→ D2
m(xm)

íàçîâåì D2 � èåðàðõèåé ãëóáèíû m. Ïðè ýòîì ñåìåéñòâî
{
D2

j (xj)
}

xj
íàçûâàåòñÿ j

- ì óðîâíåì, à D2
0 íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì äèñêîì äàííîé D2 � èåðàðõèè.

Åñëè ëþáûå äâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ V è W ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå x

è TxV ∩ TxW = 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî V è W íîðìàëüíû (ïî îòíîøåíèþ äðóã ê
äðóãó), èëè ÷òî îíè íîðìàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå x.

Åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Z2k
ρ ïðîâåñòè

ìàêñèìàëüíûé êóñîê òîðà Ëèóâèëëÿ, ëåæàùèé â ìíîæåñòâå O(ρ), òî ïîëó÷èòñÿ n+k

ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå V n+k
ρ . Çàôèêñèðóåì â íåì ëþáîé ìàëûé îòðåçîê D1(ρ) ñ

öåíòðîì ρ, âëîæåííûé â T n
0 ∩O(ρ), òàê ÷òî

TρD
1(ρ) ∩ Zρ = 0 , ãäå Zρ = TρZ

2k
ρ .

Çàòåì âêëþ÷èì D1(ρ) â ãëàäêîå, 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àíàëîãè÷íûõ îòðåçêîâ
D1(y), âëîæåííûõ â ïîäìíîãîîáðàçèÿ V n+k

y (è â òîðû Ëèóâèëëÿ!), ãäå òî÷êà y

ïðîáåãàåò ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé îòðåçîê I ñ öåíòðîì ρ, êîòîðûé íîðìàëåí V n+k
ρ

â òî÷êå ρ. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ V n+k
y îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî V n+k

ρ .
Îòðåçêè D1(y) çàìåòàþò ìàëûé äèñê D2 ⊂ O(ρ) c öåíòðîì ρ, êîòîðûé íîðìàëåí

èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ Z2k
ρ . Èòàê, äèñê D2 ðàññëîåí íà îòðåçêè D1(y), êàæäûé
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èç êîòîðûõ âëîæåí â íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îòðåçêàìè
è òîðàìè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî � îäíîçíà÷íûì. Â îòíîøåíèè òàêîãî ñëîåíèÿ áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî òîðû Ëèóâèëëÿ âûñåêàþò åãî íà äèñêå D2.

Ñëîåíèå D2 îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé Fk+1 : D2 → R, èìåþùåé
íåíóëåâîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå ρ. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ Fk+1 íà 2k + 2 ìåðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå

Z2k+2
ρ =

⋃

x∈D2

Z2k
x ,

ïîëàãàÿ åå ïîñòîÿííîé íà ñëîÿõ Z2k
x . Òîðû Ëèóâèëëÿ âûñåêàþò k + 1 ìåðíîå ñëîåíèå

íà Z2k+2
ρ , ÿâëÿþùååñÿ ëàãðàíæåâûì íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Z2k+2

ρ \Θ, ãäå

dim Z2k+2
ρ ∩Θ = 2k + 1 .

Ïðè ýòîì êàæäûé k + 1 ìåðíûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ëîêàëüíîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû Rk íà íåêîòîðûé îòðåçîê D1(y) ⊂ D2, ò.å., ñëîé ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà îðáèò ζk

a , ãäå a ∈ D1(y). Ôóíêöèÿ Fk+1 : Z2k+2
ρ → R ÿâëÿåòñÿ

ïîñòîÿííîé íà ñëîÿõ, ïîýòîìó íà ìíîãîîáðàçèè Z2k+2
ρ c ôîðìîé ω′ = ω|Z2k+2

ρ
êîððåêòíî

îïðåäåëåíî ãàìèëüòîíîâî ïîëå sgradω′(Fk+1). Ïî ïîñòðîåíèþ Fk+1 = const íà êàæäîì
ïîäìíîãîîáðàçèè âèäà Z2k+2

ρ ∩ T n, ãäå T n åñòü òîð Ëèóâèëëÿ. Â ýòîì ñìûñëå Fk+1

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì.
Çàôèêñèðóåì â äèñêå D2 îòðåçîê D1

0 c öåíòðîì ρ, íîðìàëüíî ïåðåñåêàþùèéñÿ
ñ D1(ρ) â òî÷êå ρ (ïîëó÷àåòñÿ êðåñò). Îïðåäåëèì íà Z2k+2

ρ ôóíêöèþ q1, êîòîðàÿ
ðàâíà ñäâèãó ïàðàìåòðà âäîëü òðàåêòîðèè sgradω′(Fk+1), èäóùåé â äàííóþ òî÷êó îò
ïîâåðõíîñòè ⋃

x∈D1
0

Z2k
x .

Ïîñêîëüêó ïîòîê sgradω′(Fk+1) ñîõðàíÿåò ôîðìó ω′ è ïîëå åå ÿäåð Zy, ÿâëÿþùèõñÿ
îäíîâðåìåííî ÿäðàìè ω (= Zy ïðè y ∈ Z2k+2

ρ ∩Θ), òî êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ q1

ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ Zy â ëþáîé îñîáîé òî÷êå y ýòîé ïîâåðõíîñòè. Â ñàìîì
äåëå, íà óðîâíå q1 = 0 ýòî èìååò ìåñòî ïî ïîñòðîåíèþ, à ëþáàÿ äðóãàÿ ïîâåðõíîñòü
óðîâíÿ q1 ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì q1 = 0 â ïîòîêå sgradω′(Fk+1). Ïîýòîìó íà Z2k+2

ρ

êîððåêòíî îïðåäåëåíî ãàìèëüòîíîâî ïîëå sgradω′(q1). Î÷åâèäíî, ÷òî {Fk+1, q1}ω′ = 1.
Åñëè k < n − 1, òî ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå, ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè. Äëÿ ýòîãî

ïîòðåáóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ D2 � èåðàðõèè (îïðåäåëåíèå 8).

Ëåììà 7 Åñëè O(ρ) äîñòàòî÷íî ìàëà, òî â ñëó÷àå k < n − 1 ñóùåñòâóåò D2

� èåðàðõèÿ ãëóáèíû n − k − 1, òàê ÷òî íà ëþáîì j - ì óðîâíå êàæäûé äèñê
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D2
j (xj) âëîæåí â O(ρ), è òî÷êà ρ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñòàðøåãî äèñêà D2

0. Ïðè ýòîì
â êàæäîé òî÷êå x ∈ D2n−2k èìååò íîðìàëüíîå (è òðàíñâåðñàëüíîå) ïåðåñå÷åíèå
ïîäìíîãîîáðàçèé D2n−2k è Z2k

x . Òîðû Ëèóâèëëÿ âûñåêàþò òðèâèàëüíûå, 1-ìåðíûå
ñëîåíèÿ íà D2

0 è êàæäîì äèñêå D2
j (xj) â äàííîé D2 � èåðàðõèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîñòðàíñòâå TρM
2n íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð 2-ìåðíûõ

ïëîñêîñòåé Π2
1, . . . , Π

2
n−k, ÷òî

Zρ ∩
n−k⊕
i=1

Π2
i = 0, ∀j dim Π2

j ∩ TρT
n
0 = 1, dim

j⊕
m=1

Π2
m = 2j .

Â ñàìîì äåëå, dimZρ∩TρT
n
0 = k, ïîýòîìó â TρT

n
0 íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð, êîòîðûé

íîðìàëåí ê ïëîñêîñòè Zρ. Äîïîëíèì åãî íåíóëåâûì âåêòîðîì, êîòîðûé íîðìàëåí
ê TρT

n
0 + Zρ è íàòÿíåì íà ýòè äâà âåêòîðà ïëîñêîñòü Π2

1. Åñëè ïðè j < n − k

óæå ïîñòðîåíû ïëîñêîñòè Π2
1, . . . , Π

2
j , òî â TρT

n
0 íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð, êîòîðûé

íîðìàëåí k + j ìåðíîé ïëîñêîñòè

(
Zρ ⊕

j⊕
m=1

Π2
m

)
∩ TρT

n
0 .

Äîïîëíèì åãî íåíóëåâûì âåêòîðîì, êîòîðûé íîðìàëåí n + k + j ìåðíîé ïëîñêîñòè

TρT
n
0 + Zρ ⊕

j⊕
m=1

Π2
m

è íàòÿíåì íà ýòè äâà âåêòîðà ïëîñêîñòü Π2
j+1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ D2 � èåðàðõèÿ ãëóáèíû n− k − 1, äëÿ êîòîðîé

TρD
2
0 = Π2

1 , TρD
2
1(ρ) = Π2

2 , TρD
2
j−1(ρ) = Π2

j , TρD
2
n−k−1(ρ) = Π2

n−k .

Â êîîðäèíàòàõ åå ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñðåäñòâîì ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ôèêñèðóÿ
â êàæäîé ïëîñêîñòè Π2

j ìàëûé äèñê ñ öåíòðîì 0. Ñíà÷àëà ìû ïåðåíåñåì Π2
2 â

êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè Π2
1, çàòåì ïåðåíåñåì Π2

3 â êàæäóþ òî÷êó îáúåäèíåíèÿ 2-
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé, ïîëó÷åííîãî íà ïåðâîì øàãå è ò.ä. Òîãäà
â ìíîãîîáðàçèè M2n ïëîñêîñòè Π2

1 îòâå÷àåò äèñê D2
0, ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñàì Π2

2

îòâå÷àþò äèñêè D2
1(x1) è ò.ä.

Îäíàêî íàì ñëåäóåò âûáðàòü äèñêè D2
j (xj) òàêèìè, ÷òîáû íà êàæäîì èç íèõ òîðû

Ëèóâèëëÿ âûñåêàëè 1-ìåðíîå ñëîåíèå. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â ñëó÷àå
k = n− 1 (ïðèìåíèòåëüíî ê äèñêó D2). Îêðåñòíîñòü O(ρ) ñ÷èòàåì íàñòîëüêî ìàëîé,
íàñêîëüêî ýòî íåîáõîäèìî. Èñïîëüçóåì òàêèå êîîðäèíàòû íà O(ρ), ÷òîáû ïåðåñå÷åíèÿ
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O(ρ) ñ òîðàìè Ëèóâèëëÿ T n âûãëÿäåëè â R2n, êàê îáëàñòè â n - ìåðíûõ, ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé ïëîñêîñòÿõ Πn. Ïðè ýòîì ïîäìíîãîîáðàçèþ T n

0 ∩ O(ρ) ïóñòü îòâå÷àåò
îáëàñòü â n - ïëîñêîñòè Πn

0 , è òî÷êà ρ èìååò êîîðäèíàòû (0, . . . , 0) = 0 ∈ Πn
0 . Êàæäîìó

Π2
j â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå R2n îòâå÷àåò òàêàÿ ïëîñêîñòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åé ïîâåðõíîñòü ñîïðèêàñàåòñÿ ñ Π2
j â òî÷êå ρ. Ýòó ïëîñêîñòü òàêæå îáîçíà÷àåì Π2

j .
Âûáåðåì â Πn

0 ìàëûé îòðåçîê D1
0 ñ öåíòðîì 0, ëåæàùèé íà ïðÿìîé Π2

1 ∩ Πn
0 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå îòðåçîê D1
0 îñòàíåòñÿ âëîæåííûì

â íåêîòîðóþ n - ïëîñêîñòü Πn. Âîçüìåì ìàëûé îòðåçîê D1 ⊂ Π2
1 c öåíòðîì 0,

òðàíñâåðñàëüíûé D1
0, è ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåì D1

0 â êàæäóþ òî÷êó îòðåçêà D1.
Âîçíèêàåò íåêîòîðûé ïàðàëëåëîãðàìì. Ñãëàæèâàÿ åãî óãëû ïîëó÷èì äèñê D2

0,
êîòîðîìó îòâå÷àåò ñòàðøèé äèñê èñêîìîé D2 � èåðàðõèè. Çàòåì âûáåðåì íà ïðÿìîé
Π2

2 ∩ Πn
0 îòðåçîê ñ öåíòðîì 0, êîòîðûé ñíîâà îáîçíà÷èì D1

0, è òðàíñâåðñàëüíûé
åìó îòðåçîê D1 ⊂ Π2

2 ñ öåíòðîì 0. Ïîâòîðèì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ 2-äèñêà,
è ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåì ïîëó÷åííûé äèñê D2

1 â êàæäóþ òî÷êó x1 ∈ D2
0. Òàê

ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî äèñêîâ D2
1(x1). Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, åøå ÷åðåç n − k − 2

øàãîâ ïîëó÷èì â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå R2n îáðàç èñêîìîé D2 � èåðàðõèè.
Êàæäûé äèñê D2

j (xj) ñîñòîèò èç âëîæåííûõ â òîðû Ëèóâèëëÿ îòðåçêîâ, ñåðåäèíû
êîòîðûõ çàïîëíÿþò íåêîòîðûé (äðóãîé) îòðåçîê, ãëàäêî çàâèñÿùèé îò ñâîåãî öåíòðà.
Ïðè xj = ρ ýòîò îòðåçîê ñîïðèêàñàåòñÿ â òî÷êå ρ ñ ïðÿìîé, äîïîëíÿþùåé â Π2

j+1

ïðÿìóþ Π2
j+1 ∩ TρT

n
0 . Âûáèðàÿ îêðåñòíîñòü O(ρ) è âñå 2-äèñêè äîñòàòî÷íî ìàëûìè,

ìû îáåñïå÷èì íîðìàëüíîñòü âñåõ ïåðåñå÷åíèé 2n − 2k ìåðíîãî äèñêà D2n−2k ñ
èíòåãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Z. Ëåììà 7 äîêàçàíà 2.

Çàôèêñèðóåì D2 � èåðàðõèþ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ â ëåììå 7. Íà
óðîâíå n−k−1 ïðîèçâîëüíûé äèñê D2

n−k−1(xn−k−1), ãäå xn−k−1 ∈ D2n−2k−2, îïðåäåëÿåò
2k + 2 ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Z2k+2
xn−k−1

=
⋃

x∈D2
n−k−1(xn−k−1)

Z2k
x .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ k = n−1 ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäûé òîð Ëèóâèëëÿ
T n, èìåþùèé íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Z2k+2

xn−k−1
, ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì ïî k + 1 ìåðíîìó

ïîäìíîãîîáðàçèþ
⋃

x∈D2
n−k−1(xn−k−1)∩T n

Z2k
x ∩ T n =

⋃

x∈D2
n−k−1(xn−k−1)∩T n

ζk
x .

Íà j - ì óðîâíå D2 � èåðàðõèè êàæäûé äèñê D2
j (xj), ãäå xj ∈ D2j, îïðåäåëÿåò 2n− 2j
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ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Z2n−2j
xj

=
⋃

x∈D2
n−k−1(xn−k−1), xn−k−1∈D2

n−k−2(xn−k−2), ... , xj+2∈D2
j (xj+1), xj+1∈D2

j (xj)

Z2k
x .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè j < m ≤ n − k, òî Z2n−2j
xj

òðèâèàëüíî ðàññëîåíî íà
ïîäìíîãîîáðàçèÿ âèäà Z2n−2m

y . Êàæäûé òîð Ëèóâèëëÿ T n, èìåþùèé íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ Z2n−2j

xj
, ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì ïî n− j ìåðíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ

⋃

x∈D2
j (xj)∩T n

Z2n−2j−2
x ∩ T n .

Íàêîíåö, ñòàðøèé äèñê D2
0 îïðåäåëÿåò 2n ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Z2n =
⋃

x∈D2
n−k−1(xn−k−1), xn−k−1∈D2

n−k−2(xn−k−2), ... , x2∈D2
1(x1), x1∈D2

0

Z2k
x ,

êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèì ñ îêðåñòíîñòüþ O(ρ).
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ k = n − 1 ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå. Íà ïîäìíîãîîáðàçèè Z2k+2
ρ ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíèàí Fk+1 êîððåêòíî

îïðåäåëåííîãî ïîëÿ sgradω′(Fk+1), ãäå ω′ = ω|Z2k+2
ρ

. Ýòî ãàìèëüòîíîâî ïîëå è
ãåíåðàòîðû ëîêàëüíîãî, ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ Rk (ñ îðáèòàìè ζk

a ) îïðåäåëÿþò
ëîêàëüíîå, ïóàññîíîâî äåéñòâèå ãðóïïû Rk+1 íà Z2k+2

ρ .
Ïóñòü ñëîåíèå äèñêà D2

n−k−2(ρ) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Fk+2 : D2
n−k−2(ρ) → R,

èìåþùåé íåíóëåâîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå ρ. Ïðîäîëæèì Fk+2 íà ïîäìíîãîîáðàçèå
Z2k+4

ρ , ïîëàãàÿ ýòó ôóíêöèþ ïîñòîÿííîé íà ñëîÿõ Z2k+2
x , ãäå x ∈ D2

n−k−2(ρ). Òîðû
Ëèóâèëëÿ âûñåêàþò k + 2 ìåðíîå ñëîåíèå íà Z2k+4

ρ , ÿâëÿþùååñÿ ëàãðàíæåâûì íà
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Z2k+4

ρ \Θ, ãäå

dim Z2k+4
ρ ∩Θ = 2k + 3 .

Ôóíêöèÿ Fk+2 : Z2k+4
ρ → R ïîñòîÿííà íà ñëîÿõ, ïîýòîìó îíà ïîñòîÿííà íà êàæäîì

ïîäìíîãîîáðàçèè âèäà Z2k+4
ρ ∩ T n, ãäå T n åñòü òîð Ëèóâèëëÿ. Èíòåãðàë Fk+2 òàêæå

ïîñòîÿíåí íà êàæäîì Z2k
y ⊂ Z2k+4

ρ . Ñëåäîâàòåëüíî, íà ìíîãîîáðàçèè Z2k+4
ρ c ôîðìîé

ω′ = ω|Z2k+4
ρ

êîððåêòíî îïðåäåëåíî ãàìèëüòîíîâî ïîëå sgradω′(Fk+2).
Çàôèêñèðóåì â äèñêå D2

n−k−2(ρ) îòðåçîê D1
0 c öåíòðîì ρ, íîðìàëüíî

ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ D2
n−k−2(ρ)∩T n â òî÷êå ρ. Îïðåäåëèì íà Z2k+4

ρ ôóíêöèþ q2, êîòîðàÿ
ðàâíà ñäâèãó ïàðàìåòðà âäîëü òðàåêòîðèè sgradω′(Fk+2), èäóùåé â äàííóþ òî÷êó îò
2k + 3 ìåðíîé ïîâåðõíîñòè ⋃

x∈D1
0

Z2k+2
x .
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Ïîñêîëüêó ïîòîê sgradω′(Fk+2) ñîõðàíÿåò ïîëå ÿäåð Zy, òî êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü
óðîâíÿ q2 ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ Zy â ëþáîé îñîáîé òî÷êå y ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Â ñàìîì äåëå, íà óðîâíå q1 = 0 ýòî èìååò ìåñòî ïî ïîñòðîåíèþ, à ëþáàÿ äðóãàÿ
ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ q1 ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì q1 = 0 â ïîòîêå sgradω′(Fk+2). Ïîýòîìó íà
Z2k+4

ρ êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïîëå sgradω′(q2). ßñíî, ÷òî {Fk+2, q2}ω′ = 1.
Òåïåðü ôóíêöèè Fk+1 è q1, çàäàííûå íà Z2k+2

ρ ⊂ Z2k+4
ρ , ïðîäîëæèì íà âñå

ìíîãîîáðàçèå Z2k+4
ρ , ïîëàãàÿ ïîñòîÿííûì âäîëü òðàåêòîðèé ïîëåé sgradω′(Fk+2) è

sgradω′(q2). Ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå, ïóàññîíîâî äåéñòâèå ãðóïïû Rk+2 íà Z2k+4
ρ .

Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, åùå ÷åðåç n−k−2 øàãîâ àëãîðèòìà ïîëó÷èì èñêîìûé
íàáîð íåçàâèñèìûõ, ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ Fi è ôóíêöèé qi íà ìíîæåñòâå Z2n

ρ = O(ρ),
ãäå k + 1 ≤ i ≤ n è {Fi, qi} = 1. Îñòàëüíûå êîììóòàòîðû â ýòîì íàáîðå ðàâíû íóëþ.
Âñå ïîëÿ sgrad(Fi) è sgrad(qi) êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà O(ρ).

Â êàæäîé òî÷êå y ∈ O(ρ) ∩ Θ èìååò ìåñòî dFi(Zy) = 0. Èç ôóíêöèîíàëüíîé
íåçàâèñèìîñòè èíòåãðàëîâ Fi âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïîëåé sgrad(Fi).
Ïîñêîëüêó íèêàêàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ â òî÷êå ρ íå ëåæèò â Zρ, òî
êîììóòèðóþùèå ïîëÿ

v1, v2, . . . , vk, sgrad(Fk+1), . . . , sgrad(Fn)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà O(ρ). Â êàæäîé òî÷êå x ∈ O(ρ) âåêòîðû
sgrad(Fi) è sgrad(qj) êîñîîðòîãîíàëüíû ïëîñêîñòè Zx â ñèëó òîãî, ÷òî êàæäàÿ èç
ôóíêöèé Fi è qj ïîñòîÿííà íà Z2k

x . Ïîýòîìó ïðè x 6= O(ρ) ∩ Θ êîñîîðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ê Zx íàòÿíóòî íà âñå âåêòîðû sgrad(Fi) è sgrad(qj), ãäå k + 1 ≤ i ≤ n è
1 ≤ j ≤ n− k.

Ââåäåì íà ìíîãîîáðàçèè Z2k
ρ ∩ O(ρ) êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû òîãî âèäà,

êîòîðûé îïèñàí â ëåììå 5, îãðàíè÷èâàÿ íà Z2k
ρ èíòåãðàëû F1, . . . , Fk. Ñîõðàíÿÿ

îáîçíà÷åíèÿ, ïðîäîëæèì êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íà âñþ îêðåñòíîñòü O(ρ), ïîëàãàÿ
èõ ïîñòîÿííûìè âäîëü òðàåêòîðèé ïîëåé sgrad(Fi) è sgrad(qj). Òîãäà íàáîð ôóíêöèé

F1, x2, F2, x4, . . . , Fk, x2k, Fk+1, q1, . . . , Fn, qn−k

îïðåäåëÿåò èñêîìûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà O(ρ). Ëåììà 5 äîêàçàíà 2.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû F2, . . . Fn, áóäó÷è de' facto îïðåäåëåííûìè
íà òðàíñâåðñàëüíîì ê òîðàì Ëèóâèëëÿ äèñêå Dn, àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëåíû íà
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà T n

0 . Íóæíûå íàì ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé ñâÿçàíû
ñ ïîâåäåíèåì èõ äèôôåðåíöèàëîâ íà ÿäðàõ ω. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5
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áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ρ ∈ T n
0 îïðåäåëåíî

ëîêàëüíîå äåéñòâèå ãðóïïû Rn, ñîõðàíÿþùåå êàê ôîðìó ω, òàê è ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ,
ò.å., ñîõðàíÿþùåå ëþáûå èíòåãðàëû èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó F2, . . . , Fn èìåþò
íóæíûå ñâîéñòâà íà âñåé îêðåñòíîñòè U . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå y ∈
U ∩Θ âûïîëíåíî dFi(Zy) = 0, à ôîðìû dF2, . . . , dFk íåçàâèñèìû íà ïîäïðîñòðàíñòâå
Πy. Ïîýòîìó ïëîñêîñòü Πy ∩ TyT

n íàòÿíóòà íà ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ sgrad(Fα).
Ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ïîëÿ sgrad(F1) â òî÷êå y ëåæèò â Zy \ Πy, ïîñêîëüêó â
êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îíî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòoðîì ∂/∂x2 (3.26). Îòñþäà ïðÿìî
âûòåêàþò âñå óòâåðæäåíèÿ î ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèÿõ (ñîáñòâåííûõ è íåñîáñòâåííûõ)
êîñûõ ãðàäèåíòîâ F1, . . . , Fn â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ê òîðàì Ëèóâèëëÿ. Ýòè
íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êîììóòèðóþùèìè ïîëÿìè v1, vα, sgrad(Fi), òðàåêòîðèè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè îáìîòêàìè òîðîâ T n ⊂ U Êàê ïðåæäå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 2 ≤ α ≤ k è k + 1 ≤ i ≤ n.

Èíòåãðàëû Fk+1, . . . , Fn ìîæíî âûðàçèòü ÿâíûìè ôîðìóëàìè. Çàôèêñèðóåì
âëîæåííûé â T n

0 òîð
T n−k

0 =̃ S1
k+1 × S1

k+2 × . . .× S1
n ,

òàê ÷òî âëîæåíèå êàæäîé èç îêðóæíîñòåé S1
i ðåàëèçóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò H1(T

n
0 ,Z),

è íàáîð ýòèõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî áàçèñà ãðóïïû H1(T
n
0 ,Z). Òîð

T n−k
0 âûáåðåì òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñâîåé òî÷êå y îí áûë òðàíñâåðñàëåí k - ìåðíîé

ïëîñêîñòè Zy ∩ TyT
n
0 . Çàôèêñèðóåì íà T n−k

0 öèêëû γi, ãîìîëîãè÷íûå ëèíèÿì êàêèõ-
íèáóäü óãëîâûõ êîîðäèíàò ϕi. Çàòåì âêëþ÷èì γi â ãëàäêîå ñåìåéñòâî öèêëîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ âëîæåí â íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ T n. Ïóñòü ïðè êàæäîì i ðàçíûå
êðèâûå γi ëåæàò â ðàçíûõ òîðàõ T n, è îêðåñòíîñòü U ⊃ T n

0 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
òîðîâ T n ⊃ ∪iγi . Åñëè U äîñòàòî÷íî ìàëà, òî íà êàæäîì T n ⊂ U öèêëû γi

îïðåäåëÿþò òîð T n−k ⊂ T n, êîòîðûé â êàæäîé ñâîåé òî÷êå y òðàíñâåðñàëåí â T n

ïëîñêîñòè Zy ∩ TyT
n .

Ïî îòíîñèòåëüíîé ëåììå Ïóàíêàðå â îêðåñòíîñòè èçîòðîïíîãî òîðà T n
0 ôîðìà ω

òî÷íà, ò.å. ω = dβ äëÿ íåêîòîðîé 1-ôîðìû β. Ïîëîæèì

Fi =
1

2π

∫

γi

β , k + 1 ≤ i ≤ n . (3.27)

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå Fi ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè èñõîäíîãî, ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ.
Ïðîâåðèì, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ dFi(Zy) ≡ 0.

Ãëàäêî ïðîäåôîðìèðóåì êðèâóþ γi, òàê ÷òîáû â ïðîöåññå åå èçîòîïèè ïîëó÷èëàñü
2 - ìåðíàÿ ïëåíêà σ, êîòîðàÿ èìååò îäíîìåðíîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïðîõîäÿùèì ÷åðåç
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ëþáóþ òî÷êó y ∈ γi èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì Z2k
y ðàñïðåäåëåíèÿ Z. Çàìåòèì,

÷òî íà ìíîãîîáðàçèè Z2k
y èíòåãðàëû Fk+1, . . . , Fn, ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå

ëåììû 5 è de' facto îïðåäåëåííûå íà U ⊃ T n
0 , ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, à F1, . . . , Fk

ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû âáëèçè y. Ïîýòîìó äåôîðìàöèþ êðèâîé γi ìîæíî
ïðîèçâåñòè òàê, ÷òîáû îíà îñòàâàëàñü âëîæåííîé â òîò èëè èíîé òîð Ëèóâèëëÿ.
Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò îïèñàòü: êàê èìåííî â ïðîöåññå äåôîðìàöèè äîëæíû ìåíÿòüñÿ
çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Fα ? Ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, ò.ê. â êàæäîì Z2k

y ñóùåñòâóåò åùå k

êîîðäèíàò, íî íàñ íå èíòåðåñóåò òî÷íûé âèä äåôîðìàöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ íåâàæíî,
êàê èìåííî êðèâàÿ γi ñìåùàåòñÿ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ â ïðîöåññå ñâîåé èçîòîïèè.

Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè â âîïðîñå î äåôîðìàöèè çàìåòèì, ÷òî 1-ôîðìó µ (òåîðåìà
5) ìîæíî ñ÷èòàòü ãëàäêî çàâèñÿùåé îò òî÷êè y ∈ γi. Ïðè ýòîì 2-ôîðìà dµ

íåâûðîæäåíà íà 2k − 2 ìåðíîé ïëîñêîñòè Πy ⊂ Zy, ÷òî âìåñòå ñ îðèåíòàöèåé ïîëÿ
ïðåäåëüíûõ íàïðàâëåíèé sgrad(F1) (èíöèäåíòíûõ ÿäðàì è íîðìàëüíûõ ïëîñêîñòÿì
Πy), à òàêæå íàïðàâëåíèåì ðîñòà èíòåãðàëà F1 îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå ïîëå
îðèåíòàöèé ïîäìíîãîîáðàçèé Z2k

y , ãäå y ∈ γi. Ïîýòîìó â êàæäîì Z2k
y ìîæíî âûáðàòü

äèñê Dk(y) öåíòðîì y, òðàíñâåðñàëüíûé ñîâìåñòíûì óðîâíÿì èíòåãðàëîâ Fα è ãëàäêî
çàâèñÿùèé îò y ∈ γi. Ïîñêîëüêó ïîëÿ v1, vα ëåæàò íà ýòèõ ñàìûõ óðîâíÿõ è ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, íà äèñêàõ Dk(y) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïîëå îðèåíòàöèé. Ïîñëåäíåå
îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü äåôîðìàöèþ êðèâîé γi ,... åñëè áû
â ýòîì áûëà íåîáõîäèìîñòü.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî îáåñïå÷èòü èíöèäåíòíîñòü ïëåíêè σ ñ ëþáûì, íàïåðåä
çàäàííûì îòðåçêîì D1 ⊃ Z2k

y , ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ëþáóþ, ôèêñèðîâàíóþ òî÷êó y ∈ T n
0

(ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè (3.27) ïî íàïðàâëåíèþ D1). Åñëè ïëåíêà
σ îêàçàëàñü ëåæàùåé â Θ (ò.å., ìû âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ âäîëü Θ ∩ Z2k

y ), òî
∫

σ

ω = 0 .

Åñëè æå σ íå âëîæåíà â Θ, à ëèøü ïåðåñåêàåòñÿ ñ Θ ïî êðèâîé γi, òî
∫

σ
ω = 0

ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ ê äåôîðìàöèè.
Îòñþäà è èç ôîðìóëû Ñòîêñà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äåôîðìàöèè ïåòëè γi âåëè÷èíà
Fi (3.27) èçìåíèòñÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ ê
äåôîðìàöèè. Ïîýòîìó â ëþáîé òî÷êå y ∈ Θ ∩ U ôóíêöèÿ Fi èìååò íóëåâóþ
ïðîèçâîäíóþ âäîëü ëþáîé ëèíèè, êàñàþùåéñÿ ÿäðà Zy.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî dFi ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå òîðà T n
0 .
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Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ

δ : T n−k
0 ×Dn−k → U

òîðà T n−k
0 = δ

(
T n−k

0 × {0}), ÷òî êàæäûé òîð δ
(
T n−k

0 × {b}) âëîæåí â íåêîòîðûé òîð
Ëèóâèëëÿ T n è òðàíñâåðñàëåí Zx â êàæäîé òî÷êå x = δ

({a} × {b}). Â ðåçóëüòàòå
ýòîé äåôîðìàöèè ïîëó÷èòñÿ 2n− 2k ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå N2n−2k, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ñèìïëåêòè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω|N2n−2k . Òîðû Ëèóâèëëÿ T n âûñåêàþò íà
íåì ëàãðàíæåâî ñëîåíèå íà òîðû δ

(
T n−k

0 ×{b}), ïîýòîìó ôîðìóëû (3.27) îïðåäåëÿþò
âáëèçè òîðà T n−k

0 ⊂ N2n−2k êîîðäèíàòû äåéñòâèÿ íà N2n−2k. Ñëåäîâàòåëüíî,
äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé Fi|N2n−2k ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå T n

0 . Ýòèì
çàâåðøàåòñÿ ïðîâåðêà ôîðìóë (3.27). Òåîðåìà 7 äîêàçàíà 2 .

Ïðèìåð 8. Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî ñèñòåìà sgrad(H)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà M =̃ S2 × S1 × R (§2.3). Ìíîãîîáðàçèå Θ =̃ S2 × S1,
ÿâëÿþùååñÿ íóëåâûì óðîâíåì èíòåãðàëà f = F1 íà M , ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ
òî÷åê [14]. Äëÿ êàæäîãî òîðà Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ Θ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7
ïðè k = 1. Èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ïî÷òè âñåõ T 2 ⊂ Θ èíòåãðàëüíûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðÿìûõ [sgrad∞± (F1)], à
òàêæå òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad(H) ÿâëÿþòñÿ âñþäó ïëîòíûìè îáìîòêàìè òîðà [14].

Ñëåäñòâèå 8 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7, äëÿ ëþáîãî òîðà Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U ∩ Θ

ðàñïðåäåëåíèå
T n 3 y 7−→ Πy ∩ TyT

n

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì. Åñëè k > 1, òî êàæäîå åãî èíòåãðàëüíîå, k − 1

ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå åñòü ëåæàíäðîâî â íåêîòîðîì, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîì
êîíòàêòíîì ìíîãîîáðàçèè (K2k−1, Π), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì 2k − 1 ìåðíîãî (èíòåãðèðóåìîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ

U ∩Θ 3 y 7−→ Zy ∩ TyΘ .

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå êàæäîå èç òàêèõ ëåæàíäðîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíî ïîãðóæåííîé â òîð Ëèóâèëëÿ T 2 ïðÿìîé R (äëÿ ïî÷òè âñåõ T 2) èëè
îêðóæíîñòüþ S1.

Ïðèìåð 9. Ââåäåì íà òîðå K = T 3 c óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè (ϕ, ψ, θ)

ñëåäóþùèå ôîðìû:

α = cos ϕ dψ + sin ϕdθ, dα = (sin ϕ dψ − cos ϕ dθ) ∧ dϕ .
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Ïðîèçâîëüíîå íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî Πρ ôîðìû α íàòÿíóòî íà âåêòîðû
∂

∂ϕ
, v = sin ϕ

∂

∂ψ
− cos ϕ

∂

∂θ
.

Òîãäà dα(v, ∂/∂ϕ) = 1 6= 0 , ñëåäîâàòåëüíî ôîðìà dα íåâûðîæäåííà íà Πρ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé ôîðìîé íà K. Ôîðìà ω = d(t2π∗α) îïðåäåëÿåò
íà M4 = K × R(t) còðóêòóðó ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòüþ, ãäå
π : M4 → K åñòü ïðîåêöèÿ íà ñîìíîæèòåëü. Ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ = K × {0} ñîñòîèò
èç êîíòàêòíûõ òî÷åê, â êàæäîé èç êîòîðûõ ω = 0. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t, ϕ, ψ, θ)

èìååì

sgrad(f) =




−1
t
cos ϕ ∂f

∂ψ
− 1

t
sin ϕ∂f

∂θ
,

2
t2

sin ϕ ∂f
∂ψ
− 2

t2
cos ϕ∂f

∂θ
,

1
t
cos ϕ∂f

∂t
− 2

t2
sin ϕ ∂f

∂ϕ
,

1
t
sin ϕ∂f

∂t
+ 2

t2
cos ϕ ∂f

∂ϕ
.




Ïàðà êîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé F1 = t è F2 = sin ϕ îïðåäåëÿåò ïóàññîíîâî äåéñòâèå
ãðóïïû R2 íà M4. Äëÿ êàæäîãî òîðà Ëèóâèëëÿ t = 0, ϕ = const âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû 7 ïðè k = 2. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèé [sgrad∞± (F1)] è sgrad∞(F2)

îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñåòü íà êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ T 2(ψ, θ). Äëÿ âñåõ t è ïî÷òè
âñåõ ϕ ýòè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå îáìîòêè îäíîâðåìåííî âñþäó ïëîòíû íà òîðå.

Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íàáîðà èíòåãðàëîâ ñ êîððåêòíî îïðåäåëåííûìè ïîòîêàìè,
ñèòóàöèÿ òåîðåìû 7 ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ò.ê.
íå âñå ýòè èíòåãðàëû ìîãóò ñëóæèòü êîîðäèíàòàìè â îêðåñòíîñòè òîðà T n ⊂ Θ.

Ñëåäñòâèå 9 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 íà U ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð
êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ Φ1, . . . , Φk, Fk+1, . . . , Fn, ÷òî âñå ãàìèëüòîíîâû
ïîëÿ sgrad(Φj) è sgrad(Fi) êîððåêòíî îïðåäåëåíû è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà âñåé
îêðåñòíîñòè U . Ýòè èíòåãðàëû ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå U \Θ,
îäíàêî dyΦj = 0 äëÿ âñåõ y ∈ U ∩Θ è âñåõ 1 ≤ j ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5 ëåãêî âèäåòü, ÷òî Φ1 = F 2
1 /2 è Φα =

F 2
1 Fα/2, ãäå 2 ≤ α ≤ k 2.

Ñëåäñòâèå 10 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7, ïóñòü íà âñåì ìíîãîîáðàçèè M

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íåðåçîíàíñíàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
sgrad(H), êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ. Òîãäà
â êà÷åñòâå îäíîãî èç èíòåãðàëîâ Fk+1, . . . , Fn ìîæíî âçÿòü ãàìèëüòîíèàí H, à
îñòàëüíûå èíòåãðàëû îïðåäåëèòü ôîðìóëîé (3.27).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñõîäíûå ãåíåðàòîðû f1, . . . , fn ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëàìè sgrad(H) íà M \ Θ, à òîãäà àâòîìàòè÷åñêè íà âñåì M . Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7 ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó òîëüêî (3.27) äëÿ îïðåäåëåíèÿ n − k − 1 èç èíòåãðàëîâ Fi, à â êà÷åñòâå
åùå îäíîãî èíòåãðàëà (íàïðèìåð Fk+1) âçÿòü ãàìèëüòîíèàí H. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó
óñëîâèÿ dH(Zy) ≡ 0 êîâåêòîð dρH íå ìîæåò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ëþáûå n− 2

èç êîâåêòîðîâ
dρFk+1, . . . , dρFn .

Òàêèì îáðàçîì, îäèí èç èíòåãðàëîâ Fk+1, . . . , Fn ìîæíî çàìåíèòü íà H, ñîõðàíÿÿ
íåçàâèñèìîñòü íàáîðà F1, . . . , Fn õîòÿ áû âáëèçè òîðà T n

0 2 .

Ïðåäëîæåíèå 14 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 â ëþáîì íàáîðå èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn

íàéäåòñÿ íå ìåíåå k − 1 ôóíêöèé fα, ó êîòîðûõ íà òîðå T n
0 è âñåõ áëèçêèõ

ê íåìó òîðàõ Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U ∩ Θ îïðåäåëåíû ïîëÿ sgrad∞(fα), ÿâëÿþùèåñÿ
íåñîáñòâåííûìè ïðåäåëüíûìè ïîëîæåíèÿìè êâàçè-ïîðÿäêà 2. Ïðè ýòîì êîñîé
ãðàäèåíò õîòÿ áû îäíîãî èç îñòàâøèõñÿ n−k +1 èíòåãðàëîâ èìååò íåñîáñòâåííîå
ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå êâàçè-ïîðÿäêà δ = 1 â êàæäîé òî÷êå U ∩ Θ, äîñòàòî÷íî
áëèçêîé ê òîðó T n

0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ åñòü ëþáàÿ òî÷êà òîðà T n
0 . Âûáåðåì â îêðåñòíîñòè ρ

òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òî ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ρ êîîðäèíàòíûå ëèíèè xn+1, . . . , x2n ëåæàò
íà òîðå T n

0 , ëèíèè x2, . . . , xk êàñàþòñÿ êîíòàêòíîé ïëîñêîñòè Πρ, à ëèíèÿ x1 êàñàåòñÿ
ÿäðà Zρ. Ìàòðèöà ßêîáè ôóíêöèé f1, . . . , fn â òî÷êå ρ âûãëÿäèò òàê:




∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xk

∂f1

∂xk+1
. . . ∂f1

∂xn
0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fk

∂x1

∂fk

∂x2
. . . ∂fk

∂xk

∂fk

∂xk+1
. . . ∂fk

∂xn
0 . . . 0

∂fk+1

∂x1

∂fk+1

∂x2
. . . ∂fk+1

∂xk

∂fk+1

∂xk+1
. . . ∂fk+1

∂xn
0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xk

∂fn

∂xk+1
. . . ∂fn

∂xn
0 . . . 0




.

Èç íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ßêîáè ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû ñ íîìåðàìè îò 2 äî
k ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íåêîòîðûõ
êîâåêòîðîâ (

∂fj1

∂x2

, . . . ,
∂fj1

∂xk

)
, . . . ,

(
∂fjk−1

∂x2

, . . . ,
∂fjk−1

∂xk

)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíåíî dfjs(Πρ) 6= 0, ãäå 1 ≤ s ≤ k − 1. Èç (3.26) ñëåäóåò, ÷òî
êàæäàÿ èç âåëè÷èí sgrad(fjs) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîðÿäêà 2 ïî îòíîøåíèþ
ê χ−1, ãäå χ åñòü ðàññòîÿíèå äî Θ â ëþáîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå.

Àíàëîãè÷íî, ñòîëáöû ñ íîìåðàìè îò 1 äî k ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ÷òî âëå÷åò çà
ñîáîé ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íåêîòîðûõ êîâåêòîðîâ

(
∂fi1

∂x1

, . . . ,
∂fi1

∂xk

)
, . . . ,

(
∂fik

∂x1

, . . . ,
∂fik

∂xk

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ ∂fi1/∂x1, . . . , ∂fik/∂x1 îòëè÷íà îò íóëÿ.
Äîïóñòèì, ÷òî ∂fi1/∂x1(ρ) 6= 0. Åñëè ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ
∂fi1/∂x2, . . . , ∂fi1/∂xk îòëè÷íà îò íóëÿ, òî sgrad(fi1) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé
ïîðÿäêà χ−2 â òî÷êå ρ. Èíà÷å sgrad(fi1) èìååò â ýòîé òî÷êå íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå
ïîëîæåíèå êâàçè-ïîðÿäêà δ = 1 (3.26).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7 áûë ïîñòðîåí íàáîð êîììóòèðóþùèõ,
íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè U òîðà T n

0 , ñîõðàíÿþùèõ ëþáîé íàáîð
èíòåãðàëîâ äàííîé ñèñòåìû. Ýòè ïîëÿ òàêæå ñîõðàíÿþò ïîëå ïëîñêîñòåé Πy, à òàêæå
îñîáóþ ïîâåðõíîñòü Θ è ãàìèëüòîíîâû ïîëÿ èíòåãðàëîâ íà ìíîæåñòâå U \Θ. Ïîýòîìó
âûøåóêàçàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèé f1, . . . , fn, ñâÿçàííûå ñ òî÷êîé ρ, èìåþò ìåñòî â
êàæäîé òî÷êå òîðà T n

0 2.
Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå ïîòîêîâ èíòåãðàëîâ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ T n ⊂ Θ,

êîòîðîå îïèñàíî â òåîðåìå 7, íå ìîæåò áûòü "óëó÷øåíî" çà ñ÷åò âûáîðà äðóãîãî
íàáîðà èíòåãðàëîâ.

Ëåììà 8 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 ïðåäïîëîæèì, ÷òî

dimZy = dim M > 2 ∀y ∈ Θ ∩ U .

Åñëè îêðåñòíîñòü U ⊃ T n
0 äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ñóùåñòâóåò òàêîé áîòòîâñêèé

èíòåãðàë F íà U , ÷òî ïîòîê sgrad(F ) êîððåêòíî îïðåäåëåí íà U è âñå åãî
èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ñ ïåðèîäîì 2π.

Èíòåãðàë F ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû íà òîðå T n
0 âñå òðàåêòîðèè sgrad(F )

áûëè ãîìîëîãè÷íû ëþáîìó, íàïåðåä çàäàííîìó, íåíóëåâîìó öèêëó γ ∈ H1(T
n
0 ,Z),

íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëü êîòîðîãî ñ ëþáûì ìàêñèìàëüíûì, n − 1 ìåðíûì,
èíòåãðàëüíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì (èíòåãðèðóåìîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ

T n
0 3 y 7−→ Πy ∩ TyT

n
0 (3.28)

ïåðåñåêàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå è òðàíñâåðñàëüíî â T n
0
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì χ èíòåãðàë F1, ââåäåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 7. Â ñèëó ëåììû 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ω = d(χ2β) . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F =
1

2π

∫

γ

χ2β =
χ2

2π

∫

γ

β ,

ãäå öèêë γ íà òîðå Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U ãëàäêî çàâèñèò îò T n. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ χ

ïîñòîÿííà íà êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ, åå ìîæíî âûíîñèòü èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà.
Ïîñêîëüêó dF = 0 â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè U ∩Θ, òî ïî òåîðåìå 1 ïîëå sgrad(F )

êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà U . Â äîñòàòî÷íî ìàëîé, íåïåðåñåêàþùåé Θ îêðåñòíîñòè
V ëþáîãî òîðà Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U \ Θ ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé äåéñòâèÿ
äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ω|V . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà âñåì ìíîæåñòâå U \
Θ èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè sgrad(F ) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ñ ïåðèîäîì 2π. Òî æå
ñàìîå áóäåò è íà ãèïåðïîâåðõíîñòè U ∩ Θ, ò.ê. çàìêíóòîñòü âñåõ òðàåêòîðèé íà U \
Θ íåñîâìåñòèìà ñ èõ ïëîòíîñòüþ íà íåêîòîðûõ òîðàõ T n ⊂ U ∩ Θ. Â ñàìîì äåëå,
äëÿ êàæäîãî òîðà Ëèóâèëëÿ â U îïðåäåëåí ãëàäêî çàâèñÿùèé îò íåãî áàçèñ â Rn.
Ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, . . . , en ñâÿçàí ñ íèì ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ìàòðèöû (aij),
òàê ÷òî ïîëþ v1 = sgrad(F ) îòâå÷àåò ñòðîêà � 1. Åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ,
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ åå ýëåìåíòîâ

n∑
j=1

kja1j = 0 , kj ∈ Z ,

òî âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ v1 çàìêíóòû íà ñîîòâåòñòâóþùåì òîðå. Ïî
íåïðåðûâíîñòè èçìåíåíèÿ öåëûõ ÷èñåë kj, âñå îíè ïîñòîÿííû. Ïîýòîìó âñå
òðàåêòîðèè íà òîðå T n ⊂ U ∩Θ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Ïî íåïðåðûâíîñòè îíè òàêæå
èìåþò ïåðèîä 2π.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áîòòîâîñòè èíòåãðàëà F : U → R (îïðåäåëåíèå 1, § 2.1)
íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî d2F 6= 0 â êàæäîé òî÷êå U ∩Θ. Íî ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

∫

γ

β 6= 0 .

Ïîñëåäíåå îáóñëîâëåíî òðàíñâåðñàëüíîñòüþ êðèâîé γ êîíòàêòíûì ïëîñêîñòÿì Πy, â
ñèëó ÷åãî β|γ 6= 0 â êàæäîé òî÷êå êðèâîé γ 2 .

Çàìåòèì, ÷òî Θ∩U ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíòåãðàëà F . Èç ïðåäëîæåíèÿ
7 ñëåäóåò, ÷òî sgrad(F ) ñîõðàíÿåò êàíîíè÷åñêóþ êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó íà U ∩Θ.

Òåîðåìà 8 Ïóñòü n > 1 è íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòüþ
(M2n, ω) çàäàíû ôóíêöèè f1, . . . , fn, îïðåäåëÿþùèå íåðåçîíàíñíîå, ïóàññîíîâî
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äåéñòâèå ãðóïïû Rn íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n\Θ, ω). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îáðàç ìíîæåñòâà Θ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F = (f1, . . . , fn)

èìååò ìåðó íîëü â Rn, è íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ T n
0 ⊂ Θ ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ

òî÷åê ρ, â êîòîðûõ Zρ = TρM .
Òîãäà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà T n

0 îïðåäåëåíû íåçàâèñèìûå ôóíêöèè
x, s2, . . . , sn, ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëàìè ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ íà U \Θ. Íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå U îïðåäåëåíû òàêèå êîîðäèíàòû

(x, s2, . . . , sn, ϕ1 mod 2π, . . . , ϕn mod 2π) ,

÷òî (ìíîãîçíà÷íûå) ôóíêöèè ϕ1, . . . , ϕn ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè íà
òîðàõ Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U , è ôîðìà ω èìååò íà ìíîæåñòâå U êàíîíè÷åñêèé âèä:

ω = d
(x2

2

(
dϕ1 +

n∑
j=2

sjdϕj

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíûå, èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ n−1 ìåðíîãî,

èíòåãðèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (3.28) ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè. Èç äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 5 âèäíî, ÷òî íà êàæäîì èç íèõ îïðåäåëåíû n − 1 êîììóòèðóþùèõ,
íåçàâèñèìûõ ïîëåé sgrad(F 2

1 Fα/2), ïîýòîìó â êîìïàêòíîì ñëó÷àå ýòè ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿþòñÿ òîðàìè. Àëüòåðíàòèâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäîå èõ íèõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èíúåêòèâíî ïîãðóæåííîå â T n

0 ïðîèçâåäåíèå Rn−1−m × Tm , ãäå 0 ≤ m < n− 1,
òàê ÷òî îáðàç ïîãðóæåíèÿ ïëîòåí â T n

0 . Ýòîò ñëó÷àé áóäåò òàêæå ðàññìîòðåí íèæå.
Çàôèêñèðóåì ëþáîé èç òàêèõ èíòåãðàëüíûõ òîðîâ (ëåæàíäðîâûõ ïî ñëåäñòâèþ

8) è îáîçíà÷èì åãî T n−1
0 . Âûáåðåì íà T n

0 öèêë γ òàê, ÷òîáû îí èìåë åäèíñòâåííîå
è òðàíñâåðñàëüíîå íà T n

0 ïåðåñå÷åíèå ñ êàæäûì èíòåãðàëüíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì
ðàñïðåäåëåíèÿ (3.28). Ñîîòâåòñòâóþùèé γ èíòåãðàë F èç ëåììû 8 îïðåäåëÿåò íà
U ïîëå sgrad(F ), â ïîòîêå êîòîðîãî òîð T n−1

0 îáõîäèò T n
0 âäîëü òðàåêòîðèé è

âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå (êàæäàÿ òî÷êà âîçâðàùàåòñÿ íà ñâîå ìåñòî).
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F ≥ 0 íà U .

Âêëþ÷èì òîð T n−1
0 â ãëàäêîå, n − 1 ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òîðîâ T n−1,

êàæäûé èç êîòîðûõ âëîæåí â íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U ∩ Θ . Âûáåðåì ýòè
òîðû T n−1 òàê, ÷òîáû èõ îáúåäèíåíèå áûëî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ N2n−2

0 ⊂ U ∩ Θ,
êîòîðàÿ òðàíñâåðñàëüíà ïîòîêó sgrad(F ) â ìíîãîîáðàçèè U ∩ Θ. Äàëåå âêëþ÷èì
N2n−2

0 â ãëàäêîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé N2n−2
c ⊂ U , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò

íà íåêîòîðîì óðîâíå F = const = |c| è àíàëîãè÷íî ðàññëîåíà íà èçîòðîïíûå
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òîðû T n−1. Ïîñëåäíèå ïóñòü ñîñòàâëÿþò ãëàäêîå, n - ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî,
âêëþ÷àþùåå T n−1

0 è ïðîäîëæàþùåå ðàíåå îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî òîðîâ T n−1, íà
êîòîðûå ðàññëîåíà ïîâåðõíîñòü N2n−2

0 . Ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü
N2n−2

c òðàíñâåðñàëüíà sgrad(F ) â ìíîãîîáðàçèè F = |c|. Çàìåòèì, ÷òî F (U ∩ Θ) = 0

è ïðè c 6= 0 íà êàæäîì óðîâíå F = |c| ëåæèò ðîâíî äâå (íåïåðåñåêàþùèåñÿ)
ïîâåðõíîñòè N2n−2

±c , êîòîðûå ïðè c → 0 â ïðåäåëå ñëèâàþòñÿ ñ N2n−2
0 .

Íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ x : U → R ñ âñþäó íåíóëåâûì äèôôåðåíöèàëîì,
÷òî x(U ∩ Θ) = 0 è êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ x ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé
íåêîòîðîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ F = |c|. Â ñèëó ëåììû 1 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U =̃ T n

0 ×Dn è 1-ôîðìà µ íà U , ÷òî

ω|U = d
(x2

2
µ
)

= xdx ∧ µ +
x2

2
dµ . (3.29)

Ôîðìà µ îïðåäåëÿåò íà U ∩ Θ êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó, ïîýòîìó 2-ôîðìà dµ

íåâûðîæäåíà íà êàæäîì ïîäïðîñòðàíñòâå Πy, ãäå y ∈ U ∩ Θ. Ñëåäîâàòåëüíî
rk(dµ|U∩Θ) ≡ 2n− 2.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè F = const âåêòîð sgrad(F ) ëåæèò â êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè è êîñîîðòîãîíàëåí åé. Ýòî æå, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî â îòíîøåíèè ëþáîé
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëà x. Ïîñêîëüêó ïðè x = const èìååì 2ω = x2dµ,
òî ïðè x 6= 0 âåêòîðíîå ïîëå sgrad(F ) êîñîîðòîãîíàëüíî ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
îòíîñèòåëüíî ôîðìû dµ. Ïî íåïðåðûâíîñòè ýòî æå èìååò ìåñòî ïðè x = 0, ò.å., íà
ãèïåðïîâåðõíîñòè U ∩ Θ. Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü N2n−2

0 ⊂ x−1(0) òðàíñâåðñàëüíà
ïîòîêó sgrad(F ) è rk(ω|x=0) ≡ 2n − 2, òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû dµ íà N2n−2

0

íåâûðîæäåíî. Åñëè îêðåñòíîñòü U äîñòàòî÷íî ìàëà, òî dµ íåâûðîæäåíà íà êàæäîé
ïîâåðõíîñòè N2n−2

c ⊂ U . Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âñþäó ïîäðàçóìåâàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïàðà (N2n−2

c , dµ) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì
ìíîãîîáðàçèåì. Ñëåäîâàòåëüíî òîðû T n−1, íà êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ ðàññëîåíà
êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü N2n−2

c , ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â N2n−2
c .

Â ñàìîì äåëå, äëÿ òîðîâ T n−1 ⊂ U \Θ ýòî ñëåäóåò èç èõ èçîòðîïíîñòè îòíîñèòåëüíî
ω (êàæäûé T n−1 âëîæåí â íåêîòîðûé òîð Ëèóâèëëÿ), à äëÿ îñòàëüíûõ ïîëó÷àåòñÿ
ïî íåïðåðûâíîñòè ïðè x → 0.

Íà êàæäîé òðàåêòîðèè sgrad(F ) ââåäåì ïàðàìåòð ϕ1 (ñäâèã â ïîòîêå),
îòñ÷èòûâàåìûé îò íåêîòîðîé, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé ïîâåðõíîñòè N2n−2

c , êîòîðóþ
äàííàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîòûêàåò â åäèíñòâåííîé òî÷êå p. Ïðè ýòîì âåêòîð sgrad(F )(p)
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êîñîîðòîãîíàëåí TpN
2n−2
c , ïîñêîëüêó

isgrad(F )ω(TpN
2n−2
c ) = −dF (TpN

2n−2
c ) , TpN

2n−2
c ⊂ Tp{ F = |c| } .

Íà êàæäîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
(
N2n−2

c , dµ
)

ìîæíî ââåñòè òàêèå
êîîðäèíàòû äåéñòâèå � óãîë (s2, . . . , sn, ϕ2, . . . , ϕn), ãëàäêî çàâèñÿùèå îò N2n−2

c , ÷òî
ϕ2, . . . , ϕn ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè íà ëþáîì òîðå T n−1 = {s = const}
(íà êîòîðûå èçíà÷àëüíî ðàññëîåíà ïîâåðõíîñòü N2n−2

c ). Ïîñêîëüêó ïîëå sgrad(F )

ñîõðàíÿåò èíòåãðàë x è ôîðìó ω, òî â êîîðäèíàòàõ

(x, ϕ1, s2, ϕ2, . . . , sn, ϕn), s(T n−1
0 ) = 0 (3.30)

(ñîõðàíÿåìûõ ïîòîêîì sgrad(F ) ïî ñàìîìó èõ ïîñòðîåíèþ) ìàòðèöà ôîðìû ω

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:



0 β2x β3x β4x . . . β2n−1x β2nx

−β2x 0 0 0 . . . 0 0

−β3x 0 0 x2

2
. . . 0 0

−β4x 0 −x2

2
0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−β2n−1x 0 0 0 . . . 0 x2

2

−β2nx 0 0 0 . . . −x2

2
0




. (3.31)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ëîêàëüíî

d′µ = d′
( 2n∑

r=2

βrdxr

)
=

2n∑
r=2

d′βr ∧ dxr =
n∑

j=2

dx2j−1 ∧ dx2j = d
( n∑

j=2

x2j−1dx2j

)
,

2n∑
r=2

βrdxr =
n∑

j=2

x2j−1dx2j + d′f ,

β2 =
∂f

∂x2

, β2j = x2j−1 +
∂f

∂x2j

, β2j−1 =
∂f

∂x2j−1

(2 ≤ j ≤ n) , (3.32)

ãäå d′ îáîçíà÷àåò âíåøíåå äèôåðåíöèðîâàíèå íà ïîäìíîãîîáðàçèè x = const. Äëÿ
êðàòêîñòè çàïèñè êîîðäèíàòû èç íàáîðà (3.30) îáîçíà÷åíû çäåñü x, x2, . . . , x2n. Èç
(3.31) è (3.32) ïîëó÷àåì:

ω = x1dx1 ∧
( n∑

j=2

x2j−1dx2j +
2n∑

r=2

∂f

∂xr

dxr

)
+

x2
1

2

n∑
j=2

dx2j−1 ∧ dx2j (3.33).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êîíòàêòíàÿ ôîðìà

µ|U∩Θ = µ|x=0 =
2n∑

r=2

βrdxr
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ðàâíà íóëþ íà ëåæàíäðîâîì ïîäìíîãîîáðàçèè T n−1
0 ⊂ U ∩Θ, à ôîðìà

n∑
j=2

x2j−1dx2j =
n∑

j=2

sjdϕj

ðàâíà íóëþ íà òîðå T n−1
0 â ñèëó s(T n−1

0 ) = 0 (3.30). Îòñþäà, èç (3.32) è îòíîñèòåëüíîé
ëåììû Ïóàíêàðå (òåîðåìà 2, § 1.1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííîé
íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè W òîðà T n−1

0 â ìíîãîîáðàçèè U .
Ïî óñëîâèþ êîíòàêòíîñòè òî÷åê T n−1

0 ïôàôôèàí Pf(ω) íå äåëèòñÿ íà x2n. Â
ñèëó ýòîãî èç (3.31) èìååì β2 6= 0. Ïîýòîìó

∂f

∂x2

(ρ) 6= 0 ∀ρ ∈ T n−1
0 .

Çàìåíèì êîîðäèíàòó x2 = ϕ1 ôóíêöèåé f è èç (3.33) ïîëó÷èì, ÷òî

ω = d
(x2

2

(
df +

n∑
j=2

sjdϕj

))
. (3.34)

Â êîîðäèíàòàõ (x, f, s2, ϕ2, . . . , sn, ϕn) íà W ⊃ T n−1
0 ìàòðèöà ω èìååò âèä:




0 x 0 xs2 0 xs3 . . . 0 xsn

−x 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 x2

2
0 0 . . . 0 0

−xs2 0 −x2

2
0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 x2

2
. . . 0 0

−xs3 0 0 0 −x2

2
0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 0 0 . . . 0 x2

2

−xsn 0 0 0 0 0 . . . −x2

2
0




. (3.35)

Êàæäàÿ èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé sj è ϕj, ãäå 2 ≤ j ≤ n, áóäó÷è êîíñòàíòîé
íà ëþáîé òðàåêòîðèè ïîëÿ sgrad(F ) = ∂/∂ϕ1, ôàêòè÷åñêè îïðåäåëåíà íà âñåì
ìíîæåñòâå U . Â îòíîøåíèè ôóíêöèè f ìû ýòîãî ïîêà ñêàçàòü íå ìîæåì. Çàìåòèì,
÷òî âñå sj ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè èñõîäíîé ñèñòåìû.

Òîð T n
0 ðàññëîåí n − 1 ìåðíûìè, ëåæàíäðîâûìè òîðàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ

èìååò âñå ñâîéñòâà òîðà T n−1
0 , èñïîëüçîâàííûå âûøå, è ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî íåêîòîðûì

ñäâèãîì â ïîòîêå ∂/∂ϕ1 . Â îêðåñòíîñòè W̃ ëþáîãî òàêîãî òîðà T̃ n−1
0 â êîîðäèíàòàõ

(x, f̃ , s2, ϕ2, . . . , sn, ϕn) ôîðìà ω âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî (3.34). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî
W̃ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñäâèãîì W â ïîòîêå sgrad(F ) = ∂/∂ϕ1 . Êîîðäèíàòíûå
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ëèíèè f è f̃ ëåæàò íà òðàåêòîðèÿõ sgrad(F ) (ò.ê. ïîòîê ñîõðàíÿåò âñå îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû). Ïîýòîìó êàæäîìó âåêòîðó ∂/∂f ïðè ñäâèãå îòâå÷àåò âåêòîð, êîòîðûé
ïðîïîðöèîíàëåí ∂/∂f̃ . Îäíàêî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äîëæåí áûòü
ðàâåí 1, ïîñêîëüêó ω ñîõðàíÿåòñÿ ïîòîêîì ∂/∂ϕ1 è, â ñèëó (3.35), èìååò ìåñòî:

ω1,2 = ω
( ∂

∂x
,

∂

∂f

)
= ω

( ∂

∂x
,

∂

∂f̃

)
= x .

Ïîñêîëüêó, êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, âåêòîðíîå ïîëå ∂/∂f ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
ñäâèãàõ êîîðäèíàòû ϕ1 , ôóíêöèÿ f òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü ϕ1 . Òàêèì îáðàçîì,
(ìíîãîçíà÷íàÿ) ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà âñåì ìíîæåñòâå U è îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå f = T ·ϕ1 , ãäå ôóíêöèÿ T = T (x, s2, ϕ2, . . . , sn, ϕn) âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü åå ïîëîæèòåëüíîé. Ïîñêîëüêó ïîòîê ∂/∂ϕ1 ñîõðàíÿåò
ôóíêöèþ f , ôîðìó ω è ÿâëÿåòñÿ 2π - ïåðèîäè÷åñêèì, èç (3.34) ñëåäóåò òîæäåñòâî
dx ∧ dT = 0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ T ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò ïåðåìåííîé x. Òîãäà
çàìåíîé ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ s2, . . . , sn íà s2/T, . . . , sn/T è èíòåãðàëà x íà x

√
T (x),

ôîðìà ω ïðèâîäèòñÿ ê èñêîìîìó, êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Â ñàìîì äåëå,

ω = d
(x2

2

(
df +

n∑
j=2

sjdϕj

))
= d

(x2

2

(
d(Tϕ1) +

n∑
j=2

sjdϕj

))
=

= d
(x2

2

(
T (x)dϕ1 +

n∑
j=2

sjdϕj

))
= d

((
x
√

T (x)
)2

2

(
dϕ1 +

n∑
j=2

sj

T (x)
dϕj

))
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (n − 1 ìåðíûå, ìàêñèìàëüíûå) èíòåãðàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ (3.28) íå ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè. Òîãäà êàê óãîäíî áëèçêî îò T n

0

íàéäåòñÿ òîð Ëèóâèëëÿ T̃ n
0 ⊂ U ∩Θ, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîìïàêòíîñòè

äëÿ àíàëîãè÷íîãî (3.28) ðàñïðåäåëåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî êàæäîå òàêîå èíòåãðàëüíîå
ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ ãðóïïû Rn−1, ãåíåðàòîðàìè
êîòîðîãî ñëóæàò ïîëÿ vj = sgrad(χ2Fj/2), ãäå 2 ≤ j ≤ n. Ïðè ýòîì èíòåãðàë χ ðàâåí
íóëþ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè U∩Θ. Ïî ëåììå 5 âáëèçè ëþáîé òî÷êè ρ ∈ T n

0 ñóùåñòâóþò
òàêèå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû x, ÷òî x1 = χ è êàæäàÿ ôóíêöèÿ x2j−1, áóäó÷è de'
facto çàäàííîé íà U , ïîñòîÿííà íà êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U . Èç äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 5 âèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû x2, x2j ìîæíî âûáðàòü ëîêàëüíî ñîâïàäàþùèìè ñ
óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè ϕ1, . . . , ϕn. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(ρ) (ïîêà åùå
íå îêðåñòíîñòè òîðà T n

0 !) êîíòàêòíàÿ ôîðìà âûãëÿäèò òàê:

µ = µ|O(ρ)∩Θ = dϕ1 +
n∑

j=2

x2j−1dϕj .
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Â ðàññìàòðèâàåìûõ óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëÿ vj îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòîòàìè
ωj,1, . . . , ωj,n, êîòîðûå ïîñòîÿííû íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ. Ïîñêîëüêó µ(vj) = 0, òî

ωj,1 +
n∑

l=2

x2l−1 · ωj,l = 0 .

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî 2 ≤ j ≤ n. Ïîñêîëüêó Qn−1

âñþäó ïëîòíî â Rn−1, êàê óãîäíî áëèçêî îò T n
0 íàéäåòñÿ òîð T̃ n

0 , íà êîòîðîì âñå ÷èñëà
x2l−1 ðàöèîíàëüíû, ò.å., âñå òðàåêòîðèè êàæäîãî èç ïîëåé vj ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.
Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî âñå (n − 1 ìåðíûå, ìàêñèìàëüíûå) èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (3.28) íà òîðå T̃ n

0 ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè.
Ïî äîêàçàííîìó âûøå, íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ũ òîðà T̃ n

0 ñóùåñòâóþò
êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû èñêîìîãî âèäà. Ìîæíî ëè âûáðàòü îêðåñòíîñòü Ũ òàê,
÷òîáû â íåé îêàçàëñÿ èñõîäíûé òîð T n

0 ? Îòâåò � ïîëîæèòåëüíûé, ò.ê. Ũ ìîæíî
ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùåé ñ U ⊃ T n

0 ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ.
1. Îêðåñòíîñòü U ñòÿãèâàåòñÿ íà U ∩Θ âäîëü íîðìàëåé â êàæäîé òî÷êå.
2. Îêðåñòíîñòü U ñòÿãèâàåòñÿ íà T n

0 âäîëü íîðìàëüíûõ äèñêîâ â êàæäîé òî÷êå.
3. Ôîðìà dµ íåâûðîæäåíà íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè N2n−2

c ⊂ U .
4. Èíòåãðàë F : U → R íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êðîìå ëåæàùèõ â U ∩Θ.
Óñëîâèå 1 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ôîðìû µ (3.29), â ñèëó îòíîñèòåëüíîé

ëåììû Ïóàíêàðå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1). Ëåììà Ïóàíêàðå òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ
ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè f íà îêðåñòíîñòè W , îò êîòîðîé òðåáóåòñÿ òîëüêî
áûòü ñòÿãèâàåìîé íà òîð T n−1

0 âäîëü íîðìàëåé. Ïîñëåäíåå çàâåäîìî èìååò ìåñòî
â ñèëó 2. Óñëîâèå 3 ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ôîðìó dµ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò
sj, ϕj íà ïîâåðõíîñòÿõ N2n−2

c . Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ sj îáû÷íûì îáðàçîì
âûðàæàþòñÿ èíòåãðàëàìè îò ôîðìû µ. Óñëîâèå 4 îáåcïå÷èâàåò îïðåäåëåííîñòü
êîîðäèíàòû ϕ1 íà U . Äëÿ ïîâòîðåíèÿ ïîñòðîåíèé òîãî cëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò
ëåæàíäðîâ òîð T n−1

0 ⊂ T n
0 , îêðåñòíîñòü Ũ = U îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè

ñâîéñòâàìè ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó, ëåæàíäðîâó òîðó T̃ n−1
0 ⊂ T̃ n

0 . Òåîðåìà 8
äîêàçàíà 2 .

Ïðèìåð 10. Ïóñòü n > 1 è íà ìíîãîîáðàçèè M = T n × Rn äàíà ôîðìà ω â
êàíîíè÷åñêîì âèäå :

ω = d
(x2

2

(
dϕ1 +

n∑
j=2

sjdϕj

))
.
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Òîãäà êàíîíè÷åñêóþ êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó íà Θ =̃ T n × Rn−1 îïðåäåëÿåò ôîðìà

α = dϕ1 +
n∑

j=2

sjdϕj .

Êîììóòèðóþùèå ôóíêöèè x, sj îïðåäåëÿþò ïóàññîíîâî äåéñòâèå íà M \Θ, à òîðàìè
Ëèóâèëëÿ ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäìíîãîîáðàçèÿ T n×{p}, ãäå p ∈ Rn. Ïëîñêîñòè Πy ∩ TyT

n
0

íàòÿíóòû íà âåêòîðû−sj∂/∂ϕ1+∂/∂ϕj, ãäå 2 ≤ j ≤ n. Ëåæàíäðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ
êîìïàêòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäíî sj ∈ Q. Äëÿ ëþáîãî T n

0 ⊂ Θ

âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8 2.

Â ñëó÷àå, åñëè dimZρ < dim M â íåêîòîðîé òî÷êå ρ ∈ T n, ñóùåñòâóåò
ïî÷òè î÷åâèäíîå ïðåïÿòñòâèå äëÿ ïðèâåäåíèÿ ôîðìû ω ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â
îêðåñòíîñòè òîðà Ëèóâèëëÿ T n ⊂ Θ.

Ïðåäëîæåíèå 15 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûõ
êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , x2k, s1, . . . , sn−k, ϕ1, . . . , ϕn−k), çàäàííûõ íà U ⊃ T n

0 , ôîðìà ω

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ω =
∑

1≤i<j≤2k

ωijdxi ∧ dxj +
n−k∑

l=1

dsl ∧ dϕl ,

ãäå ôóíêöèè sl ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äàííîé ñèñòåìû, à ϕ1, . . . , ϕn−k åñòü óãëîâûå
êîîðäèíàòû íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ T n. Òîãäà ìàêñèìàëüíûå, èíòåãðàëüíûå, k - ìåðíûå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ T n 3 y 7−→ Zy ∩ TyT

n ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè íà
êàæäîì òîðå T n ⊂ U ∩Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå y ∈ U ∩Θ ÿäðî Zy íàòÿíóòî íà
âåêòîðû ∂/∂x1, . . . , ∂/∂x2k. Ïîýòîìó ïðè T n ⊂ U ∩ Θ òîð T k ⊂ T n, îòâå÷àþùèé
ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì óãëîâûõ êîîðäèíàò ϕ1, . . . , ϕn−k, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàñïðåäåëåíèÿ T n 3 y 7−→ Zy ∩ TyT

n 2.

Ïðèìåð 11. Èç ïðåäëîæåíèÿ 15 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà ω èç ïðèìåðà 8 íå ìîæåò
áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó íè â êàêîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî òîðà
Ëèóâèëëÿ T 2 ⊂ Θ.

Ïðåäëîæåíèå 16 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U ⊃ T n

0 è êàæäîãî òîðà Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U ∩ Θ íåêîòîðîå (è òîãäà
ëþáîå) ìàêñèìàëüíîå, èíòåãðàëüíîå, 2k − 1 ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðàñïðåäåëåíèÿ

U ∩Θ 3 y 7−→ Zy ∩ TyΘ , (3.36)
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èìåþùåå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ T n, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ýòèì òîðîì ïî k - ìåðíîìó,
êîìïàêòíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ. Òîãäà, åñëè îêðåñòíîñòü U äîñòàòî÷íî ìàëà, òî
íà íåé îïðåäåëåíû íåçàâèñèìûå ôóíêöèè x, s2, . . . , sn, ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëàìè
ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ íà U \Θ. Ïðè ýòîì íà U îïðåäåëåíû òàêèå êîîðäèíàòû

(x, s2, . . . , sn, ϕ1 mod 2π, . . . , ϕn mod 2π),

÷òî (ìíîãîçíà÷íûå) ôóíêöèè ϕ1, . . . , ϕn ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè íà
òîðàõ Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U . Â ñëó÷àå k > 1 ôîðìà ω èìååò íà U êàíîíè÷åñêèé âèä

ω = d
(x2

2

(
dϕ1 +

k∑
j=2

sjdϕj

))
+

n∑

i=k+1

dsi ∧ dϕi ,

à â ñëó÷àå k = 1 ôîðìà ω èìååò íà U êàíîíè÷åñêèé âèä

ω = xdx ∧ ϕ1 +
n∑

i=2

dsi ∧ dϕi .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 §1.2, ðàñïðåäåëåíèå (3.36) ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìûì. Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííûå â óñëîâèè èíòåãðàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ (3.36) âûñåêàþò íà òîðàõ T n ⊂ U ∩ Θ òîðû T k ⊂ T n. Ïîñòðîèì
ãëàäêîå, n - ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òîðîâ T k, êàæäûé èç êîòîðûõ âëîæåí â òîð
Ëèóâèëëÿ T n, ÷òîáû ñîîòâåòñòâèå T k 7−→ T n áûëî âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Ïðè ýòîì
íà êàæäîì T n ⊂ U äîëæåí áûòü òîð T k äàííîãî ñåìåéñòâà, è ïóñòü åãî âëîæåíèå
áóäåò íåòðèâèàëüíûì (ò.å. èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì π1(T

k) → π1(T
n)).

Âîçüìåì ëþáîå ìàêñèìàëüíîå, èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Z2k−1 ðàñïðåäåëåíèÿ
(3.36), ïåðåñåêàþùåå T n

0 , è áóäåì ñ÷èòàòü ÷ëåíàìè èñêîìîãî ñåìåéñòâà âñå òîðû T k,
êîòîðûå Z2k−1 âûñåêàåò íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ T n ⊂ U . Ïîëó÷èì k−1 ïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èíòåãðàë Fk+1, . . . , Fn èç òåîðåìû 7
ïîñòîÿíåí íà Z2k−1 â ñèëó dFi(Zy) ≡ 0. Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ, ïîëó÷èì
n − 1 ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òîðîâ T k. Çàòåì ïðè ðàçëè÷íûõ, íî âñÿêèé ðàç
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëîâ F2, . . . , Fn âñå òîðû T k íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
(ýòèì çíà÷åíèÿì) òîðàõ T n ⊂ U ∩ Θ ðàçíåñåì â ïîòîêå grad(F1) â îáå ñòîðîíû îò
ãèïåðïîâåðõíîñòè U ∩ Θ. Ïîëó÷èì èñêîìîå ñåìåéñòâî òîðîâ T k ñî ñâîéñòâàìè, î
êîòîðûõ áûëî ñêàçàíî âûøå.

Òåïåðü èñïîëüçóåì êàæäûé òîð T k ⊂ T n, êàê íà÷àëî îòñ÷åòà äëÿ
óãëîâûõ êîîðäèíàò ϕk+1, . . . , ϕn, îïðåäåëÿåìûõ ïîëÿì sgrad(Fi), ãäå èíòåãðàëû Fi

çàäàíû ôîðìóëîé (3.27). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ãàìèëüòîíîâû ïîëÿ ñîõðàíÿþò ïîëå
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èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé (3.36). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ
êîîðäèíàò ϕi è èíòåãðàëîâ Fi ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì òàêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Z, ÷òî Zy = Zy â êàæäîé òî÷êå y ∈ U ∩ Θ. Ôèêñèðóåì ëþáîå
åãî èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Z2k, ïåðåñåêàþùåå T n

0 , è ïðèâåäåì ôîðìó ω|Z2k

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó âáëèçè òîðà T k
0 = Z2k ∩ T n

0 (òåîðåìà 8). Ïðîäîëæèì
êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñ Z2k íà U , ïîëàãàÿ ïîñòîÿííûìè âäîëü òðàåêòîðèé
sgrad(Fi) è sgrad(ϕi). Ïîñëåäíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà U â ñèëó dϕi(Zy) ≡ 0.
Îñòàëîñü îáîçíà÷èòü Fi êàê si 2.
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Ãëàâà 4. Íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

§4.1. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âàêóóìå.

Òðàäèöèîííî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíî, à åãî ãðàíèöà
ñ÷èòàåòñÿ ðàñïîëîæåííîé â áåñêîíå÷íîñòè. Ìåæäó òåì ïîëå èìååò êðàé, êîòîðûé
÷ðåçâû÷àéíî áûñòðî óäàëÿåòñÿ îò èñòî÷íèêîâ. Ýòèì âûçâàíà ïðèíöèïèàëüíàÿ è,
âîçìîæíî, íåïðåîäîëèìàÿ òðóäíîñòü åãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ. Îäíàêî
îíî ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà åãî çàðîæäåíèÿ, à
òàêæå íàáëþäåíèÿ ïîëÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò èñòî÷íèêîâ. Êðîìå ýòîãî,
âîïðîñ îá óñòðîéñòâå ïîëÿ âáëèçè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãðàíèöû èíòåðåñåí
ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðåïÿòñòâèÿ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ
ïîëÿ (ñòåíêè), à òàêæå ïîâåðõíîñòíûå èñòî÷íèêè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûì ïðåäìåòîì
èññëåäîâàíèÿ, â âûøåóïîìÿíóòîì ñìûñëå ãðàíèöà ïîëÿ, ïî-âèäèìîìó, íèêîãäà
ïðåæäå íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïîëå ñîçäàåòñÿ çàðÿäàìè, êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû âäîëü
ãëàäêîé (ðåãóëÿðíîé) êðèâîé γ(s) â R3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè îäíîâðåìåííî íà÷àëè
èçëó÷àòü ïîëå â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, à äî ýòîãî íèêàêîãî ïîëÿ íå áûëî. Åñëè
èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà÷àëîñü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, òî ôðîíò
ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ñôåð

(x− γx(s))
2 + (y − γy(s))

2 + (z − γz(s))
2 = c2t2 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ñôåð (ò.å. ïåðåäíèé ôðîíò ïîëÿ) ÿâëÿåòñÿ
òðóáêîé ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà ct, îñüþ ñèììåòðèè êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ γ. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ýòîò ðåçóëüòàò âïîëíå î÷åâèäåí. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ
çàìêíóòà è èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàäèóñ êðèâèçíû, òî ôðîíò ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ
âëîæåííûì òîðîì T 2, êîòîðûé ïðè âîçðàñòàíèè t ïåðåñòðàèâàåòñÿ â ñôåðó (ñ
íåãëàäêèì îñîáåííîñòÿìè). Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû çàðÿäû íà êðèâîé ïðèõîäèëè â
äâèæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî îò òî÷êè γ(0), ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ïîëÿ âäîëü êðèâîé
(êàê ýòî ðåàëüíî ïðîèñõîäèò ïðè âêëþ÷åíèè ýëåêòðè÷åñêîé ëèíèè), òî ôðîíò ïîëÿ
â äàííîì ñëó÷àå áûë áû ñôåðîé ðàäèóñà ct ñ öåíòðîì â òî÷êå γ(0) 2.

Â ãëàâå 3 áûëà äàíà ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ çàìêíóòûõ 2-ôîðì â
îêðåñòíîñòÿõ êîíòàêòíûõ òî÷åê. Ïîñëåäíèå èìåþò îáùåå ïîëîæåíèå íà
ãèïåðïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû 2-ôîðìû. Â òèïè÷íîé
ñèòóàöèè ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå òàêîé ïîâåðõíîñòè êîðàíã ìàòðèöû ðàâåí 2.
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Âûðîæäåíèÿ êîðàíãà 2k ≥ 4 ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñïåöèàëüíûìè, îäíàêî â ñëó÷àå 2k = 4

òåîðèÿ êîíòàêòíûõ âûðîæäåíèé íàøëà åñòåñòâåííîå ïðèëîæåíèå â êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîíòàêòíûå âûðîæäåíèÿ òåíçîðà
ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè. Íàéäåíû ôîðìàëüíûå ìîäåëè òàêèõ âûðîæäåíèé, íå
ïðîòèâîðå÷àùèå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Ðàñcìàòðèâàÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè R4

ìû, òåì íå ìåíåå, èñïîëüçóåì ÿçûê âåêòîðíîãî àíàëèçà, êàê ýòî ïðèíÿòî â
êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ è òî÷åê èç ïðîñòðàíñòâà
R3 èñïîëüçóåòñÿ æèðíûé øðèôò. Ëþáîé âåêòîð v ∈ R3, ðàññìàòðèâàåìûé â òî÷êå
r = (x, y, z) â ìîìåíò âðåìåíè t, ñ÷èòàåòñÿ êàíîíè÷åñêè âëîæåííûì â

TpR4 =̃ R3 × R

â âèäå 4-âåêòîðà (v, 0), ãäå p = (r, t) = (x, y, z, t)

Â êîîðäèíàòàõ (τ, x, y, z) ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè R4, ñâÿçàííûõ ñ èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìîé îòñ÷åòà, ãäå τ = ñt è c � ñêîðîñòü ñâåòà, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âàêóóìå
îïðåäåëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ω ñ ìàòðèöåé

(ωij) =




0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Hz −Hy

Ey −Hz 0 Hx

Ez Hy −Hx 0




.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ 2-ôîðìà ω èìååò âèä:

ω = −cdt ∧ (Exdx + Eydy + Ezdz) + dx ∧ (Hzdy −Hydz) + Hxdy ∧ dz .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî det ω = (E,H)2. Åñëè (E,H) 6= 0, ò.å. ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ
êîìïîíåíòû ïîëÿ íåîðòîãîíàëüíû, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà

(
ωij

)
= − 1

(E,H)




0 Hx Hy Hz

−Hx 0 −Ez Ey

−Hy Ez 0 −Ex

−Hz −Ey Ex 0




.

Çàìêíóòîñòü ôîðìû ω ýêâèâàëåíòíà ïåðâîé ïàðå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

div(H) = 0, rot(E) = −1

c

∂H

∂t
,

div(E) = 4πρ, rot(H) =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j , (4.1)

168



ãäå ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäîâ è j � ïëîòíîñòü òîêîâ [22].
Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîòåíöèàëû A è ϕ [22], òàê ÷òî

H = rot(A), E = −1

c

∂A

∂t
− grad(ϕ) .

Ïîòåíöèàëû ïîëÿ ñóùåñòâóþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ëîêàëüíî. Îíè îïðåäåëåíû ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ

A′ = A + grad(f), ϕ′ = ϕ− 1

c

∂f

∂t
,

ãäå f � ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëîðåíöà

div(A) +
1

c

∂ϕ

∂t
= 0,

òî ïîòåíöèàëû óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâûì óðàâíåíèÿì:

∆A− 1

c2

∂2A

∂t2
= −4π

c
j, ∆ϕ− 1

c2

∂2ϕ

∂t2
= −4πρ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà÷àëîñü ïðè t = 0.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

A(r, 0) ≡ 0, ϕ(r, 0) ≡ 0,
∂A(r, 0)

∂t
≡ 0,

∂ϕ(r, 0)

∂t
≡ 0.

Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ, èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìååì j(r, 0) ≡ 0 è ρ(r, 0) ≡ 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñèëû, êîòîðûå ïîðîäèëè è ïðèâåëè â äâèæåíèå ñîçäàþùèå ïîëå çàðÿäû,
íà÷èíàþò äåéñòâîâàòü ïîñòåïåííî (èìåÿ ïðè t = 0 íóëåâûå çíà÷åíèÿ). Ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè âûðàæàåòñÿ ò.í. âîëíîâûìè èëè çàïàçäûâàþùèìè ïîòåíöèàëàìè

A(r0, t) =

∫

D3
t (r0)

j
(
r, t− |r0−r|

c

)

c|r0 − r| dV (r),

ϕ(r0, t) =

∫

D3
t (r0)

ρ
(
r, t− |r0−r|

c

)

|r0 − r| dV (r),

ãäå øàð D3
t (r0) ⊂ R3 îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì |r0 − r| ≤ ct [8,22]. Êàæäûé

âåêòîð r0 − r èäåò èç òî÷êè r = (x, y, z) â òî÷êó ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r0, â êîòîðîé
â ìîìåíò t ïðîèñõîäèò "íàáëþäåíèå" ïîëÿ. Áóäó÷è ãëàäêèìè íà ïîëóïðîñòðàíñòâå
t ≥ 0, ôóíêöèè A(r, t) è ϕ(r, t) íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè íè íà êàêîé îêðåñòíîñòè
ãèïåðïëîñêîñòè R3

0 [8]. Òî æå îòíîñèòñÿ ê ôóíêöèÿì E(r, t) è H(r, t), êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû. Õîòÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ {t > 0} çàâèñèò îò
ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ è òîêîâ, ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê ∂U \ Θ ñîâïàäàåò ñ
R3

0.
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Ðàññìîòðèì òî÷êó (r0, t) ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãðàíèöû Θ. Èñòî÷íèêè,
ëîêàëèçîâàííûå â òî÷êå r ∈ D3

t (r0), èçëó÷àþò íåêîòîðîå ïîëå. Åãî ôðîíò äîñòèãàåò
òî÷êè r0 â òå÷åíèè âðåìåíè t− t′, ãäå

t′ = t− |r0 − r|
c

.

Ïîñêîëüêó èçëó÷åíèå ýòîãî ïîëÿ íà÷àëîñü â ìîìåíò t′, òî î÷åâèäíî, ÷òî ρ(r, t′) = 0

è j(r, t′) = 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî A(r0, t) = 0 è ϕ(r0, t) = 0. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ρ(r, t′′) = 0 è j(r, t′′) = 0 ïðè ëþáîì t′′ < t′. Èíà÷å èçëó÷åííîå â òî÷êå r

ïîëå óñïåëî áû äîñòèãíóòü r0 ðàíüøå ìîìåíòà t, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ
r0 ∈ Ft. Ïðåäïîëàãàÿ ôóíêöèè ρ, j íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè çàêëþ÷àåì,
÷òî ∂tj(r, t

′) = 0 è ∂tρ(r, t′) = 0. Äàëåå èìååì

∂A

∂x0

(r0, t) =

∫

D3
t (r0)

(
∂tj (r, t′)
c|r0 − r|

∂

∂x0

(−|r0 − r|
c

)
+ j (r, t′)

∂

∂x0

1

c|r0 − r|
)

dV (r) = 0 ,

ãäå r0 = (x0, y0, z0). Àíàëîãè÷íî, ðàâíû íóëþ âñå ïðîèçâîäíûå èíòåãðàëîâ ïî
êîîðäèíàòàì òî÷êè r0, à òàêæå ïî t. Ñëåäîâàòåëüíî E(r0, t) = 0 è H(r0, t) = 0. Èòàê,
ïðåäïîëîæåíèå îá èñ÷åçíîâåíèè ôîðìû ω íà Θ ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé
èçëó÷åíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî èñòî÷íèêè ïîëÿ íå ñóùåñòâîâàëè âå÷íî è "âêëþ÷èëèñü"
íå ìãíîâåííî.

Äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåíî ìíåíèå, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ êîìïîíåíòà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âñåãäà îðòîãîíàëüíû è, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííîé. Îíî îòíþäü íå áåñïî÷âåííî, ò.ê. â âîëíîâîé çîíå ïîëÿ (âäàëè îò
èñòî÷íèêîâ) îðòîãîíàëüíîñòü E è H ïðàêòè÷åñêè èìååò ìåñòî. Òî÷å÷íûé çàðÿä q

âñåãäà ñîçäàåò ïîëå ñ îðòîãîíàëüíûìè ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé êîìïîíåíòàìè,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóë

E = q
1− v2/c2

(r − (r,v)/c)3

(
r− v

c
r
)

+
q

c2 (r − (r,v)/c)3

[
r,

[
r− v

c
r, v̇

]]
,

H =
1

r
[r,E],

ãäå r � âåêòîð, èäóùèé â òî÷êó íàáëþäåíèÿ (â êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ E è H) èç
òîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, ãäå çàðÿä íàõîäèëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t − r/c, à âåêòîð
v ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ çàðÿäà [22]. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî âñå âåëè÷èíû â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ôîðìóë âû÷èñëÿþòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t′ = t − r/c. Ïî ãðàôèêó íà ðèñ.
11, èçîáðàæàþùåìó çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t′ ðàññòîÿíèÿ r îò çàðÿäà äî òî÷êè
íàáëþäåíèÿ ïîëÿ, ëåãêî âèäåòü ñëåäóþùåå. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t′ = 0
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ðàññòîÿíèå r0 ìåíüøå ct, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ < t (â
ïðîøëîì ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ìîìåíòó t), êîãäà çàðÿä íàõîäèëñÿ íà
òàêîì ðàññòîÿíèè r∗, ÷òî èìåëî ìåñòî t∗ = t − r∗/c. Åñëè æå ct < r0, òî èçëó÷àåìîå
çàðÿäîì ïîëå íå ìîæåò äîñòèãíóòü òî÷êè íàáëþäåíèÿ çà âðåìÿ t.

Èòàê, îäèíî÷íûé çàðÿä ñîçäàåò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, òåíçîð êîòîðîãî èìååò
âñþäó âûðîæäåííóþ ìàòðèöó (çà èñêëþ÷åíèåì ñèíãóëÿðíîé òî÷êè, â êîòîðîé
íàõîäèòñÿ ñàì çàðÿä). Ðàññìîòðèì ïàðó çàðÿäîâ qi, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîçäàåò
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñ êîìïîíåíòàìè Ei è Hi, ãäå 1 ≤ i ≤ 2. Ðåçóëüòèðóþùåå
ïîëå èìååò êîìïîíåíòû E = E1 + E2 è H = H1 + H2, ïîýòîìó

(E,H) = (E1,H1) + (E1,H2) + (E2,H1) + (E2,H2) =

=

(
E1,

1

r2

[r2,E2]

)
+

(
E2,

1

r1

[r1,E1]

)
=

(
E1,

1

r2

r2 − 1

r1

r1,E2

)
.

Óñëîâèå âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû (ωij) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âåêòîðû E1 è E2

ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè αt, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó íàáëþäåíèÿ Pt è äâå òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ çàðÿäû íàõîäèëèñü â ìîìåíòû âðåìåíè t′ (îïðåäåëÿåìûå
èç óðàâíåíèÿ t′ = t − r/c). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòîãî íåò. Íàïðèìåð,
ïóñòü îäèí èç çàðÿäîâ ïîêîèòñÿ, à âòîðîé äâèæåòñÿ áåç óñêîðåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ v

ïî ïðÿìîé, êîòîðàÿ íå ïàðàëëåëüíà îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó çàðÿäû. Òîãäà â ëþáîé
òî÷êå Pt âíå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòîò îòðåçîê ïàðàëëåëüíî âåêòîðó v, â
ìîìåíò âðåìåíè t âåêòîð E2 íå ïàðàëëåëåí αt (ðèñ. 11). Èòàê ïîëå ïàðû çàðÿäîâ,
âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïî÷òè íà âñåì R4.

Ïðè óäàëåíèè òî÷êè íàáëþäåíèÿ â áåñêîíå÷íîñòü åäèíè÷íûå âåêòîðû r1/r1 è
r2/r2 ñòðåìÿòñÿ ê ñîâïàäåíèþ, â ñèëó ÷åãî íà áîëüøîì óäàëåíèè îò ïàðû çàðÿäîâ
âåêòîðû E è H ìîæíî ñ÷èòàòü îðòîãîíàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, âäàëè îò èçëó÷àòåëÿ
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âûðîæäåííîé. Íî, êàê ìû òîëüêî
÷òî âèäåëè, îíà îòíþäü íå îáÿçàíà âûðîæäàòüñÿ âáëèçè èçëó÷àþùèõ ïîëå çàðÿäîâ.

Ïðèñóùàÿ áîëüøèíñòâó êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ ïîëÿ,
íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, âëå÷åò çà ñîáîé âûðîæäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé 2-ôîðìû ω.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ. Åñëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
îáëàäàåò SO(3) - ñèììåòðèåé ñ öåíòðîì O, òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t â
ëþáîé òî÷êå P âåêòîðû ïîëÿ E è H ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé OP . Ïóñòü S2 �
ïðîèçâîëüíàÿ ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì O (ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò
O). Èç òåîðåìû Ìîçåðà î íåñóùåñòâîâàíèè íà ñôåðå âñþäó íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ è SO(3) - ýêâèâàðèàíòíîñòè ïîëåé E, H âûòåêàåò, ÷òî íè îäíî èç íèõ
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íå èìååò êàñàòåëüíîé ê S2 êîìïîíåíòû íè â îäíîé èç òî÷åê S2. Ïîýòîìó â
ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî rot(H) = 0 è rot(E) = 0 è, â ñèëó
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ìàãíèòíîå ïîëå H ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Ïîýòîìó ðàçóìíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî H ≡ 0.

Ïðåäëîæåíèå 1 Åñëè ïëîòíîñòè òîêîâ j è çàðÿäîâ ρ ÿâëÿþòñÿ SO(3) -
ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî öåíòðà 0 ∈ R3, òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â
êàæäîé òî÷êå r ∈ R3, îòëè÷íîé îò 0, èìååò ìåñòî:

E = E(r, t)
r

r
, H = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû A è ϕ, à âìåñòå ñ íèìè è

êîìïîíåíòû ïîëÿ E, H íàñëåäóþò ñâîéñòâî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
òî÷êè 0. Ïîýòîìó çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω, ñâÿçàííàÿ ñî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì
ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, òî÷íà â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ñôåðû S2 ñ öåíòðîì 0.
Èçâåñòíî, ÷òî íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè íåëüçÿ çàäàòü òî÷íóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó [30]. Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì SO(3) - ñèììåòðèè, îãðàíè÷åíèå ôîðìû ω íà ñôåðó
äîëæíî áûòü òîæäåñòâåííûì íóëåì. Åñëè H 6= 0 â òî÷êàõ ñôåðû S2, òî, âûáèðàÿ
äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñ öåíòðîì 0, â òî÷êå N ïåðåñå÷åíèÿ S2 ñ îñüþ Z èç ìàòðèöû
òåíçîðà ïîëÿ ïîëó÷èì

ωxy = −Hz 6= 0 .

À òàê êàê âåêòîðû ñêîðîñòè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé x è y êàñàþòñÿ ñôåðû â òî÷êå N ,
òî ïîëó÷åíî ñ ïðîòèâîðå÷èå ñ ω|S2 ≡ 0 2.

Ïðèìåð 2.Èíòåðåñíûé ïðèìåð ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñâÿçàí ñ óñòàíîâêàìè òèïà Òîêàìàê. Ñèëîâûå ëèíèè òîðîèäàëüíîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè îáìîòêàìè òîðîâ, êîòîðûå íåîðòîãîíàëüíû
ñèëîâûì ëèíèÿì âèõðåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ïàðàëëåëè
òîðîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

sgrad(t) = − H

c(E,H)
, {t, f} = −(H, grad(f))

c(E,H)
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, z) åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (x, y, z) äî îñè
òîðîèäàëüíîé êàìåðû ðåàêòîðà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïîëÿ sgrad(t), ãäå t � âðåìÿ. Òàê
âîçíèêàåò èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà sgrad(t), èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè
êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ñèëîâûìè ëèíèÿìè òîðîèäàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òîðû
Ëèóâèëëÿ ðàññëàèâàþò òîðîèäàëüíóþ êàìåðó. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, îïðåäåëåííîå
íà ëþáîì ìåðèäèàíàëüíîì äèñêå, îñòðîóìíî íàçûâàåòñÿ tokamap [39].
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§4.2. Íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü.

Åñëè íà R4 çàäàíû êîîðäèíàòû (x, y, z, t), òî äëÿ ëþáîãî v ïðåîáðàçîâàíèå
Ëîðåíöà (áóñò) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

x′ =
x− vt√
1− v2/c2

, y′ = y, z′ = z, t′ =
c2t− vx

c2
√

1− v2/c2
,

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Êîìïîçèöèè ñ çàìåíàìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
(x, y, z) â R3 è cäâèãàìè âðåìåíè t ñîñòàâëÿþò ãðóïïó Ïóàíêàðå. Â äàëüíåéøåì
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ R4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ãàëèëååâûìè êîîðäèíàòàìè (r, t) =

(x, y, z, t) , êîòîðûå îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ïóàíêàðå

(x, y, z, t) 7−→ (x′, y′, z′, t′) ,

è c ìåòðèêîé ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. Ïðè t ∈ R ïóñòü

R3
t = {(r, t) ∈ R4 : r ∈ R3}

(ýòà ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäåëåíà íåèíâàðèàíòíî).

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü íà 4-ìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè U ⊂ R4 (âîçìîæíî ñ êðàåì)
äàíà çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà

ω = −cdt ∧ (Exdx + Eydy + Ezdz) + dx ∧ (Hzdy −Hydz) + Hxdy ∧ dz ,

è ôèêñèðîâàíà ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ U . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé
òî÷êå p ∈ Θ ôîðìà ωp ðàâíà íóëþ, è ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð ξ ∈ TpΘ,
êîòîðûé èçîòðîïåí îòíîñèòåëüíî ds2.

Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Θ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî òåíçîðîì ω. Åñëè â íåêîòîðûõ ãàëèëååâûõ
êîîðäèíàòàõ ïðè ôèêcèðîâàííîì t ìíîæåñòâî Ft = R3

t∩Θ íåïóñòî, òî ïîâåðõíîñòü
Ft ⊂ R3

t íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ôðîíòîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Åñëè ìíîãîîáðàçèå U èìååò êðàé ∂U , òî âîçìîæåí ñëó÷àé Θ ⊂ ∂U . Èçâåñòíî, ÷òî
óñëîâèå dω = 0 ýêâèâàëåíòíî ïåðâîé ïàðå óðàâíåíèé (4.1). Âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà îïðåäåëÿåò íà U ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ(r, t) è ïëîòíîñòüþ òîêîâ j(r, t) [22].

Ïîñêîëüêó ds2(ξ) = 0 è ìåòðèêà ds2 îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà R3
t , òî

â êàæäîé òî÷êå p ∈ Ft âåêòîð ξ ∈ TpΘ íå êàñàåòñÿ R3
t . Ñëåäîâàòåëüíî R3

t

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ Θ è íóëåâîé ôðîíò Ft ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì.
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Ïðè ýòîì äâóìåðíàÿ, ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Ft ⊂ R3
t íåèíâàðèàíòíî îïðåäåëåíà â

êàæäûõ ãàëèëååâûõ êîîðäèíàòàõ (r, t).
Îïðåäåëåíèå 1 ñîãëàñîâàíî ñ ïîíÿòèåì âîëíîâîãî ôðîíòà, êàê ïîâåðõíîñòè

ïîñòîÿííîé ôàçû [22]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íóëåâîé ôðîíò îòâå÷àåò ãðàíèöå 3-
ìåðíîé îáëàñòè Vt ⊂ R3, êîòîðóþ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå çàïîëíèëî ê ìîìåíòó
âðåìåíè t. Åñëè èçëó÷åíèå íà÷àëîñü ïðè t = t0 è ïîäìíîãîîáðàçèå ∂Vt ãëàäêî çàâèñèò
îò t > t0, òî ãðàíèöà Θ îáëàñòè

U = {(r, t) : t > t0, r ∈ Vt}

ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ äàííîãî ïîëÿ. Ôóíêöèÿì E(r, t) è H(r, t)

ðàçðåøàåòñÿ áûòü îïðåäåëåííûìè íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ãðàíèöû Θ (ïðèìåðû 4, 5). Ïðè ýòîì âîïðîñ î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå âåëè÷èí
E, H çà ïðåäåëàìè îáëàñòè U íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Îáñóäèì ôèçè÷åñêóþ ìîòèâàöèþ óñëîâèÿ î âåêòîðå ξ (îïðåäåëåíèå 1). Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èìååì Vt = {r ∈ R3 : r ≤ ct}, ãäå t > 0, ïðè ýòîì ñâåòîâîé
êîíóñ áóäóùåãî {(r, t) : r = ct, t > 0} ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ äëÿ
ïîëÿ â îáëàñòè

U = {(r, t) : r ≤ ct, t > 0}.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî p = (r, t) ∈ Θ íåíóëåâîé âåêòîð ξ = (r, t) ∈ TpΘ èçîòðîïåí
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ds2, ò.å. ds2(ξ) = 0.

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàçëàãàåòñÿ â ñóïåðïîçèöèþ ïîëåé òî÷å÷íûõ
çàðÿäîâ è (èëè) ýëåìåíòîâ òîêà [22]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì t > 0 ñóùåñòâóåò
ãëàäêàÿ îãèáàþùàÿ σt ñåìåéñòâà ñôåð â R3, îãðàíè÷èâàþùèõ ýëåìåíòàðíûå ïîëÿ, è
ïîâåðõíîñòü σt ãëàäêî çàâèñèò îò t. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ãðàíèöà

Θ =
⋃
t>0

{(r, t) : r ∈ σt}

îáëàñòè U ⊂ R4, êîòîðóþ çàïîëíÿåò ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå, ìîæåò áûòü åãî íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Äëÿ ëþáîãî r ∈ σt ïîâåðõíîñòü σt êàñàåòñÿ íåêîòîðîé ñôåðû
ðàäèóñà c(t− t0) ñ öåíòðîì r0, îãðàíè÷èâàþùåé ýëåìåíòàðíîå ïîëå. ßñíî, ÷òî âåêòîð

ξ = (r− r0, t− t0) ∈ T(r,t)R4

èçîòðîïåí â ìåòðèêå ds2. Ïîýòîìó îí êàñàåòñÿ ñâåòîâîãî êîíóñà áóäóùåãî

Θ0 = {(r, t) : |r− r0| = c(t− t0), t > t0}.
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Ôèçè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî Θ0 ñîïðèêàñàåòñÿ ñ Θ â òî÷êå p = (r, t). Ñëåäîâàòåëüíî
âåêòîð ξ ëåæèò TpΘ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ω ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
âûðîæäàåòñÿ (è äàæå îáíóëÿåòñÿ) â êàæäîé òî÷êå íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ. Â
ãëàâå 3 ââåäåíî ïîíÿòèå êîíòàêòíîãî âûðîæäåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ÷òî
â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü òàê.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü p ∈ Θ è χ � ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè O

òî÷êè p, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

χ(O ∩Θ) = 0 , dqχ 6= 0 ∀q ∈ O ∩Θ . (4.2)

Âûðîæäåíèå ôîðìû ω â òî÷êå p ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ëþáûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïôàôôèàí Pf(ωq) èìååò ïîðÿäîê χ3(q) ïðè
Θ 63 q → p.

Äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ω = (ωij) ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí

Pf(ω) ∈ Z[ω1,2, . . . , ω2n−1,2n]

(ò.í. ïôàôôèàí), êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
(
Pf(ω)

)2
=

det(ω). Åñëè n = 2, òî ±Pf(ω) = ω12ω34 − ω13ω24 + ω23ω14. Â äàííîì ñëó÷àå

Pf(ω) = −(E,H) .

Äëÿ ëþáûõ êîîðäèíàò x íà O âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Pf(ω)(x), ïîðÿäêîâ îò
0 äî 2 âêëþ÷èòåëüíî, ðàâíû íóëþ íà O ∩ Θ. Óñëîâèå êîíòàêòíîñòè ýêâèâàëåíòíî
ñóùåñòâîâàíèþ õîòÿ áû îäíîé íåíóëåâîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà 3. Äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü ýòî â êàêîé-íèáóäü îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Çíà÷åíèåì ôóíêöèè χ(r, t),
íàïðèìåð, ìîæåò áûòü åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â R3

t îò òî÷êè r äî íóëåâîãî ôðîíòà Ft.
Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ñ ýíåðãèåé f îáîçíà÷àåòñÿ sgrad(f) [30]. Äëÿ ëþáîé

f ∈ C∞(O) â êàæäîé òî÷êå p ∈ O ∩Θ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
Θ63q→p

χ2(q)sgrad(f)(q) = vχ,f (p) ∈ TpΘ ,

ãëàäêî çàâèñÿùèé îò p. Âñåâîçìîæíûå âåêòîðû vχ,f (p) ïîðîæäàþò äâóìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Πp ⊂ TpΘ. Ðàñïðåäåëåíèå p 7−→ Πp íåèíòåãðèðóåìî, â ñèëó ÷åãî
îïðåäåëÿåò íà O ∩ Θ êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó. Îíà ìîòèâèðóåò òåðìèí êîíòàêòíîå
âûðîæäåíèå è íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé (ñì. 3.2.1). Åñëè ω èìååò êîíòàêòíîå
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âûðîæäåíèå â êàæäîé òî÷êå Θ, òî êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Π îïðåäåëåíà íà âñåé
ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ.

Îáîçíà÷èì [v]+ íàïðàâëåíèå âåêòîðà v 6= 0, ò.å. [v]+ = ∪λ>0λv. Ïðè dpf 6= 0

îáîçíà÷èìHp(f) êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ê f−1(f(p)) â òî÷êå p. Ïóñòü |v| � íîðìà
âåêòîðà v, ò.å. |v|2 =

∑
i(v

i)2. Åñëè ω èìååò êîíòàêòíîå âûðîæäåíèå â òî÷êå p ∈ Θ è
dpf(Πp) 6= 0, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü O 3 p, ÷òî â êàæäîé òî÷êå p′ ∈ O ∩ Θ

ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim

Θ63q′→p′
[sgrad(f)(q′)]+,

èíöèäåíòíûé ïðÿìîé Πp′ ∩ Hp′(f) è ãëàäêî çàâèñÿùèé îò p′ (òåîðåìà 6, § 3.3). Ïðè
ýòîì

lim
Θ63q′→p′

|sgrad(f)(q′)| = +∞.

Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû ìû èçâëå÷åì ôèçè÷åñêîå îïèñàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ âáëèçè òî÷åê êîíòàêòíîãî âûðîæäåíèÿ åãî òåíçîðà.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü Θ � íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïîëÿ ñ ôîðìîé ω, èìåþùåé
êîíòàêòíîå âûðîæäåíèå â íåêîòîðîé òî÷êå p0 ∈ Θ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü O 3 p0, ÷òî S = O ∩ Θ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ è
ìàòðèöà ω íåâûðîæäåíà íà O \ Θ. Åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ ðàâíà íóëþ íà S,
òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p = (r, t) ∈ S ñóùåñòâóþò ãëàäêî çàâèñÿùèå îò p, âçàèìíî
îðòîãîíàëüíûå â R3

t ïðåäåëû

lim
Θ63q→p

[E(q)]+ ⊂ TrFt è lim
Θ63q→p

[H(q)]+ ⊂ TrFt ,

è êàæäàÿ èç âåëè÷èí |E(q)| è |H(q)| ïðè Θ 63 q → p èìååò ïîðÿäîê χ(q), ãäå χ(r, t)

� åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå â R3
t îò òî÷êè r äî íóëåâîãî ôðîíòà Ft .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ = ct. Â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè p0 ñóùåñòâóþò
êîîðäèíàòû (χ, x2, x3, x4), â êîòîðûõ

ω = d
(
χ2(dx2 + x3dx4)

)
.

Ðàññìàòðèâàÿ 1-ôîðìó

α = dx2 + x3dx4 = ατdτ + αxdx + αydy + αzdz

è âåêòîðíîå ïîëå a = (αx, αy, αz), âûðàçèì êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A = −χ2a è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ = χ2ατ :

E = −∂(−χ2a)

∂τ
− grad(χ2ατ ) = 2χ

∂χ

∂τ
· a + χ2∂a

∂τ
− 2χατgrad(χ)− χ2grad(ατ ) ,
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H = rot(−χ2a) = −χ[grad(χ), a]− χ2rot(a) . (4.3)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 1-ôîðìà α îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêóþ êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó,
ò.å.

Π2
p = TpS ∩ α−1(0) .

Äîêàæåì, ÷òî ïëîñêîñòè Π2
p è R3

t òðàíñâåðñàëüíû â R4. Â ñëó÷àå Π2
p ⊂ TpR3

t ìû èìåëè
áû:

rk




ατ αx αy αz

∂τχ ∂xχ ∂yχ ∂zχ

1 0 0 0


 = 2.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû ap è grad(χ)p êîëëèíåàðíû, ò.å. [grad(χ), a]p = 0.
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî div(E) = 0 ïîëó÷èì

(a∂χ/∂τ − ατgrad(χ), grad(χ)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî
a∂χ/∂τ − ατgrad(χ) = 0

è, â ñèëó (4.3), âåëè÷èíà (E,H) èìååò ïîðÿäîê χ4 ïðè q → p . Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî
èç-çà êîíòàêòíîñòè êàæäîé òî÷êè p ∈ S, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê p0.

Òàêèì îáðàçîì, dpτ(Π2
p) 6= 0 â ëþáîé òî÷êå p = (r, t) ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim

Θ63q→p
[sgrad(τ)(q)]+ ⊂ Π2

p,

êîòîðûé ãëàäêî çàâèñèò îò p. Ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ sgrad(τ) =

−H/(E,H) è H â òî÷êå p ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó

[grad(χ), a]p 6= 0, ap∂χ/∂τ − ατgrad(χ)p 6= 0,

òî ïðè q → p ïðåäåë [E]+ îðòîãîíàëåí grad(χ)p, à áåñêîíå÷íî ìàëûå E è H èìåþò
ïîðÿäîê χ (4.3). Ïîñêîëüêó −Pf(ω) = (E,H) èìååò ïîðÿäîê χ3, òî íàïðàâëåíèÿ
lim[E]+ è lim[H]+ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû â R3

t 2.

Èòàê, åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäîâ íà íóëåâîì ôðîíòå òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ,
òî â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé áëèçîñòè îò êîíòàêòíîé òî÷êè (r0, t0) ∈ Θ

ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåëè÷èíû âåêòîðîâ E è
H ïðîïîðöèîíàëüíû ðàññòîÿíèþ äî íóëåâîãî ôðîíòà Ft, ïðè ýòîì ïðåäåëüíûå
íàïðàâëåíèÿ E è H êàñàþòñÿ ôðîíòà è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè.
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Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè E è H îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî íà âåëè÷èíó, êîòîðàÿ
ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ äî ôðîíòà Ft (è ðàâíà íóëþ íà Ft) (ðèñ. 14).

Óñëîâèå ρ(S) = 0 ôèçè÷åñêè åñòåñòâåííî. Îíî çàâåäîìî âûïîëíåíî â òèïè÷íîé
ñèòóàöèè ïîëÿ â ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíîé ñðåäå, ãäå ρ ≡ 0.

Èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû Π íà 2n + 1 - ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè K, èìåþùåå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü n, íàçûâàåòñÿ
ëåæàíäðîâûì [4].

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü S ⊂ Θ ñîñòîèò èç òî÷åê êîíòàêòíîãî âûðîæäåíèÿ
ôîðìû ω è ρ(S) = 0. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå p = (r, t) ∈ S ïëîñêîñòü Π2

p

êàíîíè÷åñêîé êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû íà S òðàíñâåðñàëüíà R3
t . Â êàæäîé òî÷êå

p ∈ S íàïðàâëåíèå limΘ 63q→p[H(q)]+ èíöèäåíòíî ïðÿìîé Π2
p ∩ R3

t . Èíòåãðàëüíûå
êðèâûå ïîëÿ ïðåäåëüíûõ íàïðàâëåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ H ÿâëÿþòñÿ ëåæàíäðîâûìè
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â êîíòàêòíîì ìíîãîîáðàçèè (S, Π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé òî÷êå p ∈ S ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå
I+(p) ïîëÿ sgrad(τ), êîòîðîå ãëàäêî çàâèñèò îò p è èíöèäåíòíî ïðÿìîé Π2

p ∩ R3
t .

Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ I+ íà S, áóäó÷è èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðÿìûõ Π2

p ∩ R3
t , ÿâëÿþòñÿ ëåæàíäðîâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè 2.

Â îòëè÷èè îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ H, ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
E íå èíöèäåíòíî Π2

p . Èíà÷å ïëîñêîñòü Π2
p îêàçàëàñü áû â R3

t , ÷òî íåâîçìîæíî â
ñèëó dpτ(Π2

p) 6= 0. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîé ïëîñêîñòè Π2
p äîñòàòî÷íî óêàçàòü

ëþáîé åå âåêòîð w, íå êàñàþùèéñÿ R3
t . Ïóñòü A è ϕ ïîòåíöèàëû, ââåäåííûå ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Âûáåðåì ëþáîé âåêòîð v ∈ R3
t , íåîðòîãîíàëüíûé A/ϕ è

óäîâëåòâîðÿþùèé âòîðîìó èç óðàâíåíèé (4.5):

w =
( A

cϕ
, v

) ∂

∂t
+ vx

∂

∂x
+ vó

∂

∂ó + vz
∂

∂z
,

( A

cϕ

∂χ

∂t
+ grad(χ), v

)
= 0. (4.5)

Ïðè ατ 6= 0 èñêîìûì âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ w. Â ñàìîì äåëå, òîãäà A/ϕ = −a/ατ è
âòîðîå óðàâíåíèå (4.5) îçíà÷àåò

(
a∂χ/∂τ − ατgrad(χ),v

)
= 0 ,

ò.å. dpχ(w) = 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.5) ñëåäóåò (ατdτ +αxdx+αydy+αzdz)(w) = 0

. Â ñëó÷àå ατ = 0 èìååì ϕ(p) = 0. Òîãäà a 6= 0 è èñêîìûé âåêòîð w ∈ Π2
p èìååò

êîîðäèíàòû (vt,v), ãäå v � ëþáîé îðòîãîíàëüíûé ap âåêòîð è

vt∂χ/∂t + (grad(χ),v) = 0 .
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Ðàññìîòðèì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñ ÿñíîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé, ó
êîòîðîãî ïî÷òè âñÿ íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç êîíòàêòíûõ îñîáåííîñòåé.
Îíà íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãðàíèöû, ò.ê. Θ ∩ ∂U = ∅.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü â òî÷êå 0 ïîñòîÿííî íàõîäèòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä q(t) =

q0f(t) (ðèñ. 12). Ïàðàìåòðû t0 > 0 è q0 > 0 ôèêñèðîâàíû. Ñîãëàñíî òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè, â ëþáîé òî÷êå r ∈ R3, r 6= 0 ìãíîâåííîå èçìåíåíèå çàðÿäà q(t)

ïðîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç âðåìÿ r/c. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 :

E(r, t) = kq0f
(
t− r

c

) r

r3
, ∀ r 6= 0 ,

ãäå k åñòü êîíñòàíòà Êóëîíà. Ïîýòîìó E = 0 íà ñôåðå r = ct.
Ðàññìîòðèì ïàðó òî÷å÷íûõ ìàãíèòîâ â òî÷êå 0, ñîçäàþùèõ òîæäåñòâåííûå

ñòàòè÷åñêèå ïîëÿ H0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïåðèîä âðåìåíè [−t0; t0] îäèí èç ìàãíèòîâ
âðàùàåòñÿ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, è óãîë ïîâîðîòà α(t) = π + f(t)π. Ïðè t = 0

ïîëþñà N è S ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à ïðè t = t0 âîçâðàùàþòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè t = 0 ñèëîâûå ëèíèè îäíîãî èç äâóõ ìàãíèòíûõ ïîëåé ìåíÿþò
íàïðàâëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå (ðèñ. 12). Â ýòîò ìîìåíò ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå
H ïàðû ìàãíèòîâ ðàâíî íóëþ. Êàê è ïðåæäå çàêëþ÷àåì, ÷òî H = 0 â êàæäîé
òî÷êå ñôåðû r = ct. Ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ôðîíòîì Ft ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñ êîìïîíåíòàìè E è H. Ïðè êàæäîì t > 0 îáîçíà÷èì H0α(t) âåêòîðíîå ïîëå,
ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì ïîâîðîòà ìàãíèòà íà óãîë α(t). Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïîëå
îòíþäü íå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ïîâîðîòîì èñõîäíîãî ïîëÿ. Îáîçíà÷èì β(r, t)

óãîë â R3
t ìåæäó âåêòîðàìè E(r, t) è

H(r, t) = H0α(t)(r, t) + H0(r) .

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè χ → 0 êàæäàÿ èç âåëè÷èí E è H èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè
χ = ct − r. Ñëåäîâàòåëüíî cos β → 0 ïðè χ → 0. Âáëèçè ëþáîé òî÷êè ñôåðû Ft, ãäå
ðàäèóñ r íå îðòîãîíàëåí H0(r), óãîë ìåæäó ñèëîâûìè ëèíèÿìè H0α(t) è H0 ïðè r → ct

èìååò ïîðÿäîê H. Ïîýòîìó cos β åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîðÿäêà χ. Èç ïðåäëîæåíèÿ
2 ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ãèïåðïîâåðõíîñòè

Θ = {(r, t) ∈ R4 : r = ct, t > 0},

â êîòîðîé z 6= 0, ôîðìà ω èìååò êîíòàêòíîå âûðîæäåíèå.
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§4.3. Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè ñâåòîâîãî êîíóñà.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó êîòîðîãî íóëåâàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ R4(r, t) ñîâïàäàåò ñ êîíóñîì

c2t2 − r2 = 0, t > 0 .

Ïóñòü (r, t0) ∈ Θ. Ìèðîâàÿ ëèíèÿ íåïîäâèæíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè r ∈ R3 ïðè t = t0

ïðîõîäèò ÷åðåç (r, t0) òðàíñâåðñàëüíî êîíóñó Θ. Íà ýòîé ëèíèè ïôàôôèàí

Pf(ω)(r, t) = −(E,H)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè t − t0 ñ ìîìåíòà, êàê ïîëå äîñòèãëî òî÷êè r â R3.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî âûðîæäåíèå ôîðìû ω â òî÷êå (r, t0) ÿâëÿåòñÿ
êîíòàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè t → t0 + 0 áåñêîíå÷íî-ìàëàÿ
(E(r, t),H(r, t)) èìååò ïîðÿäîê (t− t0)

3 .
Â êà÷åñòâå ôóíêöèè χ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ íà íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Θ,

áóäåì èñïîëüçîâàòü (ëîðåíö � èíâàðèàíòíûé) êâàäðàò ðåëÿòèâèñòñêîãî èíòåðâàëà
ìåæäó ñîáûòèÿìè, ò.å.

χ = c2t2 − r2 = τ 2 − r2 .

Ïðåäëîæåíèå 3 Ïóñòü íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ R4(r, t) íåêîòîðîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âëîæåíà â ñâåòîâîé êîíóñ c2t2 − r2 = 0, t > 0. Òîãäà
íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ïîäìíîãîîáðàçèÿ Θ ñóùåñòâóþò ïîòåíöèàëû ïîëÿ

A =
(
c2t2 − r2

)2
a , ϕ =

(
c2t2 − r2

)2
ψ , (4.6)

ãäå a(r, t) è ψ(r, t) � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè. Åñëè ρ(Θ) = 0 è ïîòåíöèàëû (4.6)
óäîâëåòâîðÿþò íà U êàëèáðîâî÷íîìó óñëîâèþ

(A, r)− ctϕ = 0 , (4.7)

òî íà ìíîæåñòâå U ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

E = −2ctχa− χ2

2c

∂a

∂t
+ 2χ

(a, r)

ct
r− χ2

2ct
grad(a, r), H = 2χ[a, r] +

χ2

2
rot(a),

Pf(ω) =
( 1

ct

(
c2t2a− (a, r)r, rot(a)

)
+

1

ct

(
grad(a, r), a, r

)
+

1

c

(
a, r,

∂a

∂t

))
χ3 + O(χ4),

4πj = 2cχ

(
3a + 2t

∂a

∂t
− 1

c2t

(
r,

∂a

∂t

)
r +

(a, r)

c2t2
· r + rot[a, r] + [rot(a), r] + grad(a, r)

)
+
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+
χ2

2c

(
∂2a

∂t2
+ c2rot(rot(a)) +

∂

∂t

1

t
grad(r, a)

)
, (4.8)

4πρ = 2χ

(
5(a, r)

ct
+

2

ct

(
grad(a, r), r

)
+

1

c

(
r,

∂a

∂t

)
− ct · div(a)

)
+

+
χ2

2c

(
−1

t
∆(r, a)− ∂

∂t
div(a)

)
.

Åñëè ρ(Θ) = 0 è ôóíêöèè a(r, t) , ψ(r, t) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè, òî â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè Θ ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû
(4.6), óäîâëåòâîðÿþùèå (4.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåëèìîñòü ïîòåíöèàëîâ íà χ2 ñëåäóåò èç ëåììû 1 § 3.1. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåé âáëèçè ãèïåðïîâåðõíîñòè U ∩Θ ñóùåñòâóåò òàêàÿ 1-ôîðìà β, ÷òî

ω = d
(χ2

2
β
)
.

Â êîîðäèíàòàõ (τ, x, y, z), ãäå τ = ct, äàëåå èìååì:

χ2

2
β = Aτdτ + Axdx + Aydy + Azdz, ω = d (Aτdτ + Axdx + Aydy + Azdz) .

Ïîëå A = (−Ax,−Ay,−Az) ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ, à ôóíêöèþ
ϕ = Aτ ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Î÷åâèäíî, ÷òî

A =
χ2

2
a(τ, x, y, z), ϕ =

χ2

2
ψ(τ, x, y, z).

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïîòåíöèàëîâ âèäà

A′ = A + grad(f), ϕ′ = ϕ− ∂f

∂τ
,

ãäå ôóíêöèÿ f äåëèòñÿ íà χ3, ò.å. f = χ3F äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè F (τ, x, y, z). Ïðè
òàêîì âûáîðå f ðàâåíñòâî

(A + grad(f), r) =
(
ϕ− ∂f

∂τ

)
τ

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

χ2

(
6τ 2F + τχ

∂F

∂τ
− 6Fr2 + χ(grad(F ), r)

)
=

χ2

2
(ψτ − (a, r)) .

Ïîñêîëüêó τ 2 − r2 = χ, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî ïðè óñëîâèè

12Fχ + 2τχ
∂F

∂τ
+ 2χ(grad(F ), r) = ψτ − (a, r). (4.9)
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Â § 4.4 äîêàçàíî ñëåäóþùåå. Ðàâåíñòâî íóëþ ïëîòíîñòè çàðÿäîâ íà íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïðè χ = 0 èìååò ìåñòî:

4xτax + 4yτay + 4zτaz − 4x2ψ − 4y2ψ − 4z2ψ = 4τ(r, a)− 4ψr2 = 0 .

Ïîñêîëüêó íà íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè τ = r, òî χ = 0 âëå÷åò τψ = (r, a). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî τψ− (r, a) äåëèòñÿ íà χ. Îáîçíà÷àÿ ðåçóëüòàò äåëåíèÿ ÷åðåç ζ, ðàçäåëèì
(4.9) íà χ è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

12F + 2τ
∂F

∂τ
+ 2(grad(F ), r) = ζ,

êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå:

∂F

∂τ
=

ζ

2τ
− (grad(F ), r)

τ
− 6F

τ
.

Ïðåäïîëàãàÿ óäàëåííîñòü îò ñèíãóëÿðíîé òî÷êè (0, 0, 0), ñëó÷àé τ = 0 ìîæíî
èãíîðèðîâàòü. Â ñèëó òåîðåìû Êîøè-Êîâàëåâñêîé ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëîêàëüíî
èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ [8]. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ
F ñóùåñòâóåò õîòÿ áû ëîêàëüíî. Ôîðìóëû (4.8) ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûìè, íî äîâîëüíî
ãðîìîçäêèìè âû÷èñëåíèÿìè (ñì. §4.4) ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ:

(
r,

da

dr

)
=

(
grad(a, r), r

)− (a, r),

(
r,

da

d[a, r]

)
=

(
grad(a, r), a, r

)
. 2.

Â § 4.4 ïîêàçàíî, ÷òî êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå (4.7) ìîòèâèðóåòñÿ åñòåñòâåííûì,
ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, óñëîâèåì îáíóëåíèÿ çàðÿäîâ è òîêîâ íà ñâåòîâîì êîíóñå.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîë â âûáîðå ôóíêöèè f ðåãóëèðóåòñÿ óðàâíåíèåì

τ
∂f

∂τ
= (grad(f), r),

êîòîðîìó îíà îáÿçàíà óäîâëåòâîðÿòü. Óñëîâèå (4.7) îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü 4-
âåêòîðîâ (A, ϕ) è (r, ct) â ìåòðèêå ds2 íà R4. Ïîýòîìó ðàâåíñòâà (4.6), (4.7) è (4.8)
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ëîðåíöà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè (4.6),
óäîâëåòâîðÿþùèìè êàëèáðîâî÷íîìó óñëîâèþ (4.7) è èìåþùåãî êîíòàêòíûå
âûðîæäåíèÿ â òî÷êàõ ñâåòîâîãî êîíóñà Θ.

Ïðèìåð 4. Ëåãêî óäîâëåòâîðèòü êëàññè÷åñêîìó óñëîâèþ Ëîðåíöà

div(A) +
1

c

∂ϕ

∂t
= 0,
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åñëè ïîòðåáîâàòü
(a, r) ≡ 0, div(a) ≡ 0 .

Òàê ìû è ñäåëàåì. Òîãäà ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ ðàâåí íóëþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ρ ≡ 0. Ïðè ýòîì òîêè j íå îáÿçàíû îáðàùàòüñÿ â íîëü. Â êà÷åñòâå
a âûáåðåì âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ âîêðóã îñè l ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ε, ïðåäïîëàãàÿ ïðÿìóþ l âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè OZ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω

èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ OX . Îáîçíà÷èì m âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè l, òîãäà

m = ε (i cos Ωt + j sin Ωt) = ε (i cos κτ + j sin κτ) , a = [m, r],

ãäå κ = Ω/c. Äàëåå âû÷èñëÿåì:

∂a

∂τ
= κε[−i sin κτ + j cos κτ, r], rot(a) = 2m, [rot(a), r] = 2a,

rot[a, r] = 2a + x
∂a

∂x
+ y

∂a

∂y
+ z

∂a

∂z
= 2a + r

∂a

∂r
= 2a + a = 3a.

Â äàííîì ñëó÷àå (r, a) ≡ 0, ïîýòîìó
(
r,

da

d[a, r]

)
=

(
grad(a, r), a, r

)
= 0

è èç (4.8) ñëåäóåò ñëåäóåò, ÷òî:

Pf(ω) = −χ3

(
τ(a, rot(a)) +

(
a, r,

∂a

∂τ

))
=

= −χ3

(
τ([m, r], 2m) +

(
a, r,

∂a

∂τ

))
= −χ3

(
a, r,

∂a

∂τ

)
.

Ïðè Ω 6= 0 ïîñëåäíåå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàäèóñ-âåêòîð r íå ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè XOY . Â ñàìîì äåëå, åñëè Pf(ω) = 0,
òî âåêòîðû [m, r], [ṁ, r] è r ÿâëÿþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë
α, β, γ èìååì

α[ṁ, r] + β[m, r] + γr = 0, [αṁ + βm, r] + γr = 0,

îòêóäà [αṁ + βm, r] = 0 è âåêòîð r ïàðàëëåëåí XOY . Åñëè â ýòîé òî÷êå χ 6= 0 è
H = 0, òî â ñèëó

[a, r] = [[m, r], r] = (m, r)r− r2m, rot(a) = 2m

ñëåäîâàòåëüíî m è r êîëëèíåàðíû. Íî ïîñêîëüêó ṁ îðòîãîíàëåí m è îòëè÷åí îò
íóëÿ, òî ∂τa = [ṁ, r] 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî E 6= 0.
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Òàêèì îáðàçîì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ñâÿçàííîå ñ äàííûì âåêòîðíûì ïîëåì a

â ñèëó ôîðìóë (4.8), èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
a) ïðè êàæäîì t > 0 åãî ôîðìà ω íåâûðîæäåíà âñþäó, êðîìå òî÷åê íóëåâîé

ãèïåðïîâåðõíîñòè è ïëîñêîñòè XOY ;
á) íà íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïîëÿ ôîðìà ω èñ÷åçàåò è âñå òî÷êè íóëåâîé

ãèïåðïîâåðõíîñòè, íè ïðè îäíîì t > 0 íå ëåæàùèå â ïëîñêîñòè XOY , ÿâëÿþòñÿ
êîíòàêòíûìè.

â) ïðè êàæäîì t > 0 â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè XOY , íå ëåæàùåé íà íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè, ðàíã ôîðìû ω ðàâåí 2.

Èíòåðåñíî, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê âûðîæäåíèÿ ω, íå ëåæàùèõ íà ñâåòîâîì êîíóñå,
â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âðåìåíèïîäîáíîãî 4-êîíóñà áóäóùåãî ñ 3-
ìåðíîé ïëîcêîñòüþ z = 0. Çàìûêàíèå äàííîãî ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 3-
êîíóñ x2 + y2 ≤ c2t2, t ≥ 0, êîòîðûé òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ íóëåâîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè ïî ñâîåé ãðàíèöå. Èìååì

∂τa = [ṁ, r]/c, [[m, r], r] = (m, r)r− r2m,

E = −2ctχ[m, r]− χ2

2c
[ṁ, r] , H =

(−2r2χ + χ2
)
m + 2χ(m, r)r,

j =
c

8π

(
(32− κ2χ)[m, r] + 8t [ṁ, r]

)
χ,

ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t è κ = Ω/c. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå div(j) ≡ 0, ò.å. ïîëå òîêîâ ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì. Ýòî åñòåñòâåííî äëÿ
ýëåêòðè÷åñêè-íåéòðàëüíîé ñðåäû (ρ ≡ 0), êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì. Ìàãíèòíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ H, î÷åâèäíî, ïîðîæäåíà çàäàííûìè òîêàìè j, êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ
íåêèì âíåøíèì ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó ïîëþ ïðîöåññîì (äðóãèì ïîëåì).
Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà îòíþäü íå âûãëÿäèò íåâîçìîæíîé. Îäíàêî,
äàííûé âîïðîñ îòíîñèòñÿ íå ê ìàòåìàòèêå, à ê ïîñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòà èëè ïîèñêó
ïîõîæèõ ÿâëåíèé â ïðèðîäå. "Âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì,
êîòîðîå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî â ïðèðîäå" [22].

Åñëè ïîëîæèì Ω = 0, òî ṁ = 0 è ïîëó÷àåòñÿ âñþäó âûðîæäåííîå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 13. Îíî ïîìåùàåòñÿ â áûñòðî ðàñòóùåì
øàðèêå ðàäèóñà ct è âûãëÿäèò âåñüìà ðåàëèñòè÷íî.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå â ñèëó (4.8)
îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì a = grad(F ) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (r, a) ≡ 0.
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Òàêîå ïîëå ëåãêî ïîñòðîèòü, ïðîäîëæàÿ ëþáóþ ôóíêöèþ f íà ñòàíäàðòíîé ñôåðå

S2 : x2 + y2 + z2 = 1

âäîëü ðàäèóñîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ F íå çàâèñåëà îò r. Òàêàÿ ôóíêöèÿ
F áóäåò êîððåêòíî îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå ñèíãóëÿðíîé òî÷êè (0, 0, 0). Ïîñêîëüêó
rot(a) = 0, òî èç (4.8) ñëåäóåò

Pf(ω) = −χ3

(
a, r,

∂a

∂τ

)
.

Âåêòîð ∂τa òàêæå îðòîãîíàëåí r, ïîýòîìó Pf(ω) îòëè÷åí îò íóëÿ â êàæäîé
òî÷êå, ãäå âåêòîðû grad(F ) è ∂τ (grad(F )) íåêîëëèíåàðíû. Î÷åâèäíî, ÷òî äîëæíûì
îáðàçîì ìåíÿÿ ñî âðåìåíåì ôóíêöèþ f (íàïðèìåð âðàùàÿ ëèíèè óðîâíÿ
âîêðóã ôèêñèðîâàíîãî äèàìåòðà), ëåãêî îáåñïå÷èòü íåâûðîæäåííîñòü ôîðìû
ω ïî÷òè âñþäó. Îäíîâðåìåííî ïî÷òè âñþäó íà íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ìû
ïîëó÷èì êîíòàêòíûå òî÷êè âûðîæäåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå Ëîðåíöà, ïðèäåòñÿ òðåáîâàòü div(a) ≡ 0. Òîãäà ôóíêöèÿ F áóäåò
ãàðìîíè÷åñêîé (ò.å. ∆F ≡ 0). Íî â îêðåñòíîñòè ñôåðû S2 òàêàÿ ôóíêöèÿ íå
ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé îíè íå ìîãóò
ïðèíèìàòü íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé âíóòðè îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé (åñëè
íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ íà ãðàíèöû) [8]. Îäíàêî, íà ñôåðå S2 òàêàÿ ôóíêöèÿ
ïðèìåò êàê ñâîå íàèáîëüøåå, òàê è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Â ñèëó (grad(F ), r) = 0

îíè îñòàíóòñÿ òàêîâûìè è â îêðåñòíîñòè ñôåðû.
Èòàê, îòêàçûâàÿñü îò óñëîâèÿ Ëîðåíöà ìû ïîëó÷èëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â

îêðåñòíîñòè ñôåðû S2, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

rot(a) ≡ 0, (a, r) = 0 .

Â äàííîì ñëó÷àå (H, r) ≡ 0. Èç âèäà òåçîðà ïîëÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè

F1(x, y, z, t) = t (âðåìÿ), F2(x, y, z, t) = r (ðàññòîÿíèå)

êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ò.å.

{F1, F2} = dF2(sgrad(F1)) =
1

r(E,H)
(−xHx − yHy − zHz) = − (H, r)

r(E,H)
= 0.

Â îêðåñòíîñòè ñôåðû S2 ýòè äâå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè,
îäíàêî êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü èõ ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ êîíöåíòðè÷åñêîé ñ S2

ñôåðîé (ðàññìàòðèâàåìîé â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè). Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò
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òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, ò.ê. ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò âûðîæäåíûå îñîáåííîñòè.
Èç {τ, r} = 0 ñëåäóåò {χ2, τ} = 0. Â ñèëó òåîðåìû 1 § 3.1 êîñîé ãðàäèåíò ôóíêöèè χ2

âñåãäà èìååò ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå íà íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòü âáëèçè êîíòàêòíûõ
òî÷åê. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

sgrad(χ2) =
χ3

(E,H)


 (rot(a), r)

τ · rot(a)− [
∂a
∂τ

+ grad(ψ), r
]


 .

Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå rot(a) = 0 è ψ = 0, òî ïðè êàæäîì τ > 0 âåêòîð sgrad(χ2)

ëåæèò â R3 è âûðàæàåòñÿ òàê:

sgrad(χ2) = −2

[
∂a
∂τ

, r
]

(
∂a
∂τ

, r, a
) .

Âåêòîð sgrad(τ) òàêæå âñåãäà ëåæèò â R3 è ñîâïàäàåò ñ −H/(E,H). Åãî
íåñîáñòâåííîå ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ±[a, r], ãäå ± �
çíàê ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ â çíàìåíàòåëå. Ïîñêîëüêó âáëèçè êîíòàêòíîé
òî÷êè âåêòîðû ∂τa è a íåêîëëèíåàðíû, ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå âåêòîðà sgrad(τ)

íå ïàðàëëåëüíî sgrad(χ2). Ïîäìíîæåñòâî íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþùååñÿ
ñîâìåñòíûì óðîâíåì χ = 0 è τ = τ0, ò.å. ôðîíò ïîëÿ ïðè êàæäîì t0 > 0 áûë áû
òîðîì, åñëè áû âñå òî÷êè Θ áûëè êîíòàêòíûìè. Íî ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì t > 0 òî÷êè
íóëåâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè XOY , íå ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè,
ôðîíò ïîëÿ îêàçàëñÿ ñôåðîé ðàäèóñà τ = ct .

Ïðåäëîæåíèå 4 Ïóñòü íóëåâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Θ ⊂ R4(r, t)

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âëîæåíà â ñâåòîâîé êîíóñ c2t2 − r2 = 0, t > 0, è
â êàæäîé òî÷êå Θ ôîðìà ω èìååò êîíòàêòíîå âûðîæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ ðàâíà íóëþ íà Θ. Òîãäà ëþáàÿ ïëîñêîñòü Π2

(r,t) êàíîíè÷åñêîé
êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìîé ôîðìîé ω íà Θ, íàòÿíóòà íà âåêòîð (r, t)

è ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ H â òî÷êå (r, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1 è ôîðìóë (4.5) 2.
Èòàê, êàíîíè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà íà ñâåòîâîì êîíóñå áóäóùåãî

îïðåäåëÿåòñÿ ïëîñêîñòÿìè, êîòîðûå íàòÿíóòû íà ïðåäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ H è 4-
ìåðíûå íàïðàâëåíèÿ ñâåòîâûõ ëó÷åé, âûïóùåííûõ èç íà÷àëà îòñ÷åòà.

Ïðåäëîæåíèå 5 Ïóñòü 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Θ ⊂ R4 âëîæåíî â ñâåòîâîé êîíóñ
χ = c2t2 − r2 = 0, t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Θ çàäàíû
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ãëàäêèå ôóíêöèè i(r, t) è σ(r, t), êîòîðûå ïðè χ → 0, ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí
ïîðÿäêà O(χ) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

c2tσ = (r, i) .

Ïóñòü a(r, t) åñòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
∂a

∂t
= − 3

2t
a− 1

2t

(
rot[a, r] + [rot(a), r] + grad(a, r)

)
+

+

(
div(a)

2t
− 3(a, r)

c2t3
− 1

c2t3

(
grad(a, r), r

)
+

πσ

ct2

)
r +

π

ct
i . (4.10)

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè E(r, t) è H(r, t) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

H = rot(A), E = −1

c

∂A

∂t
− grad(ϕ) , (4.11)

A(r, t) =
χ2

2
a(r, t) ϕ(r, t) =

χ2

2ct

(
a(r, t), r

)
.

Òîãäà ïðè χ → 0, òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ïîðÿäêà χ2, ôóíêöèè

E(r, t), H(r, t), j(r, t) = χi(r, t), ρ(r, t) = χσ(r, t)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà (4.1).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç ôîðìóë (4.8) âèäíî, ÷òî j = χi è ρ = χσ . Îòñþäà, ïðèíåáðåãàÿ ìàëûìè

ïîðÿäêà χ2, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

3a + 2t
∂a

∂t
− 1

c2t

(
r,

∂a

∂t

)
r +

(a, r)

c2t2
r + rot[a, r] + [rot(a), r] + grad(a, r) =

2π

c
i,

5(a, r)

ct
+

2

ct

(
grad(a, r), r

)
+

1

c

(
r,

∂a

∂t

)
− ct · div(a) = 2πσ , (4.12)

èç êîòîðûõ ëåãêî âûâåñòè (4.10). Îáðàòíî, ïðè óñëîâèè

c2tσ = (r, i) + O(χ)

óðàâíåíèÿ (4.12) ñëåäóþò èç (4.10) . Â ñàìîì äåëå, èç (4.10) ïîëó÷àåì

− 1

c2t

(
∂a

∂t
, r

)
= − π

c3t2
(i, r)− πσ

ct
+

3(a, r)

2c2t2
− 1

2
div(a) +

1

c2t2

(
grad(a, r), r

)
+

+
3(a, r)

c2t2
+

1

2c2t2

(
rot[a, r], r

)
+

1

2c2t2

(
grad(a, r), r

)
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
(
rot[a, r], r

)
= (a, r) +

(
grad(a, r), r

)− r2div(a)
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è çàìåíÿÿ (r, i) íà c2tσ, à òàêæå ct íà r, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

− 1

c2t

(
∂a

∂t
, r

)
= −2πσ

ct
+

5(a, r)

c2t2
− div(a) +

2

c2t2

(
grad(a, r), r

)
+ O(χ) .

Îòñþäà è èç (4.10), ñ òî÷íîñòüþ äî O(χ), ïîëó÷àåòñÿ ïàðà óðàâíåíèé (4.12). Èç íèõ,
ñ òî÷íîñòüþ äî O(χ2), âûòåêàåò âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà 2.

Óñëîâèå c2tσ = (r, i) + O(χ) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

div(j) +
∂ρ

∂t
= 0,

êîòîðîìó íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿþò òîêè è çàðÿäû [22].
Èòàê, åñëè ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ è òîêîâ çàäàíî ôóíêöèÿìè i(r, t) è σ(r, t),

òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè òîíêîãî
ñëîÿ, ïðèëåãàþùåãî ê Θ, äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå (4.10). Èíòåðåñíî, ÷òî
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ýòîãî ÓÌÔ ìîãóò áûòü çàäàíû íà ñâåòîâîì êîíóñå. Äëÿ
âîëíîâûõ óðàâíåíèé ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, ò.ê. ëþáîé ñâåòîâîé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íà êîòîðîé íåëüçÿ çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â
êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å Êîøè [8].

§4.4. Ïëîòíîñòè òîêîâ è çàðÿäîâ âáëèçè ñâåòîâîãî êîíóñà.

Çàäàäèìñÿ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì a = a(τ, x, y, z), à â êà÷åñòâå
ôóíêöèè ψ = ψ(τ, x, y, z) âûáåðåì ñëåäóþùóþ:

ψ =
(r, a)

τ
=

xax + yay + zaz

τ
. (4.13)

Îòñþäà ïîñðåäñòâîì (4.6) îïðåäåëÿþòñÿ ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è,
ñòàëî áûòü, ñàìî ýòî ïîëå. Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

∂ψ

∂x
=

ax +
(
r, ∂a

∂x

)

τ
,

∂ψ

∂y
=

ay +
(
r, ∂a

∂y

)

τ
,

∂ψ

∂z
=

az +
(
r, ∂a

∂z

)

τ
, (4.14)

(r, grad(ψ)) =
1

τ

(
x

(
r,

∂a

∂x

)
+ y

(
r,

∂a

∂y

)
+ z

(
r,

∂a

∂z

))
+ ψ.

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ Pf(ω) = −(E,H). Èç (4.14) ñëåäóåò, ÷òî:

Pf(ω) = χ3

{
1

τ

(
τ 2a− (r, a)r, rot(a)

)
+

1

τ

(
r,

∂a

∂x
[a, r]x +

∂a

∂y
[a, r]y +

∂a

∂z
[a, r]z

)
+

+

(
a, r,

∂a

∂τ

)}
+

χ4

4
(rot(a), grad(ψ)).
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Áîëåå êîìïàêòíî ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Pf(ω) =

{
1

τ

(
τ 2a− (r, a)r, rot(a)

)
+

1

τ

(
r,

da

d[a, r]

)
+

(
a, r,

∂a

∂τ

)}
χ3 +

(rot(a), grad(ψ))

4
χ4.

(4.15)

Íàïîìíèì, ÷òî (v1, v2, v3) = ([v1, v2], v3) (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå). Òî÷êà p ∈ Θ

ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé, åñëè è òîëüêî åñëè â íåé îòëè÷íî îò íóëÿ âûðàæåíèå â
ôèãóðíûõ ñêîáêàõ.

Èç âòîðîé ïàðû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (4.1) íàéäåì ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ(x, y, z, t)

è ïëîòíîñòü òîêà j(x, y, z, t). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

rot(H)x = −4y(yax − xay) + 4z(xaz − zax) + 4χax+

+2χ

(
y
∂ax

∂y
− x

∂ay

∂y
− x

∂az

∂z
+ z

∂ax

∂z

)
+ 2χ[rot(a), r]x +

χ2

2
rot(a)x,

rot(H)y = −4z(zay − yaz) + 4x(yax − xay) + 4χay+

+2χ

(
z
∂ay

∂z
− y

∂az

∂z
− y

∂ax

∂x
+ x

∂ay

∂x

)
+ 2χ[rot(a), r]y +

χ2

2
rot(a)y,

rot(H)z = −4x(xaz − zax) + 4y(zay − yaz) + 4χaz+

+2χ

(
x
∂az

∂x
− z

∂ax

∂x
− z

∂ay

∂y
+ y

∂az

∂y

)
+ 2χ[rot(a), r]z +

χ2

2
rot(a)z.

Îòñþäà íàõîäèì êîìïîíåíòû âåêòîðà

4π

c
j = rot(H)− ∂E

∂τ
:

4π

c
jx = −4y(yax − xay) + 4z(xaz − zax) + 4τ 2ax − 4τxψ+

+6χax + 2χ

(
y
∂ax

∂y
− x

∂ay

∂y
− x

∂az

∂z
+ z

∂ax

∂z

)
+ 2χ[rot(a), r]x+

+4χτ
∂ax

∂τ
− 2χx

∂ψ

∂τ
+ 2χτ

∂ψ

∂x
+

χ2

2

(
∂2ax

∂τ 2
+ rot(rot(a))x +

∂2ψ

∂τ∂x

)
,

4π

c
jy = −4z(zay − yaz) + 4x(yax − xay) + 4τ 2ay − 4τyψ+

+6χay + 2χ

(
z
∂ay

∂z
− y

∂az

∂z
− y

∂ax

∂x
+ x

∂ay

∂x

)
+ 2χ[rot(a), r]y+

+4χτ
∂ay

∂τ
− 2χy

∂ψ

∂τ
+ 2χτ

∂ψ

∂y
+

χ2

2

(
∂2ay

∂τ 2
+ rot(rot(a))y +

∂2ψ

∂τ∂y

)
,

4π

c
jz = −4x(xaz − zax) + 4y(zay − yaz) + 4τ 2az − 4τzψ+

+6χaz + 2χ

(
x
∂az

∂x
− z

∂ax

∂x
− z

∂ay

∂y
+ y

∂az

∂y

)
+ 2χ[rot(a), r]z+
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+4χτ
∂az

∂τ
− 2χz

∂ψ

∂τ
+ 2χτ

∂ψ

∂z
+

χ2

2

(
∂2az

∂τ 2
+ rot(rot(a))z +

∂2ψ

∂τ∂z

)
.

Äàëåå âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó 4πρ = div(E) :

4πρ = 4xτax + 4yτay + 4zτaz − 4x2ψ − 4y2ψ − 4z2ψ+

+10χψ +
4χ

τ

(
r,

da

dr

)
+ 2χ

(
r,

∂a

∂τ

)
− 2χτ · div(a)− χ2

2

(
∂

∂τ
div(a) + ∆ψ

)
.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî íà ãðàíèöå ïîëÿ âåêòîðíîå ïîëå j è ôóíêöèÿ ρ îáðàùàþòñÿ â
íîëü. Ïîëàãàÿ χ = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî

τ = ct = r =
√

x2 + y2 + z2,

èç (4.13) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

4πρ = 4xτax + 4yτay + 4zτaz − 4x2ψ − 4y2ψ − 4z2ψ = 4(τ(r, a)− ψr2) =

= 4τ 2

(
(r, a)

τ
− ψ

)
= 0,

4π

c
jx = −4y(yax − xay) + 4z(xaz − zax) + 4τ 2ax − 4τxψ =

= −4y2ax + 4xyay + 4xzaz − 4z2ax + 4τ 2ax − 4τx
(r, a)

τ
=

= 4(−y2ax + xyay + xzaz − z2ax + (x2 + y2 + z2)ax − x(xax + yay + zaz)) = 0,

4π

c
jy = −4z(zay − yaz) + 4x(yax − xay) + 4τ 2ay − 4τyψ =

= 4(−z2ay + yzaz + xyax − x2ay + (x2 + y2 + z2)ay − y(xax + yay + zaz)) = 0,

4π

c
jz = −4x(xaz − zax) + 4y(zay − yaz) + 4τ 2az − 4τzψ =

= 4(−x2az + xzax + yzay − y2az + (x2 + y2 + z2)az − z(xax + yay + zaz)) = 0.

Èòàê, íà ïðîòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ãðàíèöå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà çàðÿäîâ è òîêîâ íåò. Ñìûñë óñëîâèÿ (4.13) ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îíî îáåñïå÷èâàåò îáðàùåíèå â íîëü íà ãðàíèöå ïîëÿ ïëîòíîñòåé çàðÿäîâ
è òîêîâ. Ýòî åñòåñòâåííî â ñèòóàöèè, êîãäà çàðÿäû èëè òîêè ïîðîæäàþòñÿ ñàìèì
ïîëåì. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà, êîòîðûé
èîíèçèðóåò ñðåäó â ïðîöåññå ñâîåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Õîòÿ èçáûòî÷íûõ çàðÿäîâ
ïðè èîíèçàöèè íå âîçíèêàåò, áîëüøèå ðàçëè÷èÿ â óñêîðåíèÿõ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ
è ìàññèâíûõ èîíèçèðîâàííûõ àòîìîâ ìîãóò ìîãóò âûçâàòü ïîÿâëåíèå çàðÿæåííûõ
çîí. Åñëè æå ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñðåäå ñ íåíóëåâîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäîâ,
òî íóëåâîìó çíà÷åíèþ ρ íà ãðàíèöå ïîëÿ ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ ôèçè÷åñêóþ
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èíòåðïðåòàöèþ. Ïóñòü âíåøíåå ïîëå íàñòîëüêî èíòåíñèâíî, ÷òî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå
ïîëå çàðÿäîâ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ èçëó÷àåìûì èìè ïåðåìåííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì
ïîëåì. Òîãäà çàðÿäû, íà êîòîðûå åùå íå óñïåëî ïîäåéñòâîâàòü ïîëå, ñëåäóåò
èãíîðèðîâàòü è ñ÷èòàòü îòñóòñòâóþùèìè äî òîãî ìîìåíòà, êàê îíè ïðèîáðåòóò
óñêîðåíèå. Ýòî ðàññóæäåíèå òàêæå ãîäèòñÿ äëÿ îïèñàíèèÿ ïðîöåññà èîíèçàöèè
ïîä äåéñòâèåì ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ ïîëÿ, êîãäà çíà÷èòåëüíî áîëåå ìàññèâíûå
ïîëîæèòåëüíûå èîíû èìåþò îòíîñèòåëüíî ìàëûå óñêîðåíèÿ è, ïî ýòîé ïðè÷èíå,
ìîãóò áûòü ïðîèãíîðèðîâàíû.

Ïîñêîëüêó â òîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè òîêà j, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå
(ïðè äðóãîì âûáîðå ôóíêöèè ψ) íå îáÿçàíà äåëèòüñÿ íà χ, ïðèñóòñòâóåò ñëàãàåìîå

4τ 2a = 4
(
r2a + (τ 2 − r2)a

)
= 4a(x2 + y2 + z2) + 4χa ,

òî êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:

4π

c
jx = 2χ

{
6ax + 2τ

∂ax

∂τ
+

x

τ 2

(
(a, r)− τ

(
r,

∂a

∂τ

))
+

+

[
∂a

∂y
, r

]

z

−
[
∂a

∂z
, r

]

y

+ [rot(a), r]x +

(
r,

∂a

∂x

)}
+

+
χ2

2

(
∂2ax

∂τ 2
+ rot(rot(a))x +

∂2ψ

∂τ∂x

)
,

4π

c
jy = 2χ

{
6ay + 2τ

∂ay

∂τ
+

y

τ 2

(
(a, r)− τ

(
r,

∂a

∂τ

))
+

+

[
∂a

∂z
, r

]

x

−
[
∂a

∂x
, r

]

z

+ [rot(a), r]y +

(
r,

∂a

∂y

)}
+

+
χ2

2

(
∂2ay

∂τ 2
+ rot(rot(a))y +

∂2ψ

∂τ∂y

)
,

4π

c
jz = 2χ

{
6az + 2τ

∂az

∂τ
+

z

τ 2

(
(a, r)− τ

(
r,

∂a

∂τ

))
+

+

[
∂a

∂x
, r

]

y

−
[
∂a

∂y
, r

]

x

+ [rot(a), r]z +

(
r,

∂a

∂z

)}
+

+
χ2

2

(
∂2az

∂τ 2
+ rot(rot(a))z +

∂2ψ

∂τ∂z

)
.

Â àíàëîãè÷íîé ÷àñòè âûðàæåíèè äëÿ ρ ïðèñóòñòâóåò ñëàãàåìîå

4τ(a, r)− 4ψ(x2 + y2 + z2) = 4(a, r)

(
τ − r2

τ

)
= 4

(a, r)

τ
(τ 2 − r2) = 4

(a, r)

τ
χ.
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ôîðìóëû
(

∂a

∂x
, r

)
=

∂

∂x
(a, r)− ax,

(
∂a

∂y
, r

)
=

∂

∂y
(a, r)− ay,

(
∂a

∂z
, r

)
=

∂

∂z
(a, r)− az,

[
∂a

∂y
, r

]

z

−
[
∂a

∂z
, r

]

y

=
∂

∂y
[a, r]z − ∂

∂z
[a, r]y − 2ax,

[
∂a

∂z
, r

]

x

−
[
∂a

∂x
, r

]

z

=
∂

∂z
[a, r]x − ∂

∂x
[a, r]z − 2ay,

[
∂a

∂x
, r

]

y

−
[
∂a

∂y
, r

]

x

=
∂

∂x
[a, r]y − ∂

∂y
[a, r]x − 2az,

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé òîêîâ è çàðÿäîâ:

4π

c
j = 2χ

{
3a + 2τ

∂a

∂τ
− 1

τ

(
r,

∂a

∂τ

)
r +

(a, r)

τ 2
r + rot[a, r] + [rot(a), r] + grad(a, r)

}
+

+
χ2

2

(
∂2a

∂τ 2
+ rot(rot(a)) +

∂

∂τ

1

τ
grad(r, a)

)
, (4.16)

4πρ = 2χ

{
7(a, r)

τ
+

2

τ

(
r,

da

dr

)
+

(
r,

∂a

∂τ

)
− τ · div(a)

}
+

+
χ2

2

(
−1

τ
∆(r, a)− ∂

∂τ
div(a)

)
. (4.17)

Ïðîèçâîë ðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè îáóñëîâëåí âûáîðîì ïîëÿ a(τ, x, y, z), ÷åðåç
êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ ψ (4.7).

Òåïåðü ìû îãðàíè÷èì ïðîèçâîë â âûáîðå ïîëÿ a, ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè
[22]. Ïðîèçâîëüíàÿ çàìåíà ïîòåíöèàëîâ âèäà

A′ = A + grad(f), ϕ′ = ϕ− ∂f

∂τ

íå ìåíÿåò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ñîõðàíÿÿ òî æå ñàìîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ
ρ(x, y, z, t) è òîêîâ j(x, y, z, t). Íåîïðåäåëåííîñòü ïîòåíöèàëîâ A è ϕ ïîçâîëÿåò
ââîäèòü ðàçëè÷íûå êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Ëîðåíöà:

div(A) +
1

c

∂ϕ

∂t
= 0.

Ïîñêîëüêó χ = τ 2 − x2 − y2 − z2, òî ïðè óñëîâèè (4.13) èìååò ìåñòî:

div(A) +
1

c

∂ϕ

∂t
= div(A) +

∂ϕ

∂τ
= div

(
χ2

2
a

)
+

∂

∂τ

(
χ2

2
ψ

)
=

= −2χ(r, a) + 2χτψ +
χ2

2

(
div(a) +

∂

∂τ

(r, a)

τ

)
.
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Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ (4.13) èìååì τψ = (r, a), ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå
óñëîâèå Ëîðåíöà îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

τ

(
∂a

∂τ
, r

)
+ τ 2div(a)− (r, a) = 0.

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

t

(
∂a

∂t
, r

)
+ c2t2div(a)− (r, a) = 0 .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè ìîäåëè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
âàæíî îòíîøåíèå j/ρ. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íàéòè ïðåäåë:

lim
χ→0

j

ρ
= lim

χ→0

|j|
ρ

.

Âåêòîð j/ρ âûðàæàåò ñêîðîñòü v íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ çàðÿäîâ. Ïîñêîëüêó
âåëè÷èíà j âåêòîðà j = jn ðàâíà çàðÿäó, ïðîòåêøåìó çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç
åäèíèöó ïëîùàäè â íàïðàâëåíèè n ÷åðåç ïëîùàäêó dS, îðòîãîíàëüíóþ n, òî

j/ρ =
dq

dSdt
n/ρ =

ρdV

dSdt
n/ρ =

ρdSvdt

dSdt
n/ρ = vn = v.

Â ôèçèêå òàêæå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî v åñòü ñðåäíåâçâåøåííàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
òî÷å÷íûõ (ýëåìåíòàðíûõ) çàðÿäîâ, ò.å.

v =
N∑

i=1

kivi =
N∑

i=1

qi

dq
vi.

Çäåñü ÷èñëà ki ÿâëÿþòñÿ âåñàìè,

dq =
N∑

j=1

qj

åñòü ïîëíûé çàðÿä â áåñêîíå÷íî-ìàëîé îáëàñòè dV ñ öåíòðîì P ∈ dS è N � îáùåå
÷èñëî òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ â ýòîé îáëàñòè, vi � ñêîðîñòü i - ãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà
(÷àñòèöû).

Åñëè íàéäåííàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà v îêàæåòñÿ áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà c, òî
ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âîéäåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ ðåëÿòèâèñòñêîé
ìåõàíèêîé, à çíà÷èò ñ ýëåêòðîäèíàìèêîé. Îäíàêî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå
íóëåâîé ïëîòíîñòè çàðÿäîâ (ρ = 0), íî â ïðèñóòñòâèè òîêà j 6= 0 îïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè v = j/ρ òåðÿåò ñìûñë. Òàê áûâàåò, íàïðèìåð, â ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíûõ
ïðîâîäíèêàõ ñ òîêîì (èëè ïîëóïðîâîäíèêàõ).

Â ñâÿçè ñ êàëèáðîâî÷íûì óñëîâèåì (4.7) èíòåðåñåí âîïðîñ î åãî ñîâìåñòèìîñòè
ñ óñëîâèåì Ëîðåíöà. Âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî íàëîæåíèÿ íà ïîòåíöèàëû ýòèõ
äâóõ óñëîâèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íèîòêóäà íå ñëåäóåò.
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Çàìå÷àíèå 1 Äëÿ ïîòåíöèàëîâ âèäà (4.6), (4.7) óñëîâèå Ëîðåíöà ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:

1

t

∂ψ

∂t
+ div(a) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî òîæäåñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íî óñëîâèþ Ëîðåíöà.

Ïðåäëîæåíèå 6 Ïóñòü 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå S ⊂ R4, ÿâëÿþùååñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ãðàíèöû Θ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âëîæåíî â êîíóñ

c2t2 − r2 = 0, t > 0 ,

è íà ãèïåðïîâåðõíîñòè S ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P0 ∈ S ïîòåíöèàëû âèäà

A =
(c2t2 − r2)

2

2
· a(r, t), ϕ =

(c2t2 − r2)
2

2ct
· (a(r, t), r)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëîðåíöà. Åñëè â êàæäîé íåîñîáîé òî÷êå, äîñòàòî÷íî
áëèçêîé ê P0, ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ îòëè÷íà îò íóëÿ, òî

lim
Θ63P→P0

(
r(P ), j(P )

)

ρ(P )|r(P )| = lim
P→P0, χ(P )>0

(
r(P ), j(P )

)

ρ(P ) · r(P )
= c .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå Ëîðåíöà ýêâèâàëåíòíî:

τ

(
∂a

∂τ
, r

)
+ τ 2div(a)− (r, a) = 0 .

Ïî îäíîé èç ôîðìóë âåêòîðíîãî àíàëèçà èìååì :

rot[a, r] = (r,∇)a− (a,∇)r + div(r)a− div(a)r =

=

(
∂a

∂x
x +

∂a

∂y
y +

∂a

∂z
z

)
− a + 3a− div(a)r =

(
∂a

∂x
x +

∂a

∂y
y +

∂a

∂z
z

)
+ 2a− div(a)r,

(rot[a, r], r) =

(
r,

da

dr

)
+ 2(a, r)− r2div(a).

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, èç (4.16) è (4.17) ïîëó÷èì:

4π

c
(j, r) = 2χ

(
8(a, r) + (r2 − 3τ 2)div(a) + 2

(
r, (r,∇)a

))
+

+
χ2

2

(
∂2a

∂τ 2
+ rot(rot(a)) +

∂

∂τ
(grad(ψ), r)

)
,

4πrρ = 2χ

(
7r

τ
(a, r) +

2r

τ

(
r, (r,∇)a

)
+

r

τ
(a, r)− rτdiv(a)− rτ · div(a)

)
+

+
rχ2

2

(
−∆ψ − ∂

∂τ
div(a)

)
.
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Òàê êàê ïðè χ = 0 èìååì r = τ , îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

lim
χ→0

(j, r)

rρ
= lim

χ→0

8(a, r) + (r2 − 3τ 2)div(a) + 2
(
r, (r,∇)a

)

8r(a, r)/τ + 2r
(
r, (r,∇)a

)
/τ − 2rτdiv(a)

· c = c 2.

Êàê ìû âèäåëè âåêòîð v = j/ρ âûðàæàåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Âáëèçè ãðàíèöû ïîëÿ òàêîâûìè ìîãóò áûòü ýëåêòðîíû. Â
òî÷êå p0 ∈ Θ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè v íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå
r ðàâíî c. Âîçìîæíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âáëèçè ãðàíèöû ïîëÿ ρ 6= 0,
òî êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå (4.7) ôèçè÷åñêè íåñîâìåñòèìî ñ óñëîâèåì Ëîðåíöà.
Ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå Ï.À.Ì. Äèðàêà, îäíàêî, ïðåäîñòåðåãàåò îò ïîñïåøíûõ
âûâîäîâ: "Èçìåðåíèå ïðîåêöèè ñêîðîñòè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà âñåãäà ïðèâîäèò ê
ðåçóëüòàòó ±c. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî çàêëþ÷åíèå îñòàåòñÿ â ñèëå òàêæå â
ïðèñóòñòâèå ïîëÿ. ... Ýòî, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ïðîòèâîðå÷èåì,
ïîñêîëüêó òåîðåòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü â âûøåïðèâåäåííîì çàêëþ÷åíèè åñòü ñêîðîñòü
â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè, òîãäà êàê íàáëþäàåìûå ñêîðîñòè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ
ñðåäíèìè ñêîðîñòÿìè ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó èíòåðâàëó âðåìåíè" [10, ñòð. 361].

Â ñàìîì äåëå, ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè êîîðäèíàòû χ ïîëå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò
â òîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, ãäå îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êàæäûé ýëåêòðîí íà ãðàíèöå ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Åñëè ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ
ïîëå èîíèçèðóåò ñðåäó èëè êàê-ëèáî èíà÷å ïîðîæäàåò ñâîáîäíûå çàðÿäû, òî
òåîðåòè÷åñêè íà ãðàíèöå ïîëÿ èõ íåò. Íî ïðàêòè÷åñêè, î÷åâèäíî, îäèíî÷íûå
ýëåêòðîíû äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü � õîòÿ áû â ñèëó êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé. Èç-çà
íè÷òîæíîé (ρ = 0) ïëîòíîñòè çàðÿäîâ íèêàêîãî íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ
íà ãðàíèöå áûòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè v íà ãðàíèöå
ïîëÿ, ïî-âèäèìîìó, èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñêîðîñòè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà. Ýòî
äîëæíî áûòü òàê åùå è ïîòîìó, ÷òî âáëèçè äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ôðîíòà
ïîëÿ èçìåðåíèå ñðåäíèõ âåëè÷èí åäâà ëè âîçìîæíî. Âûøå ìû âèäåëè ïðèìåð ïîëÿ
(ïðèìåð 4), â êîòîðîì ïðè ρ ≡ 0 ñîâìåùàþòñÿ óñëîâèÿ (4.7) è Ëîðåíöåâî.

Çàìå÷àíèå 2 Åñëè ïîòåíöèàëû âèäà (4.6) óäîâëåòâîðÿþò (4.7) è óñëîâèþ
Ëîðåíöà, òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà:
4π

c
j = 2χ

(
3a + 2t

∂a

∂t
+ div(a)r + rot[a, r] + [rot(a), r] + grad(a, r)

)
−χ2

2

(
∆a− 1

c2

∂2a

∂t2

)
,

4πρ =
2χ

ct

(
6(a, r) + 2

(
grad(a, r), r

)− 2c2t2div(a)
)− χ2

2ct

(
(∆a, r) + 2div(a) + t

∂div(a)

∂t

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë (4.16) è (4.17) èëè èç (4.8).
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Ðèñ. 4: Àòîìû A è C2.
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Ðèñ. 3: Àòîìû A∗ è B.
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Ðèñ. 5: Áèôóðêàöèè A∗ è B
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Ðèñ. 6: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû W ∗(Q3
h) â ñëó÷àå Áîãîÿâëåíñêîãî.
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Ðèñ. 7: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Σ â ñëó÷àå Áîãîÿâëåíñêîãî.
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Ðèñ. 8: Ïðîåêöèè ïîäìíîãîîáðàçèé Q3
h íà ïëîñêîñòü R2(y, ρ).
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Ðèñ. 9: Ñëîåíèå íóëåâîãî óðîâíÿ F .
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Ðèñ. 10: Ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè ïðè h1 < h < h3.
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Ðèñ. 11: Ñêëåèâàþùèå èçîòîïèè ïðè h > h3.
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Ðèñ. 12: Êîíòàêòíî-ñâÿçíàÿ ñóììà.
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Ðèñ. 13: Ïîëå îò äâóõ çàðÿäîâ.
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Ðèñ. 14: Ïîëÿ òî÷å÷íûõ ìàãíèòîâ è çàðÿäà.
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Ðèñ. 15: Ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå ñî ñôåðè÷åñêèì ôðîíòîì.
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Рис. 1:  Возможные конфигурации поля вблизи контактной точки p .
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