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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñèñòåìû �øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòî-

ðîì�. Â ðàáîòå íàõîäÿò àêòèâíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ðàíåå ïðåäëîæåííûå ìåòîäû âû÷èñ-

ëåíèÿ èíâàðèàíòîâ, à òàêæå òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, ïîñòðîåííàÿ À.Ò.Ôîìåíêî

è Õ.Öèøàíãîì, à çàòåì ðàçâèòàÿ â ðàáîòàõ À.Â.Áîëñèíîâà è ìíîãèõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè,

êîòîðûå íåëüçÿ îïèñàòü â òåðìèíàõ ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè. Îäíàêî, íåêîòîðûå íåãîëîíîìíûå

ñèñòåìû ñîõðàíÿþò èíòåãðàë ýíåðãèè è äðóãèå òåíçîðíûå èíâàðèàíòû. Íàïðèìåð, íåêîòîðûå

çàäà÷è, òàêèå êàê êà÷åíèå øàðà ïî ïëîñêîñòè, îáëàäàþò èíâàðèàíòíîé ìåðîé è ïîñëå çàìåíû

âðåìåíè ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ãàìèëüòîíîâîìó âèäó. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èõ àíàëèçà ïðè-

ìåíèìû ìåòîäû îáû÷íîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè (â òîì ÷èñëå è òîïîëîãè÷åñêèå). Ñèñòåìû,

êîòîðûå ïðè çàìåíå âðåìåíè ñòàíîâÿòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè, íàçûâàþòñÿ êîíôîðìíî � ãàìèëüòî-

íîâûìè.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî çà-

ìûêàíèé ðåøåíèé ñèñòåìû. Ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìîæíî âûÿâëÿòü ýêâèâà-

ëåíòíûå è íåýêâèâàëåíòíûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû. Âñå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ðàìêàõ

òåîðèè Ôîìåíêî êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, îñíîâàííîé íà èíâàðèàíòàõ Ôîìåíêî,

èñïîëüçóþùèõ áèôóðêàöèîííûå êîìïëåêñû (ïîäðîáíåå ñì. [4]).

Â äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû îäíîé êîíôîðìíî � ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìû, à èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êà÷åíèè óðàâíîâåøåííîãî äèíàìè÷åñêè

íåñèììåòðè÷íîãî øàðà ñ ðîòîðîì ïî ãîðèçîíòàëüíîé øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Ýòó ñèñòåìó íàçû-

âàþò òàêæå øàðîì ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì. Ðàíåå â ðàáîòå À.Þ. Ìîñêâèíà [7] äëÿ èññëåäîâàíèÿ

äèíàìèêè ñèñòåìû è íàõîæäåíèÿ îñîáûõ ðåøåíèé áûëè ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàì-

ìà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîé

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé Æóêîâñêîãî, êîòîðûé õîðîøî èçó÷åí è ïîäðîáíî îïèñàí, íàïðèìåð, â

[4]. Åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé À.Þ. Ìîñêâèíà � ýòî ïðîâåäåíèå òîíêîãî ëèóâèë-

ëåâîãî àíàëèçà ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðîâåðåíà íåâûðîæäåííîñòü îñîáåííîñòåé,

îïèñàíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ïîñòðîåíû ðàçäå-

3



ëÿþùèå êðèâûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïîâ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, íàéäåíû èíâàðèàíòû

Ôîìåíêî è èññëåäîâàíà ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîé ñèñòåìû ñ ñèñòåìîé Æó-

êîâñêîãî.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè:

1. Èññëåäîâàòü íåâûðîæäåííîñòü îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì.

2. Âû÷èñëèòü âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì è ñðåäè íàéäåí-

íûõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ íàéòè ñëîåíèÿ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ðàíåå èçó÷åííîé ñèñòåìå

Æóêîâñêîãî.

3. Íàéòè òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ

ðîòîðîì.

4. Äëÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì ïîñòðîèòü òàêèå ðàçäåëÿþùèå êðèâûå íà ïëîñêî-

ñòè R2(h, c) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ÷òî ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñèñòå-

ìû áóäóò ñîâïàäàòü äëÿ âñåõ òî÷åê èç îäíîé îáëàñòè.

5. Êëàññèôèöèðîâàòü ìàòðèöû ñêëåéêè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Äëÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì íåâûðîæäåííîñòü òî÷åê ðàíãà 1 è 0, à òàêæå òèïû íåâû-

ðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. À èìåííî, â ñëó÷àå, êîãäà ó ðîòîðà íåò íóëåâûõ êîìïîíåíò, äëÿ âñåõ

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âåðíî ñëåäóþùåå: âñå òî÷êè ðàíãà 0, ëåæàùèå

â ïðîîáðàçàõ òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èëè òðåõ äóã áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû, íåâûðîæäåíû è èìåþò òèï öåíòð�öåíòð èëè öåíòð�ñåäëî; âñå âûðîæäåííûå

òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ áîëüøå òðåõ äóã áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû; âñå âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 1 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê âîçâðàòà

è òî÷åê êàñàíèÿ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

2. Ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ×àïëûãèíà, ÷òî äëÿ ìàëûõ óðîâíåé ýíåð-

ãèè âîçíèêàþò ìîëåêóëû, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî. Ïðè ýòîì íà âûñîêèõ

óðîâíÿõ ýíåðãèè äàííûå ñèñòåìû ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.
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3. Â ñèñòåìå øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì âñòðå÷àþòñÿ 3 òîïîëîãè÷åñêèõ òèïà èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèõ ïîâåðõíîñòåé: RP 3, S1 × S2, S3. Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå óêàçàííûå òîïîëîãè÷åñêèå

òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è ÿâëÿþùèåñÿ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé

îòîáðàæåíèÿ H × C : S2 × R3 → R2(h, c), îïèñàíû ÿâíûìè ôîðìóëàìè è ïîñòðîåíû ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

4. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìå÷åíûõ ìî-

ëåêóë, îïèñàíû ÿâíûìè ôîðìóëàìè. Ïîëó÷åí ïîëíûé, âîçìîæíî èçáûòî÷íûé, ñïèñîê âîç-

ìîæíûõ ãðóáûõ ìîëåêóë è òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ âñåõ âîç-

ìîæíûõ 39 äîïóñòèìûõ êðèâûõ. Åñëè âåðíà ãèïîòåçà î ðåàëèçóåìîñòè òîëüêî 6 òèïîâ

áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, òî ðàçäåëÿþùèå êðè-

âûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c) çàäàþò ðîâíî 27 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ñ òèïàìè ìå÷åíûõ ìîëåêóë

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé äåâÿòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ò.å. êàæäîå èç òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé,

ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûì êðèâûì íà ýòèõ 6 òèïàõ äèàãðàìì, ðåàëèçóåòñÿ êàê èçî-

ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ K, I, d.

5. Ìàòðèöû ñêëåéêè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð êëàññèôèöèðîâàíû â çàâè-

ñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû â îêðåñòíîñòè òàêîé

òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî èç âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé ýòèõ äóã îïðåäåëåíî çíà-

÷åíèå ε-ìåòêè: +1 èëè -1.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Îúåêòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà: øàð ×àïëûãèíà ñ

ðîòîðîì.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû è òîïîëîãèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ äàííîé

ñèñòåìû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî îðèãèíàëüíûìè, ïîëó÷åíû

àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî, è å¼ íîâèçíà çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Èññëåäîâàíà íåâûðîæäåííîñòü îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì.

2. Âû÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì è èçó÷åííà ýê-

âèâàëåíòíîñòü äàííîé ñèñòåìû è ñèñòåìû Æóêîâñêîãî.

3. Íàéäåíû òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà

ñ ðîòîðîì.
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4. Äëÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì ïîñòðîåíû òàêèå ðàçäåëÿþùèå êðèâûå íà ïëîñ-

êîñòè R2(h, c) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ÷òî ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñè-

ñòåìû ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ òî÷åê èç îäíîé îáëàñòè.

5. Êëàññèôèöèðîâàííû ìàòðèöû ñêëåéêè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðèãóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîñòðîåííûå À.Ò.Ôîìåíêî è Õ.Öèøàíãîì, à çàòåì ðàçâèòûå

â ðàáîòàõ À.Â.Áîëñèíîâà, À.À.Îøåìêîâà è ìíîãèõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Ïðè ïðîâåðêå íåâû-

ðîæäåííîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû è êëàññè÷åñêîé

äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ñ ïðèâëå÷åíèåì êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èçîìîðôèçìîâ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Ïîëó÷åííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö ñêëåéêè îñîáåííîñòåé òèïà öåíòð-öåíòð ìîæåò áûòü ïðèìå-

íèìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøèíãà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ÷åòûð¼õ ñòàòüÿõ [16], [17], [18], [19], èç êîòîðûõ ÷åòûðå îïóá-

ëèêîâàíû â æóðíàëàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîëîæåíèþ î ïðèñóæäåíèè ó÷¼íûõ ñòåïåíåé â ÌÃÓ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ

êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìî-

íîñîâ 2019ÌÃÓ, Ðîññèÿ, 9-12 àïðåëÿ 2019

� 2018 International Conference on Topology and its Applications, Íàôïàêòîñ, Ãðåöèÿ, 7-11

èþëÿ 2018

� Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà ¾Àêòóàëüíûå íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ã.Âîðîíåæ, Ðîññèÿ, 13-16 íîÿáðÿ 2017

� Ìîëîäåæíàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìåòîäû ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà è ãåîìåòðèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ã. Âîðîíåæ, Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Ðîññèÿ, 23-25 äåêàáðÿ 2016
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� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àíàëèç, âåðîÿòíîñòü è ãåîìåòðèÿ¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 25 ñåí-

òÿáðÿ - 2 îêòÿáðÿ 2016

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè (26 èþíÿ - 2 èþëÿ 2016ã.,

Êàçàíü), Êàçàíü, Ðîññèÿ, 26 èþíÿ - 2 èþëÿ 2016

� Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ-2016, ã. Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

� XXIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 11-15 àïðåëÿ 2016

� Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ. Ã. Êðåéíà � 2016, Âîðîíåæ, Ðîññèÿ, 25-31

ÿíâàðÿ 2016

� XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ-2015¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 13-17 àïðåëÿ 2015

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ¾Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷å-

ñêèå ìåòîäû¿ (ìåõ-ìàò ÌÃÓ) è íà ñåìèíàðå ¾Àëãåáðà è òîïîëîãèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì¿

(ìåõ-ìàò ÌÃÓ).

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ãëàâ. Òåêñò ðàáîòû èçëîæåí íà 88 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê

ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 15 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, êðàòêî èçëàãàþòñÿ åå ðåçóëüòàòû è ñîäåðæàíèå, à

òàêæå îñâåùàåòñÿ ìåñòî äàííûõ èññëåäîâàíèé â ñîâðåìåííîé ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 1

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è èçëàãàþòñÿ êëþ÷åâûå òåîðåìû òîïîëîãè÷å-

ñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Îïèñàíû ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è

êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êîòî-

ðûå âîçíèêàþò â çàäà÷àõ íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè.

Îïðåäåëåíèå. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáè-

åíèå ìíîãîîáðàçèÿ M2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ

f1, f2, . . . , fn.
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Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì òðàäèöèîí-

íî ðàññìàòðèâàþò íåñêîëüêî òèïîâ èõ èçîìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1,M1) è (v2,M2) ëèóâèëëåâî ýêâè-

âàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ϕ : M1 → M2 ïåðåâîäÿùèé ñëîè Ëèóâèëëÿ îäíîé

ñèñòåìû â ñëîè äðóãîé.

Ýòî îòíîøåíèå ìîæíî íåìíîãî îñëàáèòü, òîãäà ïîëó÷àåì ïîíÿòèå ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâè-

âàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1,M1) è (v2,M2) ãðóáî ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, êîòîðûé ëî-

êàëüíî (ò.å. â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè) ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñëîåíèé

Ëèóâèëëÿ.

Â ãëàâàõ 2 è 3 ðàññìîòðåíû ãàìàëüòîíîâû ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, òî åñòü òàêèå,

ó êîòîðûõ ôàçîâîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M èìååò ðàçìåðíîñòü 4, à èíòåãðèðóåìîñòü

ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ëèøü îäíîãî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìîãî ñ ãàìèëüòîíèàíîì H

äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà F . Èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü óðîâ-

íÿ ãàìèëüòîíèàíà Q3
h = {x ∈ M |H(x) = h}. Ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà íåîñî-

áîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà, òàêæå íàçûâàåìûé

ìå÷åíîé ìîëåêóëîé. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî îòâå÷àþò îäíîïàðàìåòðè÷å-

ñêèì ñåìåéñòâàì òîðîâ Ëèóâèëëÿ, à âåðøèíû � êðèòè÷åñêèì ñëîÿì, â êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò

áèôóðêàöèè. Ðåáðà è íåêîòîðûå ãðóïïû âåðøèí ýòîãî ãðàôà ñíàáæåíû ÷èñëîâûìè ìåòêàìè.

Îïðåäåëåíèå (À. Ò. Ôîìåíêî). Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ

ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì.

Ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, 3-àòîì � ýòî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñòðóêòóðîé ñëî-

åíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ñèíãóëÿðíûé ñëîé. Ãðàíèöà ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà òîðîâ. Êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà ñèíãóëÿðíîì ñëîå íàçûâàåòñÿ

ñëîæíîñòüþ àòîìà. Â êíèãå À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âîç-

ìîæíûõ 3-àòîìîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ñëîæíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî àòîìû

A è B.

Åñëè êàæäîé âåðøèíå ãðàôà, îòâå÷àþùåãî ñëîåíèþ Ëèóâèëëÿ, ñîïîñòàâèòü ïîäõîäÿùèé 3-

àòîì, òî ïîëó÷èì ãðóáóþ ìîëåêóëó (èíâàðèàíò Ôîìåíêî) ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà

íåñåò èíôîðìàöèþ î ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ è ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó âáëèçè

êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è ñèíãóëÿðíûõ ñëîåâ.

Òåîðåìà (À. Ò. Ôîìåíêî). Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1, Q
3
1) è (v2, Q

3
2) ãðóáî

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

8



Ñïîñîá ñêëåéêè ãëîáàëüíîãî èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ èç 3-àòîìîâ çàäàåòñÿ ÷èñëî-

âûìè ìåòêàìè òðåõ òèïîâ: r, ε è n. Âìåñòå ñ ãðóáîé ìîëåêóëîé îíè è ñîñòàâëÿþò èíâàðèàíò

Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà (Ôîìåíêî-Öèøàíã). Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1, Q
3
1) è (v2, Q

3
2)

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 2

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êà÷åíèè óðàâíîâåøåííîãî äèíàìè÷åñêè íåñèì-

ìåòðè÷íîãî øàðà ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåìàÿ ñëó÷àåì

øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì. Â òàêîì ñëó÷àå ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà ðàâíà íóëþ. Äâèæåíèå

øàðà â ïðîåêöèÿõ íà ãëàâíûå îñè, ñâÿçàííûå ñ øàðîì, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
{
Ṁ = (M +K)× ω, M = Jω − d(γ, ω)γ, J = I + dE,

γ̇ = γ × ω, d = mr2 ≥ 0, E = ‖δij‖.

ãäå ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, γ � îðò âåðòèêàëè, I =diag(I1, I2, I3) � òåíçîð èíåðöèè øàðà

îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà,m� ìàññà øàðà, r � åãî ðàäèóñ. ÂåêòîðM èìååò ñìûñë êèíåòè÷åñêîãî

ìîìåíòà øàðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà, âåêòîð K � ïîñòîÿííûé âåêòîð ìîìåíòà ðîòîðà.

Ñèñòåìà îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè:

H =
1

2
(M,ω), N = (M +K,M +K), C = (M +K, γ), G = (γ, γ).

Ñîãëàñíî [9], ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâîé (òî åñòü âèäà

ẋ = µ(x)sgradH(x)) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è ïðèâîäÿùèì ìíîæèòåëåì

µ(M,γ) = 1/
√

1− d(γ, J−1γ)

îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, êîòîðàÿ â êîîðäèíàòàõ (M,γ) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

{Mi,Mj} = εijkρ(Mk +Kk − gγk),
{Mi, γj} = εijkργk,

{γi, γj} = 0,

ãäå εijk � òåíçîð Ëåâè-×èâèòòà. Ïðè ýòîì áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ρ =
√

1− d(γ, J−1γ),

g = d(ω, γ) =
d(J−1M,γ)

1− d(γ, J−1γ)
.

Äëÿ óêàçàííîé ñêîáêè Ïóàññîíà èíòåãðàëû C è G ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà. Îíè

ðàññëàèâàþò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî R6(M,γ) íà ÷åòûðåõìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû

M4
c,a = {C = c,G = a}.
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Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà øàð ×àïëûãèíà çàâèñèò îò 7 ïàðàìåòðîâ: d, òðåõ êîìïîíåíò Ki ðîòî-

ðà K = (K1, K2, K3) è òðåõ êîìïîíåíò Ii òåíçîðà èíåðöèè I =diag(I1, I2, I3). Ìîëåêóëû ñèñòå-

ìû çàâèñÿò îò 9 ïàðàìåòðîâ: ê ïåðå÷èñëåííûì âûøå ñåìè äîáàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ

C = c è H = h.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðîòîð íå èìååò íóëåâûõ êîìïîíåíò, ò.å. Ki 6= 0, à ãëàâíûå

ìîìåíòû èíåðöèè óïîðÿäî÷åíû 0 < I1 < I2 < I3. Ïàðàìåòð d íå îòðèöàòåëåí. Îòìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå d = 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé, çàäàþùàÿ ñèñòåìó øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, ñîâïàäàåò ñ

óðàâíåíèÿìè äëÿ ñëó÷àÿÆóêîâñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [10]). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ H è C, çíà÷åíèÿ

H âñåãäà áóäóò áîëüøå èëè ðàâíû 0.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H × F : M4 → R2(h, f).

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íàçûâàþò òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-

òà ìåíüøå äâóõ. Îáðàç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íàçûâàþò áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììîé. Îáû÷íî îíà ñîñòîèò èç íàáîðà ãëàäêèõ êðèâûõ, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê

âîçâðàòà, òî÷åê êàñàíèÿ è òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äóã (áóäåì íàçûâàòü ýòè òî÷êè

îñîáûìè äëÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû).

Äëÿ çàäà÷è øàð ×àïëû÷èíà ñ ðîòîðîì íà ïëîñêîñòè íàéäåíû êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê

áóôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòåìû è ïðîâåðåíà íåâûðîæäåííîñòü ýòèõ îñîáåííîñòåé. Ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ â äèññåðòàöèè.

Òåîðåìà. Äëÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì íåâûðîæäåííîñòü òî÷åê ðàíãà 1 è 0, à òàêæå

òèïû íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. À èìåííî, â ñëó÷àå, êîãäà ó ðîòîðà íåò íóëåâûõ êîìïîíåíò,

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè â ïðîîáðàçå íåîñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè òî÷êàìè ðàíãà 1. Ïðè ýòîì, â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî äâà

òèïà ïåðåñòðîåê: ýëëèïòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1 ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòðîéêå òèïà A, à

âñå ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1 � ïåðåñòðîéêå òèïà B.

2. Â ïðîîáðàçå ëþáûõ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (òî åñòü â ïðîîáðàçå òî-

÷åê âîçâðàòà, òî÷åê êàñàíèÿ è òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äóã) ëåæèò ëèáî

âûðîæäåííàÿ òî÷êà ðàíãà 1, ëèáî òî÷êà ðàíãà 0.

3. Âñå âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 1 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê âîçâðàòà è òî÷åê êàñàíèÿ äóã

áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.
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4. Òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äóã áèôóðêàöèîí-

íûõ äèàãðàìì.

5. Âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê, â êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ïåðåñå-

êàþòñÿ áîëüøå òðåõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

6. Âñå íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçàõ òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå-

÷åíèÿ äâóõ èëè òðåõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

7. Â ñèñòåìå øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì èç íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 ïðèñóòñò-

âóþò òîëüêî òî÷êè òèïà öåíòð�öåíòð è öåíòð�ñåäëî. Âñå îñîáûå òî÷êè òèïà öåíòð�

ñåäëî ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ àòîìîâ A è B.

Òèï îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (è

òèïîì ïåðåñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ) â îêðåñòíîñòè îáðàçà ýòîé òî÷êè. Òî÷íåå, òî÷êà

èìååò òèï öåíòð�ñåäëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â åå îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò

ïåðåñòðîéêà òèïà B.

Äàëåå â äèññåðòàöèè àâòîðîì íàéäåíû ñëó÷àè ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòå-

ìû Æóêîâñêîãî è ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðóáûõ ìîëåêóë,

êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â îáåèõ ñèñòåìàõ, à òàêæå íàéäåíà ìîëåêóëà, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò â

ñèñòåìå øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, íî íå âñòðå÷àåòñÿ â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî.

Òåîðåìà. 1) Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû �øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì� áåç íóëåâûõ

êîìïîíåíò, òàêèõ, ÷òî c2 ≥ d2〈J−1K, J−1K〉, êàæäîìó óðîâíþ H = const1 ìîæíî ïîñòàâèòü

â ñîîòâåòñòâèå óðîâåíü H = const2 ñëó÷àÿ Æóêîâñêîãî òàê, ÷òî îòâå÷àþùèå ýòèì óðîâíÿì

ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïàäóò.

2) Ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ×àïëûãèíà ïðè c2 < d2〈J−1K, J−1K〉,
÷òî äëÿ ìàëûõ óðîâíåé ýíåðãèè âîçíèêàþò ìîëåêóëû, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî.

Èçîýíåðãåòè÷åñêèå 3-ïîâåðõíîñòèQ3
h,c = {H = h,C = c,G = 1} çàäàþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè

h è c, òî åñòü çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ H è C, òàê êàê G = 1. Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà

Q3
h,c ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ H ×C : S2×R3 → R2(h, c),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êðèâûõ, ðàçáèâàþùèõ ïëîñêîñòü R2(h, c) íà îáëàñòè òàê, ÷òî

äëÿ âñåõ òî÷åê (h, c), ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé îáëàñòè, òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé Q3
h,c áóäåò îäíèì è òåì æå. Â äàëüíåéøåì òàêèå êðèâûå ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü

êðèâûìè, ðàçäåëÿþùèìè òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì

òèïîì èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ïîâåðõíîñòåé, ñîñòîÿò èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
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1. íàáîð êðèâûõ σ̃ 



c = ±

√√√√
(

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
(d− λ)2

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− d

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
,

ãäå λ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, d) ∪ (d, J1) ∪ (J1, J2) ∪ (J2, J3) ∪ (J3,∞)

2. îòðåçîê t̃0 


0;−

√√√√
3∑

i=1

K2
i


 ,


0;

√√√√
3∑

i=1

K2
i






Êðèâûå σ̃, îòðåçîê t̃0 è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ êàæäîé

îáëàñòè óêàçàíû íà ðèñóíêå íèæå.

Îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íà ïëîñêîñòè R2(h, c):

h

cS1 × S2

RP 3

S3 S3

S
1
×
S

2S
1×

S
2

2S
32S 3

×òîáû îïèñàòü âñå âîçìîæíûå âèäû ìå÷åíûõ ìîëåêóëW ∗ íóæíî îïðåäåëèòü, êàêèì îáðàçîì

ïðÿìàÿ h = const ïåðåñåêàåò áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó.

Òåîðåìà. Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìå÷åíûõ ìîëåêóë, ñîñòîÿò èç

îáúåäèíåíèÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
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1. íàáîð êðèâûõ σ̃ 



c = ±

√√√√
(

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
(d− λ)2

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− d

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
,

ãäå λ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, d) ∪ (d, J1) ∪ (J1, J2) ∪ (J2, J3) ∪ (J3,∞)

2. îòðåçîê t̃0 


0;−

√√√√
3∑

i=1

K2
i


 ,


0;

√√√√
3∑

i=1

K2
i






3. êðèâàÿ s̃

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i

Ji
− c2

d

)

4. íàáîð êðèâûõ l̃ 



c = ±

√√√√
(

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
(d− λ)3

d

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− (d− λ)

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
,

ãäå λ èçìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðûõ îòðåçêàõ: [a1, b1] ⊂ (J1, J2) (ýòà ÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîò-

âåòñòâóåò òî÷êå L1 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, ñì. ðèñ. 2.1), [a2, b2] ⊂ (J2, J3) (ýòà

÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå L2 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, ñì. ðèñ. 2.1),

[a3, b3] ⊂ (0, d) (ýòà ÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå L3 íà áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå, ñì. ðèñ. 2.1). Ïðè ýòîì â êîíöàõ îòðåçêà [a1, b1] êðèâàÿ l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷-

êàì âîçâðàòà M3 è M̃3, â êîíöàõ îòðåçêà [a2, b2] � òî÷êàì âîçâðàòà M4 è M̃4, à â êîíöàõ

îòðåçêà [a3, b3] � òî÷êàì M1 è M̃1.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íàáîðà êðèâûõ, ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìå÷åíûõ

ìîëåêóë, ïîëó÷åííûé êîìïüþòåðíûì àíàëèçîì äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû d = 1.79,

K = (3.34, 1.12, 2.82), I = (0.87, 2.43, 4.44).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷åê Z̃, S̃, P̃0 ïîðÿäîê èõ êîîðäèíàò íà îñè h çàôèêñèðîâàí äëÿ ëþáûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, à èìåííî: H(S̃) < H(P̃0) < H(Z̃). Ýòî

ëåãêî âèäíî èç çíà÷åíèé êîîðäèíàò äàííûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì òî÷êè L̃1 è L̃2 ìîãóò íàõîäèòüñÿ

íà ëþáûõ èíòåðâàëàõ, íà êîòîðûå òî÷êè Z̃, S̃, P̃0 äåëÿò îñü h > 0

Çàìå÷àíèå. Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê L̃1, L̃2, Z̃, S̃, P̃0 îòíîñèòåëüíî

èõ êîîðäèíàò íà îñè h ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ìèíèìóì 20 êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ äèàãðàìì.
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Ïðèìåð: êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå òèïû ìîëåêóë, ïðè K = (3.34, 1.12, 2.82), I = (0.87, 2.43, 4.44),

d = 1.79.

Èñõîäÿ èç ôîðìóë áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì â òåîðåìå À.Þ. Ìîñêâèíà [7], åäèíñòâåííûå

òî÷êè, ÷üå âçàèìíîå ïîëîæåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà R(h, n) ìû íå ìîæåì òî÷íî îïðåäå-

ëèòü, ýòî òî÷êè âîçâðàòà L1, L2, L3. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êðîìå óêàçàííûõ íà ðèñóíêàõ íèæå

à) � å) ìîãëè áû ñóùåñòâîâàòü åùå òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, òî ýòî áûëè áû òîëü-

êî äèàãðàììû æ) � ë) ñ ðèñóíêîâ íèæå. Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ìíîãî÷èñëåííûõ êîìïüþòåðíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c òî÷êà L3 ñòðåìèòñÿ

ê ïðÿìîé n = c2 ñî çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì òî÷êè L1 è L2. Íà îñíîâå äàííîãî

íàáëþäåíèÿ áûëà ñôîìóëèðîâàíà ãèïîòåçà:

Íà ðèñóíêàõ íèæå ïðèâåäåíû 6 áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì à) � å), îáíàðóæåííûõ â ðåçóëü-

òàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äèàãðàììû òèïîâ æ) � ë) íå áûëè îáíàðóæåíû â ðåçóëüòàòå

êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ãèïîòåçà. Ïåðå÷èñëåííûå íà ðèñóíêå øåñòü òèïîâ îáíàðóæåííûõ â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåð-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ äèàãðàìì à) � å) èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèà-

ãðàìì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â òîì ÷èñëå, íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íå ðåàëèçóþòñÿ áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû æ) � ë).

Â ñèëó äàííîé ãèïîòåçû â ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî 6 òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Äëÿ ýòèõ 6 òèïîâ íàìè ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ãðóáûõ ìîëåêóë è ìíîãîîáðàçèÿ Q3.
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Òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, îáíàðóæåííûå â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

а) б) в)

г) д) е)

Òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, êîòîðûå íå áûëè îáíàðóæåíû â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ.
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Òåîðåìà. 1. Äëÿ êàæäîé èç äîïóñòèìûõ êðèâûõ äëÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì èç ãèïî-

òåçû (ñì ðèñ. 2.9, 2.10 â ïóíêòå 2.7 âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè) ãðóáàÿ ìîëåêóëà è òî-

ïîëîãè÷åñêèé òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé óêàçàíû â òàáëèöå 2.1

â ïóíêòå 2.7 âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè.

2. Êàæäîå èç òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûì êðèâûì èç ïóíê-

òà 1 äàííîé òåîðåìû ðåàëèçóåòñÿ êàê èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè íåêîòîðûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ K, I, d.

3. Åñëè ãèïîòåçà âåðíà, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 27 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ñ òèïàìè ìå÷åíûõ

ìîëåêóë äëÿ âñåõ çíà÷åíèé äåâÿòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè è ñóùåñòâóþò áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, íå ïîïàäàþùèå ïîä êëàññè-

ôèêàöèþ òèïîâ äèàãðàìì èç ãèïîòåçû, òî ýòî äèàãðàììû èç ñïèñêà ïÿòè òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ

äèàãðàìì, êîòîðûå íå áûëè îáíàðóæåíû â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìû ïîêà

íå çíàåì, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ýòè äèàãðàììû äåé-

ñòâèòåëüíî ðåàëèçóþòñÿ. Íî, òåì íå ìåíåå, ìû âû÷èñëèëè ìîëåêóëû è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû

òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ äîïóñòèìûõ êðèâûõ 28 � 39 (ñì ðèñ. 2.18 â ïóíêòå 2.7 âòîðîé

ãëàâû äèññåðòàöèè) íà ýòèõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ. Îíè óêàçàíû â òàáëèöå 2.2 â ïóíêòå

2.7 âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 3

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäëîæåí ñïîñîá ÿâíîãî çàäàíèÿ îðèåíòàöèè áàçèñíûõ öèêëîâ è íàéäåíû

ìàòðèöû ñêëåéêè íà êðóãîâûõ ìîëåêóëàõ òî÷åê òèïà öåíòð-öåíòð, â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî

ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ýòîò ñïîñîá ïîìîãàåò â äàëüíåéøåì áûñòðî

âû÷èñëÿòü ε-ìåòêè íåêîòîðûõ ìîëåêóë äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Ðàçíûå àâòîðû ÷àñòî â ñâîèõ ðàáîòàõ ïîäõîäÿò ê âûáîð îðèåíòàöèè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,

à çíà÷åíèå ε-ìåòêè íàïðÿìóþ çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåä-

ëàãàåòñÿ ââåäåíèå åäèíîãî ïîäõîäà ê âûáîðó îðèåíòàöèè, ñîãëàñóþùååñÿ ñ òåîðèåé èç êíèãè

[4].

Ïóñòü äâå êðèâûå íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ïåðåñòðîéêàì

òèïà A, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ïðîîáðàç êîòîðîé ñîäåðæèò òî÷êó ðàíãà 0 òèïà öåíòð-öåíòð.

Ïðîâåäåì äîïóñòèìóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ ýòè êðèâûå íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, è

ðàññìîòðèì òîð T , ëåæàùèé â ïðîîáðàçå îäíîé èç åå òî÷åê. Íà ýòîò òîð ïðèõîäÿò áàçèñíûå

öèêëû ñ òîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ îêîëî äâóõ îïèñàííûõ âûøå êðèâûõ.

Ðàññìàòðèâàÿ ïàðû öèêëîâ (λα1 , µα1) è (λα2 , µα2), ïðèõîäÿùèå íà òîð T , êàê áàçèñû â ãðóïïå

îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé, ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñêëåéêè:

C =

(
α β

γ δ

)
, ãäå

(
λα1

µα1

)
=

(
α β

γ δ

)(
λα2

µα2

)
.
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Íà ãðàíè÷íîì òîðå ïîëíîòîðèÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà λ áåðåòñÿ ìåðèäèàí

ïîëíîòîðèÿ, ò.å. öèêë, ñòÿãèâàþùèéñÿ â òî÷êó âíóòðè ïîëíîòîðèÿ, à â êà÷åñòâå âòîðîãî öèêëà

µ � ïðîèçâîëüíûé öèêë, äîïîëíÿþùèé λ äî áàçèñà. Îðèåíòàöèÿ öèêëà µ çàäàåòñÿ ïîòîêîì

sgradH, ïîñëå ÷åãî îðèåíòàöèÿ öèêëà λ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé íà ãðàíè÷íîì

òîðå. Çàôèêñèðóåì ïðàâèëà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû áóäåì çàäàâàòü îðèåíòàöèþ íà ãðàíè÷íîì

òîðå ïîëíîòîðèÿ.

Ïóñòü H � ãàìèëüòîíèàí, à F � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà ñèì-

ïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèM4. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F = H×F : M4 → R2(h, f).

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð íà ïëîñêîñòè R2(h, f) âû-

ãëÿäèò êàê �óãîë�, îãðàíè÷åííûé äâóìÿ äóãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ïðîîáðàç êðèâîé

ñ êîíöàìè íà ýòèõ äóãàõ ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Q3
γ = {x ∈ M4|F(x) ∈ γ}, ãî-

ìåîìîðôíûì òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Ïðè ýòîì ïðîîáðàçàìè êîíöîâ äàííîé êðèâîé ÿâëÿþòñÿ

êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (íà êîòîðûõ sgradH è sgradF çàâèñèìû), à ïðîîáðàçàìè âíóòðåí-

íèõ òî÷åê êðèâîé � òîðû Ëèóâèëëÿ. Ëþáîé òàêîé òîð T 2 ðàçáèâàåò Q3
γ íà äâà ïîëíîòîðèÿ, ò.å.

ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì òîðîì äëÿ êàæäîãî èç íèõ. Îðèåíòàöèÿ íà òîðå T 2 çàâèñèò îò òîãî, äëÿ êà-

êîãî èç äâóõ ïîëíîòîðèé ìû ðàññìàòðèâàåì åãî êàê ãðàíè÷íûé òîð, è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

1. Íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M4 îðèåíòàöèÿ çàäàíà ôîðìîé ω ∧ ω.

2. Îðèåíòàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè Q3
γ çàäàåòñÿ íîðìàëüþ ê Q3

γ â M4, ò.å. òðîéêà âåêòîðîâ

e1, e2, e3 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê Q3
γ áóäåò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, åñëè ÷åò-

âåðêà âåêòîðîâ e1, e2, e3, n ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â M4. Ïðè ýòîì íîðìàëü n áóäåì

âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà îíà ïåðåõîäèëà â íîðìàëü ê êðèâîé γ,

íàïðàâëåííóþ âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïî îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó, îáðàçîâàííîìó äâóìÿ

äóãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è êðèâîé γ.

3. Îðèåíòàöèÿ íà òîðå T 2 ⊂ Q3
γ çàäàåòñÿ íîðìàëüþ N ê òîðó T 2 â Q3

γ, ò.å. ïàðà âåêòîðîâ

e1, e2 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê T 2 áóäåò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, åñëè òðîéêà

âåêòîðîâ e1, e2, N ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â Q3
γ. Ïðè ýòîì íîðìàëü N áóäåì âûáè-

ðàòü òàê, ÷òîáû îíà áûëà âíåøíåé íîðìàëüþ äëÿ ïîëíîòîðèÿ, ãðàíè÷íûì òîðîì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé òîð T 2.

Èòîã: ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòèðîâàííîñòü ïàðû âåêòîðîâ e1, e2 íà òîðå T
2 çàäàåòñÿ óñëîâèåì

ω ∧ ω(e1, e2, N, n) > 0.

Òåîðåìà. Ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð â çàâèñèìîñòè

îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ïðè çàäàíèè ïîëîæèòåëüíîé
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îðèåíòàöèè óñëîâèåì ω ∧ ω(λ̇, µ̇, N, n) > 0 è ïîäõîäÿùåì âûáîðå áàçèñíûõ öèêëîâ λ è µ) ïðè-

âåäåíû íà ðèñóíêå íèæå. Â ÷àñòíîñòè, ε-ìåòêà ðàâíà −1 äëÿ ñëó÷àåâ 1�10 è 1 äëÿ ñëó÷àåâ

11�18.

Ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ òî÷êè öåíòð-öåíòð.

Âîïðîñ î âèäå ìàòðèö ñêëåéêè â ñëó÷àå òî÷åê òèïà öåíòð-öåíòð òàêæå ïîäíèìàëñÿ â ðà-

áîòå Â.À. Êèáêàëî [15]. Â åãî ðàáîòå îðèåíòàöèÿ áàçèñà (u, v) â TxT
2 çàäàâàëàñü óñëîâèåì

ω ∧ ω(gradH,N, u, v) > 0, ãäå N - âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè 3-àòîìà, ëåæàùåãî â èçîýíåðãå-

òè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, ò.å. ìíîæåñòâå H = h.

Â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû ñêëåéêè íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû òàêîé îñîáîé òî÷êè â ðàáîòå

[15] íàéäåíû íå áûëè. Ðåçóëüòàò Â.À. Êèáêàëî çàäàåò ñîîòíîøåíèÿ íà äîïóñòèìûå áàçèñû, ïðè-

ìåíèìûå äëÿ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ ðåøåííîé â ðàáîòå [3]: âûðàæåíèå äîïóñòèìûõ áàçèñîâ äëÿ

äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû â òåðìèíàõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ λ-öèêëîâ âñåõ ýòèõ äóã,

ò.å. ýëåìåíòîâ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê íà ïëîñêîñòè.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì àêàäåìèêó ÐÀÍ ïðîô. À.Ò.

Ôîìåíêî è ä-ðó ôèç.-ìàò. íàóê ïðîô. À.À. Îøåìêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è öåííûå îáñóæ-

18



äåíèÿ â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèîííîé ðàáîòîé. Òàêæå àâòîð áëàãîäàðåí âñåìó êîëëåêòèâó

êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÌÃÓ çà âäîõíîâëÿþùóþ àòìîñôåðó è ïîääåðæêó.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

1.1 Ñèìïëåêòè÷åñêèå è ïóàññîíîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ñêîáêîé Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå {·, ·} :

C∞(Mn)× C∞(Mn)→ C∞(Mn), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. êîñîñèììåòðè÷íîñòü: {f, g} = −{g, f} ,

2. ëèíåéíîñòü: {λf + µg, h} = λ{f, h}+ µ{g, h} äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ R,

3. òîæäåñòâî Ëåéáíèöà: {f, gh} = g{f, h}+ {f, g}h,

4. òîæäåñòâî ßêîáè: {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè, êîñîñèììåòðè÷íîñòè è òîæäåñòâî Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì, ÷òî

ëþáàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè Mn ìîæåò áûòü çàäàíà ïðè ïîìîùè êîñîñèììåòðè÷å-

ñêîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïà (2, 0) ïî ôîðìóëå:

{f, g} = Aij
∂f

∂xi
∂g

∂xj
.

Â ëþáûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, x2, . . . , xn) êîìïîíåíòû Aij òåíçîðà Ïóàññîíà èìåþò

âèä Aij = {xi, xj}. Èñõîäÿ èç òîæäåñòâà ßêîáè, ïîëó÷àåì, ÷òî êîñîñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå

ïîëå A òèïà (2, 0) íà ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì Ïóàññîíà äëÿ íåêîòîðîé ñêîáêè Ïóàññîíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ais
∂Ajk

∂xs
+ Aks

∂Aij

∂xs
+ Ajs

∂Aki

∂xs
= 0, ∀ i, j, k = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà äîñòàòî÷íî çàäàòü òåíçîð Ïóàññîíà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ

äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà ω, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì óñëîâèÿì:
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1. ω çàìêíóòà, òî åñòü dω = 0.

2. ω íåâûðîæäåíà â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü â ëþáûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

det Ω(x) 6= 0, ãäå Ω(x) = (ωij(x)) � ìàòðèöà ôîðìû ω.

Ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì. Èç

íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû ω ñëåäóåò, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ âñåãäà ÷åòíîìåðíû.

Ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì � òåíçîð Ïóàññîíà ïðè ýòîì

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Aijωjk = δik. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîæäåñòâî ßêîáè äëÿ òåíçîðà Ïóàññîíà

A áóäåò ýêâèâàëåíòíî çàìêíóòîñòè ôîðìû ω.

1.2 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

Ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ H íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω) çàäàåò íà íåì âåêòîðíîå

ïîëå vH , íàçûâàåìîå ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, îïðåäåëÿåìîå

òîæäåñòâîì

ω(u, vH) = u(H),

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, à u(H) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè H

âäîëü âåêòîðà u. Âåêòîðíîå ïîëå vH òàêæå èíîãäà íàçûâàþò êîñûì ãðàäèåíòîì ôóíêöèè H è

îáîçíà÷àþò sgradH. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , x2n) êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

èìåþò âèä:

(sgradH)i = ωij
∂H

∂xj
,

ãäå ωij � ýëåìåíòû ìàòðèöû îáðàòíîé ê ìàòðèöå Ω = (ωij).

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ẋ = sgradH íà ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω) íàçûâàþò ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìîé ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ôóíêöèþ H ïðè ýòîì íàçûâàþò åå ãàìèëüòîíèàíîì, à ìíî-

ãîîáðàçèå M2n � åå ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ôóíêöèþ f íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M íàçûâàþò ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîìH, åñëè îíà ïîñòîÿííà íà âñåõ òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû ẋ = vH òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà vH(f) = 0

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, {f,H} = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M2n íàçûâàåò-

ñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, f2, . . . , fn

òàêèõ, ÷òî:

1. f1, f2, . . . , fn � ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû,

2. ôóíêöèè f1, f2, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M2n, òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà M2n èõ

äèôôåðåíöèàëû ëèíåéíî íåçàâèñèìû: df1 ∧ . . . ∧ dfn 6= 0,
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3. {fi, fj} = 0 äëÿ ëþáûõ i è j,

4. âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad fi ïîëíû äëÿ âñåõ i, òî åñòü åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà èõ èíòåãðàëü-

íûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåëåí íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Â ýòîé ðàáîòå âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ñèñòåìû ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íà-

çûâàòü èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè. ×àñòî â êà÷åñòâå ïåðâîãî èíòåãðàëà f1 äëÿ èíòåãðèðóå-

ìîé ñèñòåìû áåðóò ãàìèëüòîíèàí H. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó îáîçíà÷àþò ÷åðåç

(M2n, ω,H = f1, . . . , fn) èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ÷åðåç (M2n, ω, f1, . . . , fn).

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ

ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòå-

ãðàëîâ f1, f2, . . . , fn.

Äëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû (M2n, ω, f1, . . . , fn) îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà íàçûâàþò îòîáðà-

æåíèå

F = (f1, f2, . . . fn) : M2n → Rn,

ñîïîñòàâëÿþùåå òî÷êå x ∈ M2n òî÷êó (f1(x), f2(x), . . . fn(x)) ∈ Rn. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ

ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

Tξ = {x ∈M2n | fi(x) = ξi, i = 1, 2, . . . , n}.

Ðåãóëÿðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëû dfi ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå Tξ.

Òîïîëîãèÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñîâìåñòíîé ðåãó-

ëÿðíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ åå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ.

Òåîðåìà 1.1 (Ëèóâèëëÿ). Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω) çàäàíà âïîëíå

èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ẋ = sgradH, è Tξ � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Òîãäà

1. Ëþáàÿ ñâÿçíàÿ è êîìïàêòíàÿ êîìïîíåíòà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ Tξ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãî-

îáðàçèåì (M2n, ω), äèôôåîìîðôíûì n-ìåðíîìó òîðó T n. Ýòîò òîð íàçûâàåòñÿ òîðîì

Ëèóâèëëÿ.

2. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà Ëèóâèëëÿ T n òðèâèàëüíî, òî åñòü

äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà T n íà äèñê Dn.

3. Â îêðåñòíîñòè U = T n ×Dn ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò s1, . . . , sn,

ϕ1, . . . , ϕn, íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûìè äåéñòâèå-óãîë, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) s1, . . . , sn � êîîðäèíàòû íà äèñêå Dn, ϕ1, . . . , ϕn � ñòàíäàðòíûå óãëîâûå êîîðäèíàòû

íà òîðå T n, ϕi ∈ R/2πZ.
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(b) ω =
∑
dϕi ∧ dsi.

(c) Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ si ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn.

(d) Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë ãàìèëüòîíîâ ïîòîê sgradH âûïðÿìëÿåòñÿ íà êàæäîì

òîðå Ëèóâèëëÿ èç îêðåñòíîñòè U , òî åñòü ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò

âèä:

ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, . . . , sn), i = 1, 2, . . . , n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì òîðå ïîòîê sgradH çàäàåò óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêîå

äâèæåíèå, à òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè îáìîòêàìè òîðà (ðàöèîíàëü-

íûìè èëè èððàöèîíàëüíûìè).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [4].

Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì òðàäèöèîí-

íî ðàññìàòðèâàþò íåñêîëüêî òèïîâ èõ èçîìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1,M1) è (v2,M2) ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ϕ : M1 → M2, ïåðåâîäÿùèé ñëîè Ëèóâèëëÿ

îäíîé ñèñòåìû â ñëîè äðóãîé.

Ýòî îòíîøåíèå ìîæíî íåìíîãî îñëàáèòü, òîãäà ïîëó÷àåì ïîíÿòèå ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâè-

âàëåíòíîñòè:

Îïðåäåëåíèå 1.2.4. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1,M1) è (v2,M2) ãðóáî ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, êî-

òîðûé ëîêàëüíî (ò.å. â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè) ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà

ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

1.3 Ïîíÿòèå êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Çàäà÷è íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè îáû÷íî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå, îäíàêî

÷àñòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü èõ â òàê íàçûâàåìîì êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâîì âèäå

ẋ = µ(x)sgradH(x),

ãäå ïðèâîäÿùèé ìíîæèòåëü µ(x) � çíàêîîïðåäåëåííàÿ íà âñåì ìíîãîîáðàçèè M2n ôóíêöèÿ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðàåêòîðèè ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ ïîñëå çàìåíû âðåìåíè

dτ = µ(x)dt,

ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ẋ = sgradH(x).

Êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðóåìîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åé ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.
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1.4 Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ëþáóþ ñêîáêó Ïóàññîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå A : T ∗M −→ TM . Òàê æå, êàê

è äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿH íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè

(M,A) îïðåäåëÿåò íà íåì âåêòîðíîå ïîëå vH , íàçûâàåìîå ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì ñ

ãàìèëüòîíèàíîì H, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

vH = A dH.

Ïî àíàëîãèè ñ ñèìïëåêòè÷åñêèì ñëó÷àåì âåêòîðíîå ïîëå vH ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü êîñûì

ãðàäèåíòîì ôóíêöèè H è îáîçíà÷àòü ÷åðåç sgradH.

Ëþáîå ïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà äèçúþíêòèâíîå îáú-

åäèíåíèå ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèìè ëèñòàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ îáëàäàåò

åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. À èìåííî, äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò

îäíîìó ñèìïëåêòè÷åñêîìó ëèñòó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíó èç íèõ ìîæíî ïåðåâåñòè â

äðóãóþ ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñäâèãîâ âäîëü ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Êàæ-

äûé îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ëèñò ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåííûì ìíîãîîáðàçèåì. Ýòî ñëåäóåò èç

òåîðåìû Äàðáó-Âåéíñòåéíà î ëîêàëüíîì óñòðîéñòâå ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (ïîäðîáíåå îá

ýòîé òåîðåìå ñì., íàïðèìåð, â [2]).

Òåîðåìà 1.2 (Äàðáó-Âåéíñòåéí). Â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ïóàññîíîâà ìíîãîîá-

ðàçèÿ Mn ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

p1, . . . , pm, q1, . . . , qm, s1, . . . , sk, (2m+ k = n),

â êîòîðûõ ñêîáêà Ïóàññîíà èìååò âèä

{pi, qj} = δij, {si, sj} = ϕij(s1, . . . , sk),

ãäå âñå ôóíêöèè ϕij îáðàùàþòñÿ â íîëü â òî÷êå x. Âñå îñòàëüíûå ïîïàðíûå ñêîáêè êîîðäèíàò-

íûõ ôóíêöèé ïðè ýòîì ðàâíû íóëþ.

Âèäíî, ÷òî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (pi, qj, sk) èç òåîðåìû Äàðáó�Âåéíñòåéíà, ñèìïëåê-

òè÷åñêèé ëèñò, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ëîêàëüíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè sk = 0.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà íåì èìååò âèä ω =
m∑

i=1

dpi ∧ dqi. Â îáùåì ñëó÷àå ïóàññîíîâà

ñòðóêòóðà çàäà¼ò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà êàæäîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå ïî ôîðìóëå

ω(vf , vg) = {f, g}.

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà ñèìïëåê-

òè÷åñêèõ ëèñòàõ ïóàññîíîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
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Íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M,A) äâå ôóíêöèè f è g íàçûâàþò êîììóòèðóþùèìè èëè

íàõîäÿùèìèñÿ â èíâîëþöèè, åñëè {f, g} = 0. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Êàçèìèðà ñêîáêè

Ïóàññîíà, åñëè îíà êîììóòèðóåò ñ ëþáîé äðóãîé ôóíêöèåé íà ìíîãîîáðàçèè îòíîñèòåëüíî ýòîé

ñêîáêè.

Ìíîãèå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû â ôèçèêå è ìåõàíèêå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð ôóíêöèé â èíâîëþöèè, ïðè ýòîì ÷àñòü èç ýòèõ ôóíêöèé � ýòî

ôóíêöèè Êàçèìèðà, ðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ êîòîðûõ çàäàþò íåîñîáûå ñèìïëåêòè÷åñêèå

ëèñòû ñêîáêè Ïóàññîíà, à îñòàâøèåñÿ ôóíêöèè çàäàþò èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó

íà ýòèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé âèä èìååò ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîé ðàáîòå

ñèñòåìà (ñì. îïèñàíèå ñèñòåìû â ïóíêòå 3.1).

1.5 Íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

Ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íà (M4, ω) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è ïåðâûì

èíòåãðàëîì F . Îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

H × F : M4 → R2(h, f).

Íàïîìíèì, ÷òî êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè íàçûâàþò òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîáðà-

æåíèÿ ìîìåíòà ìåíüøå äâóõ. Îáðàç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íàçûâàþò áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììîé. Èíîãäà â ëèòåðàòóðå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íàçûâàþò äèàãðàì-

ìîé Ñìåéëà. Îáû÷íî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç íàáîðà êðèâûõ è èçîëèðîâàííûõ

òî÷åê.

Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîé âèçóàëèçàöèè ñòðóêòóðû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

îòîáðàæåíèå ìîìåíòà è äâóìåðíûé êîìïëåêñ K, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûå êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, òî åñòü ìíîæåñòâ (H × F )−1(y),

ãäå òî÷êà y ∈ R2 ïðîáåãàåò îáðàç M4 ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. (À.Ò. Ôîìåíêî [6]) Êîìïëåêñ K íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì êîìïëåêñîì

äëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû.

Áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì sgradH è íå çàâèñèò îò âûáîðà

èíòåãðàëîâ.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì îïðåäåëåíèå îäíîãî îñîáîãî êëàññà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, à èìåí-

íî, ìû äàäèì îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííûõ òî÷åê äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñóùåñòâóåò îáùåå îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîñòè îñîáåííîñòåé îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà, êîòîðîå ìîæíî íàéòè â [4], íî, äëÿ ïðîñòîòû, ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâóõ

ñòåïåíåé ñâîáîäû.
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1.5.1 Íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà íîëü

Ïóñòü ξ � òî÷êà ðàíãà 0 äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

(M4, ω,H, F ), òî åñòü

dH|ξ = dF |ξ = 0.

Íà TξM
4 ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà

AH := Ω−1d2H, AF := Ω−1d2F,

êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ëèíåàðèçàöèÿìè âåêòîðíûõ ïîëåé sgradH è sgradF â òî÷êå ξ. Îáà îïåðà-

òîðà AH è AN óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

ATΩ + ΩA = 0,

ãäå Ω � ìàòðèöà ôîðìû ω|ξ, ïîýòîìó èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé

àëãåáðû Ëè sp(4,R). Òàê êàê ôóíêöèèH è F êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî ëèíåéíûå îïåðàòîðû

AH è AF ïîðîæäàþò â sp(4,R) íåêîòîðóþ êîììóòàòèâíóþ 2-ìåðíóþ ïîäàëãåáðó K(H,F ).

Îïðåäåëåíèå 1.5.2. Òî÷êà ξ ðàíãà íîëü îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé,

åñëè ïîäàëãåáðà K(H,F ) ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðîé â sp(4, R).

Êàðòàíîâñêèå ïîäàëãåáðû ñèìïëåêòè÷åñêîé àëãåáðû Ëè sp(2n,R) áûëè êëàññèöèðîâàíû Âè-

ëüÿìñîíîì (ïîäðîáíåå ñì. [4]). Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðîâåðêè

êàðòàíîâîñòè ïîäàëãåáðû K(H,F ): êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà sp(4,R) ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâñêîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà äâóìåðíà, è ñðåäè åå ýëåìåíòîâ íàéäåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð

ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò òîëüêî 4 íåñîïðÿæåí-

íûõ ìåæäó ñîáîé êàðòàíîâñêèõ ïîäàëãåáð â sp(4,R), è òèï ïîäàëãåáðû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

ñïåêòðîì îïåðàòîðà îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé

íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê ðàíãà íîëü.

Óòâåðæäåíèå 1.5.1. Òî÷êà ξ ∈ (M,ω) ðàíãà 0 äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà èíòåãðèðóåìîé

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M4, ω,H, F ) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ëèíåàðèçàöèè AH è AF â òî÷êå ξ ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé sgradH è sgradF îáëàäàþò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. îïåðàòîðû AH è AF ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

2. ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λAH + µAF , êîòîðàÿ èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íåíó-

ëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì, íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà ðàíãà 0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì ëþáîé ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè λAH +µAF áåç íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. À èìåííî, òèï òî÷êè ñëåäóþùèì

îáðàçîì çàâèñèò îò òèïà ñïåêòðà:
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� öåíòð-öåíòð � ÷èñòî ìíèìûå êîðíè: iα,−iα, iβ,−iβ;

� öåíòð-ñåäëî � äâà âåùåñòâåííûõ è äâà ìíèìûõ êîðíÿ: −α, α, iβ,−iβ;

� ñåäëî-ñåäëî � âåùåñòâåííûå êîðíè: −α, α,−β, β;

� ôîêóñ-ôîêóñ � êîìïëåêñíûå êîðíè: α− iβ, α + iβ,−α + iβ,−α− iβ.

Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè ðàíãà 0 ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëÿåòñÿ åå òèïîì.

Òåîðåìà 1.3 (Ðþññìàí). Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M4, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω è ôóíêöèè

H è F ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííî - àíàëèòè÷åñêèìè. Òîãäà â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé îñî-

áîé òî÷êè ðàíãà íîëü ξ ∈ M4 âñåãäà ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû (p1, q1, p2, q2), â

êîòîðûõ ôóíêöèè H è F îäíîâðåìåííî ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1. ñëó÷àé öåíòð-öåíòð: H = H(p21 + q21, p
2
2 + q22), F = F (p21 + q21, p

2
2 + q22),

2. ñëó÷àé öåíòð-ñåäëî: H = H(p1q1, p
2
2 + q22), F = F (p1q1, p

2
2 + q22),

3. ñëó÷àé ñåäëî-ñåäëî: H = H(p1q1, p2q2), F = F (p1q1, p2q2),

4. ñëó÷àé ôîêóñ-ôîêóñ: H = H(p1q1 + p2q2, p1q2 − p2q1), F = F (p1q1 + p2q2, p1q2 − p2q1).

Ïîäðîáíåå î òåîðåìå Ðþññìàíà è åå ìíîãîìåðíûõ àíàëîãàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [4].

Çàìåòèì, ÷òî íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ òåì, êàê óñòðîåíû

áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â îêðåñòíîñòè îáðàçîâ ýòèõ òî÷åê. Ñõåìàòè÷íî áèôóðêàöèîííûå

äèàãðàììû äëÿ îêðåñòíîñòåé èç òåîðåìû 1.3 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.1 (íàïðèìåð, äëÿ òî÷êè ñåäëî

� ñåäëî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç äâóõ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ):

Ðèñ. 1.1: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ íåâûðîæäåííûõ òî÷åê ðàíãà 0.
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1.5.2 Íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà îäèí

Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êó x ðàíãà 1 èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M4, ω,H, F ). Òîãäà

â ýòîé òî÷êå äèôôåðåíöèàëû dH è dF çàâèñèìû, òî åñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ è µ ò.÷.

λdH(x) + µdF (x) = 0.

Çäåñü λ è µ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïóñòü L � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî (â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê M4), ïîðîæäåííîå ëèíåéíî çàâèñèìûìè âåêòîðàìè

sgradH, sgradF , à L
′
� òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå ê L â ñìûñëå ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ôîðìû. Òîãäà L � èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó L ⊂ L
′
è ôàêòîð L

′
/L îáëàäàåò

åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé 2-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà {R2, ω0}. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç v âåêòîðíîå ïîëå λ sgradH + µ sgradF , îáðàùàþùååñÿ â íîëü â òî÷êå x, à ÷åðåç Av

ëèíåàðèçàöèþ ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷êå x. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Av ñîõðàíÿåò

ïðîñòðàíñòâà L è L
′
, ïîýòîìó îí ïîðîæäàåò îïåðàòîð Âv íà L

′
/L, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì

sp(2,R).

Îïðåäåëåíèå 1.5.3. Òî÷êà x ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó îïåðàòîðà Âv åñòü íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Òàê êàê ôóíêöèè H è F êîììóòèðóþò, ïðîñòðàíñòâî L ëåæèò â ÿäðå îïåðàòîðà Av, ïîýòîìó

ñïåêòð îïåðàòîðà AF îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà ÂF äîáàâëåíèåì íóëåé.

Îïðåäåëåíèå 1.5.4. Íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà ðàíãà 1 íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé, åñëè ñïåêòð

Av ñîäåðæèò ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ñïåêòð Av èìååò

âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Â êàæäîì êîìïàêòíîì ñëîå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 1 îáðàçóþò

íàáîð êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Âñå òî÷êè êàæäîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé èìåþò îäèí è òîò æå

òèï (ýëëèïòè÷åñêèé èëè ãèïåðáîëè÷åñêèé). Óñòðîéñòâî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ

ñëîåâ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ñîäåðæàùèõ òîëüêî íåâûðîæäåííûå òî÷êè, ïîäðîáíî îïèñàíî â

êíèãå Áîëñèíîâà � Ôîìåíêî [4].

Â äàííîé ðàáîòå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî äâå íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ðàíãà 1, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè A è B. Â îñîáîì ñëîå äëÿ ïåðåñòðîéêè

òèïà A ñîäåðæèòñÿ îäíà ýëëèïòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü, à äëÿ ïåðåñòðîéêè òèïà B � îäíà ãèïåðáî-

ëè÷åñêàÿ. Îáå îñîáåííîñòè ðàñïàäàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ðåãóëÿðíîãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (òî åñòü

òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ D1×S1 íà îêðóæíîñòè) è íåâûðîæäåííîé îñîáåííîñòè íà äâóìåðíîì

ìíîãîîáðàçèè (òî åñòü îñîáåííîñòè, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ìîðñà íà äâóìåðíîì ñèìïëåêòè÷å-

ñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2, ω)). Ïåðåñòðîéêè A è B îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýòèì ñâîéñòâîì �

õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî äâå ìîðñîâñêèõ îñîáåííîñòè íà 2-ìåðíûõ ìíîãîîáðà-

çèÿõ ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé â ñëîå. Îáå îíè ñèìâîëè÷åñêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.2.
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Ðèñ. 1.2: Ìîðñîâñêèå îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè 1.

1.6 Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

1.6.1 Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

Èçîýíåðãåòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè íàçûâàþòñÿ òðåõìåðíûå ïîâåðõíîñòè âèäàQ3
h = {x ∈M4|H(x) =

h}. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå h, ïðè êîòîðûõ Q3
h êîìïàêòíà è dH 6= 0 íà Q3

h. Òîãäà Q
3
h

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M4 è âåêòîðîíîå ïîëå v = sgradH íèãäå íå

îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Òî÷êó x ∈ Q3 áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêîé, åñëè âåêòîðû sgradH è sgradF

â íåé ëèíåéíî çàâèñèìû.

Îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà � ýòî â

òî÷íîñòè òå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûå ïîïàëè êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ ê ýòèì

ïîâåðõíîñòÿì íåïðèìåíèìà.

Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé àíàëîã ôóíêöèè Ìîðñà, ò.ê. ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà Q3 íå ìîãóò áûòü èçîëèðîâàííû, à çíà÷èò íåò ñìûñëà

ïðåäïîëàãàòü, ÷òîáû äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F ÿâëÿëñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

Îïðåäåëåíèå 1.6.2. Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Áîòòà íà äàííîé

èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3, åñëè âñå åãî êðèòè÷åñêèå òî÷êè îðãàíèçîâàííû â íåâûðîæ-

äåííûå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì íåêî-

òîðûõ ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, ïðè÷åì êàæäîå èç íèõ íåâûðîæäåííî â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2F íåâûðîæäåí íà ïîäïðîñòðàíñòâå, òðàíñâåðñàëüíîì ê ïîäìíîãîîáðà-

çèþ â êàæäîé åãî òî÷êå. Òî åñòü, îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè F íà òðàíñâåðñàëü ê ïîäìíîãîîáðàçèþ

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

Óòâåðæäåíèå 1.6.1 ([4], òîì 1, ãëàâà 1). Ñâÿçíûå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ èíòåãðàëà F

íà Q3
h äèôôåîìîðôíû ëèáî îêðóæíîñòè, ëèáî òîðó, ëèáî áóòûëêå Êëÿéíà.

Äàëåå â òåêñòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ êðèòè-

÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè.
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1.6.2 Ñòðóêòóðà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F îïðåäåëÿåò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñò

Q3. Åñëè ñòÿíóòü êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ â òî÷êó, òî ìû

ïîëó÷èì íåêîòîðûé îäíîìåðíûé ãðàô � áàçó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ,

íàä êàæäîé òî÷êîé ðåáåð òàêîãî ãðàôà �âèñèò� îäèí òîð Ëèóâèëëÿ, à íàä âåðøèíàìè � îñîáûå

ñëîè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòóþ îñîáóþ ïîâåðõíîñòü Q3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â áîòòîâñêîì

ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî Ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âîç-

ìîæíûõ ïåðåñòðîåê (áèôóðêàöèé), åñëè ôèêñèðîâàíî êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà

ñèíãóëÿðíîì ñëîå.

Îïðåäåëåíèå 1.6.3 (À. Ò. Ôîìåíêî). Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè îêðåñòíîñòè îñîáîãî

ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì.

Ñ êîíñòðóêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, 3-àòîì � ýòî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñòðóêòóðîé ñëî-

åíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ñèíãóëÿðíûé ñëîé. Ãðàíèöà ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà òîðîâ. Êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà ñèíãóëÿðíîì ñëîå íàçûâàåòñÿ

ñëîæíîñòüþ àòîìà. Â êíèãå À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âîç-

ìîæíûõ 3-àòîìîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ñëîæíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî àòîìû

A è B.

Åñëè êàæäîé âåðøèíå ãðàôà, îòâå÷àþùåãî ñëîåíèþ Ëèóâèëëÿ, ñîïîñòàâèòü ïîäõîäÿùèé 3-

àòîì, òî ïîëó÷èì ãðóáóþ ìîëåêóëó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà íåñåò èíôîðìàöèþ î

ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ è ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó âáëèçè êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê

è ñèíãóëÿðíûõ ñëîåâ.

Òåîðåìà 1.4 ([4], òîì 1, ãëàâà 3). Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1, Q
3
1) è (v2, Q

3
2)

ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïà-

äàþò.

1.6.3 Ìàòðèöû ñêëåéêè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

3-àòîìû îïèñûâàþò ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðû ñëîåíèÿ ãëîáàëüíî íà âñåì Q3 íóæíî çíàòü ãîìåîìîðôèçìû,

ïî êîòîðûì ñêëåèâàþòñÿ ãðàíèöû 3-àòîìîâ. Åñëè íà ãðàíè÷íûõ àòîìàõ óêàçàòü ïî ïàðå áàçèñ-

íûõ öèêëîâ, òî ñêëåèâàþùèé ãîìåîìîðôèçì áóäåò çàäàâàòüñÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé 2× 2 ñ

îïðåäåëèòåëåì ±1. Ïðè ýòîì áàçèñíûå öèêëû ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Äëÿ êàæäîãî 3-àòîìà ìîæíî îïðåäåëèòü ïî îäíîìó êàíîíè÷íîìó áàçèñíîìó öèêëó íà êàæäîì

åãî ãðàíè÷íîì òîðå. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ öèêëà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì

ñèñòåìû. Âûáðàòü âòîðîé áàçèñíûé öèêë òàêèì æå êàíîíè÷íûì ñïîñîáîì óæå íå ïîëó÷àåòñÿ.
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Ïîýòîìó îãðàíè÷èâàþòñÿ âûáîðîì ñðàçó ìíîæåñòâà öèêëîâ, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè îáùèìè

ñâîéñòâàìè. Âìåñòå ñ ïåðâûì áàçèñíûì öèêëîì îíè îáðàçóþò äîïóñòèìóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

íà ãðàíè÷íîì òîðå 3-àòîìà (ïîäðîáíåå ñì. [4]).

Èíâàðèàíòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû çàìåí äîïóñòèìûõ êîîðäèíàò íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ñêëååê

ìîëåêóëû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûå ìåòêè r, ε è n. Îíè ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìàòðèöàì ñêëååê. Ìåòêè

r è ε ðàññòàâëÿþòñÿ íà êàæäîì ðåáðå ìîëåêóëû, à ìåòêà n ñòàâèòñÿ ñðàçó íà ãðóïïå àòîìîâ,

íàçûâàåìîé ñåìüåé.

×èñëîâûå ìåòêè èìåþò íàãëÿäíûé òîïîëîãè÷åñêèé ñìûñë. Ìåòêà r ∈ {Q ∩ [0, 1) ∪ ∞} íà
ðåáðå îïðåäåëÿåò áåççíàêîâûé èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ áàçèñíûõ öèêëîâ

áèôóðêàöèé, êîòîðûå ñîåäèíåíû ñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðîì. Ìåòêà ε ∈ {1,−1} ãîâîðèò î ñî-

ãëàñîâàííîñòè èëè íåñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé äâóõ áèôóðêàöèé.

Ñìûñë ìåòêè n ∈ R áîëåå ñëîæíûé.

Îïðåäåëåíèå 1.6.4. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà W ñíàáæåííàÿ ìåòêàìè ri, εi è ni íàçàâàåòñÿ èíâàðèàí-

òîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà èëè ìå÷åíîé ìîëåêóëîé

Òåîðåìà 1.5 (À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã, [4], òîì 1, ãëàâà 4). Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû

ñèñòåìû (v1, Q
3
1) è (v2, Q

3
2) ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ

ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.
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Ãëàâà 2

Øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì íà ïëîñêîñòè

2.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïåðâûå èíòåãðàëû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êà÷åíèè óðàâíîâåøåííîãî äèíàìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî øàðà ïî àáñî-

ëþòíî øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà ðàâíà

íóëþ. Äâèæåíèå øàðà â ïðîåêöèÿõ íà ãëàâíûå îñè, ñâÿçàííûå ñ øàðîì, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-

ÿìè {
Ṁ = M × ω, M = Jω − d(γ, ω)γ, J = I + dE,

γ̇ = γ × ω, d = mr2 ≥ 0, E = ‖δij‖.
(2.1)

ãäå ω - âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, γ - îðò âåðòèêàëè, I =diag(I1, I2, I3) - òåíçîð èíåðöèè øàðà

îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà, m - ìàññà øàðà, r - åãî ðàäèóñ. Âåêòîð M èìååò ñìûñë êèíåòè÷åñêîãî

ìîìåíòà øàðà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà. Ñ.À. ×àïëûãèí [12] ïîêàçàë, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà

äîïóñêàåò ÷åòûðå ïåðâûõ èíòåãðàëà:

H =
1

2
(M,ω), N = (M,M), C = (M,γ), G = (γ, γ).

Åñëè òåïåðü çàêðåïèòü âíóòðü øàðà ðîòîð, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.1) ïðèìóò âèä:

{
Ṁ = (M +K)× ω,
γ̇ = γ × ω,

(2.2)

ãäå K � ïîñòîÿííûé âåêòîð ìîìåíòà ðîòîðà. Ïðè ýòîì îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.2)

îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè. Ñèñòåìà îáëàäàåò àíàëîãè÷íûìè ÷åòûðüìÿ èíòåãðàëàìè:

H =
1

2
(M,ω), N = (M +K,M +K), C = (M +K, γ), G = (γ, γ).

Ñîãëàñíî [9], ñèñòåìû (2.1) è (2.2) ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâûìè (òî åñòü âèäà ẋ =

µ(x)sgradH(x)) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è ïðèâîäÿùèì ìíîæèòåëåì

µ(M,γ) = 1/
√

1− d(γ, J−1γ)
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îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà, êîòîðàÿ â êîîðäèíàòàõ (M,γ) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

{Mi,Mj} = εijkρ(Mk +Kk − gγk),
{Mi, γj} = εijkργk,

{γi, γj} = 0,

(2.3)

ãäå εijk � òåíçîð Ëåâè-×èâèòòà. Ïðè ýòîì áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ρ =
√

1− d(γ, J−1γ), (2.4)

g = d(ω, γ) =
d(J−1M,γ)

1− d(γ, J−1γ)
. (2.5)

Âòîðîå ðàâåíñòâî â ôîðìóëå (2.5) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ôîðìóëû M = Jω − d(γ, ω)γ ñè-

ñòåìû (2.1), åñëè äîìíîæèòü åå íà J−1 è âçÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ âåêòîðîì γ. Èñïîëüçóÿ

ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ (ω, γ) èç (2.5), ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü âåêòîð ω è ãàìèëüòîíèàí H â

êîîðäèíàòàõ (M,γ):

ω = J−1M + gJ−1γ, (2.6)

H =
1

2
(M,J−1M) +

1

2
g(M,J−1γ). (2.7)

Ïîñëå ýòîãî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂H

∂M
= ω;

∂H

∂γ
= gω.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [7] À.Þ.Ìîñêâèíà áûëà äîïóùåíà îøèáêà ïðè âûïèñûâàíèè ñêîáêè

Ïóàññîíà. Â ôîðìóëàõ (2.3) ýòà îøèáêà èñïðàâëåíà áëàãîäàðÿ È.Ê. Êîçëîâó.

Äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà (2.3) èíòåãðàëû C è G ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà. Îíè ðàññëàè-

âàþò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî R6(M,γ) íà ÷åòûðåõìåðíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû

M4
c,a = {C = c,G = a}.

Çàìå÷àíèå 1. Â äàëüíåéøåì â ðàáîòå ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G = 1, ïîòîìó ÷òî ïðè

çàìåíå êîîðäèíàò è ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (2.2) ïî ôîðìóëàì

M̂ = M, γ̂ = αγ, d̂ =
d

α2
,

ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, ãàìèëüòîíèàí H è äîïîëíèòåëüíàé èíòåãðàë N íå ìåíÿ-

þòñÿ, à ôóíêöèè Êàçèìèðà C è G óìíîæàþòñÿ íà α è α2 ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîãîîáðàçèå M4
c,1

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M4
c .

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò (M, γ) −→ (M, −γ) ãàìèëüòîíèàí H, äîïîëíèòåëü-

íûé èíòåãðàë N è èíòåãðàë G ñîõðàíÿþòñÿ, à èíòåãðàë C ìåíÿåò çíàê. Òàêèì îáðàçîì, áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c ≥ 0.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ îãðàíè÷åíèé èíòåãðàëîâ H è N íà ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

M4
c

Ĥ := H|M4
c
, N̂ := N |M4

c
.

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

Ĥ × N̂ : M4
c → R2(h, n). (2.8)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2.1) ïðè d = 0 ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà, à ñèñòåìà

(2.2) ïðè d = 0 � äëÿ ñëó÷àÿ Æóêîâñêîãî [10].

Äîãîâîðåííîñòè:

1. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òåíçîðà I. Ïðè

ýòîì äëÿ ïðîñòîòû óïîðÿäî÷èì ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè 0 < I1 < I2 < I3 .

2. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ðîòîðà K = (K1, K2, K3) íå

îáðàùàþòñÿ â íîëü.

2.2 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì áûëè ïîñòðîåíû À.Þ. Ìîñêâèíûì

â åãî ðàáîòå [7].

Òåîðåìà 2.1 (À.Þ. Ìîñêâèí, [7]). Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (2.8)

ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ

1. íàáîðà êðèâûõ σ

n(λ) = λ2
(

K2
1

(J1 − λ)2
+

K2
2

(J2 − λ)2
+

K2
3

(J3 − λ)2
− c2

(d− λ)2

)
+ c2, n > c2,

2h(λ) =
K2

1J1
(J1 − λ)2

+
K2

2J2
(J2 − λ)2

+
K2

3J3
(J3 − λ)2

− dc2

(d− λ)2
.

(2.9)

2. îòðåçêà σ0 ïðè c = 0

n = 2dh− d(I−1K,K), n ∈ [0, d2(I−1K, I−1K)],

3. ëó÷à σi , åñëè Ki = 0

n = 2Jih−
dc2

Ii
−
∑

j 6=i

K2
j

Ij − Ii
, n ≥ c2 + J2

i

(∑

j 6=i

K2
j

(Ij − Ii)2
− c2

I2i

)
,

4. îòðåçêà τ íà ïðÿìîé n = c2.
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5. òî÷êè T0 = {h = 0, n = (K,K)} ïðè c2 ≤ (K,K).

Ðèñ. 2.1: Áèôóðêàöèîííûå êîìïëåêñû, K = (1, 1, 1), I = (1, 2, 3), d = 1
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì (2.1) è (2.2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî n ≥ c2, ïîýòîìó íà áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììå áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü îãðàíè÷èòåëüíàÿ ïðÿìàÿ n = c2. Ïðè ýòîì τ ÿâëÿåòñÿ

íàèìåíüøèì îòðåçêîì ýòîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùèì âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ σ, σ0, σi è òî÷êè

T0 ñ ïðÿìîé n = c2.

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñèñòåìû (2.2) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.1. Âåðõíèé ëåâûé êîìïëåêñ

ñîîòâåòñòâóåò c = 0. Äàëåå c óâåëè÷èâàåòñÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû (ñì. ðèñ. 2.1) ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, êîãäà c2

äîñòèãàåò çíà÷åíèé n, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòàì òî÷åê âîçâðàòà L1, L2, L3.

Çàìå÷àíèå 4. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû òî÷êè L1, L2, L3 ìîãóò ïðèíèìàòü

ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ íà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ. À èìåííî ïðè âîçðàñ-

òàíèè c ïåðâîé ñòîëêíóòüñÿ ñ ïðÿìîé n = c2 ìîæåò ëèáî òî÷êà L1, ëèáî òî÷êà L2. Òàêæå

òî÷êà L3 îòíîñèòåëüíî îñè h ìîæåò ïðèíèìàòü 3 òèïà ïîëîæåíèé: íèæå òî÷êè L2, ìåæäó

òî÷êàìè L1 è L2, âûøå òî÷êè L1.

Çàìå÷àíèå 5. Íà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ (ñì. ðèñ. 2.1) êðèâûå ðàñïîëàãàþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

1. Îòðåçîê σ0 ñîåäèíÿåò òî÷êè P0 è Z.

2. Êðèâàÿ σ, λ ∈ (−∞, 0) ñîåäèíÿåò òî÷êè S è T0 èëè òî÷êè F è T0.

3. Êðèâàÿ σ, λ ∈ (0, d) ñîåäèíÿåò òî÷êè S è Z â ñëó÷àå c = 0 èëè òî÷êè S è S0, ïðîõîäÿ

ïðè ýòîì ÷åðåç òî÷êó L3, êîãäà c > 0.

4. Êðèâàÿ σ, λ ∈ (d, J1) óõîäèò âïðàâî èç òî÷êè P , êîãäà c > 0, èëè èç òî÷êè Z, êîãäà c = 0.

5. Êðèâàÿ σ, λ ∈ (J1, J2) � ýòî êðèâàÿ ñ òî÷êîé âîçâðàòà L1.

6. Êðèâàÿ σ, λ ∈ (J2, J3) � ýòî êðèâàÿ ñ òî÷êîé âîçâðàòà L2.

7. Êðèâàÿ σ, λ ∈ (J3,+∞) óõîäèò âïðàâî èç òî÷êè T0, êîãäà c
2 ≤ (K,K), èëè èç òî÷êè F ,

êîãäà c2 > (K,K).

Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò À.Þ. Ìîñêâèíà, ïîÿñíÿþùèé áèôóðêàöèîí-

íóþ äèàãðàììó.

Óòâåðæäåíèå 2.2.1. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (2.8) ìîæíî ðàçáèòü íà

ñëåäóþùèå 4 ãðóïïû:

1. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 0. Ìíîæåñòâî ýòèõ òî÷åê ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ v, äëÿ êîòîðûõ ω 6= 0, è äâóõ òî÷åê {M = 0, γ = ± K

|K|}, äëÿ
êîòîðûõ ω = 0, c = ±|K| è h = 0. Äëÿ âñåõ òî÷åê ðàíãà 0 çíà÷åíèå èíòåãðàëà n = c2.
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2. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1, â êîòîðûõ sgradH = 0. Ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâîì íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ v, ò.÷. ω = 0. Ýòè òî÷êè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè

c2 < (K,K) è îíè îáðàçóþò êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü â ïðîîáðàçå òî÷êè T0 (òî åñòü

òî÷êè h = 0, n = (K,K)).

3. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1, â êîòîðûõ sgradN = 0. Äëÿ ýòèõ òî÷åê M + K = c γ, à

âåêòîð ω íå êîëëèíåàðåí γ è M +K. Çíà÷åíèå èíòåãðàëà n = c2, òî åñòü òî÷êè ëåæàò

â ïðîîáðàçàõ äóãè τ .

4. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1, â êîòîðûõ sgradN = 2λ sgradH, ãäå λ 6= 0. Â ýòèõ òî÷êàõ

âåêòîðà M = K è γ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è Jω+K = λω. Ýòè òî÷êè ëåæàò â ïðîîáðàçå

äóã σ, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè λ ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì êðèâûõ.

Óòâåðæäåíèå 2.2.2. Ïóñòü âñå êîìïîíåíòû ðîòîðà Ki 6= 0. Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (2.2) âñå

ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ ïðè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (2.8) èìåþò

òèï A èëè B.

Äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, îòâå÷àþùèå ïåðåñòðîéêàì òèïà B, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.1

òîíêèìè ëèíèÿìè, à äóãè, îòâå÷àþùèå ïåðåñòðîéêàì òèïà A � æèðíûìè ëèíèÿìè.

Â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî d = 0, ïîýòîìó îòðåçîê σ0 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé. Áèôóðêàöèîííàÿ äèà-

ãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ Æóêîâñêîãî, êîãäà âñå Ki 6= 0 áûëà âïåðâûå ïîñòðîåíà Õàðëàìîâûì [11].

Òàì æå ïðîèçâåäåí òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç. À áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â ñëó÷àå, êîãäà ðîòîð

K = 0 âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà Êèëèíûì [1].

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òîíêîãî ëèóâèëëåâîãî àíàëèçà ñèñòåìû áûëà ïðîâåðåíà íåâûðîæäåííîñòü

îñîáåííîñòåé è îïèñàíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

(2.8).

Â äàííîé ñèñòåìå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî äâå íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ðàíãà 1, ñîîòâåòñò-

âóþùèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè A è B. Â îñîáîì ñëîå äëÿ ïåðå-

ñòðîéêè òèïà A ñîäåðæèòñÿ îäíà ýëëèïòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü, à äëÿ ïåðåñòðîéêè òèïà B � îäíà

ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Íà ðèñóíêå 2.2 íèæå ïðèâåäåíû 6 áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, îáíàðóæåííûõ â ðåçóëüòàòå

êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Èñõîäÿ èç ôîðìóë áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì â òåîðåìå 2.1, åäèíñòâåííûå òî÷êè, ÷üå âçà-

èìíîå ïîëîæåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà R(h, n) ìû íå ìîæåì òî÷íî îïðåäåëèòü, ýòî òî÷êè

âîçâðàòà L1, L2, L3. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êðîìå óêàçàííûõ íà ðèñóíêå 2.2 ìîãëè áû ñóùåñòâî-

âàòü åùå òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, òî ýòî áûëè áû òîëüêî äèàãðàììû c ðèñóíêà 2.3.

Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ìíîãî÷èñëåííûõ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ïðè

óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c òî÷êà L3 ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé n = c2 ñî çíà÷èòåëüíî áîëüøåé

ñêîðîñòüþ, ÷åì òî÷êè L1 è L2. Íà îñíîâå äàííîãî íàáëþäåíèÿ áûëà ñôîìóëèðîâàíà ãèïîòåçà:

37



Ðèñ. 2.2: Òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, îáíàðóæåííûå â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ.

а) б) в)

г) д) е)

Ðèñ. 2.3: Òèïû áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, êîòîðûå íå áûëè îáíàðóæåíû â ðåçóëüòàòå êîìïüþ-

òåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Ãèïîòåçà 1. Ïåðå÷èñëåííûå íà ðèñóíêå 2.2 øåñòü òèïîâ îáíàðóæåííûõ â ðåçóëüòàòå êîì-

ïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äèàãðàìì à) � å) èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå òèïû áèôóðêàöè-

îííûõ äèàãðàìì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â òîì ÷èñëå, íè ïðè êàêèõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íå ðåàëèçóþòñÿ áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû æ) � ë) íà ðè-

ñóíêå 2.3.

2.3 Îïðåäåëåíèå òèïîâ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0

Îïèñàíèå òèïîâ íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âñå êîìïîíåíòû ðîòîðà K íå ðàâíû 0. Òîãäà îáðàçû òî÷åê ðàíãà 0 îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà (2.8) � ýòî ñëåäóþùèå òî÷êè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû:

1. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ σ, çàäàííûõ óðàâíåíèåì (2.9), ñ ïðÿìîé n = c2 ïðè λ 6= 0 è

c 6= 0.

2. Òî÷êè L̂1, L̂2 = {2h =
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− dc2

(d− λ)2
, n = c2} ïðè c2 = (d− λ)2

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2
.

3. Òî÷êà Ŝ = {2h =
3∑

i=1

K2
i

Ji
− c2

d
, n = c2} ïðè c2 = d2

3∑

i=1

K2
i

J2
i

.

4. Òî÷êà P0 = {h =
1

2
(I−1K,K), n = c2}, åñëè c = 0.

5. Òî÷êà T̂0 = {h = 0, n = c2}, åñëè c2 = (K,K).

Â ïðîîáðàçå òî÷åê L̂1, L̂2 è Ŝ ëåæèò ïî îäíîé âûðîæäåííîé òî÷êå ðàíãà 0.

Â ïðîîáðàçå òî÷êè P0 ëåæàò äâå òî÷êè òèïà öåíòð�öåíòð.

Â ïðîîáðàçå òî÷êè T̂0 ëåæèò îäíà òî÷êà òèïà öåíòð�öåíòð.

Â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè èç ñåìåéñòâà 1 ëåæèò îäíà íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà ðàíãà 0. Ïðè

ýòîì

� Ýòî òî÷êà òèïà öåíòð�öåíòð, åñëè (λ−D) det(J − λE)n′λ > 0.

� Ýòî òî÷êà òèïà öåíòð�ñåäëî, åñëè (λ−D) det(J − λE)n′λ < 0.

� Ýòî âûðîæäåííàÿ òî÷êà ðàíãà 0, åñëè (λ−D) det(J − λE)n′λ = 0.

Çàìå÷àíèå 6. 1. Îáðàçû âñåõ òî÷åê ðàíãà 0 ëåæàò íà ïðÿìîé n = c2.

2. Òî÷êà Ŝ � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ σ ñ ïðÿìîé n = c2 â òî÷êå λ = 0 â ñëó÷àå,

êîãäà îíà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé âîçâðàòà L3.
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3. Òî÷êà P0 � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ σ0 è τ .

4. Òî÷êà T̂0 � ýòî òî÷êà T0 â ñëó÷àå, êîãäà îíà ëåæèò íà ïðÿìîé n = c2.

5. Òî÷êè L̂1, L̂2 � ýòî òî÷êè âîçâðàòà L1, L2 êðèâûõ σ, êîãäà îíè ëåæàò íà ïðÿìîé n = c2.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì íà ðèñ. 2.1 âåðíî ñëåäóþùåå:

1. Â ïðîîáðàçå òî÷åê P,U,G, F, S0 ëåæèò ïî îäíîé òî÷êå òèïà öåíòð�öåíòð.

2. Â ïðîîáðàçå òî÷åê Q è R ëåæèò ïî îäíîé òî÷êå òèïà öåíòð�ñåäëî.

3. Â ïðîîáðàçå òî÷êè P0 ëåæèò äâå òî÷êè òèïà öåíòð�öåíòð.

4. Â ïðîîáðàçå òî÷åê L1, L2, L3, S ëåæàò âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 1, êîòîðûå îáðàçóþò

ïî îäíîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè.

5. Â ïðîîáðàçå òî÷êè T0 ëåæèò îäíà íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ýëëèïòè-

÷åñêîãî òèïà.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîãî ðàçäåëà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2.

2.3.1 Àëãîðèòì ïðîâåðêè íåâûðîæäåííîñòè îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 ìû âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê ðàíãà

0 èç óòâåðæäåíèÿ 1.5.1. Îäíàêî, âíà÷àëå íàì ïðèäåòñÿ íåìíîãî îáîáùèòü ýòîò êðèòåðèé, ïî-

ñêîëüêó îí ñôîðìóëèðîâàí äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, à

øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî�ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íà ïóàññîíîâîì ìíî-

ãîîáðàçèè.

Âíà÷àëå ìû ïåðåéäåì îò ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ê ïóàññîíîâûì. Çàìåòèì, ÷òî â

ïóàññîíîâîì ñëó÷àå íåîáÿçàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åíèÿ ëèíåàðèçàöèè êîñûõ ãðàäèåíòîâ

èíòåãðàëîâ íà ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû.

Óòâåðæäåíèå 2.3.1. Ïóñòü F � ôóíêöèÿ íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Nm, A), à F̂ � îãðà-

íè÷åíèå ôóíêöèè F íà ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò (M2n, ω) ⊂ (Nm, A). Òîãäà ñïåêòð ëèíåàðèçàöèè

ïîëÿ sgradF îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà ëèíåàðèçàöèè ïîëÿ sgrad F̂ â îñîáîé òî÷êå x ∈ (M2n, ω)

äîáàâëåíèåì codimM2n = m− 2n íóëåé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå, íàïðèìåð,

ìîæíî íàéòè â ðàáîòå È.Ê. Êîçëîâà [8].
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Óòâåðæäåíèå 2.3.2. Ïóñòü â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (p1, . . . , pk, q1, . . . , qk,

z1, . . . , zm) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñêîáêà Ïóàññîíà èìååò âèä
k∑

i=1

∂

∂pi
∧ ∂

∂qi
. Ïóñòü x0 � êðè-

òè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ vF ñ ãàìèëüòîíèàíîì F . Òîãäà ëèíåà-

ðèçàöèÿ AF ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ vF èìååò âèä

AF =




∂2F

∂p ∂q

∂2F

∂q2

∂2F

∂q ∂z

−∂2F

∂p2
− ∂2F

∂p ∂q

− ∂2F

∂p ∂z

0 0 0



.

Óòâåðæäåíèå 2.3.3. Ïóñòü ôóíêöèè H è F íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè (Nm, A) çàäàþò èí-

òåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íà 4-ìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå (M4, ω) ⊂ (Nm, A),

è ïóñòü â òî÷êå x0 ∈ (M4, ω) âåêòîðíûå ïîëÿ sgradH è sgradF îáðàùàþòñÿ â íîëü. Òîãäà òî÷-

êà x0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé ðàíãà 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåàðèçàöèè AH

è AF âåêòîðíûõ ïîëåé sgradH è sgradF óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ñóùåñòâóþò äâå íåòðèâèàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè λ1AH + µ1AF è λ2AH + µ2AF ,

ñïåêòðû êîòîðûõ íå ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó.

2. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λAH + µAF , ó êîòîðîé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàç-

ëè÷íû è íå ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèÿ 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî ïóíêò (2) ýêâèâàëåíòåí ïóíêòó (2) óòâåð-

æäåíèÿ 1.5.1. Ïîñëå ýòîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ïóíêòîâ (1) äîñòàòî÷íî çàìå-

òèòü, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ AH è AF ëèíåéíî çàâèñèìû íà TM4, òî ñïåêòðû èõ

ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé λAH + µAF ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó.

Ïåðåéäåì òåïåðü îò ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ê êîíôîðìíî-ãàìèëüòîíîâûì. Â ýòîì ñëó÷àå âìå-

ñòî ëèíåàðèçàöèè êîñîãî ãðàäèåíòà ãàìèëüòîíèàíà sgradH ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèíåàðèçàöèþ

èñõîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v = µ sgradH.

Óòâåðæäåíèå 2.3.4. Ïóñòü âåêòîðîå ïîëå v îáðàùàåòñÿ â íîëü â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ M .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè µ : M → R ëèíåàðèçàöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ µ ·v â òî÷êå x îòëè÷àåòñÿ
îò ëèíåàðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ v â ýòîé òî÷êå äîìíîæåíèåì íà µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî v|x = 0, ïîëó÷àåì:

∂

∂xj
(µ · vi) =

∂µ

∂xj
vi + µ · ∂v

i

∂xj
= µ · ∂v

i

∂xj
.
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Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèÿ 2.3.3 è 2.3.4 ìû ïðîâåðèì íåâûðîæäåííîñòü òî÷åê ðàíãà 0 îòîáðà-

æåíèÿ ìîìåíòà (2.8). Äëÿ ýòîãî ìû ñäåëàåì ñëåäóþùåå:

1. Â ïóíêòå 3.3.2 ìû íàéäåì âñå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (2.8).

2. Çàòåì â ïóíêòå 3.3.3 ìû íàéäåì ëèíåàðèçàöèþ AN âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradN â ýòèõ òî÷êàõ

è âû÷èñëèì åãî ñïåêòð.

3. Â ïóíêòå 3.3.4 ìû íàéäåì ñïåêòð ëèíåàðèçàöèè Av èñõîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (2.2).

4. Íà îñíîâàíèè ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ Av è AN â ïóíêòå 3.3.5 ìû óñòàíîâèì íåâûðîæäåííîñòü

òî÷åê ðàíãà 0 è îïðåäåëèì èõ òèïû.

2.3.2 Êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0

Ëåììà 2.3. Îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 ñèñòåìû (2.2) ñ ðîòîðîì K áåç íóëåâûõ êîìïîíåíò ïðè

îòîáðàæåíèè ìîìåíòà (2.8) èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû:

1. Åñëè c 6= 0 è c 6= ±|K|: 


γ =

κ

c
ω,

M = Iω,
(2.10)

ãäå âåêòîð ω è ïàðàìåòð κ íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé:





ω = −(I − κE)−1K,

c2 = κ2
(

K2
1

(I1 − κ)2
+

K2
2

(I2 − κ)2
+

K2
3

(I3 − κ)2

)
.

(2.11)

2. Åñëè c = ±|K|, òî äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíà òî÷êà




γ =

K

c
,

M = ω = 0.
(2.12)

3. Åñëè c = 0: 


γ = ± ω

|ω| ,

M = −K,
(2.13)

ãäå ω = −I−1K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì ïóíêòîì óòâåðæäåíèÿ 2.2.1 òî÷êè ðàíãà 0 � ýòî ëèáî

òî÷êè (2.12), ëèáî íåïîäâèæíûå òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ v äëÿ íåêîòîðîãî ω 6= 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
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îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷åííóþ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.2) è

óñëîâèé íà ôóíêöèè Êàçèìèðà C è G:





(M +K)× ω = 0,

γ × ω = 0,

(M +K, γ) = c,

(γ, γ) = 1,

M = Iω + dγ × (ω × γ).

Ðåøàÿ åå, ïîëó÷àåì 



γ = ± ω

|ω| ,

M = cγ −K,
M = Iω.

(2.14)

Åñëè c = 0, òî ìû ñðàçó ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (2.13). Â ñëó÷àå c 6= 0 ââåäåì îáîçíà÷åíèå

κ := ± c

|ω| . Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (2.10), âûðàæàþùèå γ è M ÷åðåç ω.

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå íà âåêòîð ω èç (2.11) ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.10) â (2.14),

à óðàâíåíèå íà κ èç (2.11) ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ (γ, γ) = 1.

Ñëåäñòâèå 2. 1. Îáðàçû âñåõ òî÷åê ðàíãà 0 ëåæàò íà ïðÿìîé n = c2, áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ

òî÷åê ðàíãà 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî M +K = cγ.

2. Îáðàç òî÷êè, çàäàííîé ôîðìóëîé (2.12), ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé T̂0 èç òåîðåìû 2.2. Îáðàçû

âñåõ òî÷åê ðàíãà 0 ëåæàò íà êðèâûõ σ, çàäàííûõ ôîðìóëîé (2.9). Ïðè ýòîì, òàê æå êàê

è äëÿ òî÷åê ðàíãà 1 (ñì. ïóíêò 4 óòâåðæäåíèÿ 2.2.1) ïàðàìåòð λ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèé

Jω +K = λω.

3. Äëÿ òî÷åê ðàíãà 0 âûïîëíåíî òîæäåñòâî

λ = κ+ d

Ñëåäñòâèå 3. Çàâèñèìîñòü κ îò c2 èç (2.11) ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ãðàôèêîì c2 = f̂(κ)

íà ðèñóíêå 2.4

f̂(κ) = κ2
(

K2
1

(I1 − κ)2
+

K2
2

(I2 − κ)2
+

K2
3

(I3 − κ)2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ øåñòîé ñòåïåíè íà κ ïîëó÷àåì îò 1 äî 6 äåéñòâèòåëüíûõ ðåøå-

íèé. Êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòóåò ïî îäíîìó çíà÷åíèþ ω, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ âèäîì áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììû èç òåîðåìû 2.1. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (2.12), ñîîòâåñòâóåò

çíà÷åíèþ κ =∞ â ôîðìóëå (2.11).
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Ðèñ. 2.4: Çàâèñèìîñòü κ îò c2

2.3.3 Îïåðàòîð AN è åãî ñïåêòð

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì îïåðàòîð AN è íàéäåì åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå

âåêòîðà â îñîáûõ òî÷êàõ ðàíãà 0 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (2.8). Îïåðàòîð AN íàõîäèòñÿ ÿâíî êàê

ëèíåàðèçàöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

sgradN = 2ρ (−g γ × (M +K), γ × (M +K))

ñ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêîé â íåãî êîîðäèíàò îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 èç ëåììû 2.3.

Óòâåðæäåíèå 2.3.5. Â îñîáûõ òî÷êàõ ðàíãà 0 èç ëåììû 2.3 ëèíåàðèçàöèÿ ãàìèëüòîíîâîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradN èìååò âèä

AN = 2ρ

(
gQ −cgQ
−Q cQ

)
, ãäå Q =




0 γ3 −γ2
−γ3 0 γ1

γ2 −γ1 0


 .

Ñëåäñòâèå 4. Ñïåêòð îïåðàòîðà AN ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íóëåé è ïàðû êîìïëåêñíî�ñîïðÿæåííûõ

çíà÷åíèé: ±2 i (c+ g) ρ.

Åñëè c + g 6= 0, òî ÿäðî îïåðàòîðà AN ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè (0, γ), (γ, 0) è âåêòîðàìè

âèäà (cR,R), ãäå R � âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó γ (åñëè c+ g = 0, òî ÿäðî îïåðàòîðà AN

ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì).

Ïàðå êîìïëåêñíî�ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåíûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî,

ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè âèäà p = (−gP, P ), ãäå P � âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó γ. Ïðè

ýòîì

AN(AN p) = −4ρ2(c+ g)2p.
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2.3.4 Îïåðàòîð Av è åãî ñïåêòð

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ v, çàäàííîãî ôîðìóëîé (2.2).

Óòâåðæäåíèå 2.3.6. Â êîîðäèíàòàõ (M,γ) ìàòðèöà Av ëèíåàðèçàöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ v â

îñîáûõ òî÷êàõ ðàíãà 0 èç ëåììû 2.3 èìååò âèä:

Av

(
q

p

)
=

([
cγ ×

(
∂ω

∂M
q − 1

κ
q

)]
+

[
cγ × ∂ω

∂γ
p

]
,

[
γ × ∂ω

∂M
q

]
+

[
γ ×

(
∂ω

∂γ
p− c

κ
p

)])
,

ãäå ω çàäàíà ôîðìóëîé (2.6).

Â óòâåðæäåíèè 2.3.6 òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå R6 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðà 3-ìåðíûõ âåêòîðîâ

(p, q), à
∂ω

∂M
=

(
∂ωi
∂Mj

)
è
∂ω

∂γ
=

(
∂ωi
∂γj

)
� ýòî 3× 3 ìàòðèöû, ãäå i, j = 1, 2, 3.

Òåïåðü íàéäåì ñïåêòð îïåðàòîðà Av.

Óòâåðæäåíèå 2.3.7. Îïåðàòîð Av îáëàäàåò ñïåêòðîì σ(Av) = {0, 0,±i|ω|,±i
√

p
q
}, ãäå p è q

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

� Åñëè c 6= 0, òî

p = −c4(−I1 + κ)(−I2 + κ)(−I3 + κ)

(
I1K

2
1

(I1 − κ)3
+

I2K
2
2

(I2 − κ)3
+

I3K
2
3

(I3 − κ)3

)
,

q = c4I1I2I3 + c2dκ2
(
I1(I2 + I3)K

2
1

(I1 − κ)2
+
I2(I1 + I3)K

2
2

(I2 − κ)2
+

(I1 + I2)I3K
2
3

(I3 − κ)2

)
+

+c2d2κ2
(

I1K
2
1

(I1 − κ)2
+

I2K
2
2

(I2 − κ)2
+

I3K
2
3

(I3 − κ)2

)
.

� Åñëè c = 0, òî

p = I21I
2
2I

2
3 ,

q = I3(I
2
2I3K

2
1 + I1(I1(I2 + I22 + I3) + I2(I3 + I2(1 + 3I2 + I3)))K

2
2) + I21I

2
2K

2
3 .

Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé (2.3), |ω| = ± c
κ
åñëè c 6= 0, è |ω|2 =

∑3
i=1

K2
i

I2i
åñëè

c = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ îïåðàòîðà Av èç óòâåðæäåíèÿ

2.3.6:

χ(λ) = λ (λ2 + w2
1 + w2

2 + w2
3)

(
λ3 +

a1
a2
λ+

a0
a2

)
,

ãäå
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a0 = c4(I23 (−K2w1 + (K1 + 2I1w1)w2)w3 − I1(K1 + I1w1)(K3w2 − K2w3) + I22w2(K3w1 − (K1 +

2I1w1 − 2I3w1)w3) + I2(2w2(−I3K3w1 − I23w1w3 + I1(K1 + I1w1)w3) + K2(K3w1 − (K1 + 2I1w1 −
2I3w1)w3)) + I3(−K2K3w1 + w2(K1(K3 − 2I1w3) + 2I1w1(K3 − I1w3)))),

a1 = c2(c2(I31w
2
1−I21w1(−2K1 +(I2 +I3)w1)+I32w

2
2 +I22w2(2K2−I3w2)+I3(K3 +I3w3)

2 +I2(K
2
2−

I3K2w2− I3w3(K3 + I3w3)) + I1(K
2
1 − (I2 + I3)K1w1− I22w2

2− I3w3(K3 + I3w3) + I2(−K2w2 + I3(w
2
1 +

w2
2 +w2

3)))) +d(K2
1w

2
2 + 3I1K1w1w

2
2−3I2K1w1w

2
2 + 2I21w

2
1w

2
2−4I1I2w

2
1w

2
2 + 2I22w

2
1w

2
2 +K2

3(w2
1 +w2

2) +

K3(−2K1w1 − 3I1w
2
1 + 3I3w

2
1 − 3I2w

2
2 + 3I3w

2
2)w3 + K2

1w
2
3 + 3I1K1w1w

2
3 − 3I3K1w1w

2
3 + 2I21w

2
1w

2
3 −

4I1I3w
2
1w

2
3 + 2I23w

2
1w

2
3 + 2I22w

2
2w

2
3 − 4I2I3w

2
2w

2
3 + 2I23w

2
2w

2
3 + K2

2(w2
1 + w2

3) −K2w2(2K1w1 + 3I1w
2
1 −

3I2w
2
1 + 2K3w3 − 3I2w

2
3 + 3I3w

2
3))κ

2),

a2 = c4I1I2I3 + c2d(I2I3(w
2
2 +w2

3) + I1(I2(w
2
1 +w2

2) + I3(w
2
1 +w2

3)))κ
2 + d2(w2

1 +w2
2 +w2

3)(I1w
2
1 +

I2w
2
2 + I3w

2
3)κ

4.

Ìíîãî÷ëåí χ(λ) èìååò òðè î÷åâèäíûõ êîðíÿ: λ1 = 0, λ2,3 = ±i
√
w2

1 + w2
2 + w2

3

= ±i|ω|.
Òåïåðü ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ω = {w1, w2, w3} èç ëåììû 2.3. À èìåííî,

åñëè c 6= 0, òî:

w1 = − K1

I1 − κ
, w2 = − K2

I2 − κ
, w3 = − K3

I3 − κ
,

åñëè æå c = 0, òî ω = −I−1K.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí

(
λ3 +

a1
a2
λ+

a0
a2

)
ïîñëå ïîäñòàíîâêè âåêòîðà ω ïåðåéäåò

â ìíîãî÷ëåí

(
λ3 +

p

q
λ

)
, ãäå p è q óêàçàíû â óñëîâèè äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Çíà÷èò, åñòü åùå êîðíè λ4 = 0, λ5,6 = ±i
√

p
q
. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Av îáëàäàåò ñïåêòðîì

σ(Av) = {0, 0,±i|ω|,±i
√
p

q
}.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.3.5 Îïðåäåëåíèå òèïîâ îñîáûõ òî÷åê

Òåïåðü, êîãäà ìû íàøëè êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê è ñïåêòðû îïåðàòîðîâ Av è AN , ïðèñòóïèì

ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2, êîòîðîå áóäåò îñíîâûâàòüñÿ íà óòâåðæäåíèè

2.3.3.

1. Âûðîæäåííîñòü òî÷åê L̂1, L̂2.

Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî òî÷êè L̂1, L̂2 õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîéñòâîì p = 0. Â òî÷êàõ

âîçâðàòà êðèâûõ σ, λ ∈ (J1, J2), σ, λ ∈ (0, d) è σ, λ ∈ (J2, J3) èç (2.9) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

n′λ = 0. Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé òàêèõ c, êîãäà òî÷êè L1, L2, L3 ëåæàò íà ïðÿìîé
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n = c2, òî, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (2.9), òî÷êè âîçâðàòà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå:





3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2
=

c2

(λ− d)2
,

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)3
= − c2

(λ− d)3
.

(2.15)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü èç p ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

I1K
2
1

(I1 − κ)3
+

I2K
2
2

(I2 − κ)3
+

I3K
2
3

(I3 − κ)3
=

3∑

i=1

K2
i

(Ii − κ)2
+ κ

3∑

i=1

K2
i

(Ii − κ)3
.

Èç ñèñòåìû (2.15) (ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ = d + κ, J = I + dE), ïîëó÷àåì, ÷òî p = 0. Êàê

ñëåäñòâèå, â òî÷êàõ L̂1, L̂2 ñïåêòð îïåðàòîðà Av ðàâåí σ(Av) = {0, 0, 0, 0,± c
κ
i}. Çàìåòèì,

÷òî îáðàòíîå òîæå âåðíî, à èìåííî, èç óðàâíåíèé p = 0 è n = c2 âûòåêàåò ñèñòåìà (2.15).

Âûðîæäåííîñòü äàííûõ òî÷åê ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíè ëåæàò â ïðîîáðàçàõ òî÷åê, â êîòî-

ðûõ îäíîâðåìåííî ïåðåñåêàþòñÿ ÷åòûðå äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò òåîðåìå 1.3 î íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòÿõ.

2. Íåâûðîæäåííîñòü òî÷êè T̂0. Äëÿ ïðîâåðêè íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê èñïîëüçóåì óòâåð-

æäåíèå 2.3.3. Òî÷êè â ïðîîáðàçå T0 íåïîäâèæíûå, òî åñòü sgradH = 0. Ñîãëàñíî óòâåð-

æäåíèþ 2.3.4 äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ñïåêòð Av. Â äàííîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèe

2.3.6,

Av =
c

ϕ

(
cW 0

W 0

)
, ãäå W = {W1, W2 W3} è

ϕ = (c2I1I2 + dI1K
2
1 + dI2K

2
2)(c2I3 + d(K2

1 + K2
2)) + d(c2(I1 + I2)I3 + d(I1 + I3)K

2
1 + d(I2 +

I3)K
2
2)K2

3 + d2I3K
4
3 ,

ïðè ýòîì

W1 =




d(I2 − I3)K1K2K3

K3(c
2I2I3 + d(I2K

2
2 + I3(K

2
1 +K2

3)))

−K2(c
2I2I3 + dI2(K

2
1 +K2

2) + dI3K
2
3)




W2 =



−K3(c

2I1I3 + d(I1K
2
1 + I3(K

2
2 +K2

3)))

d(−I1 + I3)K1K2K3

K1(c
2I1I3 + dI1(K

2
1 +K2

2) + dI3K
2
3)




W3 =



K2(c

2I1I2 + d(I1K
2
1 + I2(K

2
2 +K2

3)))

−K1(c
2I1I2 + d(I2K

2
2 + I1(K

2
1 +K2

3)))

d(I1 − I2)K1K2K3



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Çàìåòèì, ÷òî ϕ > 0. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð Av ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íóëåé è äâóõ ÷èñòî

ìíèìûõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé λ1,2, îòëè÷íûõ îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà AN :

λ1,2 = ±c2 i
√

(I1K
2
1 + I2K

2
2 + I3K

2
3)

ϕ
.

Â äàííîì ñëó÷àå, ÿäðî îïåðàòîðà Av ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè (0, γ), (γ, 0) è âåêòîðàìè

âèäà (−gP, P ), ãäå P � âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó γ. Ïàðå íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé λ1,2 ñîîòâåòñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè âèäà (cR,R), ãäå R

� âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó γ. Ïðè ýòîì

Av(Av (cR,R)) = λ21,2(cR,R)

Èç ñëåäñòâèÿ 4 âèäèì, ÷òî åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ïàðàì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïå-

ðàòîðîâ Av è AN ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷ûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Çíà÷èò ïî óòâåðæäåíèþ

2.3.3 ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà T̂0 íåâûðîæäåííà è èìååò òèï öåíòð � öåíòð.

3. Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê. Èç Óòâåðæäåíèÿ 2.3.7 îïåðàòîð Av îáëàäàåò ñïåêòðîì

σ(Av) = {0, 0,±i|ω|,±i
√
p

q
}.

Îí ìîæåò èìåòü ìåíåå 4 íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òîëüêî â ñëó÷àÿõ, ðàçîáðàííûõ

âûøå â ïóíêòàõ 1 è 2, à èìåííî:

� åñëè |ω| = 0, ýòî óñëîâèå îòâå÷àåò òî÷êå T̂0.

� åñëè p = 0, ýòî óñëîâèå îòâå÷àåò òî÷êàì L̂1, L̂2.

Èç ñëåäñòâèÿ 4 îïåðàòîð AN îáëàäàåò ñïåêòðîì

σ(AN) = {0, 0, 0, 0,±2 i (c+ g) ρ}.

Èç ëåììû 2.3 è âèäà g = d(ω, γ) ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå c 6= 0 äëÿ òî÷åê

ðàíãà 0, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (2.10) è (2.11), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå c+ g =
c

κ
(d+κ), à

â ñëó÷àå c = 0 äëÿ òî÷åê ðàíãà 0, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (2.13), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

g = d.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð AN íóëåâîé, òî åñòü c+ g = 0 â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

� åñëè c 6= 0, κ = −d, ýòî óñëîâèå îòâå÷àåò òî÷êå Ŝ (èç òðèâèàëüíîñòè ñïåêòðà AN è

Óòâåðæäåíèÿ 2.3.3 ñëåäóåò åå âûðîæäåííîñòü).

� åñëè c = 0, d = 0, ýòîò ñëó÷àé îòâå÷àåò ñèñòåìå Æóêîâñêîãî.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îïå-

ðàòîðû Av è AN èìåþò 4 è 2 íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóíêò (1) óòâåðæäåíèÿ 2.3.3 áóäåò âûïîëíåí, ò.ê. ñïåêòðû îïåðàòîðîâ Av è AN ,

èìåþùèå ðàçíîå ÷èñëî íåíóëåâûõ çíà÷åíèé, íåëüçÿ ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà óìíîæåíèåì íà

êîíñòàíòó. Ïðè ýòîì íå íóæíî ïðîâåðÿòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Av ðàçëè÷-

íû � ïóíêò (2) óòâåðæäåíèÿ 2.3.3 áóäåò âûïîëíåí, ò.ê. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñïåêòð

íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè AH+µN áóäåò èìåòü 4 ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ.

4. Îïðåäåëåíèå òèïîâ íåâûðîæäåííûõ òî÷åê.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ ñïåêòðû îïåðàòîðîâ Av è AN ñîäåðæàò 4 è

2 íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè òî÷êè íåâûðîæäåííû è â äàííîì

ïóíêòå ìû îïðåäåëèì èõ òèïû.

Â ñëó÷àå c = 0 ðàíåå íàéäåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà λ5,6 = ±i
√

p
q
∈ C,

òàê êàê p
q
> 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé c 6= 0. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî q > 0 (èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà,

óòâåðæäåíèå 2.3.7), ñëåäîâàòåëüíî λ5,6 áóäóò ïðèíèìàòü äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå

çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè òîëüêî îò çíàêà p.

Òåïåðü, äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü êàê ìåíÿåòñÿ çíàê p â çàâèñèìîñòè îò κ, ïðåäñòàâèì

ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü â âûðàæåíèè äëÿ p â âèäå ãðàôèêà íèæå (ñì. ðèñ. 2.5):

Ðèñ. 2.5

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

f(κ) =

(
I1K

2
1

(I1 − κ)3
+

I2K
2
2

(I2 − κ)3
+

I3K
2
3

(I3 − κ)3

)
.

Òîãäà p ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

p = −c4(−I1 + κ)(−I2 + κ)(−I3 + κ)f(κ).

49



Èñõîäÿ èç äàííîãî ãðàôèêà è âèäà p ñëåäóåò, ÷òî:

(a) åñëè κ ∈ {(−∞, I1) ∪ (I1, ε1) ∪ (ε2, I3) ∪ (I3,+∞)} ⇒ p > 0⇒ λ5,6 ∈ C,

(b) åñëè κ ∈ {(ε1, I2) ∪ (I2, ε2)} ⇒ p < 0⇒ λ5,6 ∈ R,

ãäå ε1, ε2 � òî÷êè, â êîòîðûõ f(κ) = 0. Çíà÷èò, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.2 äëÿ

íåâûðîæäåííûõ òî÷åê.

2.4 Îñîáåííîñòè ðàíãà 1

Íåâûðîæäåííîñòü òî÷åê ðàíãà 1 òàêæå áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòå À.Þ. Ìîñêâèíà [7]. Ïðè

ýòîì â ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ýëëèïòè÷åñêèå êðèòè÷åñêèå îêðóæíî-

ñòè íàçûâàëèñü óñòîé÷èâûìè, à ãèïåðáîëè÷åñêèå � íåóñòîé÷èâûìè. Ïðèâåäåì äîêàçàííûé èì

ðåçóëüòàò, ïåðåôîìóëèðîâàâ åãî ñ ó÷åòîì èñïîëüçóåìîé â äàííîé ðàáîòå òåðìèíîëîãèè.

Òåîðåìà 2.4 (À.Þ. Ìîñêâèí [7]). Â ïðîîáðàçå êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè

1. êðèâûõ èç íàáîðà σ ëåæèò îäíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü, åñëè âûðàæå-

íèå

(λ−D) det(J − λE)n′λ ïîëîæèòåëüíî, è îäíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, åñëè îòðèöàòåëüíî.

2. îòðåçêà σ0 ëåæàò äâå ýëëèïòè÷åñêèå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

3. ëó÷à σi ëåæàò äâå ýëëèïòè÷åñêèå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè åñëè i = 1, 3, è äâå ãèïåðáî-

ëè÷åñêèå � åñëè i = 2.

4. îòðåçêà τ ëåæàò ëèáî íåïîäâèæíûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ðàíãà

0, ëèáî òî÷êè ðàíãà 1. Ïðè c 6= 0 âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåí-

íûìè òî÷êàìè ðàíãà 1 ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1 òåîðåìû 2.5 îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü íåâûðîæäåí-

íîñòü êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé â ïðîîáðàçå òî÷åê îòðåçêà τ ïðè c = 0 è òî÷êè T0.

Óòâåðæäåíèå 2.4.1. 1. Â ïðîîáðàçå òî÷êè êàñàíèÿ S íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (ðèñ. 2.1)

ëåæàò âûðîæäåííûå îêðóæíîñòè, è âñå òî÷êè â ïðîîáðàçå èìåþò ðàíã 1. Âñå êðèòè-

÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1, ëåæàùèå â ïðîîáðàçå òî÷åê îòðåçêà τ , çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè S,

ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè òî÷êàìè ðàíãà 1 ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

2. Åñëè c2 6= (K,K), òî â ïðîîáðàçå òî÷êè T0 ëåæèò îäíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ

îêðóæíîñòü. Åñëè c2 = (K,K), òî â ïðîîáðàçå T0 ëåæèò îäíà òî÷êà ðàíãà 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê ðàíãà 1 ìû èñïîëüçóåì îïðåäå-

ëåíèå 1.5.3.

1. Âñå òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó n = c2, ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè äëÿ ïîëÿ

sgradN . Ïî îïðåäåëåíèþ 1.5.3 îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñïåêòð ëèíåàðèçàöèèAN ïîëÿ sgradN

ñîäåðæèò ïàðó íåíóëåâûõ ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñïåêòð îïåðàòîðà AN îïè-

ñàí â ïóíêòå 3. (ñì. ñëåäñòâèå 4 ê óòâåðæäåíèþ 2.3.5): êðîìå 4 íóëåé îí òàêæå ñîäåðæèò

÷èñëà ±2i ρ (c + g). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ n = c2 òàêæå óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì {
M +K = c γ,

Jω +K = (c+ g) γ.
(2.16)

Ïîýòîìó, åñëè ñïåêòð AN òðèâèàëåí, òî åñòü c+ g = 0, òî

{
Jω = −K,
d(ω, γ) = −c,

(2.17)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

h =
1

2
(M, ω) =

1

2
(c γ −K,−J−1K) =

1

2
(−c

2

d
+ (K, J−1K))

Ýòî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå h äëÿ îòðåçêà τ , ïîýòîìó âñå òî÷êè, â êîòîðûõ c+g =

0 ëåæàò â ïðîîáðàçå íèæíåãî êîíöà îòðåçêà τ . Âñå îñòàëüíûå òî÷êè ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè ýëëèïòè÷åñêèìè òî÷êàìè.

2. Â ïðîîáðàçå òî÷êè T0 = {h = 0, n = (K,K)} ëåæàò òî÷êè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè




M = 0,

(γ, γ) = 1,

(K, γ) = c.

(2.18)

Ïðè ýòîì ω = 0 è g = 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû 2.1 è ôîðìûëû (2.7) äëÿ H ñëåäóåò,

÷òî

H =
1

2
(M, J−1M) +

1

2
.

(M, J−1γ)2

1− d (γ, J−1γ)
.

Îáà ñëàãàåìûõ â ñóììå íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó h = 0 òîëüêî åñëè M = 0. Ìíîæåñòâî

òî÷åê (2.18) îáðàçóþò îêðóæíîñòü, åñëè c2 < (K,K) è ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, åñëè c2 =

(K,K).

Ïðè c2 < (K,K) òî÷êè ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå òî÷êè T0 íåâûðîæäåíû, ò.ê. ó îïåðàòîðà Av

ëèíåàðèçàöèè sgradH åñòü 2 íåíóëåâûõ ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ. Ýòî äîêà-

çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó íåâûðîæäåííîñòè òî÷êè T̂0.
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2.5 Íåâûðîæäåííîñòü îñîáûõ òî÷åê

Èòîãîâûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ øàðà ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì íåâûðîæäåííîñòü òî÷åê ðàíãà 1 è 0, à òàê æå

òèïû íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. À èìåííî, â ñëó÷àå, êîãäà ó ðîòîðà íåò íóëåâûõ êîìïîíåíò,

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè â ïðîîáðàçå íåîñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè òî÷êàìè ðàíãà 1. Ïðè ýòîì, â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî äâà

òèïà ïåðåñòðîåê: ýëëèïòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1 ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòðîéêå òèïà A, à

âñå ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 1 � ïåðåñòðîéêå òèïà B.

2. Â ïðîîáðàçå ëþáûõ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (òî åñòü â ïðîîáðàçå òî-

÷åê âîçâðàòà, òî÷åê êàñàíèÿ è òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äóã) ëåæèò ëèáî

âûðîæäåííàÿ òî÷êà ðàíãà 1, ëèáî òî÷êà ðàíãà 0.

3. Âñå âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 1 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê âîçâðàòà è òî÷åê êàñàíèÿ

áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

4. Òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òðàíñâåðñàëüíûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äóã áèôóðêàöèîí-

íûõ äèàãðàìì.

5. Âûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçå òî÷åê, â êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ïåðåñå-

êàþòñÿ áîëüøå òðåõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

6. Âñå íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò â ïðîîáðàçàõ òðàíñâåðñàëüíûõ òî÷åê ïåðåñå-

÷åíèÿ äâóõ èëè òðåõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

7. Â ñèñòåìå èç íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 ïðèñóòñòâóþò òîëüêî òî÷êè òè-

ïà öåíòð�öåíòð è öåíòð�ñåäëî. Âñå îñîáûå òî÷êè òèïà öåíòð�ñåäëî ñîîòâåòñòâóþò

ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ àòîìîâ A è B.

Òèï îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (è

òèïîì ïåðåñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ) â îêðåñòíîñòè îáðàçà ýòîé òî÷êè. Òî÷íåå, òî÷êà

èìååò òèï öåíòð�ñåäëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â åå îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò

ïåðåñòðîéêà òèïà B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5 ðàçáèòî íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. À èìåííî, ïîäðîá-

íåå î ïóíêòàõ 1 è 3 ïðî òî÷êè ðàíãà 1 íàïèñàííî â ðàçäåëå 2.4, ïóíêòû 4 � 7 ïðî òî÷êè ðàíãà

0 äîêàçàíû â ðàçäåëå 2.3, à ïóíêò 2 âûòåêàåò èç âñåõ îñòàëüíûõ ïóíêòîâ òåîðåìû.
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2.6 Ãðóáûå ìîëåêóëû. Ñðàâíåíèå ñèñòåì: øàð ×àïëûãèíà

è ñëó÷àé Æóêîâñêîãî

Åñëè òî÷êà, äâèãàÿñü ïî ïëîñêîñòè R2(n, h) íà ðèñóíêå, ïåðåñåêàåò áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó,

òî òîðû Ëèóâèëëÿ, ëåæàùèå â ïðîîáðàçå ýòîé òî÷êè, íåêîòîðûì îáðàçîì ïåðåñòðàèâàþòñÿ. Âèä

ïåðåñòðîåê äëÿ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì îïèñàí â òåîðåìå 2.5. Íåêîòîðûå èç ëèíèé

H = const íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè,

ïîêàçàíû íà ðèñóíêå øòðèõïóíêòèðîì (êðèâûå 1 � 4), à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîëåêóëû îïðå-

äåëåíû íèæå.

Òåîðåìà 2.6. 1) Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû �øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì� áåç íóëåâûõ

êîìïîíåíò, òàêèõ, ÷òî c2 ≥ d2〈J−1K, J−1K〉, êàæäîìó óðîâíþ H = const1 ìîæíî ïîñòàâèòü

â ñîîòâåòñòâèå óðîâåíü H = const2 ñëó÷àÿ Æóêîâñêîãî òàê, ÷òî îòâå÷àþùèå ýòèì óðîâíÿì

ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïàäóò.

2) Ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ×àïëûãèíà ïðè c2 < d2〈J−1K, J−1K〉,
÷òî äëÿ ìàëûõ óðîâíåé ýíåðãèè âîçíèêàþò ìîëåêóëû, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿì c2 ≥ d2〈J−1K, J−1K〉 ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèîí-
íûå äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 2.6, â � ä, à çíà÷åíèÿì c2 < d2〈J−1K, J−1K〉 �
áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 2.6, à è á.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ÷òîáû ñîïîñòàâèòü ÿâíûå êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê èç óòâåð-

æäåíèÿ 2.7.1 è áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû èç òåîðåìû 2.1 ïðè ïîäñòàíîâêå êîíêðåòíûõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðîâ K, I, d, c, áûëè èñïîëüçîâàíû ñðåäñòâà ïðîãðàììû Wolfram Matematica.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c2 ≥ d2 〈J−1K, J−1K〉. Äëÿ êàæäîãî âèäà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì,

èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 2.6, â � ä, ñóùåñòâóåò äèàãðàììà ñëó÷àÿ Æóêîâñêîãî òàêîãî æå âèäà.

Ïðîâîäÿ óðîâíè H = const, ìû áóäåì ïîëó÷àòü òàêèå æå ìîëåêóëû, êàê è â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî.

Âñå îíè èñ÷åðïûâàþòñÿ òèïàìè 1, 2 è 3 èç òàáëèöû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé c2 < d2〈J−1K, J−1K〉. Òîëüêî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ c íà áèôóðêàöèîííîé
äèàãðàìå ïðèñóòñòâóþò òî÷êè Z (êîãäà c = 0) è L1. Òîãäà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà äîïóñòèìàÿ

êðèâàÿ 4, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 2.6, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ãðóáîé ìîëåêóëå òèïà 4. Ýòî

ïðÿìàÿ h = 3, 2, ïîñòðîåííàÿ ïðè K = (3, 7; 1, 23; 3, 84), I = (0, 1; 2, 39; 7, 38), d = 1, 02, c = 2, 5.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìîëåêóëû â ñëó÷àå øàðà ×àïëûãèíà, êîòîðàÿ

íå âñòðå÷àåòñÿ â ñëó÷àå Æóêîâñêîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ÿâíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ äî-

ñòèãàþòñÿ ìîëåêóëû èç òåîðåìû 2.6. ÐàññìîòðèìK = (3, 84; 1, 12; 2, 82), I = (0, 24; 1, 12; 4, 44), d =

0, 34. Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 2.7.1, òåì ñàìûì äëÿ âñåõ òî÷åê,
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Ðèñ. 2.6: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, d = 0.34, K = (3.84, 1.12, 2.82), I = (0.24, 1.12, 4.44)

êîòîðûå âëèÿþò íà òèï ìîëåêóë, ìû íàéäåì êîîðäèíàòû h è n, â êîòîðûõ åäèíñòâåííûì íåèç-

âåñòíûì ïàðàìåòðîì îñòàíåòñÿ òîëüêî c. Òîãäà ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî:

ïðÿìîé 1 íà ðèñóíêå 2.6, çàäàííîé óðàâíåíèåì h = 1, 5 ïðè c = 3, 9, ñîîòâåòñòâóåò ìîëåêóëà

òèïà 1;

ïðÿìîé 2, çàäàííîé óðàâíåíèåì h = 4 ïðè c = 7, � ìîëåêóëà òèïà 2;

ïðÿìîé 3, çàäàííîé óðàâíåíèåì h = 4, 7 ïðè c = 7, � ìîëåêóëà òèïà 3.

Ãðóáûå ìîëåêóëû ñèñòåìû �øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì�

Òèï 1 A A Òèï 2 A

B A

A

Òèï 3 A A

B B

A A

Òèï 4 A

B A

A B B

A A

2.7 Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

Èçîýíåðãåòè÷åñêèå 3-ïîâåðõíîñòèQ3
h,c = {H = h,C = c,G = 1} çàäàþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè

h è c, òî åñòü çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ H è C, òàê êàê G = 1. Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà
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Q3
h,c ìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ H ×C : S2×R3 → R2(h, c),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êðèâûõ, ðàçáèâàþùèõ ïëîñêîñòü R2(h, c) íà îáëàñòè òàê, ÷òî

äëÿ âñåõ òî÷åê (h, c) ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé îáëàñòè òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé Q3
h,c áóäåò îäíèì è òåì æå. Â äàëüíåéøåì òàêèå êðèâûå ìû áóäåì íàçûâàòü êðè-

âûìè, ðàçäåëÿþùèìè òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Óòâåðæäåíèå 2.7.1. Êîîðäèíàòû (h, c) îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû èç òåîðåìû

2.1 ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

1. òî÷êè L1, L2, L3 çàäàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé




n = λ2
(

K2
1

(J1 − λ)2
+

K2
2

(J2 − λ)2
+

K2
3

(J3 − λ)2
− c2

(d− λ)2

)
+ c2

2h =
K2

1J1
(J1 − λ)2

+
K2

2J2
(J2 − λ)2

+
K2

3J3
(J3 − λ)2

− dc2

(d− λ)2

dc2

(d− λ)3
=

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

(2.19)

ãäå êîîðäèíàòàì L1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå λ ∈ (J1, J2), êîîðäèíàòàì L2 � çíà÷åíèå

λ ∈ (J2, J3) è êîîðäèíàòàì L3 � çíà÷åíèå λ ∈ (0, d).

2. òî÷êà P0 èìååò êîîðäèíàòû h =
1

2
〈I−1K,K〉 è n = 0

3. òî÷êà S èìååò êîîðäèíàòû h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i

Ji
− c2

d

)
è n = c2

4. òî÷êà T0 èìååò êîîðäèíàòû h = 0 è n = 〈K,K〉 ïðè c2 ≤ 〈K,K〉

5. òî÷êè S0, P, U,Q,R,G, F çàäàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé




n = c2

2h =
K2

1J1
(J1 − λ)2

+
K2

2J2
(J2 − λ)2

+
K2

3J3
(J3 − λ)2

− dc2

(d− λ)2

K2
1

(J1 − λ)2
+

K2
2

(J2 − λ)2
+

K2
3

(J3 − λ)2
=

c2

(d− λ)2

(2.20)

6. òî÷êà Z èìååò êîîðäèíàòû h =
1

2
(〈I−1K,K〉+ d〈I−1K, I−1K〉) è n = d2〈I−1K, I−1K〉

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà.

1. Òî÷êè L1, L2, L3 ëåæàò íà êðèâûõ σ èç òåîðåìû 2.1, à çíà÷èò, çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.9),

÷òî äàåò íàì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.19). Åñëè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âîçâðàòà

êðèâûõ σ, òî n′λ = 0 è h′λ = 0. Èìååì

n′λ = 2λ

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3
− dc2

(d− λ)3

)
, h′λ =

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3
− dc2

(d− λ)3
. (2.21)
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Ýòî äàåò íàì òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.19). Ðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî λ è ïîäñòàâëÿÿ

íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ìû ïîëó÷àåì èñêîìûå êîîðäèíàòû

òî÷åê L1, L2, L3.

2. Òî÷êà P0 � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé n = c2 ñ îòðåçêîì σ0 èç ï. 2 òåîðåìû 2.1. Òàê

êàê ýòà òî÷êà ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñëó÷àå c = 0, òî èç óðàâíåíèÿ äëÿ σ0 ïðè ïîäñòàíîâêå

â íåãî n = 0 ïîëó÷àåì ÿâíûå êîîðäèíàòû P0.

3. Òî÷êà S � îáðàç âûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (2.8) � ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé êàñàíèÿ êðèâûõ σ è ïðÿìîé n = c2. Ïîäñòàâëÿÿ óñëîâèå n = c2 â óðàâíåíèÿ èç ï.

1 òåîðåìû 2.1, â ñëó÷àå λ = 0 ïîëó÷àåì ÿâíûå êîîðäèíàòû S.

4. Êîîðäèíàòû òî÷êè T0 óæå çàäàíû ÿâíî â òåîðåìå 2.1.

5. Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.20) îòðàæàþò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê S0, P , U , Q, R,

G, F îäíîâðåìåííî êðèâûì σ è ïðÿìîé n = c2. Ïîäñòàâèâ óñëîâèå n = c2 â óðàâíåíèå

(2.9) ïðè λ 6= 0 ìû ïîëó÷èì òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.20). Ðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî λ

è ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.20), ìû ïîëó÷àåì

èñêîìûå êîîðäèíàòû.

6. Òî÷êà Z íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè êðèâûõ σ è îòðåçêà σ0, ïðè ýòîì îíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé

òî÷êîé îòðåçêà σ0, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå n èç ï. 2 òåîðåìû 2.1.

Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå n = d2
∑3

i=1

K2
i

I2i
â óðàâíåíèå èç ï. 2 òåîðåìû 2.1, ïîëó÷èì çíà÷åíèå

êîîðäèíàòû h.

Óòâåðæäåíèå 2.7.2. Åñëè ðàññìàòðèâàòü êðèâûå σ èç ïóíêòà 1 òåîðåìû 2.1 êàê ãðàôèêè

ôóíêöèé h(n), òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè íà ñâîèõ ÷àñòÿõ, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ λ ∈ (0, d), λ ∈ (d, J1), λ ∈ (J1, J2), λ ∈ (J2, J3), λ ∈ (J3,+∞) è ìîíîòîííî

óáûâàþùèìè äëÿ λ ∈ (−∞, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.21) ñëåäóåò, ÷òî n′λ = 2λh′λ. À çíà÷èò h′n > 0 ïðè λ > 0 è h′n < 0 ïðè

λ < 0.

Ëåììà 2.7. Ãàìèëüòîíèàí H â ñëó÷àå c = 0 èìååò äâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ:

1. H = 0. Íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå ëåæèò ðîâíî îäíà êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü íà êîòîðîé

ôóíêöèÿ H äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà ýòà êðèòè÷åñêàÿ îêðóæ-

íîñòü îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó T0 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (ñì. ðèñ. 2.1).

2. H =
1

2
(I−1K,K). Êðèòè÷åñêèé óðîâåíü ñîäåðæèò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Èõ îáðàç ïðè

îòîáðàæåíèè ìîìåíòà åñòü òî÷êà P0 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (ñì. ðèñ. 2.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê H ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé




gradH = λ gradG+ µ gradC

C = 0

G = 1

(2.22)

Ïîäñòàâèì â (2.22) âûðàæåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû è ãàìèëüòîíèàíà (2.7) ÷åðåç M è γ:





ω = µγ

gω = 2λγ + µ(M +K)

(M +K, γ) = 0

(γ, γ) = 1,

(2.23)

ãäå êîýôôèöèåíò g îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5), a ω � ôîðìóëîé (2.6).

Äîìíîæèâ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.23) ñêàëÿðíî íà (M + K), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(ω,M+K) = 0 è g(ω,M+K) = µ(M+K,M+K). Çíà÷èò, µ(M+K,M+K) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ëèáî µ = 0, ëèáî M = −K. Ðàññìîòðèì êàæäûé èõ âàðèàíòîâ.

1. Ñëó÷àé µ = 0. Èç ñèñòåìû (2.23), ó÷èòûâàÿ(2.6), ïîëó÷àåì:




J−1M + gJ−1γ = 0

(M +K, γ) = 0

(γ, γ) = 1.

(2.24)

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà g â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.24), à ïîòîì äîìíî-

æèì ñêàëÿðíî íà γ:

(γ, J−1M) +
d(J−1γ, γ)(J−1M,γ)

1− d(γ, J−1γ)
= 0.

Çíà÷èò, (γ, J−1M) = 0, è îòñþäà g = 0. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêèå òî÷êè H â äàííîì ñëó÷àå

çàäàþòñÿ ñèñòåìîé 



M = 0

(K, γ) = 0

(γ, γ) = 1.

Âèäíî, ÷òî îíè îáðàçóþò êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü, à çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà ïðè ýòîì

ðàâíî 0.

2. Ñëó÷àé M = −K. Èç ñèñòåìû (2.23) è âûðàæåíèÿ (2.6) ïîëó÷àåì:




M = −K
J−1M + gJ−1γ = µγ

gω = 2λγ

(γ, γ) = 1.

(2.25)
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Óìíîæèâ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.25) ñêàëÿðíî íà γ ïîëó÷àåì:

µ = (J−1M,γ) + g(J−1γ, γ). (2.26)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ γ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.25) ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (2.5) äëÿ g

è âûðàæåíèå (2.26) äëÿ µ:

J−1M = µγ − gJ−1γ = (J−1M,γ)γ + g(J−1γ, γ)γ − gJ−1γ =

= (J−1M,γ)γ +
d(J−1M,γ)

1− d(γ, J−1γ)

(
(J−1γ, γ)γ − J−1γ

)
= (γ − dJ−1γ)

(J−1M,γ)

1− d(γ, J−1γ)
.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî J = I + dE ïîëó÷àåì, ÷òî

I−1M = γ
(J−1M,γ)

1− d(γ, J−1γ)
.

Èç ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ çàâèñèìîñòè I−1M è γ, à òàê æå óñëîâèÿ (γ, γ) = 1 ñëåäóåò, ÷òî:

γ = ± I−1M

|I−1M | .

Çíà÷èò, êîîðäèíàòû êðèòè÷åñêîé òî÷êè:




M = −K

γ = ± I−1M

|I−1M |

Òåîðåìà 2.8. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(h, c), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì òîïîëîãè÷å-

ñêèì òèïîì èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ïîâåðõíîñòåé, ñîñòîÿò ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

1. íàáîð êðèâûõ σ̃ 



c = ±

√√√√
(

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
(d− λ)2

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− d

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
,

(2.27)

ãäå λ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, d) ∪ (d, J1) ∪ (J1, J2) ∪ (J2, J3) ∪ (J3,∞)

2. îòðåçîê t̃0 


0;−

√√√√
3∑

i=1

K2
i


 ,


0;

√√√√
3∑

i=1

K2
i






Êðèâûå σ̃, îòðåçîê t̃0 è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ êàæäîé

îáëàñòè óêàçàíû íà ðèñóíêå 2.7.
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h

cS1 × S2

RP 3

S3 S3

S
1
×
S

2S
1×

S
2

2S
32S 3

Ðèñ. 2.7: Îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íà ïëîñêîñòè R2(h, c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè H ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè T0, P0, S0, P , U ,

Q, R, G, F íà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ (ñì. òåîðåìó 2.1). Çíà÷åíèÿ n è h äëÿ ýòèõ òî-

÷åê (êðîìå T0) çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.20). Ïîýòîìó âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ (2.20) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðè÷åñêóþ (h(λ), n(λ)) çàïèñü êðèâûõ σ̃, ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè ñ ðàç-

ëè÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì òèïîì. Îòðåçîê t̃0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå T0 (ñì. ï. 4 óòâåðæäåíèÿ 2.7.1).

Òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ σ̃ ñ îñüþ h ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå P0.

×òîáû ïîíÿòü, êàêîâ òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, çàìåòèì, ÷òî

ïðè d → 0 óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ñèñòåìó øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, ñòðåìÿòñÿ ê óðàâíå-

íèÿì ñèñòåìû Æóêîâñêîãî. Ïðè÷åì ïðè èçìåíåíèè d êðèâûå σ̃ íå ìåíÿþòñÿ, à ïðîèñõîäèò

ëèøü èçìåíåíèå ïàðàìåòðà λ íà êîíñòàíòó â óðàâíåíèÿõ (2.27). Ïðè ýòîì íåîãðàíè÷åííûå îáëà-

ñòè íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå Æóêîâñêîãî, äëÿ êîòîðûõ 3-ìíîãîîáðàçèå Q ãîìåîìîðôíî

2S3, S1 × S2, S3,RP 3, ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè íà ðèñ. 2.7. Â òðåóãîëüíèêå îêîëî

íà÷àëà êîîðäèíàò ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h,c ãîìåîìîðôíû S1 × S2. Ýòî ìîæíî óâèäåòü áëàãîäàðÿ ðå-

äóêöèè ê ñëó÷àþ Æóêîâñêîãî, à òàêæå ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.7, ïîñêîëüêó â ïðîîáðàçå êàæäîé

òî÷êè îòðåçêà t0 ëåæèò ðîâíî îäíà êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ H äîñòèãàåò

ìèíèìóìà.

×òîáû îïèñàòü âñå âîçìîæíûå âèäû ìå÷åíûõ ìîëåêóë W ∗ íóæíî îïðåäåëèòü êàêèì îáðàçîì

ïðÿìàÿ h = const ïåðåñåêàåò áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íà ðèñ. 2.1.

Òåîðåìà 2.9. Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìå÷åíûõ ìîëåêóë, ñîñòî-

ÿò èç îáúåäèíåíèÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ (ñì. ðèñ. 2.8):
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h

c

L̃1

L̃2

Z̃

S̃
M1

M2

M3

M4

M̃1
M̃2

M̃3

M̃4

σ
L1

L2

L3

T0
S P̃0

Ðèñ. 2.8: Ïðèìåð: êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå òèïû ìå÷åíûõ ìîëåêóë, ïðè K = (3.34, 1.12, 2.82), I =

(0.87, 2.43, 4.44), d = 1.79.

1. íàáîð êðèâûõ σ̃ 



c = ±

√√√√
(

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
(d− λ)2

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− d

3∑

i=1

K2
i

(Ji − λ)2

)
,

ãäå λ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, d) ∪ (d, J1) ∪ (J1, J2) ∪ (J2, J3) ∪ (J3,∞)

2. îòðåçîê t̃0 


0;−

√√√√
3∑

i=1

K2
i


 ,


0;

√√√√
3∑

i=1

K2
i






3. êðèâàÿ s̃

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i

Ji
− c2

d

)

4. íàáîð êðèâûõ l̃ 



c = ±

√√√√
(

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
(d− λ)3

d

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)2
− (d− λ)

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
,
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ãäå λ èçìåíÿåòñÿ íà íåêîòîðûõ îòðåçêàõ: [a1, b1] ⊂ (J1, J2) (ýòà ÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîò-

âåòñòâóåò òî÷êå L1 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, ñì. ðèñ. 2.1), [a2, b2] ⊂ (J2, J3) (ýòà

÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå L2 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, ñì. ðèñ. 2.1),

[a3, b3] ⊂ (0, d) (ýòà ÷àñòü êðèâîé l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå L3 íà áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå, ñì. ðèñ. 2.1). Ïðè ýòîì â êîíöàõ îòðåçêà [a1, b1] êðèâàÿ l̃ ñîîòâåòñòâóåò òî÷-

êàì âîçâðàòà M3 è M̃3, â êîíöàõ îòðåçêà [a2, b2] � òî÷êàì âîçâðàòà M4 è M̃4, à â êîíöàõ

îòðåçêà [a3, b3] � òî÷êàì M1 è M̃1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êè âîçâðàòà è êàñàíèÿ ïåðåõîäèò áèôóðêàöèÿ ëèóâèë-

ëåâîãî ñëîåíèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé ñ îäèíàêîâûìè ìå÷åíûìè ìîëåêóëà-

ìè ê êðèâûì, ðàçäåëÿþùèì îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè èçîýíåðãåòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, íóæíî

äîáàâèòü êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì L1, L2, L3, S, Z.

Íà ðèñóíêå 2.8 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå òèïû èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèõ ïîâåðõíîñòåé, à ïóíêòèðíûìè � äîïîëíèòåëüíûå êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå ðàçëè÷íûå òèïû

ìîëåêóë. Íà âåðõíåì ëåâîì ãðàôèêå äëÿ êàæäîé êðèâîé ñòðåëî÷êàìè óêàçàíû èõ ïðîîáðàçû,

÷üè êîîðäèíàòû îòïèñàíû â óòâåðæäåíèè 2.7.1. Òàê æå íà ýòîì ãðàôèêå îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèå

òî÷êè:

1. P̃0 � ýòî òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàçîì òî÷êè P0, èìåþùàÿ êîîðäèíàòû:





c = 0

h =
1

2

3∑

i=1

K2
i

Ii

2. Z̃ � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè h c êðèâîé, â ïðîîáðàçå êîòîðîé ëåæàò òî÷êè L3, îíà

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷êè Z è èìååò êîîðäèíàòû:





c = 0

h =
1

2

(
3∑

i=1

K2
i

Ii
+ d

3∑

i=1

K2
i

I2i

)

3. Òî÷êè L̃1, L̃2 � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñè h c êðèâûìè, â ïðîîáðàçå êîòîðûõ ëåæàò òî÷êè

L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî.

4. S̃ � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè h c êðèâîé â ïðîîáðàçå êîòîðîé ëåæèò òî÷êà S. Îíà èìååò

êîîðäèíàòû: 



c = 0

h =
1

2

3∑

i=1

K2
i

Ji
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5. Òî÷êàìè M̃1, M̃3, M̃4, M1, M3 è M4 îáîçíà÷åíû òî÷êè ïåðåñåíèíÿ êðèâûõ, êîòîðûå ñîîò-

âåòñòâóþò ñèòóàöèÿì èç çàìå÷àíèÿ 3, à èìåííî ñëó÷àÿì ïåðåñå÷åíèÿ êëþâîâ L1, L2, L3 ñ

ïðÿìîé n = c2 íà áèôóðöàöèîííûõ äèàãðàììàõ íà ðèñóíêå 2.1 èç òåîðåìû 2.4.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷åê Z̃, S̃, P̃0 ïîðÿäîê èõ êîîðäèíàò íà îñè h çàôèêñèðîâàí äëÿ ëþáûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, à èìåííî: H(S̃) < H(P̃0) < H(Z̃). Ýòî

ëåãêî âèäíî èç çíà÷åíèé âûïèñàííûõ âûøå êîîðäèíàò äàííûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì òî÷êè L̃1 è L̃2

ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà ëþáûõ èíòåðâàëàõ, íà êîòîðûå òî÷êè Z̃, S̃, P̃0 äåëÿò îñü h > 0

Çàìå÷àíèå 7. Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê L̃1, L̃2, Z̃, S̃, P̃0 îòíîñèòåëü-

íî èõ êîîðäèíàò íà îñè h ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ìèíèìóì 20 êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ äèàãðàìì.

Â ñèëó ãèïîòåçû 1 â ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî 6 òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì. Äëÿ

ýòèõ 6 òèïîâ íàìè ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ãðóáûõ ìîëåêóë è ìíîãîîáðàçèÿ Q3.

Ðèñ. 2.9: Äîïóñòèìûå êðèâûå ïðè c = 0

Èñòîðè÷åñêè ðàññìàòðèâàþò ïðÿìûåH = const, ïåðåñåêàþùèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû,

íî äîïóñêàåòñÿ ðàññìîòðåíèå Q3 â ïðîîáðàçå äîïóñòèìûõ êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõ òðàíñâåðñàëü-

íî äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç åå îñîáûå òî÷êè. Íà ðèñóíêàõ 2.9 è

2.10 îíè èçîáðàæåíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Íà ñàìîì äåëå íà ðèñóíêàõ 2.9 è 2.10 èçîáðàæåíû

âñå òèïû ïðÿìûõ H = const äëÿ 6 òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì èç ãèïîòåçû 1, íî ìû äëÿ

óäîáñòâà èçîáðàæàåì èõ ãëàäêèìè êðèâûìè, ÷òîáû èçîáðàçèòü íåñêîëüêî ëèíèé íà îäíîì è

òîì æå ðèñóíêå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Èíà÷å ïðèøëîñü áû ðèñîâàòü ìíîãî ïîõîæèõ áè-

ôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê âîçâðàòà è êàñàíèÿ

áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.10 äàëüøå áóäóò ïðèâåäåíû êàðòèí-

êè, ãäå ïóíêòèðíûå ïðÿìûå íàðèñîâàíû ïðÿìûìè ïðè íåêîòîðûõ ÿâíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.10. 1. Äëÿ êàæäîé èç äîïóñòèìûõ êðèâûõ íà ðèñ. 2.9, 2.10 ãðóáàÿ ìîëåêóëà è

òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé óêàçàíû â òàáëèöå

2.1. Â ï.7 òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íåñâÿçíî: îíî èìååò 2 êîìïîíåíòû, êàæäàÿ èç êî-

òîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé â äàííîì ïóíêòå òàáëèöû ìîëåêóëîé.
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Ðèñ. 2.10: Äîïóñòèìûå êðèâûå ïðè c > 0
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2. Êàæäîå èç òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûì 1 � 27 íà ðèñ. 2.9, 2.10

ðåàëèçóåòñÿ êàê èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

K, I, d.

3. Åñëè òî÷êè âîçâðàòà êðèâûõ σ̃ èç òåîðåìû 2.9, îáîçíà÷åííûå M̃3, M̃4, M3, M4 íà ðèñ.

2.8, ëåæàò âíå êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè M1, M̃1, Z̃, îáðàçîâàííîãî êðè-

âûìè s̃ è l̃ ïðè λ ⊂ [a3, b3] (ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ãèïîòåçå 1), òî ñóùåñòâóåò ðîâíî

27 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé, êàæäîé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ñâîÿ ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà. Ýòè 27

îáëàñòåé ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðè

êàæäîì íàáîðå çíà÷åíèé ñåìè ïàðàìåòðîâ K = (K1, K2, K3), I = (I1, I2, I3), d ñèñòåìû

øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì âîçíèêàåò òîëüêî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ýòèõ 27 îáëà-

ñòåé.

Êîììåíòàðèé ê òàáëèöå 2.1: Íîìåðà äîïóñòèìûõ êðèâûõ â òàáëèöå 2.1 ñîîòâåòñòâóþò

íîìåðàì êðèâûõ íà ðèñóíêàõ 2.9 è 2.10. Â ñòîëáöå �Òîïîëîãè÷åñêèé òèï� óêàçàí òîïîëîãè÷åñêèé

òèï 3-ìíîãîîáðàçèÿ ëåæàùåãî â ïðîîáðàçå äîïóñòèìûõ êðèâûõ, ÷üè íîìåðà óêàçàíû â ñòîëá-

öå �Íîìåðà äîïóñòèìûõ êðèâûõ�. Çíà÷åíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà N íà áèôóðêàöèîííûõ

äèàãðàììàõ ðàñòåò ñëåâà íàïðàâî, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì �ïîõîæèé� âèä ìîëåêóë, îòëè÷àþùèõñÿ

íàïðàâëåíèåì. Íàïðèìåð, �ïîõîæè� ìîëåêóëû äëÿ äîïóñòèìûõ êðèâûõ 14 è 17 (ñòðîêè 2 è 3 â

òàáëèöå 2.1).

Òàáëèöà 2.1: Ìîëåêóëû è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû äëÿ äîïóñòèìûõ êðèâûõ íà ðèñ. 2.9, 2.10 .

� Òîïîëîãè÷åñêèé òèï Ìîëåêóëà

Íîìåðà äîïóñòèìûõ

êðèâûõ íà ðèñ. 2.9,

2.10

1 S3
A A 13

2 S3
A

B A

A

17

3 S3
A

A B

A

14

4 S3
A A

B B

A A

16, 18

5 S3
A

B

A B A

A

19
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Òàáëèöà 2.1: ïðîäîëæåíèå

6 S3
A

B A

A B B

A A

20

7 2S3
A A 27

8 2S3
A

B A

A

26

9 RP 3
A A 9

10 RP 3
A

A B

A

10

11 RP 3
A

B

A B A

A

23

12 RP 3
A

B A

A B B

A A

24

13 RP 3
A

B A

A

11, 21

14 RP 3
A A

B B

A A

12, 22

15 S1 × S2
A A 1

16 S1 × S2
A

A B

A

2

17 S1 × S2
A

B A

A

3, 5, 15

18 S1 × S2
A A

B B

A A

4, 6, 25
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Òàáëèöà 2.1: ïðîäîëæåíèå

19 S1 × S2
A

B

A B A

A

7

20 S1 × S2
A

B A

A B B

A A

8

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òðåòèé ïóíêò òåîðåìû. Ðàññìîòðèì êðèâîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê,

îáðàçîâàííûé òî÷êàìè M̃1, Z̃, M1 è S̃ íà ðèñ. 2.8. Â òî÷êàõ M̃1 è M1 îäíîâðåìåííî âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè èõ ê êðèâîé s̃ è óñëîâèå íà êîîðäèíàòû òî÷êè Ŝ, íàéäåííîå â

òåîðåìå 2.2 ( Ŝ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ òî÷êè L3 è ïðÿìîé n = c2). Çíà÷èò, òî÷êè M̃1 è M1 èìåþò

êîîðäèíàòû: 



c = ±d2
3∑

i=1

K2
i

J2
i

h =
1

2

3∑

i=1

K2
i

Ji
− 1

2
d

3∑

i=1

K2
i

J2
i

Èç çíà÷åíèé êîîðäèíàò âèäíî, ÷òî òî÷êè M̃1 è M1 áóäóò âñåãäà ðàñïîëàãàòüñÿ íèæå ïî îñè h,

÷åì òî÷êà S̃.

Ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ êðèâóþ s̃, áóäåò âñåãäà âûïóêëîé, ò.ê. â íåé h′′c = −2

d
< 0. Ïðè ýòîì îíà

áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé íà ñâîåé ÷àñòè îò òî÷êèM1 äî òî÷êè S̃ è ìîíîòîííî óáûâàþùåé

îò òî÷êè S̃ äî M̃1, ò.ê. h
′
c = −2c

d
.

Òåïåðü ïðîâåðèì âûïóêëîñòü è îòñóòñòâèå ðàçðûâîâ ôóíêöèé, çàäàþùèõ êðèâûå l̃. Â äàííûõ

òî÷êàõ:

c′λ = − 3(d− λ)2

±2d

√√√√
(

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
(d− λ)3

d

(
3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3
− (d− λ)

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)4

)
,

h′λ =
3

2

(
3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3
− (d− λ)

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)4

)
.

Ïîëó÷àåì, ÷òî:

h′c = − ±d
(d− λ)2

√√√√
(

3∑

i=1

JiK
2
i

(Ji − λ)3

)
(d− λ)3

d

Çíà÷èò, ôóíêöèè, çàäàþùèå êðèâûå l̃, ìîíîòîííî óáûâàþò ïðè c > 0, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå h′c < 0,

è ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïðè c < 0. Â ñëó÷àå c = 0 èìååì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, ò.ê. h′c = 0.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü h′′c íà ôóíêöèÿõ, çàäàþùèõ êðèâûå l̃.

h′′c =
h′′λc

′
λ − c′′λh′λ
(c′λ)

3
=

=

(
d

(
6

(
−1.5

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3
+ 1.5(d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4

)(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
−

(d− λ)
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)5

)
−




2.25

(
−(d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
+

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

)2

(d− λ)
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

−
4.5

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4

(
(d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
−

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

+

1

d− λ

(
4.5(d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
− 4.5

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

)
+

1

d− λ

(
3

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

−9(d− λ)
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
+ 6(d− λ)2

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)5

))(
1.5

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

−1.5(d− λ)
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4

))(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

))
/
((

1.5(d− λ)
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
−

1.5
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

)3

(d− λ)


 =

= d


(d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
+ 0.5

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

)2

− 1.5(d− λ)2·

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4

)2

/


1.5(d− λ)2

(
(d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
−

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

)2

 =

=

d

(
3(d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
+

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3

)

3(d− λ)2

(
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3
− (d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4

) (2.28)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü çíàê âûðàæåíèÿ (2.28) ïîñìîòðèì îòäåëüíî íà çíàêè åãî ÷èñëèòåëÿ

è çíàìåíàòåëÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f1 è f2, çàäàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì :

f1(λ) = 3(d− λ)
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
+

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3
,
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f2(λ) =
3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)3
− (d− λ)

3∑

i=1

K2
i Ji

(Ji − λ)4
.

Ïîñòðîèì ãðàôèêè äàííûõ ôóíêöèé.

Ðèñ. 2.11: Ãðàôèê ôóíêöèè f1

Ðèñ. 2.12: Ãðàôèê ôóíêöèè f2

Òåïåðü ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû îòíîñèòåëüíî êðèâûõ l̃:

� åñëè λ ∈ [a3, b3], òî h
′′
c > 0 (ò.ê. f1(λ) > 0 è f2(λ) > 0 ), ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ êðèâóþ l̃,

âîãíóòàÿ.

� åñëè λ ∈ [a1, b1], òî h
′′
c < 0 (ò.ê. f1(λ) < 0 è f2(λ) > 0 ), ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ êðèâóþ l̃,

âûïóêëàÿ.
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� åñëè λ ∈ [a2, b2], òî h
′′
c < 0 (ò.ê. f1(λ) < 0 è f2(λ) > 0 ), ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ êðèâóþ l̃,

âûïóêëàÿ.

Çíà÷èò, íà ðàçëè÷èå â ðàçáèåíèè ïëîñêîñòè R2(h, c) íà îáëàñòè ñ òèïàìè ìîëåêóë âëèÿåò òî,

êàê èìåííî êðèâûå l̃ ïðè λ ∈ [a1, b1] è λ ∈ [a2, b2] ïåðåñåêàþò îñòàëüíûå ðàçäåëÿþùèå êðèâûå.

Ðàññìîòðèì îáëàñòè, îáðàçîâàííûå êðèâûìè l̃ ïðè λ ∈ [a3, b3], s̃, σ̃ è îòðåçêîì t̃0.

Ðèñ. 2.13: Ïîñòîÿííûå îáëàñòè áåç ó÷åòà êðèâûõ l̃ ïðè λ ∈ [a1, b1] è λ ∈ [a2, b2]

Ìû ïîëó÷èì 8 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 2.13, êîòîðûå íå áóäóò êà÷å-

ñòâåííî ìåíÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ K, I, d. Ïðè äîáàâëåíèè ê êðèâûì íà ðèñóíêå 2.13

äâóõ êðèâûõ l̃ ïðè λ ∈ [a1, b1] è λ ∈ [a2, b2] ìû ïîëó÷èì ïîëíûé ñïèñîê êðèâûõ èç òåîðåìû 2.9.

Ïðè ýòîì, äëÿ îáëàñòåé a, i, j, h, c, k âåðíî, ÷òî îíè ìîãóò ðàçáèòüñÿ íà ìàêñèìóì 3 ÷àñòè ïðè

ïåðåñå÷åíèè ñ êðèâûìè l̃ ïðè λ ∈ [a1, b1] è λ ∈ [a2, b2]. ×àñòü îáëàñòè, êîòîðàÿ áóäåò íàõîäèòüñÿ

íèæå îáåèõ ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ l̃, îáîçíà÷èì ÷åðåç íàçâàíèå äàííîé îáëàñòè ñ èíäåêñîì

1. ×àñòü, êîòîðàÿ áóäåò âûøå îáåèõ êðèâûõ - ñ èíäåêñîì 4. ×àñòè îáëàñòè, íàõîäÿùåéñÿ ìåæäó

êðèâûìè l̃, ïðèïèøåì èíäåêñ 2, åñëè â ýòîé îáëàñòè íèæå íàõîäèòñÿ êðèâàÿ l̃ ïðè λ ∈ [a1, b1], è

èíäåêñ 3 � èíà÷å. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü îáëàñòè ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåé îáëàñòüþ, åñëè êðèâûå

l̃ ýòó îáëàñòü íå ïåðåñåêàþò. Ïðàâèëî ïðîñòàíîâêè èíäåêñîâ íå ìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîëó÷èì 24 îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìîëåêóë, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü â ñèñòåìå øàð

×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì. Îáëàñòü f ìîæåò ðàçáèòüñÿ íà ìàêñèìóì 2 ÷àñòè ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ êðè-

âîé l̃ ïðè λ ∈ [a2, b2]. Îáëàñòü g îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíî ìû ïîëó÷èì

27 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé.

Äîêàçàæåì ïåðâûå äâà ïóíêòà òåîðåìû. Ìîëåêóëû äîïóñòèìûõ êðèâûõ íà áèôóðêàöèîííûõ

äèàãðàììàõ A1, A2, A3 íà ðèñ. 2.9, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ c = 0, ñîâïàäàþò ñ ìîëåêóëàìè

êðèâûõ íà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ B1, B3, B2 íà ðèñ. 2.10, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ

c > 0. Ýòî âûòåêàåò èç âèäà êðèâûõ, ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ìîëåêóë, èç

69



òåîðåìû 2.9. Ðàññìîòðèì ìàëîå óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà c. Èç òî÷êè P̃0 âûõîäÿò äâå ðàñõîäÿùèåñÿ

âåòâè êðèâîé σ̃, îáðàçîâûâàÿ íîâóþ îáëàñòü, êîòîðîé íå áûëî â ñëó÷àå c = 0. Îñòàëüíûå æå

îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì îáëàñòåé â ñëó÷àå c = 0, çíà÷èò òèï ìîëåêóë íå ìåíÿåòñÿ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êàæäîå èç òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, îòâå÷àþùèõ äîïóñòèìûì êðè-

âûì 1�27 íà ðèñ. 2.9, 2.10, ðåàëèçóåòñÿ â âèäå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Âûáåðåì êîí-

êðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ K, I è d è ðàññìîòðèì ïîëó÷àþùèåñÿ äëÿ íèõ áèôóðêàöèîííûå

äèàãðàììû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå òèïû ìîëåêóë. Êðèâûå H = const

íèæå îáîçíà÷åíû òàêèìè æå íîìåðàìè, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèè èì äîïóñòèìûå êðèâûå. Óðîâ-

íè çíà÷åíèé c, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, îòìå÷åíû íà äèàãðàììå

ñ êðèâûìè, ðàçäåëÿþùèìè òèïû ìîëåêóë, òîíêèìè ñåðûìè ëèíèÿìè. Ðèñóíêè 2.14, 2.15, 2.16,

2.17 ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêèõ ïàêåòîâ íà ÿçûêå Python ïî ôîðìóëàì èç òåîðåì 2.9 è

2.1 ïðè ïîäîáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû K, I è d. Íà ðèñóíêàõ 2.15 è 2.16 îòäåëüíî

óâåëè÷åíû è âûíåñåíû âëåâî ó÷àñòêè ðàçäåëÿþùèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2(h, c), ÷òîáû áûëî

óäîáíåå îáîçíà÷àòü íàçâàíèÿ îáëàñòåé íà íèõ. Òàê êàê êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå òèïû ìîëåêóë,

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè h áóäåì èçîáðàæàòü èõ òîëüêî ïðè c > 0. Â êàæäîì èç ÷åòûðåõ

ñëó÷àåâ íèæå â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ íîìåðîâ êðèâûõ è îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè

òèïàìè ìîëåêóë.

� K = (3.24, 0.7, 2.87), I = (0.87, 2.44, 4.17), d = 1.63. Ñì. ðèñ. 2.14.

Îáëàñòü i1 j1 k1 c1 c2

Ïðÿìàÿ 5 17 21 9 11

0 10

30

c = 0.22

a1

a2

a3

a4

f1

f2

c1

c2

c4

k1

j1

i1

h1

g

h

c
-10 c2 260

30 h

n

11

9

21

17

5

c = 0.22

Ðèñ. 2.14: Ñîîòâåòñòâèå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è äîïóñòèìûõ êðèâûõ ïðè

K = (3.24, 0.7, 2.87), I = (0.87, 2.44, 4.17), d = 1.63
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� K = (0.43, 0.48, 1.23), I = (0.1, 1.53, 4.2), d = 0.48. Ñì. ðèñ. 2.15.

Îáëàñòü i2 j2 k2 k4 h1 f1 a2 a4 c4

Ïðÿìàÿ 7 19 23 24 1 26 15 16 12

Ðèñ. 2.15: Ñîîòâåòñòâèå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è äîïóñòèìûõ êðèâûõ ïðè

K = (0.43, 0.48, 1.23), I = (0.1, 1.53, 4.2), d = 0.48

71



� K = (1.1, 1, 5.56), I = (0.06, 1.23, 7.48), d = 0.15. Ñì. ðèñ. 2.16.

Îáëàñòü h2 h4 i4 j4

Ïðÿìàÿ 3 4 8 20

0 8.5

30

c4 a4

f2

a3

g

a1

k4

j4

h1
f1

i4

h

c
c = 0.23

a4j4

a2j2

a1

j1h1

h2

h4

i4

i2

i1

-1 c2 33

16

c = 0.23

20

8

4
3

h

n

Ðèñ. 2.16: Ñîîòâåòñòâèå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è äîïóñòèìûõ êðèâûõ ïðè

K = (1.1, 1, 5.56), I = (0.06, 1.23, 7.48), d = 0.15
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� K = (0.76, 0.81, 0.59), I = (0.32, 1.42, 9.56), d = 0.48. Ñì. ðèñ. 2.17.

Îáëàñòü h3 i3 j3 k3 c3 a1 g a3 f2

Ïðÿìàÿ 2 6 18 22 10 13 27 14 25

-0.5 c2 9.5

3.5 h

n

10

22

18

6

2

c = 0.05
3 c2 18

4.8
h

n

25

14

27
13

c = 2

0 2.9

2.7

c = 0.05 c = 2

h

c

c4

a4

f2

a3

c3

k3

j3

i3

h3
h1 a1

g

Ðèñ. 2.17: Ñîîòâåòñòâèå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è äîïóñòèìûõ êðèâûõ ïðè

K = (0.76, 0.81, 0.59), I = (0.32, 1.42, 9.56), d = 0.48

Êîììåíòàðèé ê òåîðåìå 2.10:

Äëÿ ïÿòè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì íà ðèñ. 2.3 ìû ïîêà íå çíàåì, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ýòè äèàãðàììû äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóþòñÿ. Íî,

òåì íå ìåíåå, ìû âû÷èñëèëè ìîëåêóëû è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ

äîïóñòèìûõ êðèâûõ 28 � 39 (ðèñ. 2.18) íà ýòèõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàììàõ. Îíè óêàçàíû â

òàáëèöå 2.2. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè è ñóùåñòâóþò áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, íå ïîïàäàþùèå

ïîä êëàññèôèêàöèþ òèïîâ äèàãðàìì èç ãèïîòåçû 1, òî ýòî äèàãðàììû èç ñïèñêà íà ðèñ. 2.3.
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Äîïóñòèìûå êðèâûå 28 � 39 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì ïîïàäàíèÿ òî÷åê âîçâðàòà M̃3, M̃4, M3,

M4 âíóòðü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè M1, M̃1, Z̃ íà ðèñ. 2.8. Äèàãðàììà D3 íà

ðèñ. 2.18 îáúåäèíÿåò â ñåáå äîïóñòèìûå êðèâûå äëÿ äèàãðàìì 3 è 5 ðèñ. 2.3.

Ðèñ. 2.18: Äîïóñòèìûå êðèâûå ïðè c > 0 äëÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì îáñóæäàâøèõñÿ â

ãèïîòåçå 1. À èìåííî, ãèïîòåòè÷åñêè âîçìîæíûõ òèïîâ äèàãðàìì, êîòîðûå ìîãëè áû ïîÿâèòüñÿ

â ñèñòåìå øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì, íî ãèïîòåçà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî îíè, íà ñàìîì äåëå, íå

ðåàëèçóþòñÿ.

Òàáëèöà 2.2: Ìîëåêóëû è òîïîëîãè÷åñêèå òèïû äëÿ äîïóñòèìûõ êðèâûõ íà ðèñ. 2.18.

� Òîïîëîãè÷åñêèé òèï Ìîëåêóëà
Íîìåðà äîïóñòèìûõ

êðèâûõ íà ðèñ. 2.18

1 S3
A A

B B

A A

28

2 S3
A A

B B A

A B

A

29, 34

3 S3
A

A B A

B

A

33
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Òàáëèöà 2.2: ïðîäîëæåíèå

4 2S3
A

A B

A

31

5 RP 3
A A

B B A

A B

A

32, 36

6 RP 3
A

A B A

B

A

35

7 RP 3
A A

B B

A A

30

8 S1 × S2
A A

B B

A A

37

9 S1 × S2
A A

B B A

A B

A

38, 39
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Ãëàâà 3

Êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö ñêëåéêè íà

êðóãîâûõ ìîëåêóëàõ òî÷åê òèïà

öåíòð-öåíòð

Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òî÷åê

òèïà öåíòð-öåíòð r-ìåòêà íà êðóãîâîé ìîëåêóëå âñåãäà ðàâíà 0. Ïðî ε-ìåòêó èçâåñòíî, ÷òî

îíà çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ Q3, îðèåíòàöèè êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé äîïîëíè-

òåëüíîãî èíòåãðàëà F èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû è îðèåíòàöèè ðåáåð ìîëåêóëû. Â äàííîé ðàáîòå

ðàññìîòðåí ñïîñîá ÿâíîãî çàäàíèÿ îðèåíòàöèè áàçèñíûõ öèêëîâ è íàéäåíû ìàòðèöû ñêëåéêè

íà êðóãîâûõ ìîëåêóëàõ òî÷åê òèïà öåíòð-öåíòð â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììû.

Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà âêëþ÷àþò â ñåáÿ èçó÷åíèå òîïîëîãèè ôà-

çîâîãî ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, êëàññèôèêàöèþ îñîáåííîñòåé, ïîñòðîåíèå áèôóð-

êàöèîííûõ äèàãðàìì è îïðåäåëåíèå òèïîâ áèôóðêàöèé, âû÷èñëåíèå ãëîáàëüíûõ è ëîêàëüíûõ

èíâàðèàíòîâ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, òðàåêòîðíûõ èíâàðèàíòîâ. Ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêèõ èí-

âàðèàíòîâ ìîæíî âûÿâëÿòü ýêâèâàëåíòíûå è íåýêâèâàëåíòíûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû. Âñå

èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè Ôîìåíêî�Öèøàíãà êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ

ñèñòåì, îñíîâàííîé íà èíâàðèàíòàõ Ôîìåíêî (íàçûâàåìûõ ãðóáûìè ìîëåêóëàìè) è èíâàðèàí-

òàõ Ôîìåíêî�Öèøàíãà (íàçûâàåìûõ ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè), èñïîëüçóþùèõ áèôóðêàöèîííûå

êîìïëåêñû (ïîäðîáíîñòè ñì. â [5, 13, 14, 4]).

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëû ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé êðèâîé ÿâëÿ-

åòñÿ èçâëå÷åíèå èíôîðìàöèè î ìåòêàõ è áàçèñíûõ öèêëàõ èç êðóãîâûõ ìîëåêóë îñîáûõ òî÷åê

(ïðî êðóãîâûå ìîëåêóëû ïîäðîáíåå ñì. â ðàáîòå [3]). Îñîáûå òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð âñòðå÷à-

þòñÿ ïî÷òè â êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, íî, òåì íå ìåíåå, íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíû

òîëüêî r-ìåòêè íà èõ êðóãîâûõ ìîëåêóëàõ è äîïóñòèìûå áàçèñû, ñîîòâåòñòâóþùèå (êàê â [15])

äóãàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òàêèõ òî÷êàõ, ñì. [3]. Â äàííîé ðàáîòå
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âû÷èñëåíû ðàçëè÷íûå ìàòðèöû ñêëåéêè â ñëó÷àå òî÷åê òèïà öåíòð-öåíòð, íà îñíîâå êîòîðûõ â

äàëüíåéøåì ìîæíî áóäåò âû÷èñëÿòü ε-ìåòêè ìîëåêóë.

Ðàçíûå àâòîðû ÷àñòî â ñâîèõ ðàáîòàõ ïîäõîäÿò ê âûáîð îðèåíòàöèè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,

à çíà÷åíèå ε-ìåòêè íàïðÿìóþ çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåä-

ëàãàåòñÿ ââåäåíèå åäèíîãî ïîäõîäà ê âûáîðó îðèåíòàöèè, ñîãëàñóþùååñÿ ñ òåîðèåé èç êíèãè

[4].

3.1 Áàçèñíûå öèêëû è ïðàâèëà çàäàíèÿ îðèåíòàöèè

Êðóãîâàÿ ìîëåêóëà äëÿ òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð èìååò âèä A�A. Ìû õîòèì ÿâíî ïîñòðîèòü

áàçèñíûå öèêëû è âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ òîðîâ, ëåæàùèõ â ïðîîá-

ðàçå òî÷åê äîïóñòèìîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, îòâå÷àþùèå

ïåðåñòðîéêàì òèïà A.

Ðèñ. 3.1: Äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ γ

Ïóñòü êðèâûå α1 è α2 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ïåðå-

ñòðîéêàì òèïà A, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ïðîîáðàç êîòîðîé ñîäåðæèò òî÷êó ðàíãà 0 òèïà öåíòð-

öåíòð (ñì. ðèñóíîê 3.1). Ïðîâåäåì äîïóñòèìóþ êðèâóþ γ è ðàññìîòðèì òîð T , ëåæàùèé â ïðî-

îáðàçå îäíîé èç åå òî÷åê. Íà ýòîò òîð ïðèõîäÿò áàçèñíûå öèêëû ñ òîðîâ T1 è T2, ðàñïîëîæåííûõ

îêîëî êðèâûõ α1 è α2:

Aα1 → (λα1 , µα1), Aα2 → (λα2 , µα2).

Ýòè öèêëû λαi
, µαi

âûáèðàþòñÿ íà òîðàõ T1 è T2 òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. íàïðàâëåíèå öèêëà µαi
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì sgradH íà ñîîòâåòñòâóþùåé êðèòè÷åñêîé

îêðóæíîñòè,

2. öèêë λαi
ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñîîòâåòñòâóþùåé äóãå αi,

3. ïàðà öèêëîâ (λαi
, µαi

) ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà íà òîðå Ti.
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Ðàññìàòðèâàÿ ïàðû öèêëîâ (λα1 , µα1) è (λα2 , µα2), ïðèõîäÿùèå íà òîð T ñ òîðîâ T1 è T2

ñîîòâåòñòâåííî, êàê áàçèñû â ãðóïïå îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé, ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñêëåéêè:

C =

(
α β

γ δ

)
, ãäå

(
λα1

µα1

)
=

(
α β

γ δ

)(
λα2

µα2

)
.

Êàê óêàçàíî âûøå, íà ãðàíè÷íîì òîðå ïîëíîòîðèÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà λ áå-

ðåòñÿ ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ, ò.å. öèêë, ñòÿãèâàþùèéñÿ â òî÷êó âíóòðè ïîëíîòîðèÿ, à â êà÷åñòâå

âòîðîãî öèêëà µ � ïðîèçâîëüíûé öèêë, äîïîëíÿþùèé λ äî áàçèñà. Îðèåíòàöèÿ öèêëà µ çàäà-

åòñÿ ïîòîêîì sgradH, ïîñëå ÷åãî îðèåíòàöèÿ öèêëà λ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé íà

ãðàíè÷íîì òîðå. Çàôèêñèðóåì ïðàâèëà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû áóäåì çàäàâàòü îðèåíòàöèþ íà

ãðàíè÷íîì òîðå ïîëíîòîðèÿ.

Ïóñòü H � ãàìèëüòîíèàí, à F � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà ñèì-

ïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèM4. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F = H×F : M4 → R2(h, f).

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà â îêðåñòíîñòè òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð íà ïëîñêîñòè R2(h, f) âû-

ãëÿäèò êàê �óãîë�, îãðàíè÷åííûé äâóìÿ äóãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ñì. ðèñ. 3.1).

Ïðîîáðàç êðèâîé γ ñ êîíöàìè íà ýòèõ äóãàõ ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Q3
γ = {x ∈

M4|F(x) ∈ γ}, ãîìåîìîðôíûì òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Ïðè ýòîì ïðîîáðàçàìè êîíöîâ êðèâîé γ

ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (íà êîòîðûõ sgradH è sgradF çàâèñèìû), à ïðîîáðàçàìè

âíóòðåííèõ òî÷åê êðèâîé � òîðû Ëèóâèëëÿ. Ëþáîé òàêîé òîð T 2 ðàçáèâàåò Q3
γ íà äâà ïîëíî-

òîðèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì òîðîì äëÿ êàæäîãî èç íèõ. Îðèåíòàöèÿ íà òîðå T 2 çàâèñèò îò

òîãî, äëÿ êàêîãî èç äâóõ ïîëíîòîðèé ìû ðàññìàòðèâàåì åãî êàê ãðàíè÷íûé òîð, è îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M4 îðèåíòàöèÿ çàäàíà ôîðìîé ω ∧ ω.

2. Îðèåíòàöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè Q3
γ çàäàåòñÿ íîðìàëüþ ê Q3

γ â M4, ò.å. òðîéêà âåêòîðîâ

e1, e2, e3 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê Q3
γ áóäåò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, åñëè ÷åò-

âåðêà âåêòîðîâ e1, e2, e3, n ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â M4. Ïðè ýòîì íîðìàëü n áóäåì

âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà îíà ïåðåõîäèëà â íîðìàëü ê êðèâîé γ,

íàïðàâëåííóþ âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïî îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó, îáðàçîâàííîìó äâóìÿ

äóãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è êðèâîé γ.

3. Îðèåíòàöèÿ íà òîðå T 2 ⊂ Q3
γ çàäàåòñÿ íîðìàëüþ N ê òîðó T 2 â Q3

γ, ò.å. ïàðà âåêòîðîâ

e1, e2 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê T 2 áóäåò ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà, åñëè òðîéêà

âåêòîðîâ e1, e2, N ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â Q3
γ. Ïðè ýòîì íîðìàëü N áóäåì âûáè-

ðàòü òàê, ÷òîáû îíà áûëà âíåøíåé íîðìàëüþ äëÿ ïîëíîòîðèÿ, ãðàíè÷íûì òîðîì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé òîð T 2.

Èòîã: ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòèðîâàííîñòü ïàðû âåêòîðîâ e1, e2 íà òîðå T
2 çàäàåòñÿ óñëîâèåì

ω ∧ ω(e1, e2, N, n) > 0. (3.1)
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Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ γ çàäàíà óðàâíåíèåì H = const (â ýòîì ñëó÷àå Q3
γ

íàçûâàåòñÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ) â êà÷åñòâå íîðìàëåé n è N ìîæíî áðàòü ± gradH

è ± gradF ñîîòâåòñòâåííî.

3.2 Êëàññèôèêàöèÿ êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê òèïà öåíòð-

öåíòð

Ïóñòü P ∈M4 � îñîáàÿ òî÷êà òèïà öåíòð-öåíòð. Òîãäà îáðàç îêðåñòíîñòè òî÷êè P ïðè îòîáðà-

æåíèè ìîìåíòà F = H×F åñòü ÷àñòü ïëîñêîñòè R2(h, f), îãðàíè÷åííàÿ äóãàìè áèôóðêàöèîííûõ

êðèâûõ α è δ, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè F(P ) = (H(P ), F (P )). Ìû õîòèì îïèñàòü áàçèñíûå öèê-

ëû è ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ êðèâûõ γ ñ êîíöàìè íà äóãàõ α è δ (ñì. ðèñ. 3.1). Ýòî äàñò íàì

âîçìîæíîñòü ïî âèäó äóã α è δ ëåãêî îïðåäåëÿòü ε-ìåòêó â äàëüíåéøåì.

Åñëè ìû çàìåíèì ãàìèëüòîíèàí H è èíòåãðàë F íà ôóíêöèè H̃ = h̃(H,F ) è F̃ = f̃(H,F ), òî

äëÿ íîâîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃ è èíòåãðàëîì F̃ êðèòè÷åñêèå òî÷êè (ãäå

ãàìèëüòîíèàí è èíòåãðàë çàâèñèìû) íå èçìåíÿòñÿ, à äóãè α è δ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ïå-

ðåéäóò â íîâûå äóãè α̃ è δ̃ ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà (h, f)→ (h̃(h, f), f̃(h, f)). Äåéñòâóÿ

òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ìåíÿòü âèä äóã α è δ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáðàç òî÷êè P

ïðè ýòîì äèôôåîìîðôèçìå íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. âñå äóãè (ñòàðûå è íîâûå) âûõîäÿò èç îäíîé è òîé

æå òî÷êè (H(P ), F (P )) = (H̃(P ), F̃ (P )).

Äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè S1, ëåæàùåé â ïðîîáðàçå íåêîòîðîé òî÷êè äóãè α èëè

äóãè δ, âî âñåõ åå òî÷êàõ sgradH è sgrad H̃ áóäóò ïðîïîðöèîíàëüíû. Òàê êàê îðèåíòàöèÿ íà öèêëå

µ îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì sgradH íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü,

êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà ñêëåéêè ïðè çàìåíå H è F íà H̃ è F̃ , íóæíî çíàòü çíàê êîýôôèöèåíòà

ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó sgradH è sgrad H̃.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü α(t) = (h(t), f(t)) � îäíà èç äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, âûõîäÿ-

ùàÿ èç òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð, äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è èíòåãðàëîì F , à

α̃(t) = (h̃(h(t), f(t)), f̃(h(t), f(t))) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé äóãà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû äëÿ

ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̃ = h̃(H,F ) è èíòåãðàëîì F̃ = f̃(H,F ). Òîãäà â òî÷êàõ êðèòè-

÷åñêîé îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïðîîáðàçå òî÷êè α(t)

sgrad H̃ =
dh̃/dt

dh/dt
sgradH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β(t) � êðèâàÿ â M4, îáðàç êîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà F åñòü

áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ α(t). Òîãäà

dh

dt
=

d

dt
(H(β(t))) = dH(

dβ

dt
).
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Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèè H̃:

dh̃

dt
=

d

dt
(H̃(β(t))) = dH̃(

dβ

dt
).

Åñëè sgrad H̃ = k · sgradH, òî dH̃ = k · dH, à çíà÷èò, dh̃
dt

= k · dh
dt
.

Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî íàïðàâëåíèÿ ïîòîêîâ sgradH è sgrad H̃ íà êðèòè÷åñêèõ îêðóæíî-

ñòÿõ, ëåæàùèõ â ïðîîáðàçå áèôóðêàöèîííîé êðèâîé â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P òèïà öåíòð-

öåíòð, îäèíàêîâû, åñëè âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâûõ α è α̃ â òî÷êå F(P ) = (H(P ), F (P )) ëåæàò â

îäíîé è òîé æå ïîëóïëîñêîñòè ñ ãðàíèöåé h = H(P ). È íàîáîðîò, íàïðàâëåíèÿ ïîòîêîâ sgradH

è sgrad H̃ ïðîòèâîïîëîæíû, åñëè ýòè âåêòîðà ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ. Îòìåòèì, ÷òî ìû

íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð ñêîðîñòè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé â òî÷êå F(P ) ïåðïåí-

äèêóëÿðåí îñè h, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð sgradH ìîæåò áûòü íóëåâûì, ÷òî íå ïîçâîëÿåò

ïðèìåíèòü ïðàâèëî äëÿ îðèåíòàöèè öèêëà µ.

ßñíî, ÷òî ïðèìåíÿÿ ïîäõîäÿùèé äèôôåîìîðôèçì (h, f)→ (h̃(h, f), f̃(h, f)), ìû ìîæåì �âû-

ïðÿìèòü� äóãè α è δ, ò.å. çàìåíèòü ôóíêöèèH è F íà òàêèå ôóíêöèè H̃ è F̃ , ÷òî áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà â îêðåñòíîñòè òî÷êè F(P ) áóäåò âûãëÿäåòü, êàê ïàðà ëó÷åé ñ òåìè æå êàñàòåëüíû-

ìè âåêòîðàìè â òî÷êå F(P ). Äèôôåðåíöèàë òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà áóäåò òîæäåñòâåííûì â

òî÷êå F(P ), ò.å. íàïðàâëåíèÿ ïîòîêà sgradH íà êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ íå ïîìåíÿåòñÿ.

Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (q1, q2, p1, p2)

H =
1

2
(a(p22 + q22) + k(p21 + q21)), F =

1

2
(b(p21 + q21) +m(p22 + q22)), (3.2)

ãäå a, b = ±1 è k 6= 0. Òîãäà

sgradH = (kp1, ap2,−kq1,−aq2), sgradF = (bp1,mp2,−bq1,−mq2), (3.3)

à ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû çàäàåòñÿ ëèáî óñëîâèåì p1 = q1 = 0, ëèáî óñëîâèåì p2 =

q2 = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî ëó÷ δ çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè f = amh, 2ah ≥ 0, è â ïðîîáðàçàõ åãî òî÷åê

ëåæàò îêðóæíîñòè {p1 = q1 = 0, p22 + q22 = 2ah}, à ëó÷ α çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè h = bkf , bf ≥ 0, è

â ïðîîáðàçàõ åãî òî÷åê ëåæàò îêðóæíîñòè {p2 = q2 = 0, p21 + q21 = 2bf}.
Ðàñïîëîæåíèå ëó÷åé α è δ çàâèñèò îò çíàêîâ êîíñòàíò a, b, k,m. Ðàññìîòðèì îäèí èç âîçìîæ-

íûõ ñëó÷àåâ: a = b = 1, m = 0, k > 0.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = 1
2
(p22+q22+k(p21+q21)), ãäå k > 0, è èíòåãðàëîì

F = 1
2
(p21 + q21) ìàòðèöà ñêëåéêè íà ðåáðå A−A êðóãîâîé ìîëåêóëû îñîáîé òî÷êè P = (0, 0, 0, 0)

èìååò âèä

(
0 −1

−1 0

)
(ïðè íåêîòîðîì âûáîðå áàçèñíûõ öèêëîâ). Â ÷àñòíîñòè, ε-ìåòêà ðàâíà

−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì ÿâíîå ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ öèêëîâ λα, µα, λδ, µδ.
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Ðèñ. 3.2: Ñëó÷àé a = b = 1, m = 0, k > 0.

1. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ãàìèëüòîíèàíà H è èíòåãðàëà F ëó÷ δ çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè f = 0,

h ≥ 0, à ëó÷ α � óñëîâèÿìè h = kf , f ≥ 0. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå êðèâîé γ, ñîåäèíÿþùåé

ëó÷è α è δ, îòðåçîê {h = c, 0 ≤ f ≤ c
k
} è ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå Q3

γ. Äëÿ êàæäîãî

òîðà Ëèóâèëëÿ T = {h = c, f = ε} ⊂ Q3
γ ñî ñòîðîíû ëó÷à δ íà íåãî ïðèõîäÿò öèêëû

(λδ, µδ) ñ òîðà T1, à ñî ñòîðîíû ïðÿìîé α � öèêëû (λα, µα) ñ òîðà T2 (ñì. ðèñ. 3.2). Â

ñèìïëåêòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (q1, q2, p1, p2) òîð T ìîæíî çàïàðàìåòðèçîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: {
q1 =

√
2ε cosϕ, q2 =

√
2(c− kε) cosψ

p1 =
√

2ε sinϕ, p2 =
√

2(c− kε) sinψ
(3.4)

2. Íàéäåì öèêëû λδ è µδ. Èç ôîðìóë (3.3) äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a = b = 1,

m = 0, k > 0 ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.4) ïîëó÷àåì, ÷òî íà òîðå T = {h = c, f = ε}

sgradH = (k
√

2ε sinϕ,
√

2(c− kε) sinψ,−k
√

2ε cosϕ,−
√

2(c− kε) cosψ). (3.5)

Åñëè ε→ 0, òî ýòîò âåêòîð ïðè ϕ = ϕ0, ψ = ψ0 ñòðåìèòñÿ ê âåêòîðó

sgradH|(ϕ0,ψ0),ε→0 = (0,
√

2c sinψ0, 0,−
√

2c cosψ0). (3.6)

Öèêë µδ ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µδ :

{
ϕ = ϕ0

ψ = ψ0 − t
(3.7)

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé (3.7) èìååò âèä

µ̇δ = (q̇1, q̇2, ṗ1, ṗ2) = (0,
√

2(c− kε) sin(ψ0 − t), 0,−
√

2(c− kε) cos(ψ0 − t))

è, î÷åâèäíî, ïðè ε→ 0 è ϕ = ϕ0, ψ = ψ0 ñòðåìèòñÿ ê âåêòîðó (3.6), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü íàéäåì öèêë λδ. Òàê êàê îí äîëæåí ñòÿãèâàòüñÿ ïðè ε → 0, òî èç (3.4) ñëåäóåò,

÷òî îí çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ψ = const. Ïîýòîìó íóæíî ëèøü âûáðàòü íà íåì ïðàâèëüíîå

81



íàïðàâëåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (3.1). Âûáèðàÿ öèêë λδ ñëåäóþùèì îáðàçîì

λδ :

{
ϕ = ϕ0 + t

ψ = ψ0

(3.8)

ïðîâåðèì, ÷òî â òî÷êå (ϕ0, ψ0) óñëîâèå (3.1) âûïîëíåíî äëÿ ÷åòâåðêè âåêòîðîâ:




λ̇δ = (−
√

2ε sinϕ0, 0,
√

2ε cosϕ0, 0)

µ̇δ = (0,
√

2(c− kε) sinψ0, 0,−
√

2(c− kε) cosψ0)

gradF = (
√

2ε cosϕ0, 0,
√

2ε sinϕ0, 0)

gradH = (k
√

2ε cosϕ0,
√

2(c− kε) cosψ0, k
√

2ε sinϕ0,
√

2(c− kε) sinψ0)

Äåéñòâèòåëüíî, ω ∧ ω(λ̇δ, µ̇δ, gradF, gradH) = 8ε(c − kε) > 0, ò.å. áàçèñ (λδ, µδ), çàäàí-

íûé ôîðìóëàìè (3.8) è (3.7), ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí íà ãðàíè÷íîì òîðå ïîëíîòîðèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ëó÷ó δ.

3. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèì öèêëû λα è µα. Çàäàâàÿ öèêë µα ôîðìóëàìè

µα :

{
ϕ = ϕ0 − s
ψ = ψ0

(3.9)

ïîëó÷àåì, ÷òî åãî âåêòîð ñêîðîñòè

µ̇α = (
√

2ε sin(ϕ0 − s), 0,−
√

2ε cos(ϕ0 − s), 0)

ïðè ε→ c
k
è ϕ = ϕ0, ψ = ψ0 ñòðåìèòñÿ ê âåêòîðó, ïðîïîðöèîíàëüíîìó âåêòîðó

sgradH|(ϕ0,ψ0),ε→ c
k

= (
√

2kc sinϕ0, 0,−
√

2kc cosϕ0, 0),

ñ êîýôôèöèåíòîì 1
k
> 0. Äàëåå, îïðåäåëÿÿ öèêë λα ôîðìóëàìè

λα :

{
ϕ = ϕ0

ψ = ψ0 + s
(3.10)

ïîëó÷àåì, ÷òî îí ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó ïðè ε → c
k
. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (3.1) äëÿ ÷åòâåðêè

âåêòîðîâ




λ̇α = (0,−
√

2(c− kε) sinψ0, 0,
√

2(c− kε) cosψ0)

µ̇α = (
√

2ε sinϕ0, 0,−
√

2ε cosϕ0, 0)

− gradF = (−
√

2ε cosϕ0, 0,−
√

2ε sinϕ0, 0)

gradH = (k
√

2ε cosϕ0,
√

2(c− kε) cosψ0, k
√

2ε sinϕ0,
√

2(c− kε) sinψ0)

äàåò ω∧ω(λ̇α, µ̇α,− gradF, gradH) = 8ε(c−kε) > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñ (λα, µα), çàäàí-

íûé ôîðìóëàìè (3.10) è (3.9), ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí íà ãðàíè÷íîì òîðå ïîëíîòîðèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ëó÷ó α.
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4. Äëÿ íàéäåííûõ áàçèñíûõ öèêëîâ íàõîäèì ìàòðèöó ñêëåéêè:

(
λα

µα

)
=

(
0 −1

−1 0

)(
λδ

µδ

)
.

Èç äîêàçàííîé ëåììû 3.2, â êîòîðîé ðàññìîòðåí îäèí èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ

ëó÷åé α è δ, òåïåðü ìîæíî âûâåñòè óòâåðæäåíèå ïðî âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè.

Òåîðåìà 3.3. Ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð â çàâèñèìî-

ñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ïðè çàäàíèè ïîëîæèòåëü-

íîé îðèåíòàöèè óñëîâèåì ω ∧ ω(λ̇, µ̇, N, n) > 0 è ïîäõîäÿùåì âûáîðå áàçèñíûõ öèêëîâ λ è µ)

ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.3. Â ÷àñòíîñòè, ε-ìåòêà ðàâíà −1 äëÿ ñëó÷àåâ 1�10 è 1 äëÿ ñëó÷àåâ

11�18.

Ðèñ. 3.3: Ìàòðèöû ñêëåéêè äëÿ òî÷êè öåíòð-öåíòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ãàìèëüòîíèàí è èíòåãðàë, ðàññìîòðåííûå â ëåììå 3.2, ÷åðåç H0 è

F0, à ïàðàìåòð k ãàìèëüòîíèàíà H0 (êîòîðûé â ëåììå 3.2 ïðåäïîëàãàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì) ÷åðåç
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k0. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí H è èíòåãðàë F , çàäàííûå ôîðìóëîé (3.2), ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

H0 è F0:

H = aH0 + (k − ak0)F0, F = mH0 + (b−mk0)F0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî äèôôåîìîðôèçìà (h, f)→ (h̃, f̃) = (ah+(k−ak0)f,mh+

(b−mk0)f) ìû ìîæåì ïåðåâåñòè ëó÷è α è δ, ðàññìîòðåííûå â ëåììå 3.2, â ëþáóþ äðóãóþ ïàðó

ëó÷åé.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñëó÷àÿì 1�10 íà ðèñ. 3.3 ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå ak > 0, êî-

òîðîå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îðèåíòàöèÿ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, çàäàííàÿ ïîòîêîì sgradH,

ïðè ýòîì ëèáî íå ïîìåíÿåòñÿ, ëèáî ïîìåíÿåòñÿ ñðàçó äëÿ îáîèõ ëó÷åé α è δ. Â ñèëó ëåììû 3.1

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ñêëåéêè ïðè ýòîì íå ïîìåíÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àÿì 11�18 íà ðèñ. 3.3 ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå ak < 0, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî

òîìó, ÷òî îðèåíòàöèÿ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, çàäàííàÿ ïîòîêîì sgradH, ïîìåíÿåòñÿ ðîâíî

äëÿ îäíîãî èç ëó÷åé α èëè δ. Â ìàòðèöå ñêëåéêè ïðè ýòîì èçìåíÿòñÿ çíàêè.

Âîïðîñ î âèäå ìàòðèö ñêëåéêè â ñëó÷àå òî÷åê òèïà öåíòð-öåíòð òàêæå ïîäíèìàëñÿ â ðà-

áîòå Â.À. Êèáêàëî [15]. Â åãî ðàáîòå îðèåíòàöèÿ áàçèñà (u, v) â TxT
2 çàäàâàëàñü óñëîâèåì

ω ∧ ω(gradH,N, u, v) > 0, ãäå N - âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè 3-àòîìà, ëåæàùåãî â èçîýíåðãå-

òè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, ò.å. ìíîæåñòâå H = h.

Òåîðåìà 3.4 (Â.À. Êèáêàëî). Ïóñòü òî÷êà L - îñîáàÿ òî÷êà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû òèïà

öåíòð-öåíòð. Ïóñòü εi = ±1, i = 1, 2 - çíàêè ïðîèçâîäíûõ H ïî íàïðàâëåíèþ ïåðåñåêàþùèõñÿ

äóã γi, i = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äîïóñòèìûå áàçèñû λi, µi äëÿ äóã γi ìîãóò áûòü âûáðàíû

òàêèìè, ÷òî (
λ2

µ2

)
=

(
0 ε1

ε2 0

)(
λ1

µ1

)
.

Â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû ñêëåéêè íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû òàêîé îñîáîé òî÷êè â ðàáîòå

[15] íàéäåíû íå áûëè. Òåîðåìà 3.4 çàäàåò ñîîòíîøåíèÿ íà äîïóñòèìûå áàçèñû, ïðèìåíèìûå äëÿ

çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ ðåøåííîé â ðàáîòå [3]: âûðàæåíèå äîïóñòèìûõ áàçèñîâ äëÿ äóã áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììû â òåðìèíàõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ λ-öèêëîâ âñåõ ýòèõ äóã, ò.å. ýëåìåíòîâ

öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê íà ïëîñêîñòè.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåìû øàð ×àïëû-

ãèíà ñ ðîòîðîì. Ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà íåâûðîæäåííîñòü îñîáåííîñòåé äàííîé ñèñòåìû. Âû-

÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî äàííîé ñèñòåìû è èçó÷åíà ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîé ñèñòåìû
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è ñèñòåìûÆóêîâñêîãî. Ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè òîëüêî øåñòè òèïîâ áèôóð-

êàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ äàííîé ñèñòåìû. Â ðàìêàõ ýòîé ãèïîòåçû ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò

ðîâíî 27 ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ñ îäèíàêîâûì òèïîì èíâàðèàíòîâ ñèñòåìû (äëÿ âñåõ çíà÷åíèé äå-

âÿòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû). Èçó÷åíû âñå âîçìîæíûå äîïóñòèìûå êðèâûå, è ïîëó÷åí, âîçìîæíî

èçáûòî÷íûé, ñïèñîê âîçìîæûõ ãðóáûõ ìîëåêóë è òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ òðåõìåðíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé äëÿ äîïóñòèìûõ êðèâûõ. Ñëåäóþùèìè ïåðñïåêòèâíûìè øàãàìè â òåìå èçó÷åíèÿ ñèñòåìû

øàð ×àïëûãèíà ñ ðîòîðîì ìîæåò áûòü ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äàííîé ñè-

ñòåìû è ïîäðîáíîå èçó÷åíèå òîãî, âåðíà ëè ãèïîòåçà î øåñòè òèïàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Îòäåëüíûì íàïðàâëåíèåì â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ êëàñèôèêàöèÿ ìàòðèö ñêëåéêè êðóãîâûõ ìî-

ëåêóë òî÷êè òèïà öåíòð-öåíòð. Ýòî èññëåäîâàíèå íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, è ìîæåò áûòü

ïîëåçíî äëÿ áóäóþùèõ âû÷èñëåíèé ε-ìåòîê äëÿ íåêîòîðûõ ìîëåêóë â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ.
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