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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â äèññåðòàöèè îïèñûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñèñòåì òèïà Êîâàëåâñêîé�

ßõüè. Â ðàáîòå àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ðàíåå ïðåäëîæåííûå ìåòîäû âû÷èñëå-

íèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë [1], ôîðìóëà

Òîïàëîâà [2]).

Ïåðâûå ðàáîòû ïî èññëåäîâàíèþ òîïîëîãèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èíòå-

ãðèðóåìûõè ñèñòåì, êëàññèôèêàöèè îñîáåííîñòåé, ïîñòðîåíèþ áèôóðêàöèîí-

íûõ äèàãðàìì è îïðåäåëåíèþ òèïîâ áèôóðêàöèé, âû÷èñëåíèþ ëîêàëüíûõ è

ãëîáàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, òðàåêòîðíûõ èíâàðèàíòîâ ïðè-

íàäëåæàò À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíãó [3], À.Â. Áîëñèíîâó [4], A.À. Îøåìêî-

âó [5, 6, 7], Â.Ñ. Ìàòâååâó [8], Ì.Ï. Õàðëàìîâó [9, 10], Ï.È. Òîïàëîâó [2],

Î. Å. Îð¼ë [11], Ï. Å. Ðÿáîâó [12, 13, 14, 15], Ï.Â. Ìîðîçîâó [16, 17].

Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî (ìîëåêóë áåç ìåòîê) äëÿ ñëó÷àÿ Êîâàëåâñ-

êîé�ßõüè ñ ïðîèçâîëüíûìè g è λ áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ È.Í. Ãàøåíåíêî,

Ï.Å. Ðÿáîâà è Ì.Ï. Õàðëàìîâà (ñì. [18, 19, 12]). Èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò, äà-

þùèé ïîëíîå îïèñàíèå ãðóáîé òîïîëîãèè, ïðèâåä¼í â ðàáîòå Ï.Å. Ðÿáîâà è

Ì.Ï. Õàðëàìîâà [20]. Àâòîðàìè äîêàçàíî, ÷òî äëÿ 29 êàìåð íà ïëîñêîñòè

(g, h) èìååòñÿ äåâÿòü ãðóïï ýêâèâàëåíòíûõ ìîëåêóë (áåç ìåòîê), ñîäåðæàùèõ

22 óñòîé÷èâûõ ãðàôà è 6 íåóñòîé÷èâûõ ïî îòíîøåíèþ ê êîëè÷åñòâó êðèòè-

÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà êðèòè÷åñêèõ óðîâíÿõ (ñì. [20], ñòð. 57).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè îïèñûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñèñòåì òèïà

Êîâàëåâñêîé�ßõüè. Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿ-

ìè ñâîáîäû îïðåäåëÿåò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà êàæäîé òð¼õìåðíîé ðåãóëÿðíîé
5



èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé

ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ îäíîé ñèñòåìû â ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ äðóãîé ñèñòåìû. Åñëè

òîðû Ëèóâèëëÿ íà âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè íåðå-

çîíàíñíûõ òðàåêòîðèé (êàê â áîëüøèíñòâå êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àåâ èíòåãðè-

ðóåìîñòè), òî Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì îçíà÷àåò, ÷òî ñðàâíèâàå-

ìûå ñèñòåìû èìåþò �îäèíàêîâûå� çàìûêàíèÿ ðåøåíèé íà òð¼õìåðíûõ óðîâ-

íÿõ ïîñòîÿííîé ýíåðãèè (ñì. [21]). Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

íåêîòîðûì ãðàôîì ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè (ñì. [22]). Ïîýòîìó êëàññèôèêàöèÿ

òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ ñèñòåì Êîâàëåâñêîé�ßõüè ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷¼òó èíâà-

ðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà, ÷òî è âûïîëíåíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Öåëü äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè:

1. Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè âñåõ íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ g, λ âû÷èñëèòü âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ñ ïîìîùüþ

ïîñòðîåííûõ äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò è îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïî-

ëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ).

2. Ñðåäè íàéäåííûõ ñëîåíèé íàéòè ñëîåíèÿ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ðà-

íåå èçâåñòíûì ñëîåíèÿì, âîçíèêøèì â èçâåñòíûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè

òâåðäîãî òåëà.

3. Îáíàðóæèòü íîâûå ñëîåíèÿ, â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ëèóâèëëåâî íå ýêâè-

âàëåíòíû íèêàêèì ðàíåå îáíàðóæåííûì ñëîåíèÿì, âîçíèêøèì â èçâåñòíûõ

ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè òâåðäîãî òåëà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîñòðîåííàÿ À.Ò. Ôîìåíêî,
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Õ. Öèøàíãîì, À.Â. Áîëñèíîâûì è äðóãèìè. Ïðè ïðîâåðêå íåâûðîæäåííîñòè

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû è êëàññè÷å-

ñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ñ ïðèâëå÷åíèåì êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ

ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Âû÷èñëåíû âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà â ñëó÷àå çàäà÷è Êîâàëåâñêîé�

ßõüè ïðè âñåõ íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-

÷åíà ïîëíàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ñèñòåì òèïà Êîâàëåâñêîé�ßõüè.

2. Íàéäåíû ñëîåíèÿ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ðàíåå èçâåñòíûì ñëîåíèÿì,

âîçíèêøèì â ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé, Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè

g = 0, ñëó÷àå Æóêîâñêîãî, ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî, ÷òî

îçíà÷àåò ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñèñòåì ñèñòåìå

Êîâàëåâñêîé-ßõüè íà íåêîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè.

3. Îáíàðóæåíû íîâûå ñëîåíèÿ, â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ëèóâèëëåâî íå ýêâè-

âàëåíòíû íèêàêèì ðàíåå îáíàðóæåííûì ñëîåíèÿì, âîçíèêøèì â èçâåñòíûõ

ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè.

4. Äîêàçàíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ñåìåéñòâà ñè-

ñòåì Êîâàëåâñêîé-ßõüè ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà áîëüøèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè H, ò.

å. ñëîåíèÿ íà âûñîêèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû (èíâàðèàí-

òû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñîâïàäàþò). Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ýòà �âûñîêîýíåð-

ãåòè÷åñêàÿ� ñèñòåìà ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èçâåñòíîìó ðàíåå ñëó-

÷àþ èíòåãðèðóåìîñòè Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî íà îäíîì èç óðîâíåé

ýíåðãèè. Â òî æå âðåìÿ ýòè äâå ñèñòåìû òîíêî ëèóâèëëåâî íå ýêâèâàëåíòíû.

5. Âû÷èñëåíû âñå êðóãîâûå ìîëåêóëû ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-

ßõüè ïðè âñåõ íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ.

6. Äîêàçàíà áîòòîâîñòü äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòÿõ ñèñòåìû.
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7. Ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî íåâûðîæäåííîñòè è äàíà êëàññèôèêàöèÿ ïî-

ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé-ßõüè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èçîìîð-

ôèçìîâ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ïðè èçó÷å-

íèè âîçìóùåíèé èññëåäîâàííûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå íåèíòåãðèðóåìûõ. Ïî-

äðîáíî îïèñàííàÿ íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ãëîáàëüíûõ

òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ïðè êëàññèôèêàöèè ñëî-

åíèé äðóãèõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ãåîìåòðè÷åñêîì çàñåäàíèè ñåìè-

íàðà ïðîô. Êíèïïåðà (Áîõóìñêèé óíèâåðñèòåò, Ãåðìàíèÿ, 2008), íà ñåìèíà-

ðå �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôî-

ìåíêî è ïðîô. À.Ñ. Ìèùåíêî (ìåõ-ìàò ÌÃÓ). Òàêæå ðåçóëüòàòû äîêëàäû-

âàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷¼íûõ �Ëîìîíîñîâ-2013�(Ìîñêâà, 2013), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ñî-

âðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé�, ïîñâÿù¼ííàÿ

70-ëåòèþ ðåêòîðà ÌÃÓ àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî (Ìîñêâà, 2009), êîíôå-

ðåíöèè �Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ìîñêâà, 2011).

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 5 ðàáîò, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå

ââåäåíèÿ.
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Ñòðóêòóðà è îáú¼ì

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ïÿòè ãëàâ. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà

119 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 40 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, êðàòêî èçëàãàåòñÿ å¼ ðåçóëüòàòû

è ñîäåðæàíèå, à òàêæå îñâåùàåòñÿ ìåñòî äàííûõ èññëåäîâàíèé â ñîâðåìåííîé

ìåõàíèêå òâ¼ðäîãî òåëà.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è èçëàãàþòñÿ êëþ÷åâûå òåî-

ðåìû òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Îïèñàíû ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà àëãåáðå

Ëè e(3)∗, âîçíèêàþùèå â çàäà÷å î äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà. Òàêæå â ïåðâîé

ãëàâå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìî-

ñòè Êîâàëåâñêîé è åãî îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî

òâ¼ðäîãî òåëà (ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé-ßõüè).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Êîâàëåâñêîé�

ßõüè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé íà ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ

M 4
g ãåîìåòðè÷åñêîãî èíòåãðàëà è èíòåãðàëà ïëîùàäåé (ãäå g � ïîñòîÿííàÿ

ïëîùàäåé). Ãàìèëüòîíèàí è èíòåãðàë Êîâàëåâñêîé�ßõüè îïðåäåëÿþò ñëîå-

íèå Ëèóâèëëÿ íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè M 4
g , òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ g è λ (âåëè÷èíà ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà). Ï. Å. Ðÿ-

áîâ è Ì.Ï. Õàðëàìîâ [12] ïîñòðîèëè êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(g, λ), ðàçäåëÿ-

þùèå îáëàñòè ñ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì âèäîì áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà M 4
g → R2(h, k), îïðåäåëÿåìîãî ãàìèëüòîíèàíîì è

äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèõ îáëàñòåé (êàìåð) 18.

Äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè äîêàçàíà áîòòîâîñòü äî-

ïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñèñòåìû.

Òåîðåìà À.(Í.C. Ñëàâèíà [23]) Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�

ßõüè â ïðîîáðàçàõ âñåõ ãëàäêèõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, çà èñêëþ÷å-
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íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íà íèõ, ëåæàò áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ

Ëèóâèëëÿ.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû, à òàêæå òåîðåì 8, 9, äîêàçàííûõ Ì.Ï. Õàðëà-

ìîâûì è Ï.Å. Ðÿáîâûì, îïðåäåëåíû ïåðåñòðîéêè è ñåìåéñòâà òîðîâ ïðè âñåõ

íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ.

Â òðåòüåé ãëàâå äàíî îïèñàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòÿõ âûðîæ-

äåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò è íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ âîë÷êà

Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè âñåõ íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîëóëî-

êàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ò.å. íå â ìàëîé îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, à â îêðåñò-

íîñòè îñîáîãî ñëîÿ. Òàêîå èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé ñèñòåìû � îñíîâíîé

øàã íà ïóòè âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà (èíâàðèàíòîâ òîí-

êîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Ëèóâèëëþ).

Òåîðåìà B.(Í.Ñ. Ñëàâèíà [23]) Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè íåáè-

ôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g è λ âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåâû-

ðîæäåíû, ïðè÷¼ì â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ

êðèâûõ ëåæèò ðîâíî îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàíãà 0.

Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ îïèñàíà â òåîðåìå 14 è âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò � â òåî-

ðåìå 15. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15 áóäåò ïðîäîëæåíî â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå,

ãäå íåäîñòàþùèå ìåòêè áóäóò îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì Òîïàëîâà. Êðóãîâûå

ìîëåêóëû ñ ìåòêàìè ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 3.1, 3.2.

×òîáû ïðèìåíÿòü ôîðìóëû Òîïàëîâà íåîáõîäèìî çíàòü òîïîëîãèþ �êðóãî-

âîé� 3-ïîâåðõíîñòè Q, òàê êàê òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû Q (ãðóïïû ãîìî-

ëîãèé, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ìåòîê ìîëåêóëû.

Â òðåòüåé ãëàâå â òåîðåìå 16 îïðåäåë¼í òèï êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ëåæà-

ùèõ â ïðîîáðàçàõ îêðåñòíîñòåé îñîáûõ òî÷åê ðàíãà îäèí. Çíàÿ òîïîëîãèþ Q,

ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëîâûìè ìåòêàìè ìîëå-

êóëû, êîòîðûå ïîçâîëÿò âû÷èñëèòü íåäîñòàþùèå ìåòêè r, ε, n. Ýòî è áóäåì

ïðîäåëàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå íà êàæäîì èç ãðàíè÷íûõ òîðîâ ïîñòðîåíà ïàðà áàçèñ-
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íûõ öèêëîâ (λ, µ), êîòîðûå îáðàçóþò äîïóñòèìóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ãðà-

íèöå 3-àòîìà. Ïî ïðàâèëó, êîòîðîå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó r−ìåòêàìè íà
ð¼áðàõ ìîëåêóëû è èíäåêñàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëîâ, îïðåäå-

ëåíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå áàçèñíûõ öèêëîâ âî âñåõ ñåìè ñåìåéñòâàõ òîðîâ.

Â ýòîé ãëàâå, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òîïàëîâà [2], çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 15 î ìåòêàõ íà ð¼áðàõ êðóãîâûõ ìîëåêóë âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ

îðáèò. Ôîðìóëà Òîïàëîâà [2] ñâÿçûâàåò ìåòêè ìîëåêóë ñ òîïîëîãè÷åñêèì òè-

ïîì ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè. Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåê-

òèâíûõ ñðåäñòâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Êîíêðåò-

íûé âèä ôîðìóëû Òîïàëîâà çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ìîëåêóëû è ïîëó÷àåòñÿ â

ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðèâåä¼ííûì â [2].

Â ïÿòîé ãëàâå, ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò è

îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ, âû÷èñëåíû âñå ìàò-

ðèöû ñêëååê èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë, à ïî ìàòðèöàì ñêëååê âû÷èñëåíû

âñå ÷èñëîâûå ìåòêè.

Òåîðåìà C.(Í.Ñ. Ñëàâèíà [24]) Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà Êîâàëåâñêîé-

ßõüè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà λ, èíòåãðà-

ëà ïëîùàäåé g è óðîâíÿ ýíåðãèè H ðàñïàäàåòñÿ íà 29 ñëîåíèé Ëèóâèë-

ëÿ, êîòîðûå ïîïàðíî ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíû. Ïîëíûé ñïèñîê èíâàðè-

àíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè

ïðè íåáèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ, êëàññèôèöèðóþùèé âñå

ýòè 29 ñëîåíèé, ïðèâåäåí â òàáëèöàõ 5.1, 5.2, 5.3.

Â ðåçóëüòàòå ìû âû÷èñëèëè âñå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà. Òàêèì

îáðàçîì ïîëíîñòüþ çàâåðøåíà òîíêàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñëîåíèé

ñåìåéñòâà ñèñòåì Êîâàëåâñêîé-ßõüè (èìååòñÿ ââèäó äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî íàM 4
g , çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ g, λ). Ýòî ñåìåéñòâî ñîäåðæèò ðîâíî

29 ïîïàðíî ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîåíèé.

Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ñëîåíèé åñòü ñëîåíèÿ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû

ðàíåå èçâåñòíûì ñëîåíèÿì, âîçíèêøèì â ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâ-

ñêîé, Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè g = 0, ñëó÷àå Æóêîâñêîãî, ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà-
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×àïëûãèíàÑðåòåíñêîãî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûøåïåðå÷èñëåííûå ñèñòåìû ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå Êîâàëåâñêîé-ßõüè íà íåêîòîðûõ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè (òåîðåìû 18, 19, 20). Ñðåäè 29 ñëîåíèé îáíàðó-

æåíû 11 íîâûõ ñëîåíèé, â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ëèóâèëëåâî íå ýêâèâàëåíòíû

íèêàêèì ðàíåå îáíàðóæåííûì ñëîåíèÿì, âîçíèêøèì â èçâåñòíûõ ñëó÷àÿõ

èíòåãðèðóåìîñòè òâåðäîãî òåëà.

Â òåîðåìå 21 äîêàçàíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ

ñåìåéñòâà ñèñòåì Êîâàëåâñêîé-ßõüè ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà áîëüøèõ óðîâíÿõ

ýíåðãèè H. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ýòà �âûñîêîýíåðãåòè÷åñêàÿ� ñèñòåìà

ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èçâåñòíîìó ðàíåå ñëó÷àþ èíòåãðèðóåìîñòè

Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî íà îäíîì èç óðîâíåé ýíåðãèè. Â òî æå âðå-

ìÿ ýòè äâå ñèñòåìû òîíêî ëèóâèëëåâî íå ýêâèâàëåíòíû.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

Àíàòîëèþ Òèìîôååâè÷ó Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, çà åãî íåîöåíèìóþ

ïîìîùü è ñîâåòû íà âñåõ ýòàïàõ íàïèñàíèÿ ðàáîòû, à òàêæå çà îáùåå ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå è ìèðîâîççðåíèå, êîòîðîå ó àâòîðà ñôîðìèðîâàëîñü

ïðè îáùåíèè ñ íèì.

Àâòîð áëàãîäàðåí À.À.Îøåìêîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïî-

ëåçíûå îáñóæäåíèÿ, öåííûå çàìå÷àíèÿ è êîíñóëüòàöèè.

Ì.Ï. Õàðëàìîâà àâòîð áëàãîäàðèò çà ïîñòîÿííûé èíòåðåñ ñ åãî ñòîðîíû

ê ýòîé òåìå, ðÿä âûñêàçàííûõ èì ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé ê ðàçëè÷íûì ÷àñòÿì

ðàáîòû, êîòîðûå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïîìîãëè å¼ óëó÷øèòü.

Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé

ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà ïîä-

äåðæêó è âíèìàíèå.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

1.1 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà ñèìïëåê-

òè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ

1.1.1 Ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Ïóñòü (M 2n, ω) ãëàäêîå 2n-ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòî-

ðîì çàäàíà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ H. Ïðè ïîìîùè ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω

ïîäíèìåì íèæíèé èíäåêñ ó êîâåêòîðíîãî ïîëÿ gradH. Ïîëó÷åííîå âåêòîðíîå

ïîëå sgradH íà M 2n íàçûâàåòñÿ êîñûì ãðàäèåíòîì. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

v = sgradH íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ n ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû, à ôóíêöèÿ H � å¼ ãàìèëüòîíèàíîì.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω îïðåäåëÿåò íà ìíîãîîáðàçèè M 2n ñêîáêó

Ïóàññîíà {, } ãëàäêèõ ôóíêöèé ñëåäóþùèì êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì:

{f, g} = ω(sgrad f, sgrad g).

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, ..., x2n) ïðè ïîìîùè ñêîáêè Ïóàññîíà ãà-

ìèëüòîíîâà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋi = {xi, H}, i = 1, ..., 2n.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèèM 2n íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò

íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, ..., fn, òàêèõ ÷òî:

1) f1, ..., fn - ïåðâûå èíòåãðàëû v. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà âñ¼ì ìíîãîîáðàçèè

{fi, H} = 0, i = 1, ..., 2n,

2) îíè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M 2n, òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà M 2n

èõ ãðàäèåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

3) {fi, fj} = 0 ïðè ëþáûõ i, j,

4) âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad fi ïîëíû ïðè ëþáûõ i. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòå-

ñòâåííûé ïàðàìåòð íà èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåë¼í íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Äëÿ êðàòêîñòè âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâû ñèñòå-

ìû ÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòî èíòåãðèðóåìûìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì âïîëíå èíòåãðèðóåìîé

ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M 2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû

ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, ..., fn.

Óòâåðæäåíèå 1. Â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ïîòîêè sgrad f1, ..., sgrad fn

êîììóòèðóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî.

{sgrad fi, sgrad fj} = sgrad {fi, fj} = 0.

Èòàê, ïîòîêè sgrad f1, ..., sgrad fn êîììóòèðóþò è ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè (ïî

îïðåäåëåíèþ 1). Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà ìíîãîîáðàçèè M 2n äåéñòâèå

àáåëåâîé ãðóïïûRn, ïîðîæä¼ííîå ñäâèãàìè âäîëü âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad f1, ...,

sgrad fn. Ýòî äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì Ïóàññîíà.
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1.1.2 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà

ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M 2n íàçûâàþò ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå:

f1 × f2 × ...× fn : M 2n → Rn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tξ ðåãóëÿðíóþ ñîâìåñòíóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ îòîáðà-

æåíèÿ ìîìåíòà:

Tξ = {x ∈M 2n | fi(x) = ξi, i = 1, ..., n}.

Ðåãóëÿðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëû dfi ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà

Tξ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M 2n, ω) çàäàíà âïîëíå

èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH è Tξ - ðå-

ãóëÿðíàÿ ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, ..., fn. Òîãäà:

1) Tξ - ãëàäêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëü-

íî ïîòîêîâ v = sgradH è sgrad f1, ..., sgrad fn.

2) Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå Tξ êîìïàêòíî, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíî-

ñòè Tξ äèôôåîìîðôíà n-ìåðíîìó òîðó T
n. Ýòè òîðû íàçûâàþòñÿ òîðàìè

Ëèóâèëëÿ.

3) Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà Ëèóâèëëÿ Tξ

òðèâèàëüíî, ò.å. äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà T n íà äèñê

Dn.

4) Â îêðåñòíîñòè U = T n×Dn ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò s1, ..., sn,

ϕ1, ..., ϕn, íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûìè äåéñòâèå-óãîë, ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

à) s1, ..., sn - êîîðäèíàòû íà äèñêå Dn, ϕ1, ..., ϕn - ñòàíäàðòíûå óãëîâûå

êîîðäèíàòû íà òîðå T n, ϕ ∈ R/2πZ.
á) ω =

∑
dϕi ∧ dsi.

â) Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ si ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò èíòåãðàëîâ f1, ..., fn.
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ã) Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå-óãîë ãàìèëüòîíîâ ïîòîê v âûïðÿìëÿåòñÿ íà

êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ èç îêðåñòíîñòè U , ò.å. ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ

ïðèíèìàþò âèä:

ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, ..., sn), i = 1, ..., n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì òîðå ïîòîê v çàäà¼ò óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîå

äâèæåíèå, à òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè îáìîòêàìè òîðà (ðà-

öèîíàëüíûìè èëè èððàöèîíàëüíûìè).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [22, ò. 1, ãë. 1].

1.1.3 Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Â òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþò íåñêîëüêî îñíîâíûõ òèïîâ èõ èçîìîðôèç-

ìîâ.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè ñåìåéñòâà ñèñòåì òèïà Êîâàëåâ-

ñêîé-ßõüè ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M1, v1) è

(M2, v2) íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèô-

ôåîìîðôèçì Φ : M1 → M2, ïåðåâîäÿùèé ñëîè Ëèóâèëëÿ îäíîé ñèñòåìû â

ñëîè Ëèóâèëëÿ äðóãîé ñèñòåìû.

Åñëè îñëàáèòü ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî âîçíèêàåò ïîíÿòèå ãðó-

áîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M1, v1) è

(M2, v2) íàçûâàþòñÿ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, êîòîðûé ëîêàëüíî (ò.å.

â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè) ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà

ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.
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1.2 Ãðóáûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

1.2.1 Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû ñ äâóìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (n = 2).

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè e(3) ãðóïïû Ëè E(3) äâèæåíèé òðåõìåðíîãî åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Íà ëèíåéíîì ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå e(3)∗ îïðå-

äåëåíà ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé f è g:

{f, g}(x) = x([dxf, dxg]),

ãäå x ∈ e(3)∗, à [ , ] � êîììóòàòîð â àëãåáðå Ëè e(3).

Â åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàòàõ (s1, s2, s3, r1, r2, r3) íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

e(3)∗ ýòà ñêîáêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{si, sj} = εijksk, {ri, sj} = εijkrk, {ri, rj} = 0,

ãäå εijk � çíàê ïåðåñòàíîâêè (123)→ (ijk).

Ìàòðèöà Ω(s,r) ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà âûãëÿäèò òàê:

Ω(s,r) =



0 s3 −s2 0 r3 −r2
−s3 0 s1 −r3 0 r1

s2 −s1 0 r2 −r1 0

0 r3 −r2 0 0 0

−r3 0 r1 0 0 0

r2 −r1 0 0 0 0


Ïóñòü íà e(3)∗ çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ÃàìèëüòîíàH(s, r). Ðàññìîòðèì

ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H}. (1)

Ôóíêöèè f1 = r21 + r22 + r23 è f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 ëåæàò â ÿäðå ñêîáêè

Ëè�Ïóàññîíà (ôóíêöèè Êàçèìèðà) è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëà-

ìè óðàâíåíèé (1). Îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (1) íà ñîâìåñòíûå ÷åòûðåõìåðíûå
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ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèé f1 è f2

M 4
g = {f1 = r21 + r22 + r23 = 1, f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 = g}

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïî-

âåðõíîñòè M 4
g ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè ãëàäêèìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïîäìíîãî-

îáðàçèÿìè â e(3)∗, äèôôåîìîðôíûìè TS2, ò.å. êîêàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ

ñôåðû S2. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàM 4
g çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ñêîáêè

Ëè�Ïóàññîíà èç îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà e(3)∗. Ñèñòåìà áóäåò èíòåãðèðóå-

ìîé íà ïîâåðõíîñòèM 4
g , åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìàÿ

ñ H ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ K(s, r), òàêàÿ ÷òî {H,K} = 0. Åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ

ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî íà âñåì e(3)∗, òî íà êàæäîì M 4
g âîçíèêàåò èíòåãðèðó-

åìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïàðàìåòð g èìååò

ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé.

1.2.2 Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5. Èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ òð¼õìåð-

íîå ìíîãîîáðàçèå

Q3
h = {x ∈M 4 | H(x) = h}.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû Q3
h ÿâëÿëîñü ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì â M 4,

è âåêòîðíîå ïîëå v = sgradH íèãäå íà Q3
h íå îáðàùàëîñü â íîëü, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ëèøü òå h, ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) Q3
h êîìïàêòíà,

2) dH 6= 0 âñþäó íà Q3
h.

Îïðåäåëåíèå 6. Òî÷êó x ∈ Q3
h áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêîé, åñëè â íåé

ëèíåéíî çàâèñèìû âåêòîðíûå ïîëÿ sgradH è sgradK (sgradK = λsgradH).

Îòìåòèì, ÷òî îñîáûå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-

òà � ýòî òå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûå ïîïàëè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, è òåîðåìà

Ëèóâèëëÿ ê íèì íå ïðèìåíèìà.
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Óòâåðæäåíèå 2. [22, ò. 1, ãë. 1] Ôóíêöèÿ K̃ = K|Q3
h
íå ìîæåò èìåòü

èçîëèðîâàííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè Q3
h. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè K̃ îðãàíèçîâàíû â êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

Êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîåêòèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà

â îäíó òî÷êó íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå. Ïàðàìåòð λ ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè sgradK è sgradH ïîñòîÿíåí âäîëü êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Òàê êàê êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà Q3
h íå ìîãóò áûòü èçîëèðîâàííûìè, òî áåñ-

ñìûñëåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî K̃ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà. Ïîýòîìó, â ñëó÷àå

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé àíàëîã ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ K̃ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà íà èçîýíåðãå-

òè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h, åñëè âñå å¼ êðèòè÷åñêèå òî÷êè îðãàíèçîâàíû â

êðèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáú-

åäèíåíèåì íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, ïðè÷¼ì êàæäîå èç íèõ íåâû-

ðîæäåíî â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2K̃ íåâûðîæäåí íà

ïîäïðîñòðàíñòâå, òðàíñâåðñàëüíîì ê ìíîãîîáðàçèþ (â êàæäîé òî÷êå). Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè K̃ íà òðàíñâåðñàëü ê ïîäìíîãîîáðàçèþ

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

Óòâåðæäåíèå 3. [22, ò. 1, ãë. 1] Ñâÿçíûå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

èíòåãðàëà K̃ íà Q3
h äèôôåîìîðôíû ëèáî îêðóæíîñòè, ëèáî òîðó, ëèáî áó-

òûëêå Êëåéíà.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äâóõ óñëîâèé:

1) êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â Q3
h ÿâ-

ëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2,

2) òàê êàê v = sgradH 6= 0, òî íà ýòèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ ñóùåñòâóåò

ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, îòëè÷íîå îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå.

Èòàê, êðèòè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ìîãóò ñëóæèòü òîëüêî îêðóæíî-

ñòè, äâóìåðíûå òîðû è áóòûëêè Êëåéíà. Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ê äâóëèñò-
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íûì íàêðûòèÿì êðèòè÷åñêèå áóòûëêè Êëåéíà ðàçâîðà÷èâàþòñÿ â êðèòè÷å-

ñêèå òîðû, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèòè÷åñêèõ áóòûëîê Êëåéíà íåò.

1.2.3 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèåM 2n è ïóñòü v = sgradH

� ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà í¼ì, èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà µ : M 2n → Rn, îïðåäåëÿåìîå ôîðìó-

ëîé µ(x) = (H(x), f2(x), . . . , fn(x)). Òàê êàê ñèñòåìà v èíòåãðèðóåìà ïî Ëè-

óâèëëþ, òî îïðåäåëåíî ãëàäêîå ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå àáåëåâîé ãðóïïû

Rn, ïîðîæäåííîå ïîëÿìè sgrad fi. Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ ñâÿçíûå ðåãóëÿðíûå

êîìïàêòíûå îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôíû n-ìåðíîìó òîðó T n.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M 2n, ñëîÿìè êîòîðîãî ÿâëÿ-

þòñÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ

f1, . . . , fn, íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ (íåâûðîæ-

äåííûõ îðáèò, ò.å. òîðîâ Ëèóâèëëÿ) è ñèíãóëÿðíûõ ñëîåâ (êîòîðûå, âîîáùå

ãîâîðÿ, ìîãóò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ îðáèò).

Îïðåäåëåíèå 9. Áèôóðêàöèîííûì êîìïëåêñîì Cn äàííîé èíòåãðèðóåìîé

ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâ-

ëÿþòñÿ ñëîè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 1. (A.Ò. Ôîìåíêî [25, 26, 27]) Ïóñòü èíòåãðèðóåìàÿ ãà-

ìèëüòîíîâà ñèñòåìà íåðåçîíàíñíà. Òîãäà áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ Cn íå

çàâèñèò îò âûáîðà îáðàçóþùèõ ãðóïïû Rn. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãàìèëüòîíè-

àí H ôèêñèðîâàí, òî Cn íå çàâèñèò îò âûáîðà äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ

f2, ..., fn.

Èòàê, áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ Cn ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì êîìïî-

íåíò ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçîâ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà µ è íå çàâèñèò (â íåðåçî-
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íàíñíîì ñëó÷àå) îò âûáîðà äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè ýòîì îòîáðàæå-

íèå ìîìåíòà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò ýòîãî âûáîðà.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà µ ïðè n = 2:

µ = H ×K : M 4 → R2(h, k) (1.2.1)

Îïðåäåëåíèå 10. Òî÷êà x èç M 4 íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà µ, åñëè ðàíã dµ(x) ìåíüøå 2. Å¼ îáðàç µ(x) â R2(h, k)

íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Îïðåäåëåíèå 11. Îáðàç âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåí-

òà íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé Σ.

Çàìå÷àíèå 1. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà � ýòî îáðàç ìíîæåñòâà òî-

÷åê äâóìåðíîãî áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà C2, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãó-

ëÿðíûì ñëîÿì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ïðè ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü R2(h, k), çà-

äàííîé îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà.

Îáû÷íî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ãëàäêèõ

ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ, èìåþùèõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êàñàíèÿ è âîçâðàòà. Âîç-

ìîæíû òàêæå è èçîëèðîâàííûå òî÷êè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïî-

âåðõíîñòè ïåðåõîäÿò â ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ.

1.2.4 Îñîáûå òî÷êè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Îñîáûå òî÷êè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êà-

ñàíèÿ, èçëîìà ðåãóëÿðíûõ äóã äèàãðàììû èëè æå èçîëèðîâàííûå òî÷êè, êî-

òîðûå ýòèì äóãàì âîîáùå íå ïðèíàäëåæàò. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî òå òî÷êè,

â êîòîðûõ Σ íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé (ñì. [22, ò. 1, ãë. 9]).

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H è èíòåãðàëà K íà M 4, îáîçíà-

÷èâ èõ H̃ è K̃ ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 12. Òî÷êà x ∈M 4 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàíãà 0 (èëè ïîëîæå-

íèåì ðàâíîâåñèÿ), åñëè dH̃(x) = dK̃(x) = 0.
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Ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïåðåõîäÿò â òî÷êè ïå-

ðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Â ïðîîáðàçàõ òî÷åê âîçâðàòà è êà-

ñàíèÿ ëåæàò îäíîìåðíûå âûðîæäåííûå îðáèòû, ïîñêîëüêó áèôóðêàöèîííàÿ

äèàãðàììà äëÿ íåâûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îðáèòû âûãëÿäèò êàê äóãà ðåãó-

ëÿðíîé êðèâîé (ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ýëèàññîíà; ñì. [22, 28]).

Ïóñòü íà (M 4, ω) çàäàíà ñèñòåìà c ãàìèëüòîíèàíîì H è äîïîëíèòåëüíûì

èíòåãðàëîìK. Ïóñòü òî÷êà x ∈M 4 � òî÷êà ðàíãà 0. Òîãäà íà TxM êîððåêòíî

îïðåäåëåíû äâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðà AH = Ω−1d2H è AK = Ω−1d2K,

ïîðîæäàþùèå â àëãåáðå Ëè sp(4,R) íåêîòîðóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó

h(H,K).

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì,

åñëè ïîäàëãåáðà h(H,K) ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðîé â àëãåáðå Ëè

sp(4,R).

Íàïîìíèì, ÷òî êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â sp(4,R) ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâ-

ñêîé åñëè è òîëüêî åñëè îíà äâóìåðíà è ñðåäè å¼ ýëåìåíòîâ íàéä¼òñÿ ëèíåé-

íûé îïåðàòîð ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü íàéäåííûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ, íóæíî ïðîâåðèòü êàðòàíîâîñòü ïîäàëãåáðû h(H,K).

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû AH è AK ñîâïàäàþò ñ ëèíåàðèçàöèÿ-

ìè âåêòîðíûõ ïîëåé sgradH è sgradK ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî

âû÷èñëÿòü ìàòðèöû, êîòîðûìè îíè çàäàþòñÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

∂(sgradH)i

∂xj
=

∂

∂xj
(ωik

∂H

∂xk
) = ωik

∂2H

∂xj∂xk
= (Ω−1d2H)ij.

Èòàê, ñíà÷àëà íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîðû AH è AK ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû, è çàòåì ïðîâåðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λAH + µAK

èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (òàêîé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ

ðåãóëÿðíûì ýëåìåíòîì àëãåáðû Ëè sp(4,R)).
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ èç sp(4,R) ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âèäà

λ,−λ. Íåâûðîæäåííûå òî÷êè ðàíãà íîëü ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî òèïó

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðåãóëÿðíîãî ýëåìåíòà â ïîäàëãåáðå Êàðòàíà h(H,K):

1) öåíòð-öåíòð � ÷èñòî ìíèìûå êîðíè ±iA,±iB;
2) öåíòð-ñåäëî � äâà âåùåñòâåííûõ è äâà ìíèìûõ êîðíÿ ±A,±iB;
3) ñåäëî-ñåäëî � âåùåñòâåííûå êîðíè ±A,±B;
4) ôîêóñ-ôîêóñ � ÷èñòî êîìïëåêñíûå A± iB,−A± iB.
Íåâûðîæäåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíû-

ìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè èõ îêðåñòíîñòè â M 4 ïðåäñòàâèìû â âèäå ïî÷òè

ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìîâ (ñì. [22, ò. 1, ãë. 9]).

Íàïîìíèì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ â

ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ïóñòü V1 è V2 � äâà àòîìà ñî ñâîèìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè è

ôóíêöèÿìè Ìîðñà f1 è f2. Ïóñòü íà êàæäîì àòîìå ñèìïëåêòè÷åñêè äåéñòâóåò

îäíà è òà æå êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, ñîõðàíÿÿ ôóíêöèè f1 è f2. Òîãäà íà ïðÿìîì

ïðîèçâåäåíèè V1×V2 îïðåäåëåíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, êàê ñóììà äâóõ
ñòðóêòóð àòîìîâ. Îïðåäåëåíà òàêæå ñòðóêòóðà ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ, çàäàâà-

åìàÿ ïàðîé êîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé f1, f2. Îïðåäåëåíî äåéñòâèå ãðóïïû G,

çàäàâàåìîå ôîðìóëîé ϕ(g)(x1, x2) = (ϕ1(g)(x1), ϕ2(g)(x2)), ãäå ϕi � äåéñòâèå

G íà àòîìå Vi. Äåéñòâèå ϕ ñèìïëåêòè÷åñêîå è ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå (V1 × V2)/G. Îíî ñèì-
ïëåêòè÷åñêîå, èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, è ÿâëÿåòñÿ

4-ìåðíîé îêðåñòíîñòüþ ñâÿçíîãî îñîáîãî ñëîÿ.

Îïðåäåëåíèå 14. Îïèñàííàÿ âûøå ÷åòûð¼õìåðíàÿ îñîáåííîñòü íàçûâàåò-

ñÿ îñîáåííîñòüþ òèïà ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ýòî, à òàêæå äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé ïî-

äðîáíî îáñóæäàþòñÿ â [22, ò. 1, ãë. 9].
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1.2.5 Ïîíÿòèå 3-àòîìà è ïîñòðîåíèå ãðóáîé ìîëåêóëû.

Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ Tξ èíòåãðàëîâ ñèñòåìû H è K,

ïàðàìåòðèçîâàííîå çíà÷åíèåì äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà K. Îòîæäåñòâëÿÿ

êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè Tξ ñ òî÷êîé, ïîëó÷èì íàáîð ð¼áåð

(íåêîòîðûé ãðàô) � áàçó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Êàæäîå ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî

òîðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñâîì, êîòîðîå ñîîòâåòñòâó-

åò êàêîìó-òî ðåáðó ãðàôà. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, êàæäîìó ðåáðó ýòîãî

ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíîå ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

T 2 × (0, 1), à âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò ñâÿçíûå ñèíãóëÿðíûå ñëîè.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ òð¼õìåðíóþ îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ â Q3. Åñëè

ôèêñèðîâàòü êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà ñèíãóëÿðíîì ñëîå, òî â

áîòòîâñêîì ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò

ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ áèôóðêàöèé (ïåðåñòðîåê).

Îïðåäåëåíèå 15. (À.Ò. Ôîìåíêî) Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè çà-

ìêíóòîé îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì.

3-àòîì � ýòî òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñòðóêòóðîé ñëîåíèÿ Ëèóâèë-

ëÿ, ñîäåðæàùåå ðîâíî îäèí ñâÿçíûé ñèíãóëÿðíûé ñëîé. Ãðàíèöà ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà òîðîâ. Ñëîæíîñòüþ àòîìà ðàâíà êîëè÷åñòâó êðèòè÷åñêèõ

îêðóæíîñòåé íà ñèíãóëÿðíîì ñëîå. Â [22, ò. 1, ãë. 3] èçëîæåí àëãîðèòì, ïîç-

âîëÿþùèé ÿâíî ïåðå÷èñëèòü âñå 3-àòîìû äàííîé ñëîæíîñòè. 3-àòîìû îáî-

çíà÷àþò ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè è çâ¼çäî÷êàìè. Íàèáîëåå ÷àñòî

âñòðå÷àþòñÿ ÷åòûðå àòîìà ñëîæíîñòè îäèí, êîòîðûå èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.1.

2-àòîìîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (P 2, K), ãäå P 2 � îðèåíòèðîâàííàÿ ñâÿçíàÿ êîì-

ïàêòíàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, à K � ñâÿçíûé ãðàô â íåé òàêîé,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ëèáî K ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé òî÷êè (èçîëèðîâàííîé âåðøèíû ñòå-

ïåíè íîëü), ëèáî âñå âåðøèíû ãðàôà K èìåþò ñòåïåíü 4.

2) Êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà P 2\K ãîìåîìîðôíà êîëüöó S1×
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Ðèñ. 1.1: Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ àòîìû
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Ðèñ. 1.2: Ãðàô K

Ðèñ. 1.3: Ïðèìåðû àòîìîâ ñî çâ¼çäî÷êàìè

(0, 1], è ìíîæåñòâî ýòèõ êîëåö ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà � ïîëîæèòåëüíûå

êîëüöà è îòðèöàòåëüíûå êîëüöà � òàê, ÷òîáû ê êàæäîìó ðåáðó ãðàôà K

ïðèìûêàëî ðîâíî îäíî ïîëîæèòåëüíîå êîëüöî è ðîâíî îäíî îòðèöàòåëüíîå.

Àòîìû ñî çâ¼çäî÷êàìè ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå ïîâåðõ-

íîñòè P âîçüì¼ì êîëüöî è îáúÿâèì ãðàôîì K ëþáóþ åãî îñåâóþ îêðóæíîñòü

(ñì. ðèñ. 1.2).

Îòìåòèì íà íåêîòîðûõ ð¼áðàõ ãðàôà K ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî âíóòðåííèõ

òî÷åê (íå ñîâïàäàþùèõ ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè). Îáúÿâèì èõ íî-

âûìè âåðøèíàìè ãðàôà K è îáîçíà÷èì èõ çâ¼çäî÷êàìè (âåðøèíû êðàòíîñòè

2). Íà ðèñ. 1.3 ñì. ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 16. Àòîì (P 2, K), ó êîòîðîãî åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà-

çâ¼çäî÷êà, íàçûâàåòñÿ àòîìîì ñî çâ¼çäî÷êàìè. Åñëè òàêèõ âåðøèí íåò, òî

áóäåì ãîâîðèòü îá àòîìå áåç çâ¼çäî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 17. Áóäåì íàçûâàòü 2-àòîìîì îðèåíòèðîâàííûé àòîì (P 2, K)

ñî çâ¼çäî÷êàìè èëè áåç.
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Ðàññìîòðèì 3-àòîì U(L) ñî ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà íà í¼ì. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç

π : U(L)→ P 2

åãî ïðîåêöèþ íà äâóìåðíóþ áàçó P 2 ñ ãðàôîìK, ãäå â êà÷åñòâåK âîçüì¼ì

îáðàç π(L) îñîáîãî ñëîÿ L ïðè ïðîåêöèè π. Îòìåòèì íà áàçå P 2 çâ¼çäî÷êàìè

òå òî÷êè, â êîòîðûå ïðîåêòèðóþòñÿ îñîáûå ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà (ò.å.

ñëîè òèïà (2,1)). Íàïîìíèì, ÷òî íà áàçå P 2 êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ââîäèòñÿ

îðèåíòàöèÿ. Íà U(L) îðèåíòàöèÿ ôèêñèðîâàíà, à íà ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ Çåé-

ôåðòà îíà îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì v = sgradH. Â ðåçóëüòàòå

ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé 2-àòîì (P 2, K).

Òåîðåìà 2. (À.Ò. Ôîìåíêî [22, ò. 1, ãë. 3])

1) Áàçà ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà íà 3-àòîìå U(L) èìååò åñòåñòâåííóþ

ñòðóêòóðó 2-àòîìà, îïèñàííóþ âûøå.

2) Ïðîåêöèÿ π : (U(L), L)→ (P 2, K) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó 3-àòîìàìè è 2-àòîìàìè.

Òåîðåìà 2 ïîìîãàåò ñâåñòè êëàññèôèêàöèþ 3-àòîìîâ ê êëàññèôèêàöèè 2-

àòîìîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò îïèñàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â òð¼õìåðíîé èíâà-

ðèàíòíîé îêðåñòíîñòè U(L) ⊂ Q3 îñîáîãî ñëîÿ L.

Òåîðåìà 3. (À.Ò. Ôîìåíêî [22, ò. 1, ãë. 3])

1) Òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå U(L) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Çåéôåðòà,

îñîáûå ñëîè êîòîðîãî (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) èìåþò îäèí è òîò æå òèï

(2, 1).

2) Ýòè îñîáûå ñëîè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè êðèòè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè

èíòåãðàëà K ñ íåîðèåíòèðóåìûìè ñåïàðàòðèñíûìè äèàãðàììàìè.

3) Åñëè îñîáûõ ñëî¼â ó ýòîãî ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà íåò, òî ìíîãîîáðàçèå

U(L) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì P (L) × S1, ãäå P (L) � äâóìåðíàÿ

îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì.
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4) Â îáùåì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà íà U(L) è ñòðóê-

òóðà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà U(L) ñîãëàñîâàíû â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäûé

ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà (îêðóæíîñòü) ëåæèò íà êàêîì-òî ñëîå ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ. Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë K ïîñòîÿíåí íà ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ Çåé-

ôåðòà.

Åñëè êàæäîé âåðøèíå ãðàôà, êîòîðûé îòâå÷àåò ñëîåíèþ Ëèóâèëëÿ, ñîïî-

ñòàâèòü ïîäõîäÿùèé 3-àòîì, òî ïîëó÷èì ãðóáóþ ìîëåêóëó ñëîåíèÿ Ëèóâèë-

ëÿ. Òàêàÿ ìîëåêóëà ïîçâîëÿåò ëîêàëüíî âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëè-

óâèëëÿ âáëèçè ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ñëî¼â.

Òåîðåìà 4. (À.Ò. Ôîìåíêî [22, ò. 1, ãë. 3]) Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëü-

òîíîâû ñèñòåìû (Q3
1, v1) è (Q3

2, v2) ñ áîòòîâñêèìè èíòåãðàëàìè K1 è K2

ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ

ãðóáûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

1.3 Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

1.3.1 Ìàòðèöû ñêëåéêè è äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

3-àòîìû îïèñûâàþò ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ ãëîáàëüíî íà âñ¼ì Q3, íóæ-

íî çíàòü ãîìåîìîðôèçìû, ïî êîòîðûì ñêëååíû ãðàíè÷íûå òîðû 3-àòîìîâ.

Äëÿ ýòîãî íà êàæäîì èç ïàðû ñêëåèâàåìûõ òîðîâ âûáèðàþò áàçèñíûå öèê-

ëû (ìîæíî âûáðàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè), òîãäà ñêëåèâàþùèé ãîìåîìîðôèçì

çàäà¼òñÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé ðàçìåðà 2× 2 ñ îïðåäåëèòåëåì ±1.

Èòàê, íà êàæäîì èç ãðàíè÷íûõ òîðîâ ìîæíî çàäàòü ñïåöèàëüíûì îáðà-

çîì (ñì. [22]) ïàðó áàçèñíûõ öèêëîâ (λ, µ), êîòîðûå îáðàçóþò äîïóñòèìóþ

ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ãðàíèöå 3-àòîìà.

Ïåðâûé áàçèñíûé öèêë λ âñåãäà îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî. Ðàçëè÷àþò äâà

ñëó÷àÿ:
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1) Åñëè 3-àòîì ñåäëîâîé è èìååò ñòðóêòóðó òðèâèàëüíîãî S1-ðàññëîåíèÿ
íàä ïîâåðõíîñòüþ (2-àòîì) P , òî â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà λ íà

êàæäîì èç ãðàíè÷íûõ òîðîâ áåð¼ì ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Åñëè 3-àòîì ñî-

äåðæèò ñåäëîâûå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ íåîðèåíòèðóåìûìè ñåïàðàòðèñ-

íûìè äèàãðàììàìè è èìååò ïîýòîìó íåòðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ

Çåéôåðòà, òî â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà λ íà êàæäîì èç ãðàíè÷-

íûõ òîðîâ áåð¼ì ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ öèêëà λ

îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì.

2) Åñëè 3-àòîì èìååò òèï A (ÿâëÿåòñÿ ïîëíîòîðèåì), òî λ � ýòî ìåðèäèàí

ïîëíîòîðèÿ, ò.å. öèêë, ñæèìàþùèéñÿ â òî÷êó ïðè ïîäõîäå ê êðèòè÷åñêîé ýë-

ëèïòè÷åñêîé îêðóæíîñòè (èñ÷åçàþùèé öèêë). Îí îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîòîïèè.

Öèêë µ ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ãðóïïà çàìåí âíóòðè

êëàññà äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò èìååò î÷åíü ïðîñòóþ ñòðóêòóðó ([22, ò.

1, ãë. 4]).

Âûáîð âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëîâ äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò çàâèñèò îò

òèïà àòîìà. Ðàçëè÷àþò òðè ñëó÷àÿ:

1) Åñëè àòîì ìèíèìàêñíûé (àòîì A), òî çà âòîðîé áàçèñíûé öèêë áåðóò

ëþáîé äðóãîé öèêë, äîïîëíÿþùèé ïåðâûé äî áàçèñà. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ

âòîðîãî áàçèñíîãî öèêëà ôèêñèðîâàíà è çàäà¼òñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì.

2) Åñëè àòîì ñåäëîâîé áåç çâ¼çäî÷åê (àòîìû B,C2, ...), òî òðåáóþò äîïîë-

íèòåëüíî, ÷òîáû â ñîâîêóïíîñòè âòîðûå áàçèñíûå öèêëû îáðàçîâûâàëè íà

3-àòîìå ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, íàä êîòîðûì ýòîò àòîì ïðåäñòàâèì êàê òðèâè-

àëüíîå S1-ðàññëîåíèå.
3) Åñëè àòîì ñåäëîâîé ñî çâ¼çäî÷êàìè (àòîì A∗ è äðóãèå), òî ãëîáàëüíî-

ãî ñå÷åíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Íî åãî ìîæíî ïîñòðîèòü, óäàëèâ èç 3-àòîìà ìà-

ëûå îêðåñòíîñòè-ïîëíîòîðèÿ îñîáûõ ñëî¼â. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó îêðåñòíîñòè

îñîáîãî ñëîÿ, ÿâëÿþùóþñÿ òîðîì. Íà íåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû öèêëû λ

- ñëîé ðàññëîåíèÿ è κ, ñòÿãèâàþùèéñÿ â òî÷êó âíóòðè ïîëíîòîðèÿ. Âòîðîé

öèêë îðèåíòèðóåì òàê, ÷òîáû ïàðà (λ, κ) îáðàçîâûâàëà ïîëîæèòåëüíî îðè-
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åíòèðîâàííóþ ïàðó, íî ýòî íå áàçèñ, òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûå öèêëû èìåþò

äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Èç ñîîòíîøåíèÿ λ = κ − 2µ îïðåäåëèì öèêë µ, äî-

ïîëíÿþùèé λ äî áàçèñà.

×òîáû óñòðàíèòü íåîïðåäåë¼ííîñòü â âûáîðå îðèåíòàöèè âòîðûõ áàçèñíûõ

öèêëîâ ñåäëîâûõ àòîìîâ è ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà ìèíèìàêñíîãî àòîìà A,

òðåáóåì ñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèè áàçèñîâ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ôèêñèðó-

åì îðèåíòàöèþ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h. Ïî íàïðàâëåíèþ ðîñòà

èíòåãðàëà K ãðàíèöû âñåõ 3-àòîìîâ ýòîé ïîâåðõíîñòè äåëÿòñÿ íà ïîëîæè-

òåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå. Òðåáóåì, ÷òîáû òðîéêà (λ, µ, gradK) áûëà ïîëî-

æèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â Q3
h, åñëè òîð îòíîñèòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîé ãðàíèöå

àòîìà, è îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1.3.2 ×èñëîâûå ìåòêè.

Ãðóïïà çàìåí êîîðäèíàò â êëàññå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò èìååò íåñëîæ-

íóþ ñòðóêòóðó. Èíâàðèàíòàìè äåéñòâèÿ ýòîé ãðóïïû íà ìíîæåñòâå ìàòðèö

ñêëååê ìîëåêóëû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûå ìåòêè r, ε è n.

Ïóñòü íà ðåáðå ei ìîëåêóëû W ñòîèò ìàòðèöà ñêëåéêè

C i =

(
ci11 ci12

ci21 ci22

)
=

(
ai bi

ci di

)
.

Îïðåäåëåíèå 18. ×èñëîâîé ðàöèîíàëüíîé ìåòêîé ri íà ðåáðå ei ìîëåêóëû

W íàçûâàåòñÿ:

ri =

{aibi }, åñëè bi 6= 0

∞, åñëè bi = 0

Îïðåäåëåíèå 19. ×èñëîâîé ðàöèîíàëüíîé ìåòêîé εi íà ðåáðå ei ìîëåêóëû

W íàçûâàåòñÿ:

εi =

sign bi, åñëè bi 6= 0

sign ai, åñëè bi = 0
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Ðàçðåæåì ìîëåêóëó ïî âñåì êîíå÷íûì ð¼áðàì, ò. å. òàêèì, ãäå ri 6= ∞.

Ñåìüÿìè áóäåì íàçûâàòü ëèøü òå êóñêè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò àòîìîâ A.

Îïðåäåëåíèå 20. Ìåòêà n îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ñåìüè ïî ôîðìóëå:

n =
∑

âûõ.ð¼áðà

[ai
bi

]
+

∑
âõîä.ð¼áðà

[
−di
bi

]
+

∑
âíóò.ð¼áðà

[
− ci
ai

]
.

×èñëîâûå ìåòêè èìåþò òîïîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Çíàìåíàòåëü ìåò-

êè ri ∈ {Q ∩ [0, 1) ∪ ∞} íà ðåáðå ei îïðåäåëÿåò áåççíàêîâûé èíäåêñ ïåðåñå-

÷åíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûõ áàçèñíûõ öèêëîâ áèôóðêàöèé, êîòîðûå ñî-

åäèíÿþòñÿ ýòèì ðåáðîì. Ìåòêà εi ∈ {1,−1} ãîâîðèò î ñîãëàñîâàííîñòè èëè

íåñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé äâóõ áèôóðêàöèé,

êîãäà òàêîå ñðàâíåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ìåòêà n ∈ Z ðàâíà ÷èñëó Ýé-

ëåðà ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, îáðàçîâàííîãî ñåìü¼é, êîòîðîé îíà ñîîòâåòñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 21. Ãðóáàÿ ìîëåêóëàW , ñíàáæ¼ííàÿ ìåòêàìè ri, εi è nk, íà-

çûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà èëè ìå÷åíîé ìîëåêóëîé (òîíêèì

ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì).

Òåîðåìà 5. (A.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã [22, ò. 1, ãë. 4]) Äâå èíòåãðèðóåìûå

ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (v1, Q
3
1) è (v2, Q

3
2) ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

1.3.3 Ôîðìóëà Òîïàëîâà.

Ôîðìóëà Òîïàëîâà [2] ñâÿçûâàåò ìåòêè ìîëåêóë ñ òîïîëîãè÷åñêèì òèïîì ñî-

îòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè. Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ

ñðåäñòâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Êîíêðåòíûé âèä

ôîðìóëû Òîïàëîâà çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ìîëåêóëû è ïîëó÷àåòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ïðèâåä¼ííûì â [2]. Óêàæåì îòâåò äëÿ ïðîñòîãî, íàèáîëåå

÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ ñëó÷àÿ.

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ìîëåêóëàW ∗ íå ñîäåðæèò ñåìåé èç áîëåå ÷åì îäíîãî àòî-

ìà è ïîñëå ñòèðàíèÿ âíóòðåííèõ ð¼áåð ñåìåé ïðèíèìàåò âèä äåðåâà. Ïóñòü
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òàêæå âñå àòîìûW ∗ èìåþò ðîä 0. (Àòîìû A,A∗, B, C2 îòíîñÿòñÿ ê ýòîé êàòå-

ãîðèè.) Òîãäà ýíåðãèÿ ìîëåêóëû N(W ∗), ââåä¼ííàÿ Ï. È. Òîïàëîâûì, îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

N(W ∗) =

0, åñëè rkH1(Q
3) > 0

| TorH1(Q
3) |, åñëè rkH1(Q

3) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî N(W ∗) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé ñåìüè ÷èñëî ñ = n+
∑
ri + p

2 , ãäå n � å¼ n-ìåòêà,

ri � ìåòêè íà å¼ âíåøíèõ ð¼áðàõ, à p � ÷èñëî çâ¼çäî÷åê äàííîé ñåìüè (ñì.

[22], [2]).

Óêàæåì êîíêðåòíûé âèä ôîðìóëû Òîïàëîâà äëÿ ìîëåêóëû, êîòîðàÿ ñî-

ñòîèò èç îäíîé ñåìüè F ñ p çâåçäî÷êàìè, èç êîòîðîé èñõîäÿò ð¼áðà e1, ...en

âèäà F
ei−−→ A :

N(W ∗) = ±2pb1...bnñ(F ) (1.3.1)

Çäåñü çà bi îáîçíà÷åí ýëåìåíò ci12 ìàòðèöû ñêëåéêè C i íà ðåáðå ei. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ð¼áðà ei êîíå÷íû, òî åñòü bi 6= 0. Ïîä êîëè÷åñòâîì çâ¼çäî-

÷åê ñåìüè ïîíèìàåòñÿ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî îñîáûõ ñëî¼â ñîîòâåòñòâóþùåãî

ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Ñòðåëêà íà ðåáðå óêàçûâàåò, äîïóñòèìûé áàçèñ êàêîãî

àòîìà ìû ïîëó÷èì, óìíîæèâ áàçèñ âòîðîãî àòîìà íà ìàòðèöó ñêëåéêè.

1.4 Èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé Êîâàëåâñêîé è åãî îáîáùå-

íèå íà ñëó÷àé çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæ¼ëîãî ãèðîñòà-

òà.

Â ðàçíîå âðåìÿ èññëåäîâàíèåì êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé çàíèìà-

ëèñü ìíîãèå âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè-òåîðåòèêè.

Âàæíûå ðåçóëüòàòû â èññëåäîâàíèè òîïîëîãèè êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ Êî-

âàëåâñêîé áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ì.Ï. Õàðëàìîâà [29, 9] (ñì. òàêæå [10]),

33



ãäå áûëè ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû è âû÷èñëåíû ïåðåñòðîéêè

òîðîâ Ëèóâèëëÿ ïðè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Èíâàðè-

àíòû Ôîìåíêî (ìîëåêóëû áåç ìåòîê) äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé

áûëè âû÷èñëåíû â ðàáîòå À.À. Îøåìêîâà [6] (ñì. òàêæå [5]). Áîëåå ïîäðîáíîå

èçó÷åíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëåíèå èí-

âàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà äëÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è îñîáûõ

òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû) áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå À.Â. Áîëñèíî-

âà, Ï. Ðèõòåðà, À.Ò. Ôîìåíêî [1].

Õ.Ì. ßõüÿ [30, 31] ïîêàçàë, ÷òî èíòåãðàë Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé ìîæåò áûòü

îáîáù¼í íà ãèðîñòàò, ðàñïðåäåëåíèå ìàññ êîòîðîãî ïîä÷èíåíî óñëîâèÿì Êî-

âàëåâñêîé, à ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò íàïðàâëåí ïî îñè äèíàìè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèè.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà òèïà Êîâàëåâñêîé�ßõüè ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé

íà ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ M 4
g ãåîìåòðè÷åñêîãî èíòåãðàëà è èíòå-

ãðàëà ïëîùàäåé (ãäå g � ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé). Ãàìèëüòîíèàí è èíòåãðàë

Êîâàëåâñêîé�ßõüè îïðåäåëÿþò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè

M 4
g , òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ g è λ (âåëè÷èíà

ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà). Ï. Å. Ðÿáîâ è Ì.Ï. Õàðëàìîâ [12] ïîñòðîèëè êðè-

âûå íà ïëîñêîñòè R2(g, λ), ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûì

âèäîì áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòàM 4
g → R2(h, k),

îïðåäåëÿåìîãî ãàìèëüòîíèàíîì è èíòåãðàëîì. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèõ îáëà-

ñòåé 18. Â áîëåå ïîçäíåé ðàáîòå [32] ïðåäëîæåí íîâûé âçãëÿä íà êëàññèôè-

êàöèþ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì. Àâòîðàìè áûëî ïîñòðîåíî ðàçäåëÿþùåå

ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè �ýíåðãèÿ-ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò�, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðîãî ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íà èçîýíåðãå-

òè÷åñêèõ óðîâíÿõ. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå È.È. Õàðëàìîâîé, Ï.Å. Ðÿáîâà [33]

ââåäåíî ïîíÿòèå ýëåêòðîííîãî àòëàñà, ñîçäàíà êîìïüþòåðíàÿ ñèñòåìà, êîòî-

ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó îïðåäåëåíèþ.

Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî (ìîëåêóë áåç ìåòîê) äëÿ ñëó÷àÿ Êîâàëåâñ-

êîé�ßõüè ñ ïðîèçâîëüíûìè g è λ áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ È.Í. Ãàøåíåíêî,
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Ï.Å. Ðÿáîâà è Ì.Ï. Õàðëàìîâà (ñì. [18, 19, 12]). Èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò, äà-

þùèé ïîëíîå îïèñàíèå ãðóáîé òîïîëîãèè, ïðèâåä¼í â ðàáîòå [20]. Àâòîðàìè

äîêàçàíî, ÷òî äëÿ 29 êàìåð íà ïëîñêîñòè (g, h) èìååòñÿ äåâÿòü ãðóïï ýêâèâà-

ëåíòíûõ ìîëåêóë (áåç ìåòîê), ñîäåðæàùèõ 22 óñòîé÷èâûõ ãðàôà è 6 íåóñòîé-

÷èâûõ ïî îòíîøåíèþ ê êîëè÷åñòâó êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà êðèòè÷åñêèõ

óðîâíÿõ (ñì. [20], ñòð. 57).

Ï. Å. Ðÿáîâ â [34] íàø¼ë êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 0 è 1, à òàêæå óêà-

çàë ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ èõ òèïà. Â ðàáîòå Í.Ñ. Ëîãà÷¼âîé (Ñëàâèíîé) [23]

äàíî îïèñàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòÿõ âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ

îðáèò è íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé�ßõüè ñ

ïîëóëîêàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ò.å. íå â ìàëîé îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè, à â

îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ. Â [23] äîêàçûâàåòñÿ áîòòîâîñòü (òåîðåìà 10 äàí-

íîé ðàáîòû) äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, è

íåâûðîæäåííîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (òåîðåìû 12,13). Òî÷êè ðàíãà íîëü

òàêæå áûëè èññëåäîâàíû Ì.Ï. Õàðëàìîâûì â [35], ãäå îí ââåë ïîíÿòèå êëàñ-

ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà ìíîæåñòâå

ðàâíîìåðíûõ âðàùåíèé ãèðîñòàòà, óêàçàë ðàçäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðà-

ìåòðîâ è äîêàçàë, ÷òî òàêèõ êëàññîâ 13, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëíûé ïðîîáðàç

òî÷êè, îòâå÷àþùåé îòíîñèòåëüíîìó ðàâíîâåñèþ.

Ï.Â. Ìîðîçîâ â [36] èññëåäîâàë ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé�

ßõüè äëÿ ñëó÷àÿ g = 0, à èìåííî âû÷èñëèë èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé.
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Ãëàâà 2

Èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé

Êîâàëåâñêîé-ßõüè.

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷å-

ñêîãî âîë÷êà Êîâàëåâñêîé íà ñëó÷àé çàäà÷è î äâèæåíèè òÿæåëîãî ãèðîñòàòà.

Ãèðîñòàòîì íàçûâàåòñÿ òâ¼ðäîå òåëî, â êîòîðîì çàêðåïë¼í ìàõîâèê. Ïðèâå-

äåì êîíêðåòíûé âèä óðàâíåíèé è ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ýòîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà ïðîèçâîëüíîãî òâåðäîãî òåëà ñ

çàêðåïëåííîé òî÷êîé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé

íàïðàâëåíû âäîëü îñåé èíåðöèè òåëà:Aω̇ = (Aω + λ)× ω − a× ν,

ν̇ = ν × ω.
(2.1.1)

Çäåñü ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà-íîñèòåëÿ, ν � åäèíè÷íûé âåðòè-

êàëüíûé âåêòîð,A � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà òåíçîðà èíåðöèè, a = (a1, a2, a3)

� âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç íåïîäâèæíîé òî÷êè ê öåíòðó ìàññ, äëèíà êîòî-

ðîãî ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåñà ãèðîñòàòà íà ðàññòîÿíèå îò åãî öåíòðà ìàññ äî

íåïîäâèæíîé òî÷êè, λ = (λ1, λ2, λ3) � ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò.

Â çàäà÷å Êîâàëåâñêîé�ßõüè íà ãèðîñòàò íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ: ìîìåíòû èíåðöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì A1 = A2 = 2A3 = A,
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öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà èíåðöèè (a3 =

0), à ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò íàïðàâëåí âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

(λ1 = λ2 = 0, λ3 = λ 6= 0).

Â ýòèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èíòåãðàëû áóäóò çàâèñåòü îò ïàðà-

ìåòðîâ A, a1, a2, îò êîòîðûõ ìîæíî èçáàâèòüñÿ ïðè ïîìîùè èçâåñòíûõ çàìåí

(íàïðèìåð, ñì. [37]).

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ãàìèëüòîíèàí è ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû ïðèìóò

ñëåäóþùèé âèä:

H = ω̃2
1 + ω̃2

2 +
ω̃2
3

2
− ν̃1,

Γ = ν̃21 + ν̃22 + ν̃23 , G = ω̃1ν̃1 + ω̃2ν̃2 +
(ω̃3 + λ̃)ν̃3

2
.

Õ.Ì. ßõüÿ óêàçàë â [30, 31], ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì èíòå-

ãðàëîì K ÷åòâåðòîé ñòåïåíè:

K = (ω̃2
1 − ω̃2

2 + ν̃1)
2 + (2ω̃1ω̃2 + ν̃2)

2 + 2λ̃(ω̃3 − λ̃)(ω̃2
1 + ω̃2

2) + 4λ̃ω̃1ν̃3.

Íàðÿäó ñ êîîðäèíàòàìè (ω, ν) ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ êàíîíè÷åñêèå êîîðäè-

íàòû (s, r) íà ëèíåéíîì ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå e(3)∗, ãäå e(3) - àëãåáðà

Ëè ãðóïïû Ëè E(3) äâèæåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H}, (2.1.2)

ãäåH(s, r) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà, à {, } - ñòàíäàðòíî îïðåäåë¼ííàÿ
íà e(3)∗ ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé (ñì. [22]).

Ôóíêöèè

f1 = r21 + r22 + r23, f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 (2.1.3)

ëåæàò â ÿäðå ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà (ôóíêöèè Êàçèìèðà) è ïîýòîìó ÿâëÿþò-

ñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé (2.1.2). Îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (2.1.2) íà

ñîâìåñòíûå ÷åòûðåõìåðíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèé f1 è f2

M 4
g = {f1 = r21 + r22 + r23 = 1, f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3 = g},

37



ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ïàðà-

ìåòð g èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé). Ýòà ñèñòåìà áóäåò

èíòåãðèðóåìîé íà ïîâåðõíîñòè M 4
g , åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëüíî

íåçàâèñèìàÿ ñ H ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ K(s, r), òàêàÿ ÷òî {H,K} = 0.

Ãàìèëüòîíèàí ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé�ßõüè, äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû (ôóíê-

öèè Êàçèìèðà) è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë K â êîîðäèíàòàõ (s̃, r̃), ñâÿçàí-

íûõ ëèíåéíûìè çàìåíàìè ñ êîîðäèíàòàìè (s, r), ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

H =
s̃21
4

+
s̃22
4

+
(s̃3 + λ̃)2

2
− r̃1,

f1 = r̃21 + r̃22 + r̃23, f2 = s̃1r̃1 + s̃2r̃2 + s̃3r̃3, (2.1.4)

K = (
s̃21 − s̃22

4
+ r̃1)

2 + (
s̃1s̃2

2
+ r̃2)

2 − λ̃

2
(s̃3 + 2λ̃)(s̃21 + s̃22)− 2λ̃r̃3s̃1.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 2.1.2 â íîâûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

˙̃s1 = − s̃2
2

(s̃3+2λ̃), ˙̃r1 =
s̃2r̃3

2
−r̃2(s̃3+λ̃), ˙̃s2 =

s̃1
2

(s̃3+2λ̃)+r̃3, ˙̃r2 = − s̃1r̃3
2

+r̃1(s3+λ̃), ˙̃s3 = −r̃2, ˙̃r3 =
s̃1r̃2

2
− s̃2r̃1

2
.

(2.1.5)

Ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìîé, çàäàííîé â êîîðäèíàòàõ (ω, ν), è ñèñòåìîé, çàäàí-

íîé â êîîðäèíàòàõ (s, r), óñòàíîâëåíà â [6]:

s̃1 = −2ω̃1, s̃2 = −2ω̃2, s̃3 = −ω̃3 − λ̃, r̃1 = ν̃1, r̃2 = ν̃2, r̃3 = ν̃3.

(2.1.6)

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî êîîðäèíàòû (s̃, r̃) è

(ω̃, ν̃), è ïîýòîìó áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ÷åðåç (s, r) è (ω, ν) ñîîòâåòñòâåííî.

2.2 Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû è ðàçäåëÿþùåå ìíî-

æåñòâî íà ïëîñêîñòè R2(g, λ)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà µ äëÿ íàøåé çàäà÷è:
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µ = H ×K : M 4
g → R2(h, k) (2.2.1)

Îïðåäåëåíèå 22. Òî÷êà x èç M 4
g íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà µ, åñëè ðàíã dµ(x) ìåíüøå 2. Å¼ îáðàç µ(x) â R2(h, k)

íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Îïðåäåëåíèå 23. Îáðàç âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåí-

òà íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé Σ.

Îáû÷íî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íàáîð ðåãóëÿð-

íûõ êðèâûõ, èìåþùèõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êàñàíèÿ è âîçâðàòà.

Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Σ = Σ(g, λ) áó-

äåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ g, λ. Â [19] óêàçàíû êðèâûå íà ïëîñêîñòè R2(g, λ),

ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, à òàê-

æå íàéäåí ÿâíûé âèä áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2(h, k).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ(g, λ) ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîñòîèò èç òåõ çíà÷åíèé (g, λ) ∈
R2(g, λ), ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå ìåíÿåòñÿ âèä äèàãðàììû Σ(g, λ) (òà-

êèå çíà÷åíèÿ (g, λ) áóäåì íàçûâàòü áèôóðêàöèîííûìè). Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî

óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 6. (Ï. Å. Ðÿáîâ [19]) Ìíîæåñòâî Θ(g, λ) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

êðèâûõ Γi (i=1,2,3,4,5), ãäå

Γ1 = {(g, λ) | 1− 4λg = 0},

Γ2 =
{(
−2t3,

√
−4t4 − 1

4t2

)∣∣∣t ∈ [− 1√
2
, 0

]}
,

Γ3 =
{(√t2 − 1

4t
,
√
−t3
)∣∣∣t ∈ [−1, 0)

}
,

Γ4 =
{(√

−(3t2 − 1)2

4t3
,

√
(t2 − 1)3

t3

)∣∣∣t ∈ (−∞,+∞)
}
,

Γ5 =
{(√(t2 − 1)3

2t3
,

√
−(3t2 − 1)2

2t3

)∣∣∣t ∈ [−1, 0)
}
.
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Ðèñ. 2.1: Ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî

Çàìå÷àíèå 2. Ï.Å. Ðÿáîâ â [19] äîêàçàë, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèâûå

Γi ìåíÿåòñÿ òèï áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Òàêèì îáðàçîì ïëîñêîñòü

R2(g, λ) ðàçáèâàåòñÿ íà 18 êàìåð (ðèñ. 2.1). Áîëåå òîãî, ïðè èçìåíåíèè çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðîâ g, λ ñòðîãî âíóòðè êàæäîé êàìåðû òèï áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü âíóòðè êàìåð äèàãðàììû ãîìåîìîðôíû

( [32, 33, 37]).

Òåîðåìà 7. (Ï. Å. Ðÿáîâ [19]) Âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìî-

ìåíòà (2.2.1) â çàäà÷å Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ êðè-

âûõ Σ1 ∪ Σ2, ò.å. Σ ⊂ Σ1 ∪ Σ2, ãäå

Σ1 :

k = 1,

h ≥ −1
∪

k = 1 + (h− λ2

2 )2,

h ≥ λ2

2

ïðè g = 0 è

h = ω2
1 + λ2

2 −
g
ω1
,

k = 1 + ω4
1 + 2gω1

ïðè g 6= 0,

Σ2 :

h = 2g2 − λ2

2 − s+ λ2

2s2 ,

k = −4λ2g2 + (s+ λ2)2 − λ2(λ2+2s2)
s2

ïðè λ 6= 0 è

h ≥ 0,

k = 0
ïðè λ = 0.
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Ðèñ. 2.2: 18 òèïîâ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

Ðÿáîâ òàêæå ïîêàçàë, ÷òî âêëþ÷åíèå, óêàçàííîå â òåîðåìå 7, ñòðîãîå, ò.å.

áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Σ (â îáùåì ñëó÷àå) íå ñîâïàäàåò ñ Σ1 ∪ Σ2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g è λ ñëåäóåò ðàç-

ëè÷àòü 18 òèïîâ äèàãðàìì (ñì. ðèñ. 2.2).

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ñëó÷àÿ λ = 0 áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû è ïåðåñòðîéêè

òîðîâ Ëèóâèëëÿ ïðè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà áûëè

íàéäåíû â ðàáîòàõ Ì.Ï. Õàðëàìîâà [29, 9]. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ

g = 0 áûëè ïîëó÷åíû Ï.Å. Ðÿáîâûì [19]. Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà

äëÿ ñëó÷àåâ λ = 0 è g = 0 áûëè âû÷èñëåíû â ðàáîòàõ À.Â. Áîëñèíîâà,

Ï. Ðèõòåðà, À.Ò. Ôîìåíêî [1] è Ï.Â. Ìîðîçîâà [36] ñîîòâåòñòâåííî.
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2.3 Ñåìåéñòâà òîðîâ è èõ ïåðåñòðîéêè âíóòðè âîñåìíà-

äöàòè êàìåð. Áîòòîâîñòü èíòåãðàëà íà èçîýíåðãåòè-

÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñèñòåìû.

2.3.1 Ñåìåéñòâà òîðîâ è èõ ïåðåñòðîéêè íà ãðàíèöàõ êàìåð 1, 1',

2, 2', 6, 6', 7 è 7' êàìåð.

Ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè g (ïðè λ = 0), ò.å. ïðîõîäÿ ïî íèæíåé ãðàíèöå

êàìåð 1, 2, 6 è 7 (ñì. ðèñ. 2.1), ïîëó÷àåì 4 òèïà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé (ñì. ðèñ. 2.3). Ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè λ (ïðè g = 0),

ò. å. ïðîõîäÿ ïî ëåâîé áîêîâîé ãðàíèöå êàìåð 1, 2', 6', 7', òàêæå ïîëó÷àåì 4

òèïà áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ïîëíîñòüþ îïèñàíû ïåðåñòðîéêè è ñåìåéñòâà

òîðîâ íà ãðàíèöàõ êàìåð 1, 2, 2', 6, 6', 7, 7'.

Òåîðåìà 8. (Ì.Ï. Õàðëàìîâ, Ï. Å. Ðÿáîâ [12]) Ïðè g = 0 â ïðîîáðàçàõ âñåõ

ãëàäêèõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ëåæàò ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèë-

ëÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè 3-àòîìàìè:

äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì òèï 3-àòîìà

α1, α2, α4, α5, α6, α9, α10, α11, α12 A

α3, α7, α8 2A

δ1, δ2 A∗

β1, β2, β3, β5, β6 B

β4 2B

γ C2

Ðåãóëÿðíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà R2(h, k) ÿâëÿþòñÿ îáðà-

çàìè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Ýòè òîðû åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ãðóïïèðóþòñÿ â ñåìåéñòâà. Îíè îáîçíà÷åíû ðèìñêèìè öèôðàìè

I − V II(ñì. ðèñ. 2.4). ×èñëî òîðîâ â êàæäîì ñåìåéñòâå óêàçàíî â ñëåäóþ-

ùåé òàáëèöå:
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Ðèñ. 2.3: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé è ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-ßõüè

âíóòðè êàìåð 1, 2, 6, 7
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ñåìåéñòâî ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ

I 1

II 2

III 1

IV 1

V 1

VI 1

VII 2

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà M.Ï. Õàðëàìîâûì â [29, 9]. Çäåñü îíà ïðè-

âîäèòñÿ â îáîçíà÷åíèÿõ, âçÿòûõ èç [1].

Òåîðåìà 9. (Ì.Ï. Õàðëàìîâ) Ïðè λ = 0 â ïðîîáðàçàõ âñåõ ãëàäêèõ äóã áè-

ôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ëåæàò áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ,

êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè 3-àòîìàìè:

äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì òèï 3-àòîìà

α1, γ1, γ4 A

δ1, δ2, α2, γ7 2A

γ2 2A∗

β1, γ3, γ5 B

β3, γ6 2B

β2 C2

×èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ â êàæäîì ñåìåéñòâå (1)-(5) (ñì. ðèñ. 2.3) óêàçàíî

â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

ñåìåéñòâî ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ

(1) 1

(2) 2

(3) 2

(4) 1

(5) 2
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Ðèñ. 2.4: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0 è ñëó÷àÿ

Êîâàëåâñêîé-ßõüè âíóòðè êàìåð 1, 2', 6', 7'
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2.3.2 Òåîðåìà î áîòòîâîñòè.

Òåîðåìà 10. (Í.C. Ñëàâèíà [23]) Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�

ßõüè â ïðîîáðàçàõ âñåõ ãëàäêèõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, çà èñêëþ÷å-

íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íà íèõ, ëåæàò áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè òîðîâ

Ëèóâèëëÿ.

Çàìå÷àíèå 4. Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè áîòòîâîñòü ÿâ-

íî íå äîêàçàíà. Íî èç íåâûðîæäåííîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàíãà íîëü ñëå-

äóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê ëåæàò áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè.

Ýòà èäåÿ ëåæèò â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêà áîòòîâîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåâûðîæäåííî-

ñòè ãåññèàíà d2K. Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë è ôóíêöèè, êîòîðûå çàäàþò

áèôóðêàöèîííûå êðèâûå Σi íà ïëîñêîñòè R2(h, k), ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè-

ìè. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû d2K çàäà¼òñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Òàêèì îáðàçîì ïðî-

âåðêà íåâûðîæäåííîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí íå ðàâåí

íóëþ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà êîíöå êàæäîé äóãè äèàãðàììû ëåæèò òî÷-

êà, ïðîîáðàç êîòîðîé ñîäåðæèò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ýòîò ôàêò, à òàêæå

óòâåðæäåíèå î íåâûðîæäåííîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (òåîðåìà 13) áóäóò

äîêàçàíû äàëåå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òàêèõ òî÷åê ïåðåñòðîéêè

áîòòîâñêèå. Áîëåå òîãî, áîòòîâîñòü äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ íà ó÷àñòêàõ, óäàë¼í-

íûõ îò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà

òî÷åê íà ýòèõ ó÷àñòêàõ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî áîòòîâîñòü íàðóøàåòñÿ íà

êàêîì-òî ó÷àñòêå (íà öåëîé äóãå), òî ãåññèàí äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà, êî-

òîðûé çàäà¼òñÿ ìíîãî÷ëåíîì, äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ, ÷åãî íå ìîæåò áûòü,

òàê êàê, åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà îòðåçêå, òî îíà òîæ-

äåñòâåííûé íîëü. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

íåâûðîæäåíû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 8, 9, ìîæíî îïèñàòü ïåðåñòðîéêè òîðîâ â êàìåðàõ áëèç-

êèõ ê îñÿì. Â ïðåäïîëîæåíèè áîòòîâîñòè ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä âíóòðü
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êàìåð 1, 2, 2', 6, 6', 7, 7' ñ ãðàíèö, è òàêèì îáðàçîì ïåðåíåñòè ïåðåñòðîéêè è

ñåìåéñòâà òîðîâ.

2.3.3 Ïåðåõîä âíóòðü êàìåð 1, 2, 2', 6, 6', 7, 7' ñ ãðàíèö. Îïðåäå-

ëåíèå ïåðåñòðîåê âî âñåõ êàìåðàõ.

Â êàìåðàõ 1, 1' - 9, 9' íà ðèñóíêàõ 2.5-2.13 ãëàäêèå äóãè áèôóðêàöèîííûõ

äèàãðàìì îáîçíà÷åíû ìàëûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè.

Çàìå÷àíèå 5. Âíóòðü êàìåðû 1 ìîæíî ïîïàñòü ñ íèæíåé ãðàíèöû (λ = 0)

è ñ ëåâîé áîêîâîé ãðàíèöû (g = 0) (ñì. ðèñ. 2.3, 2.4). Òàê êàê íà ýòèõ ãðà-

íèöàõ îáîçíà÷åíèÿ íå ñîãëàñîâàíû, òî âîçíèêíóò ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

îäíèõ è òåõ æå äóã äèàãðàììû è ñåìåéñòâ òîðîâ (ñì. òåîðåìû 8, 9 ). Ïî-

ýòîìó â [38] áûëè ââåäåíû åäèíûå îáîçíà÷åíèÿ âî âñåõ 18 êàìåðàõ (ò.å.

äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, êîòîðûå íå ïåðåñòðàèâàþòñÿ ïðè ïåðåõî-

äå èç êàìåðû â êàìåðó, îáîçíà÷åíû îäèíàêîâî). Òàáëèöà 2.1 (âçÿòàÿ èç [38])

ïðèâîäèò ñîîòâåòñòâèå ðàçíûõ îáîçíà÷åíèé (âîçíèêøèõ èç òåîðåì 8, 9 è

îáùåãî ñëó÷àÿ) îäíèõ è òåõ æå äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íà ãðàíè-

öàõ êàìåð è âíóòðè íèõ. Ñ ó÷¼òîì òåîðåì 8, 9, 11 â òàáëèöå óêàçàí òèï

ïåðåñòðîéêè íà äóãàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Òåîðåìà 11. (Í.Ñ. Ñëàâèíà) Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè â êàìåðàõ 1, 1' - 9,

9' (ñì. ðèñ. 2.5-2.13) â ïðîîáðàçå âñåõ ãëàäêèõ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

ëåæàò áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè ñëåäóþùèõ òèïîâ:

äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì òèï 3-àòîìà

α1, β1, α3, β3, γ1, δ1 A

β6, α8, β8, α10, β10, γ2, δ2 2A

β5 2A∗

α2, β2, α4, β4 B

α7, β7, α9, β9 2B

α5 C2
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Ðèñ. 2.5: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 1, 1'
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Ðèñ. 2.6: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 2, 2'
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Ðèñ. 2.7: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 3, 3'
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Ðèñ. 2.8: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 4, 4'
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Ðèñ. 2.9: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 5, 5'
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Ðèñ. 2.10: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 6, 6'
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Ðèñ. 2.11: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 7, 7'
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Ðèñ. 2.12: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 8, 8'
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Ðèñ. 2.13: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â êàìåðàõ 9, 9'
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Òàáëèöà 2.1: Ñîîòâåòñòâèå îáîçíà÷åíèé â ñëó÷àÿõ Êîâàëåâñêîé, Êîâàëåâñêîé-ßõüè è

Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0

Ñëó÷àé λ = 0 Îáùèé ñëó÷àé Ñëó÷àé g = 0 Òèï ïåðåñòðîéêè

α1 α1 α1 A

γ1 β1 α2 A

− α2 β3 B

γ5 β2 − B

− α3 α4 A

γ4 β3 − A

β1 α4 β2 B

γ3 β4 β1 B

β2 α5 γ C2

γ2 β5 δ1, δ2 2A∗

− β6 α5, α6 2A

− α7 β4 2B

γ6 β7 − 2B

− α8 α7 2A

γ7 β8 − 2A

β3 α9 − 2B

− β9 β5, β6 2B

α2 α10 − 2A

− β10 α9, α10 2A

δ1δ2 α10γ2 − 4A

− β10δ2 α3, α8 4A

δ1 α1α3 α11, α12 2A

γ1γ4 β1β3 α3 2A

− γ1 − A

− δ1 − A

− γ2 − 2A

− δ2 − 2A
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ëåâàÿ ãðàíèöà êàìåð 1, 2', 6', 7'

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ g = 0, à íèæíÿÿ ãðàíèöà êàìåð 1, 2, 6, 7 ñîîòâåòñòâóåò

ñëó÷àþ λ = 0. Íà ãðàíèöàõ èçâåñòíû ïåðåñòðîéêè è êîëè÷åñòâî òîðîâ (òåî-

ðåìû 8, 9). Â ïðåäïîëîæåíèè áîòòîâîñòè ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä, ïðî-

äîëæàÿ ïåðåñòðîéêè è ñåìåéñòâà òîðîâ, ñ îñè g = 0 (ãðàíèöû êàìåð) âíóòðü

êàìåð 1, 2' è ñ îñè λ = 0 (ãðàíèöû êàìåð) âíóòðü êàìåð 1, 2 (ñì. ðèñ. 2.4, ðèñ.

2.3). Â îñòàëüíûõ êàìåðàõ ïåðåñòðîéêè è ñåìåéñòâà òîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïó-

ò¼ì ïåðåõîäà èç ñîñåäíèõ êàìåð (ñì. ðèñ. 2.1). Òàêèì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ

ïåðåñòðîéêè íà âñåõ äóãàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, êðîìå äóã γ1, γ2, δ1, δ2

â êàìåðàõ 1', 3, 3' - 9, 9'. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåñòðîéêè áóäóò îïðåäåëåíû

â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ (ñì. ïðåäëîæåíèå 5). Çäåñü æå ïðèâîäèòñÿ îòâåò äëÿ

ïîëíîòû.

Êàìåðû 1, 2 è 2'

Ïðè ïåðåõîäå ñ âåðòèêàëüíîé ãðàíèöû êàìåð 1 è 2' âíóòðü äóãà α3, êîòîðîé

ñîîòâåòñòâîâàëà ïåðåñòðîéêà 2A, ðàñïàäàåòñÿ íà äâå äóãè ñ ïåðåñòðîéêàìè A.

Îáîçíà÷èì ýòè äóãè β1 è β3. Òî÷êà z1 ïåðåõîäèò â òî÷êó âîçâðàòà B1. Ïîÿâ-

ëÿåòñÿ íîâàÿ òî÷êà êàñàíèÿ U1, ñïðàâà îò êîòîðîé îòñåêàåòñÿ ÷àñòü êðèâîé

Σ2 (ñì. [19]), à íà êðèâîé Σ1 ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ïåðåñòðîéêà. Îáîçíà÷èì äóãó

ñ íîâîé ïåðåñòðîéêîé β2. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå îñòàëüíàÿ ÷àñòü äèàãðàììû íå

ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó âñå ïåðåñòðîéêè ïåðåíîñÿòñÿ.

Ïðè ïåðåõîäå ñ íèæíåé ãðàíèöû êàìåð 1 è 2 äóãà δ1 ñ ïåðåñòðîéêîé 2A ðàñ-

ïàäàåòñÿ íà äâå äóãè α1 è α3 ñ ïåðåñòðîéêàìè A, òî÷êà e1 ïåðåõîäèò â òî÷êó

âîçâðàòà A1, è ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ òî÷êà êàñàíèÿ V1. Ïåðåñòðîéêè âõîäÿùèõ è

âûõîäÿùèõ èç íå¼ äóã èçâåñòíû â ñèëó ïåðåõîäà ñ îñè g = 0. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü

äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ ïðè äàííîì ïåðåõîäå, ïîýòîìó îñòàëüíûå ïåðåñòðîé-

êè ïåðåíîñÿòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíà ïåðåñòðîéêà íà äóãå β2

(ñì. ðèñ. 2.3).

Êàìåðà 3

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 2 â êàìåðó 3 �êëþâ� ñ òî÷êîé âîçâðàòà B2 ïåðå-

ñåêàåò äóãó α3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X2 è X3 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ �êëþâà� ñ äóãîé
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α3, à íîâóþ òî÷êó âîçâðàòà - ÷åðåç B3. Íà äóãàõ X2X3, B3X2 âîçíèêàþò íåèç-

âåñòíûå ïåðåñòðîéêè. Îáîçíà÷èì ýòè äóãè γ2 è δ1 ñîîòâåòñòâåííî. Äóãà B3X3

- ïðîäîëæåíèå äóãè β2, ïîýòîìó ïåðåñòðîéêà íà ýòîé äóãå èçâåñòíà, è îáîçíà-

÷åíèå äóãè ñîõðàíåíî. Îñòàëüíûå ïåðåñòðîéêè ïåðåíîñÿòñÿ, òàê êàê äðóãàÿ

÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ.

Êàìåðà 6

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 3 â êàìåðó 6 �êëþâ� ñ òî÷êîé âîçâðàòà B3 ïåðå-

ñåêàåò äóãó α1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X4 è X5 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ �êëþâà� ñ äóãîé

α1. Íà äóãå X4X5 âîçíèêàåò íåèçâåñòíàÿ ïåðåñòðîéêà. Îáîçíà÷èì ýòó äóãó

α10. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïåðåñòðîéêà áóäåò îïðåäåëåíà íèæå, â êàìåðå 7.

Òàê êàê äðóãàÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ, òî äðóãèå

ïåðåñòðîéêè àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ.

Êàìåðà 7

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 6 â êàìåðó 7 òî÷êèX1 èX3 ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êå

A1, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàåò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà A4. Â ðåçóëüòàòå

ýòîãî ïåðåõîäà íå âîçíèêàåò íîâûõ äóã ñ íåèçâåñòíûìè ïåðåñòðîéêàìè.

Òàêæå â êàìåðó 7 ìîæíî ïîïàñòü ñ íèæíåé ãðàíèöû (λ = 0). Ïðè òàêîì

ïåðåõîäå äóãà δ1 ñ ïåðåñòðîéêîé 2A ðàñïàäàåòñÿ íà äóãè α1 è α3 ñ ïåðåñòðîé-

êàìè A. Òî÷êà e2 ïåðåõîäèò â òî÷êó âîçâðàòà A4, âîçíèêàþò äóãè δ1 è γ2 ñ

íåèçâåñòíûìè ïåðåñòðîéêàìè, ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ V1. Äóãà α2 ïåðåõî-

äèò â äóãó α10, à çíà÷èò äóãå α10 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîéêà 2A.

Êàìåðà 8

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 7 â êàìåðó 8 òî÷êèX2 è U2 ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êå

A4, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàþò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà A3, íîâàÿ òî÷êà

êàñàíèÿ V3 è íîâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ Z2. Äóãè V3Z2 è V3A3 - ïðîäîëæåíèå äóã

β6 è α2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó ïåðåñòðîéêè íà íèõ èçâåñòíû, è îáîçíà÷åíèå

äóã ñîõðàíåíî. Åù¼ îäíà íåèçâåñòíàÿ ïåðåñòðîéêà âîçíèêàåò íà äóãå A3Z2.

Îáîçíà÷èì ýòó äóãó γ1. Îñòàëüíûå ïåðåñòðîéêè ïåðåíîñÿòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Êàìåðà 9

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 8 â êàìåðó 9 òî÷êè V1 è V3 ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê
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äðóãó, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, ïðîïàäàþò ñîåäèíÿþùèå èõ äóãè β5 è α3. Îñòàëü-

íàÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ïåðåíîñèì ïå-

ðåñòðîéêè.

Êàìåðà 4

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 3 â êàìåðó 4 òî÷êè X1 è X3 ïðèáëèæàþòñÿ ê

òî÷êå A1, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàåò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà. Å¼ íóæíî

îáîçíà÷èòü A4, êàê è âîçíèêøóþ â êàìåðå 7 òî÷êó âîçâðàòà. Êàìåðà 4 ãðàíè-

÷èò ñ êàìåðîé 7 (ñì. ðèñ. 2.1), ïîýòîìó ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä èç îäíîé

êàìåðû â äðóãóþ. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå èç êàìåðû 7 â êàìåðó 4 ÷àñòü áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó âîçâðàòà A4, íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó

îáîçíà÷åíèå òî÷êè ïåðåíîñèòñÿ â êàìåðó 4.

Êàìåðà 5

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 4 â êàìåðó 5 òî÷êèX2 è U2 ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êå

A4, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàþò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà A3, íîâàÿ òî÷êà

êàñàíèÿ V3 è íîâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ Z2. Äóãè V3Z2 è V3A3 - ïðîäîëæåíèå äóã

β6 è α2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó ïåðåñòðîéêè íà íèõ èçâåñòíû, è îáîçíà÷åíèå

äóã ñîõðàíåíî. Îáîçíà÷åíèÿ íîâûõ òî÷åê âçÿòû èç êàìåðû 8, òàê êàê îíà

ãðàíè÷èò ñ êàìåðîé 5 (ñì. ðèñ. 2.1). Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 8 â â êàìåðó

5 ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êè A3, V3, Z2, íå

ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó âñå îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ.

Êàìåðà 1'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 5 â êàìåðó 1' òî÷êè V1 è V3 ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê

äðóãó, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, ïðîïàäàþò ñîåäèíÿþùèå èõ äóãè β5 è α3. Îñòàëü-

íàÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ïåðåíîñèì ïå-

ðåñòðîéêè.

Êàìåðà 3'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 2' â êàìåðó 3' �êëþâ� ñ òî÷êîé âîçâðàòà A2 ïå-

ðåñåêàåò äóãó β3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y2 è Y3 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êëþâà ñ äóãîé

β3. Íåèçâåñòíóþ ïåðåñòðîéêó íà äóãå Y2Y3 îáîçíà÷èì ÷åðåç δ2. Íîâóþ òî÷-

êó âîçâðàòà íóæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç A3, à íåèçâåñòíóþ ïåðåñòðîéêó íà äóãå
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A3Y2 - γ1. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç êàìåðû 1', òàê êàê ïðè ïîñëåäîâàòåëü-

íîì ïåðåõîäå èç êàìåð 1′ → 5′ → 4′ → 3′ (ñì. ðèñ. 2.1) ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó âîçâðàòà A3 è äóãó γ1, íå ìåíÿåòñÿ.

Äóãà A3Y3 - ïðîäîëæåíèå äóãè α2, ïîýòîìó ïåðåñòðîéêà íà ýòîé äóãå èç-

âåñòíà, è îáîçíà÷åíèå äóãè ñîõðàíåíî. Îñòàëüíûå ïåðåñòðîéêè ïåðåíîñÿòñÿ,

òàê êàê äðóãàÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ.

Êàìåðà 6'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 3' â êàìåðó 6' �êëþâ� ñ òî÷êîé âîçâðàòà A3 ïåðå-

ñåêàåò äóãó β1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y4 è Y5 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êëþâà ñ äóãîé β1.

Íà äóãå Y4Y5 âîçíèêàåò íåèçâåñòíàÿ ïåðåñòðîéêà. Îáîçíà÷èì ýòó äóãó β10.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïåðåñòðîéêà áóäåò îïðåäåëåíà íèæå, â êàìåðå 7'. Òàê

êàê äðóãàÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ, òî äðóãèå ïåðå-

ñòðîéêè àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ.

Êàìåðà 7'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 6' â êàìåðó 7' òî÷êè Y1 è Y3 ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êå

B1, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàåò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà B4. Â ðåçóëüòàòå

ýòîãî ïåðåõîäà íå âîçíèêàåò íîâûõ äóã ñ íåèçâåñòíûìè ïåðåñòðîéêàìè.

Òàêæå â êàìåðó 7' ìîæíî ïîïàñòü ñ ëåâîé âåðòèêàëüíîé ãðàíèöû (g = 0).

Ïðè òàêîì ïåðåõîäå äóãà α3 ñ ïåðåñòðîéêîé 2A ðàñïàäàåòñÿ íà äóãè β1 è β3

ñ ïåðåñòðîéêàìè A. Òî÷êà z6 ïåðåõîäèò â òî÷êó âîçâðàòà B4, âîçíèêàþò äóãè

γ1 è δ2 ñ íåèçâåñòíûìè ïåðåñòðîéêàìè, ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà êàñàíèÿ U1. Äóãà

α9, α10 ïåðåõîäèò â äóãó β10, à çíà÷èò äóãå β10 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîéêà 2A.

Êàìåðà 8'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 7' â êàìåðó 8' òî÷êè Y2 è V2 ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷-

êå B4, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàþò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà B3, íîâàÿ òî÷êà

êàñàíèÿ U3 è íîâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ Z2. Íà äóãå U3Z2 îòñóòñòâóþò êðèòè-

÷åñêèå äâèæåíèÿ (ñì. [19]), ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû. Äóãà U3B3 - ïðîäîëæåíèå äóãè β2, ïîýòîìó ïåðåñòðîéêà íà íåé

èçâåñòíà, è îáîçíà÷åíèå äóãè ñîõðàíåíî. Åù¼ îäíà íåèçâåñòíàÿ ïåðåñòðîé-

êà âîçíèêàåò íà äóãå B3Z2. Îáîçíà÷èì ýòó äóãó δ1. Îñòàëüíûå ïåðåñòðîéêè
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ïåðåíîñÿòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Äëÿ íîâîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âçÿòî îáîçíà÷åíèå Z2, êîòîðîå âîçíèêëî â

êàìåðå 5. Äåëî â òîì, ÷òî â êàìåðó 8 ìîæíî ïîïàñòü èç êàìåðû 5, äâèãàÿñü

ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç êàìåðû 1', 9' (ñì. ðèñ. 2.1). Ïðè òàêîì äâèæåíèè ÷àñòü

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó Z2, íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó

îáîçíà÷åíèå ïåðåíîñèòñÿ. Ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì íîâàÿ äóãà îáîçíà÷åíà

÷åðåç δ1.

Êàìåðà 9'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 8' â êàìåðó 9' òî÷êè U1 è U3 ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê

äðóãó, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, ïðîïàäàþò ñîåäèíÿþùèå èõ äóãè α5 è β3. Îñòàëü-

íàÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ïåðåíîñèì ïå-

ðåñòðîéêè.

Êàìåðà 4'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 3' â êàìåðó 4' òî÷êè Y1 è Y3 ïðèáëèæàþòñÿ ê

òî÷êå B1, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàåò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà. Å¼ íóæ-

íî îáîçíà÷èòü B4, êàê è âîçíèêøóþ â êàìåðå 7' òî÷êó âîçâðàòà. Êàìåðà 4'

ãðàíè÷èò ñ êàìåðîé 7' (ñì. ðèñ. 2.1), ïîýòîìó ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä èç

îäíîé êàìåðû â äðóãóþ. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå èç êàìåðû 7' â êàìåðó 4' ÷àñòü

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó âîçâðàòà B4, íå ìåíÿåòñÿ,

ïîýòîìó îáîçíà÷åíèå òî÷êè ïåðåíîñèòñÿ â êàìåðó 4'.

Êàìåðà 5'

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû 4' â êàìåðó 5' òî÷êè Y2 è V2 ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷-

êå B4, çàòåì îíè èñ÷åçàþò, è âîçíèêàþò íîâàÿ òî÷êà âîçâðàòà B3, íîâàÿ òî÷êà

êàñàíèÿ U3 è íîâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ Z2. Íà äóãå U3Z2 îòñóòñòâóþò êðèòè-

÷åñêèå äâèæåíèÿ (ñì. [19]), ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû. Äóãà U3B3 - ïðîäîëæåíèå äóãè β2, ïîýòîìó ïåðåñòðîéêà íà íåé

èçâåñòíà, è îáîçíà÷åíèå äóãè ñîõðàíåíî. Îáîçíà÷åíèÿ íîâûõ òî÷åê âçÿòû èç

êàìåðû 8', òàê êàê îíà ãðàíè÷èò ñ êàìåðîé 5' (ñì. ðèñ. 2.1). Ïðè ïåðåõîäå èç

êàìåðû 8' â â êàìåðó 5' ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò

òî÷êè B3, U3, Z2, íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó âñå îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6. Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè â êàìåðàõ 1, 1' - 9, 9' (ñì. ðèñ.

2.5-2.13) â ïðîîáðàçàõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ëåæèò

íåêîòîðîå ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå ãðóïïèðóþòñÿ â ñåìåéñòâà. ×èñ-

ëî òîðîâ â êàæäîì ñåìåéñòâå I-VII ðàâíî îäíîìó.

Äàííûé ðåçóëüòàò âçÿò èç [38]. Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâ

òîðîâ Ëèóâèëëÿ â îáùåì ñëó÷àå, Ï.Ï. Àíäðåÿíîâ ïîñòðîèë êðóãîâûå ìî-

ëåêóëû áåç ìåòîê òî÷åê X2, Y2, X3, Y3, X4, Y4, A3, B3, A4, B4, Z2, ïðè ïîìîùè

ïàêåòà ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Wolfram Mathematica 6.0, è ââåë íîâîå áîëåå

ìåëêîå ðàçáèåíèå òîðîâ íà ñåìåéñòâà. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ:

1. Ñíà÷àëà âñå òîðû ðàçäåëèì íà ñåìåéñòâà òàê, áóäòî â ïðîîáðàçàõ äóã

γ1, γ2, δ1, δ2 íåò íè îäíîãî òîðà Ëèóâèëëÿ. Òîãäà ðàçáèåíèå íà ñåìåéñòâà â îá-

ùåì ñëó÷àå áóäåò òàêèì æå, êàê è â ãðàíè÷íûõ ñëó÷àÿõ. Â îäíîì ãðàíè÷íîì

ñëó÷àå, íåêîòîðûå òîðû ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíî-

ñòè, ïðè ýòîì òå æå òîðû ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè

â äðóãîì ãðàíè÷íîì ñëó÷àå Íåêîòîðûå òîðû ìîãóò áûòü íå ïðåäñòàâëåíû â

îäíîì ãðàíè÷íîì ñëó÷àå, íî òîãäà îáÿçàòåëüíî áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü âî âòî-

ðîì. Êîìáèíèðóÿ ñåìåéñòâà äëÿ äâóõ ãðàíè÷íûõ ñëó÷àåâ, ìû ïîëó÷èì íîâîå,

áîëåå ìåëêîå ðàçáèåíèå. Îáîçíà÷èì ýòè ñåìåéñòâà i (1 òîð), ii (1 òîð), iii (1

òîð), iv (1 òîð), v (1 òîð), vi (1 òîð), vii (2 òîðà), viii (2 òîðà).

λ = 0 g = 0

ii ×
(2)

VI

i (1) I
II

iii (4) ×
iv

(3)
IV

v V

vi × III

vii × VII

viii (5) ×

2. Òåïåðü ïîñìîòðèì íà êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê X2, Y2, X3, Y3, X4, Y4, A3,
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B3, A4, B4, Z2. Â ïðîîáðàçå äóã γ1, γ2, δ1, δ2 åñòü òîðû Ëèóâèëëÿ, ïîýòîìó íåêî-

òîðûå ñåìåéñòâà ìîãóò îòîæäåñòâèòüñÿ, èëè ÷àñòü îäíîãî ñåìåéñòâà îòîæ-

äåñòâëÿåòñÿ ñ äðóãèì ñåìåéñòâîì. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè ýòèõ êðóãîâûõ ìî-

ëåêóë îêàçàëîñü, ÷òî ñåìåéñòâà i, iv ñêëåèëèñü, ñåìåéñòâî v ñêëåèëîñü ñ ïîëî-

âèíîé ñåìåéñòâà viii, à ñåìåéñòâî vi ñêëåèëîñü ñ ïîëîâèíîé ñåìåéñòâà vii. Ââå-

ä¼ì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ I = i = iv, II = ii, III = iii, IV = v, V = vi, V +V I =

vii, IV + V II = viii, ìû ïîëó÷èëè êîððåêòíîå ðàçáèåíèå.
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Ãëàâà 3

Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â

îêðåñòíîñòÿõ âûðîæäåííûõ

îäíîìåðíûõ îðáèò è íåâûðîæäåííûõ

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

3.1 Êëàññèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíî-

âåñèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òîM 4
g = {f1 = r21 +r22 +r23 = 1, f2 = s1r1 +s2r2 +s3r3 = g}, ãäå f1

è f2 - ôóíêöèè, ëåæàùèå â ÿäðå ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà è ÿâëÿþùèåñÿ ïåðâûìè

èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé (2.1.2).

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H è èíòåãðàëà K íà M 4
g , îáîçíà-

÷èâ èõ Hgλ è Kgλ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 12. (Í.Ñ. Ñëàâèíà [23]) Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè âñå òî÷êè

ðàíãà íîëü íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíà-

òû:

ω1 = ±
√
z2 − 1

2gz − λ
2z2 − 1

, ω2 = 0, ω3 =
2gz − λ
2z2 − 1

, ν1 = ±
√
z2 − 1

z
, ν2 = 0, ν3 =

1

z
,
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ãäå z - ëþáîé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

z(z2 − 1)
(2gz − λ)2

(2z2 − 1)2
− λz(z2 − 1)

2gz − λ
2z2 − 1

±
√
z2 − 1 = 0. (3.1.1)

Äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ó ãàìèëüòîíèàíîâ H(g, λ) íà ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå M 4
g íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîîðäèíàòû ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íà ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñèñòåìû áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ sgradH(x) = 0, ò.å. ïðèðàâíèâàÿ ê

íóëþ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé 2.1.5 è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ 2.1.6:

(ω3 − λ)ω2 = 0,

(ω3 − λ)ω1 + ν3 = 0,

ν2 = 0,

ν2ω3 − ν3ω2 = 0,

ν3ω1 − ν1ω3 = 0,

ν1ω2 − ν2ω1 = 0,

⇔



(ω3 − λ)ω2 = 0,

(ω3 − λ)ω1 + ν3 = 0,

ν2 = 0,

ν3ω2 = 0,

ν3ω1 − ν1ω3 = 0,

ν1ω2 = 0,

⇔



ν2 = 0,

ω2 = 0,

(ω3 − λ)ω1 + ν3 = 0,

ν3ω1 − ν1ω3 = 0,

ν21 + ν23 = 1,

2ω1ν1 + (ω3 + λ)ν3 = 2g.

(10)

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñäåëàí â ïðåäïîëîæåíèè ν2 = ω2 = 0. Åñëè ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî ω2 6= 0, òî: 
(ω3 − λ)ω2 = 0, ν2 = 0,

(ω3 − λ)ω1 + ν3 = 0, ν3 = 0,

ν3ω1 − ν1ω3 = 0, ν1 = 0.

Ýòîò âàðèàíò íåâîçìîæåí â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ Γ = ν21 + ν22 + ν23 = 1.

Åñëè â (10) ν3 = 0, òîãäà:

(ω3 − λ)ω1 = 0,

−ν1ω3 = 0,

ν21 = 1,

2ω1ν1 = 2g,

⇔



(ω3 − λ)ω1 = 0,

ν1ω3 = 0,

ν1 = ±1,

2ω1ν1 = 2g,

⇔



(ω3 − λ)ω1 = 0,

ω3 = 0,

ν1 = ±1,

ω1 = ±g,

⇔



ω3 − λ = 0,

ω3 = 0,

ν1 = ±1,

ω1 = ±g,
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ν3 = 0, òî λ = 0. È ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò ñëå-

äóþùèå êîîðäèíàòû íà M 4
g :

ω1 = ±g;ω2 = 0;ω3 = 0; ν1 = ±1; ν2 = 0; ν3 = 0.

Ïóñòü òåïåðü ν3 6= 0:

(ω3 − λ)ω1 + ν3 = 0, | · ν1
ν3ω1 − ν1ω3 = 0, | · ω1

ν21 + ν23 = 1, | : ν23 (ïðåäïîëàãàÿ ν3 6= 0)

2ω1ν1 + (ω3 + λ)ν3 = 2g.| : ν3

⇔



ω3ω1ν1 − λω1ν1 + ν3ν1 = 0,

ν3ω
2
1 − ν1ω3ω1 = 0,

(
ν1
ν3

)
2

+ 1 =
1

ν23
,

2ω1
ν1
ν3

+ ω3 + λ =
2g

ν3
,

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïóñòü
1

ν3
= z,

ν1
ν3

= s. Çàìåòèì,÷òî z 6= ±1. Òàê

êàê åñëè z = ±1 =⇒ ν3 = ±1, è èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäîâàëî

áû, ÷òî ν1 = 0, à ñèñòåìà èìåëà áû âèä:(ω3 − λ)ω1 ± 1 = 0, ω1 = 0,

(ω3 + λ) = ±2g, ν3 = ±1,
⇐⇒ ∅

(òàê êàê íåñîâìåñòíû ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû)

Èòàê, âåðí¼ìñÿ ê çàìåíå. Ñëîæèì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Ïîëó-

÷èì:

ν3ω
2
1 − λω1ν1 + ν3ν1 = 0, | : ν23

ν3ω1 = ν1ω3, | : ν3
s2 + 1 = z2,

2ω1s+ ω3 + λ = 2gz,

⇔



zω2
1 − λω1sz + s = 0,

ω1 = sω3,

s2 + 1 = z2,

2ω1s+ ω3 + λ = 2gz,

⇔



zω2
1 − λω1sz + s = 0,

ω1 = sω3,

s2 + 1 = z2,

2s2ω3 + ω3 + λ = 2gz,

⇔

⇔



zω2
1 − λω1sz + s = 0,

ω1 = sω3,

s2 + 1 = z2,

ω3 =
2gz − λ
2s2 + 1

,

⇔



zω2
1 − λω1sz + s = 0,

ω1 = s
2gz − λ
2s2 + 1

,

s = ±
√
z2 − 1,

ω3 =
2gz − λ
2s2 + 1

,

⇔



zω2
1 − λω1sz + s = 0,

ω1 = ±
√
z2 − 1

2gz − λ
2z2 − 1

,

s = ±
√
z2 − 1,

ω3 =
2gz − λ
2z2 − 1

,
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Ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû s(z) è ω1(z):

z
(2gz − λ)2

(2z2 − 1)2
− λz2gz − λ

2z2 − 1
± 1√

z2 − 1
= 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òî÷åê, íàéäåííûõ èç óñëîâèÿ sgradH = 0, óñëî-

âèå sgradK = 0 òàêæå âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè, îñîáûìè òî÷êàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìû ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êàñàíèÿ è âîçâðàòà, èçîëèðîâàííûõ òî÷åê

íåò (ñì. [19]). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [19] òàêæå âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ g, λ âíóòðè êàæ-

äîé èç 18 êàìåð (ñì. ðèñ. 2.1) êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè

ïåðåõîäå èç îäíîé êàìåðû â äðóãóþ èõ ÷èñëî ìîæåò èçìåíèòüñÿ.

Ïðè ïåðåõîäå èç êàìåðû â êàìåðó èçìåíÿåòñÿ òèï áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû, ïîýòîìó ìîæåò èçìåíèòüñÿ è êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê (ñì. ðèñ. 2.2).

Íàïðèìåð, â êàìåðå 2 (ñì. ðèñ. 2.6) äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (M,X1), äâå òî÷êè

âîçâðàòà (A1, B2) è äâà êàñàíèÿ (U2, V1). À â êàìåðå 3 ÷åòûðå òî÷êè ïåðåñå-

÷åíèÿ (M,X1, X2, X3), äâå òî÷êè âîçâðàòà (A1, B3) è äâà êàñàíèÿ (V1, U2).

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ áûëè ïðîâåðåíû ïðè ïîìîùè ïàêåòà ñèì-

âîëüíûõ âû÷èñëåíèé Wolfram Mathematica 6.0.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ âíóòðè

êàæäîé èç 18 êàìåð êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äóã äèàãðàììû ñîâïàäà-

åò ñ êîëè÷åñòâîì êîðíåé óðàâíåíèÿ 3.1.1.

Ïðåäëîæåíèå 4. Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè äëÿ êàæäîãî íåáèôóðêàöèîí-

íîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (g, λ) âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòîáðàæàþòñÿ

â îñîáûå òî÷êè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, à èìåííî â òî÷êè òðàíñâåð-

ñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ãëàäêèõ äóã äèàãðàììû. Ïðè÷¼ì ðàçíûì ïîëîæåíèÿì

ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, à êîëè÷åñòâî ïîëî-

æåíèé ðàâíîâåñèÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãëàäêèõ äóã äèà-

ãðàììû.
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Òåîðåìà 13. (Í.Ñ. Ñëàâèíà [23]) Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè íåáèôóð-

êàöèîííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g è λ âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåâû-

ðîæäåíû, ïðè÷¼ì â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ

êðèâûõ ëåæèò ðîâíî îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàíãà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â êîîðäèíàòàõ (s, r),

òàê êàê â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà çàïèñûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì â

êîîðäèíàòàõ (ω, ν).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè λ = 1, µ = 0 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áóäåò èìåòü ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçàöèþ âåêòîðíîãî ïîòîêà 2.1.2 íà e(3)∗. Äèôôåðåíöè-

ðóÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé 2.1.5, ïîëó÷àåì ìàòðèöó îïåðàòîðà 2AH :

2AH =



0 −(s3 + 2λ) −s2 0 0 0

2λ+ s3 0 s1 0 0 2

0 0 0 0 −2 0

0 r3 −2r2 0 −2(s3 + λ) s2

−r3 0 2r1 2(s3 + λ) 0 −s1
r2 −r1 0 −s2 s1 0


Îòìåòèì, ÷òî âûøå ìû îáîçíà÷àëè ÷åðåç AH îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè ãàìèëü-

òîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ â îñîáîé òî÷êå íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè,

ò.å. äëÿ íåâûðîæäåííîé ñêîáêè Ïóàññîíà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äåé-

ñòâîâàòü è äëÿ âûðîæäåííîé ñêîáêè Ïóàññîíà (â îêðåñòíîñòè òî÷êè, ãäå ðàíã

ñêîáêè ëîêàëüíî ïîñòîÿíåí), ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå îïåðàòîðû ëèíåàðèçàöèè â

ýòîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü îäíî è òî æå ÿäðî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà

êîðàíãó ñêîáêè.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà íà e(3)∗ ïî÷òè âñþäó èìååò ðàíã 4,

âñëåäñòâèå ÷åãî îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè AH ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ

sgradH â îñîáîé òî÷êå âñåãäà èìååò äâà íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ.

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ r2 = s2 = 0. Áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû 2AH .
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2AH − tE =



−t −(s3 + 2λ) 0 0 0 0

2λ+ s3 −t s1 0 0 2

0 0 −t 0 −2 0

0 r3 0 −t −2(s3 + λ) 0

−r3 0 2r1 2(s3 + λ) −t −s1
0 −r1 0 0 s1 −t


Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

χAH(t) = det(2AH − tE) = t2[t4 + (s21 + 4(s3 + λ)2 + 6r1 + (s3 + 2λ)2)t2+

+(s21 + 4(s3 + λ)2 + 4r1)(2r1 + (s3 + 2λ)2)].

Ïóñòü

a = s21 + 4(s3 + λ)2 + 4r1, b = 2r1 + (s3 + 2λ)2. (3.1.2)

Òîãäà χAH(t) = t2[t4 + (a + b)t2 + ab]. Äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ íóëåâûå,

à ÷åòûðå îñòàëüíûõ èìåþò âèä ±
√
a,±
√
b.

Íåâûðîæäåííîñòü îñîáîé òî÷êè ðàíãà 0 ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî a 6= b è

ab 6= 0. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

åñëè a < 0, b < 0, òî ïîëó÷èì ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ =⇒ òèï òî÷êè

"ñåäëî-ñåäëî";

åñëè ab < 0, òo âîçíèêàåò îäíà ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ è îäíà ïàðà ìíèìûõ

êîðíåé =⇒ òèï òî÷êè "öåíòð-ñåäëî";

åñëè a > 0, b > 0, òî ïîëó÷èì 4 ÷èñòî ìíèìûõ êîðíÿ =⇒ òèï òî÷êè "öåíòð-

öåíòð".

Äëÿ âñåõ íåáèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé (g, λ), ò.å. äëÿ êàæäîé èç 18 êàìåð

ïðîâåðêà óñëîâèé a 6= b è ab 6= 0, à òàêæå îïðåäåëåíèå çíàêîâ a è b ìîãóò áûòü

âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà (ñì. çàìå÷àíèå 7, à òàêæå òåîðåìó ??).

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ íåáèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé (g, λ) â êàæäîé

òî÷êå ðàíãà 0 îïåðàòîðû AH è AK ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èç-çà òîãî, ÷òî èí-

òåãðàë K ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì ïîëèíîìîì 4-ñòåïåíè ñäåëàòü ýòî íå òàê ëåã-

êî. Ïîýòîìó áóäåì âû÷èñëÿòü ëèøü ÷àñòü êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû AK =

(grad (Ω · gradK))T .
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Ðàññìîòðèì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x è âåêòîð v = (0, 1, 0, 0, 0, 0) ∈ TxM 4.

Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðàAH îí ïåðåéä¼ò â âåêòîð (−2λ−s3, 0, 0, r3, 0,−r1),
à ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà AK â âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (∗, 0, a32, ∗, 0, ∗), ãäå

a32(x) =
∂(sgradK)3

∂s2
(x). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü, ÷òî a32 6= 0.

dK =



s31 −
s1s

2
2

2
+ 4r1s1 + s2r2 − λs1(s3 + 2λ)− 2λr3

s32 −
s21s2

2
− 4s2r1 + s1r2 − λs2(s3 + 2λ)

λ

2
(s21 + s22)

s21 − s22
2

+ 2r1

s1s2 + 2r2

−2λs1


(sgradK)3 = s2(s

3
1 −

s1s
2
2

2
+ 4r1s1 + s2r2 − λs1(s3 + 2λ) − 2λr3) − s1(s32 −

s21s2
2
− 4s2r1 + s1r2 − λs2(s3 + 2λ)) + r2(

s21 − s22
2

+ 2r1)− r1(s1s2 + 2r2).

a32(x) = s31−
s1s

2
2

2
+ 4r1s1 + s2r2−λs1(s3 + 2λ)− 2λr3− s1(−s21− 4r1 +

s21
2
−

λ(s3 + 2λ)) = 1, 5s31 + 7r1s1 − 2λr3.

Â ñèëó òåîðåìû 6 áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû âíóòðè êàæäîé èç 18 êàìåð

ãîìåîìîðôíû, à çíà÷èò ìû ìîæåì âçÿòü òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ g è λ

âíóòðè êàæäîé êàìåðû, ÷òîáû íàéäåííûå êîîðäèíàòû ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèþ a32(x) 6= 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 7. Â ðàáîòå Ï.Å. Ðÿáîâà [34] îïèñàíû êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà

0 è óêàçàí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ èõ òèïà. Îäíàêî, îêîí÷àòåëüíîé êëàññèôè-

êàöèè â âèäå òàáëèöû ñ ïîëíûì îïèñàíèåì òèïîâ íåâûðîæäåííûõ îñîáûõ

òî÷åê ðàíãà 0 è ñ ïðåäñòàâëåíèåì èõ îêðåñòíîñòåé â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî

ïðîèçâåäåíèÿ â [34] ïîëó÷åíî íå áûëî. Ïîñêîëüêó çíàíèå òîïîëîãèè íåîáõî-
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äèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë, òî äàííàÿ êëàññè-

ôèêàöèÿ áûëà ïðîâåäåíà íàìè äî êîíöà.

Òåîðåìà 14. (Í.Ñ. Ñëàâèíà [23]) Â ïðîîáðàçå êàæäîé èç 13 òî÷åê ïåðåñå÷å-

íèÿ äóã áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, à èìåííî òî÷åê M , Z1, Z2, X1, X2, X3,

X4, X5, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5 (ñì. ðèñ. 2.5-2.13), ëåæèò ðîâíî ïî îäíîé êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êå ðàíãà íîëü. Ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ 13 îñîáåííîñòåé

â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ óêàçàíî â òàáëèöå:

òî÷êà òèï ï/ï ïðîèçâåäåíèå

M öåíòð-öåíòð A× A
Z2 öåíòð-öåíòð A× A
X2 öåíòð-öåíòð A× A
Y2 öåíòð-öåíòð A× A
X4 öåíòð-öåíòð A× A
Y4 öåíòð-öåíòð A× A
X3 öåíòð-ñåäëî A×B
Y3 öåíòð-ñåäëî A×B
X5 öåíòð-ñåäëî A×B
Y5 öåíòð-ñåäëî A×B
Z1 ñåäëî-ñåäëî (B × C2)/Z2

X1 ñåäëî-ñåäëî B ×B
Y1 ñåäëî-ñåäëî B ×B

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 9.3 (ñì. [22, ò. 1, ãë. 9]) îñîáåííîñòü òèïà öåíòð-

öåíòð èìååò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ àòîìà A íà àòîì A. Òî÷êàìè òàêîãî

òèïà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè : M,Z2, X2, Y2, X4, Y4. Ïðè÷¼ì îêðåñòíîñòü ïðîîáðàçîâ

òî÷åê X2 è Y2 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, à îêðåñòíîñòü ïðîîá-

ðàçîâ òî÷åê X4 è Y4 � èç äâóõ, íî ëèøü îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîäåðæèò

òî÷êó ðàíãà íîëü.

Ïî òåîðåìå 9.2 (ñì. [22, ò. 1, ãë. 9]) ëþáàÿ îñîáåííîñòü òèïà öåíòð-ñåäëî ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêîé îñîáåííîñòè âèäà A×V äëÿ íåêîòîðîãî
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ïîäõîäÿùåãî ñåäëîâîãî àòîìà, êîòîðûé ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîñòðîèâ êðóãî-

âóþ ìîëåêóëó îñîáåííîñòè. Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè òî÷êè X3, Y3, X5, Y5

ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè òèïà öåíòð-ñåäëî. Â êà÷åñòâå ñåä-

ëîâîãî àòîìà V íóæíî âçÿòü àòîì B.

Òåîðåìà 9.6 èç [22, ò. 1, ãë. 9], óòâåðæäàåò, ÷òî êðóãîâûå ìîëåêóëû îñîáåí-

íîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî ñ ðîâíî îäíîé îñîáîé òî÷êîé íà ñëîå, ñîîòâåòñòâóþò

îäíîìó èç ÷åòûð¼õ ñëó÷àåâ, êîòîðûå óêàçàíû â òåîðåìå 9.6 èç [22, ò. 1, ãë. 9].

×òîáû îïðåäåëèòü êàêîìó èìåííî ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò îñîáåííîñòü, íåîá-

õîäèìî çíàòü ïåðåñòðîéêè íà äóãàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, âõîäÿùèõ â

äàííóþ òî÷êó. Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé�ßõüè òî÷êè Z1, X1, Y1 ÿâëÿþòñÿ íåâû-

ðîæäåííûìè îñîáåííîñòÿìè òèïà ñåäëî-ñåäëî. Ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè 12, 13,

çàêëþ÷àåì, ÷òî îêðåñòíîñòè òî÷åê X1, Y1 ïðåäñòàâèìû â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî

ïðîèçâåäåíèÿ àòîìîâ B, à îêðåñòíîñòü òî÷êè Z1 ïðåäñòàâèìà â âèäå ïî÷òè

ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (B × C2)/Z2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 8. Çíàÿ òèï îñîáåííîñòè íåâûðîæäåííîé òî÷êè ðàíãà íîëü,

ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü äëÿ ýòîé òî÷êè êðóãîâóþ ìîëåêóëó ñ ìåò-

êàìè (ñì. [22, ò. 1, ãë. 9]). Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåíû êðóãîâûå ìîëåêóëû ñ r−
ìåòêàìè äëÿ âñåõ 13 òî÷åê èç òåîðåìû 14, ãäå ðèìñêèìè öèôðàìè îáîçíà-

÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñåìåéñòâà òîðîâ. Ðÿäîì ñ ïåðåñòðîéêàìè ãðå÷å-

ñêèìè áóêâàìè ñ èíäåêñàìè îáîçíà÷åíû äóãè äèàãðàìì, íà êîòîðûõ äàííûå

ïåðåñòðîéêè ïðîèñõîäÿò. Äëÿ òî÷åê X1, Y1 âîçíèêàåò äâå âîçìîæíîñòè

ðàññòàíîâêè ñåìåéñòâ òîðîâ (âòîðîé âàðèàíò óêàçàí ðèìñêèìè öèôðàìè

â ñêîáêàõ). Äàëåå â ïðåäëîæåíèè 8 ýòà íåîïðåäåë¼ííîñòü áóäåò óñòðàíåíà,

à èìåííî áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå âàðèàíò â ñêîáêàõ íå ðåà-

ëèçóåòñÿ. Êðóãîâûå ìîëåêóëû íóæíû íàì äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé, à

èìåííî äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò è äëÿ îïðåäåëåíèÿ

âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ â ñåìåéñòâàõ òîðîâ.

Çàìå÷àíèå 9. Êðóãîâûå ìîëåêóëû áåç ìåòîê òî÷åê Z2, X2, Y2, X3, Y3, X4, Y4

áûëè ïîñòðîåíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ï.Ï. Àíäðåÿíîâûì ïðè ïîìîùè ïðî-

ãðàììû ïî âèçóàëèçàöèè ïåðåñòðîåê òîðîâ, íàïèñàííîé íà ÿçûêå Wolfram
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Mathematica 6.0 ïî àëãîðèòìó èç ðàáîòû [19]. Ïðîîáðàç ýòèõ òî÷åê ñîñòî-

èò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íåâû-

ðîæäåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, à äðóãèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîäåð-

æàò òî÷êè ðàíãà îäèí èëè äâà. Êðóãîâûå ìîëåêóëû â òàáëèöå 3.1 óêàçàíû

äëÿ òåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êè ðàíãà íîëü.

Â ðàáîòå Ì.Ï. Õàðëàìîâà [35] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êëàññîâ ýêâèâàëåíò-

íîñòè îòíîñèòåëüíî îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà ìíîæåñòâå òî÷åê ðàíãà

íîëü. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèõ êëàññîâ 13, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëíûé ïðîîá-

ðàç òî÷êè, îòâå÷àþùåé îòíîñèòåëüíîìó ðàâíîâåñèþ.

Ïðåäëîæåíèå 5. Â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè â êàìåðàõ 1', 3, 3' - 9, 9' â

ïðîîáðàçå ãëàäêèõ äóã γ1, γ2, δ1, δ2 áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (ñì. ðèñ. 2.5-

2.13) ëåæàò áîòòîâñêèå ïåðåñòðîéêè ñëåäóþùèõ òèïîâ:

äóãè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì òèï 3-àòîìà

γ1, δ1 A

γ2, δ2 2A

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 14 èçâåñòíî, ÷òî òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ X4, Y4

áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò íåâûðîæäåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ, îêðåñòíîñòü êîòîðûõ ïðåäñòàâèìà â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

àòîìîâ A×A. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äóãè γ1, δ1 (ñì. ðèñ. 2.10) ïîÿâëÿþòñÿ òîðû
ñåìåéñòâ V, IV ñîîòâåòñòâåííî (ñì. çàìå÷àíèå 6). Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî

ñëåäóåò, ÷òî íà äóãàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì γ1, δ1 ïðîèñõîäÿò ïåðåñòðîé-

êè òèïà A.

Ðàññìîòðèì ïðîîáðàçû òî÷åê X2, Y2. Êàæäûé èç íèõ ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, è ëèøü îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîäåðæèò òî÷êó

ðàíãà íîëü, îêðåñòíîñòü êîòîðîé ïðåäñòàâèìà â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ àòîìîâ A×A (òåîðåìà 14). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîêàæåì ýòî íà ðèñóíêå

3.1.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äóãó γ2 ðîæäàþòñÿ 2 òîðà ñåìåéñòâ II è VII, à ïðè

ïåðåõîäå ÷åðåç äóãó δ2 - 2 òîðà ñåìåéñòâ III è VI (ñì. çàìå÷àíèå 6). Èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî íà äóãàõ γ2, δ2 ïðîèñõîäÿò ïåðåñòðîéêè òèïà 2A.
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Òàáëèöà 3.1: Êðóãîâûå ìîëåêóëû íåâûðîæäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
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Ðèñ. 3.1: Ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷åê X2, Y2
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Ïðåäëîæåíèå 5 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 10. Â ðàáîòå [20] ïðåäúÿâëåíû ôîðìóëû äëÿ ïîêàçàòåëåé Ìîðñà-

Áîòòà, îòêóäà òàêæå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïåðåñòðîéêè íà äóãàõ γ1, γ2, δ1,

δ2.

3.2 Êðóãîâûå ìîëåêóëû âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îð-

áèò.

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå òî÷êè âîçâðàòà

Ai, Bi (i = 1, 2, 3, 4) è êàñàíèÿ Uj, Vj (j = 1, 2, 3). Â ïðîîáðàçàõ ýòèõ òî÷åê

ëåæàò îäíîìåðíûå âûðîæäåííûå îðáèòû, ïîñêîëüêó áèôóðêàöèîííàÿ äèà-

ãðàììà äëÿ íåâûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îðáèòû âûãëÿäèò êàê äóãà ãëàäêîé

êðèâîé (ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ýëèàññîíà; ñì. [22, 28])

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðóãîâûõ ìîëåêóë âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè, äîêàçàííûìè Ï.Â. Ìîðîçîâûì

[36].

Ïðåäëîæåíèå 6. (Ï.Â. Ìîðîçîâ [36]) Íà ð¼áðàõ, ñîåäèíÿþùèõ äâà ñåäëî-

âûõ àòîìà êðóãîâîé ìîëåêóëû âûðîæäåííîé îäíîìåðíîé îðáèòû, r-ìåòêè

ðàâíû ∞. Íà ð¼áðàõ, ñîåäèíÿþùèõ àòîì A ñ ñåäëîâûì, r-ìåòêè êîíå÷íû. Â

îáîèõ ñëó÷àÿõ ìåòêè ε ðàâíû +1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B�A ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû âûðîæäåííîé îðáèòû,

êîòîðîå ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèþ B ñ áèôóðêàöèåé A.

Ïðåäëîæåíèå 7. (Ï.Â. Ìîðîçîâ [36]) Ïóñòü áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êðèâóþ ñ òî÷êîé âîçâðàòà v, ïðè÷åì 3-àòîìû, ñîîò-

âåòñòâóþùèå äâóì äóãàì, ïðèìûêàþùèì ê òî÷êå v, èìåþò òèï B è A.

Òîãäà íà ðåáðàõ êðóãîâîé ìîëåêóëû B�A ìåòêè r ðàâíû 0.

Äàëåå áóäåì ÷åðåç r[x�y] îáîçíà÷àòü r-ìåòêó íà ðåáðå ìîëåêóëû, êîòîðîå

ñîåäèíÿåò àòîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèÿì x è y. Íàïîìíèì ïðàâèëî
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ñëîæåíèÿ ìåòîê (ñì. [22, ò. 2]): ïóñòü äëÿ ð¼áåð, îòíîñÿùèõñÿ ê íåêîòîðîìó

ñåìåéñòâó òîðîâ, èçâåñòíû ìåòêè r[x�y] = r0 è r[y�z] =∞, òîãäà r[x�z] = r0

â òîì æå ñåìåéñòâå.

Çàìå÷àíèå 11. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè âîçíèêëà íåîá-

õîäèìîñòü ââåñòè áîëåå ìåëêîå ðàçáèåíèå òîðîâ íà ñåìåéñòâà (ñì. çàìå-

÷àíèå 6), ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçáèåíèåì â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé è

â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0 (ñì. òåîðåìû 8, 9). Ïðèâåä¼ì ïîëíîå

äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû, ÷òîáû ôèêñèðîâàòü íîâûå ñåìåéñòâà

òîðîâ. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ

öèêëîâ â ñåìåéñòâàõ òîðîâ, ÷òî áóäåò ïðîäåëàíî äàëåå.

Òåîðåìà 15. (Í.Ñ. Ñëàâèíà) Êðóãîâûå ìîëåêóëû ñ r- è ε-ìåòêàìè äëÿ òî-

÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû Ai, Bi (i=1, 2, 3, 4),Uj, Vj (j=1, 2, 3), ïðî-

îáðàçû êîòîðûõ ñîäåðæàò âûðîæäåííûå îäíîìåðíûå îðáèòû, ïðèâåäåíû â

òàáëèöå 3.2.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïðîîáðàç òî÷åê âîçâðàòà A1, B1, A3, B3 è òî÷åê êàñàíèÿ

U1, U3 ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ïðîîáðàç òî÷åê âîçâðà-

òà A2, B2, A4,B4 è òî÷åê êàñàíèÿ V1, V2, V3, U2 ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè. Â òàáëèöå 3.2 óêàçàí ïîëíûé ïðîîáðàç âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ

âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê âîçâðàòà A1, B1, A3, B3 è òî÷åê

êàñàíèÿ U1, U3 ìîæíî ïîñòðîèòü î÷åâèäíûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ

àòîìîâ A,B,C2 è çíàÿ êàêèå ñåìåéñòâà òîðîâ ïåðåñòðàèâàþòñÿ â îêðåñòíî-

ñòÿõ ýòèõ òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî êðóãîâûå ìîëåêóëû ýòèõ òî÷åê ñîñòîÿò èç

îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Ðàññìîòðèì òî÷êó A2. Íà ðèñ. 3.2 óêàçàíû âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ êðó-

ãîâîé ìîëåêóëû.

Ïåðâûé âàðèàíò êðóãîâîé ìîëåêóëû ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,

à âòîðîé è òðåòèé - èç îäíîé.
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Òàáëèöà 3.2: Êðóãîâûå ìîëåêóëû âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò
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Ðèñ. 3.2: Âàðèàíòû êðóãîâûõ ìîëåêóë äëÿ òî÷êè A2

Äóãå α7 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîéêà òèïà 2B. Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè

Y1, â ïðîîáðàçå êîòîðîé ëåæèò íåâûðîæäåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà

ñåäëî-ñåäëî, ñëåäóåò, ÷òî òîðû ñåìåéñòâ V è V I, ðîäèâøèåñÿ íà äóãå α8, ïðè

ïîäõîäå ê äóãå α7 íå ïåðåñòðàèâàþòñÿ âìåñòå â îäèí òîð, à îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì

àòîìàì B. Ïîýòîìó âòîðîé âàðèàíò êðóãîâîé ìîëåêóëû, ñîñòîÿùèé èç îäíîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè íåâîçìîæåí. Òðåòèé âàðèàíò òîæå íåâîçìîæåí, òàê

êàê ïðè ïîäõîäå ê äóãå α7 ñ ïåðåñòðîéêîé 2B ñïðàâà òîðû ñåìåéñòâ I, V

ñëèâàþòñÿ â îäèí òîð ñåìåéñòâà I, à òîðû ñåìåéñòâ III, V I - â îäèí òîð

ñåìåéñòâà III.

Äëÿ òî÷êè B2 ïðîâîäèì òå æå ðàññóæäåíèÿ, íî ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñ-

ïîëüçóåì èíôîðìàöèþ èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè X1 î ïåðåñòðîéêàõ òîðîâ

ñåìåéñòâ I, II, IV, V II íà äóãå β7.

Ðàññìîòðèì òî÷êè êàñàíèÿ V1, V3. Òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ

äóãè α5 ñ äóãîé β2β3 áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ, è â èõ îêðåñòíîñòÿõ èñïûòûâà-

þò ïåðåñòðîéêè òîðû èç îäíèõ è òåõ æå ñåìåéñòâ (ñì. ðèñ. 2.12), òî êðóãîâûå

ìîëåêóëû ýòèõ òî÷åê ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ïðîâåä¼ì âñå ðàññóæ-

äåíèÿ äëÿ òî÷êè V1. Êðóãîâóþ ìîëåêóëó ìîæíî ïîñòðîèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè

(ðèñ. 3.3).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ êðóãîâàÿ ìîëåêóëà ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè, à âòîðàÿ - èç îäíîé. Äóãå β5 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîéêà òèïà 2A∗. Èç
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Ðèñ. 3.3: Âàðèàíòû êðóãîâûõ ìîëåêóë äëÿ òî÷êè V1

êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè Z1, â ïðîîáðàçå êîòîðîé ëåæèò íåâûðîæäåííîå ïî-

ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåñòðîéêå òîðà ñåìåéñòâà II íà äóãå

β5 ïîëó÷àåòñÿ òîð ñåìåéñòâà IV , à ïðè ïåðåñòðîéêå òîðà ñåìåéñòâà I íà äóãå

β5 ïîëó÷àåòñÿ òîð ñåìåéñòâà I.

Ïîýòîìó äëÿ òî÷êè V1 âûáèðàåì ïåðâóþ êðóãîâóþ ìîëåêóëó.

Òî÷êè U2, V2 âîçíèêàþò â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé è ñëó÷àå Êîâàëåâñ-

êîé-ßõüè ïðè g = 0. Íà ðèñ. 3.4, 3.5 óêàçàíû âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ êðóãîâûõ

ìîëåêóë äëÿ ýòèõ òî÷åê.

Â [1] è [36] ÿâíî íå äîêàçûâàåòñÿ âûáîð ïåðâîãî âàðèàíòà êðóãîâîé ìî-

ëåêóëû äëÿ ýòèõ òî÷åê. Êàê ñîîáùèëè ìíå àâòîðû äàííûõ ðàáîò, êðóãîâûå

ìîëåêóëû ýòèõ òî÷åê áûëè ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò â äàííîé ðàáîòå.

Çíàÿ êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê U2, V2, ìîæíî óáðàòü íåîïðåäåë¼ííîñòü,

âîçíèêøóþ ïðè ðàññòàíîâêå ñåìåéñòâ òîðîâ â êðóãîâûõ ìîëåêóëàõ òî÷åê

X1, Y1, íåïîäõîäÿùèé âàðèàíò ðàññòàíîâêè ñåìåéñòâ óêàçàí â ñêîáêàõ (ñì.

ðèñ. 3.6, à òàêæå òàáëèöó 3.1).

Ïðè ïîñòðîåíèè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê âîçâðàòà A4, B4 âîçíèêàþò àíà-

ëîãè÷íûå âîçìîæíîñòè, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åêA2, B2.

Ïðè âûáîðå ïîäõîäÿùåé êðóãîâîé ìîëåêóëû äëÿ òî÷êè B4 ïîëüçóåìñÿ êðóãî-

âîé ìîëåêóëîé òî÷êè Y1, ðàññìàòðèâàÿ ïåðåñòðîéêè òîðîâ ñåìåéñòâ I, III, V, V I
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Ðèñ. 3.4: Âàðèàíòû êðóãîâûõ ìîëåêóë äëÿ òî÷êè U2

Ðèñ. 3.5: Âàðèàíòû êðóãîâûõ ìîëåêóë äëÿ òî÷êè V2

82



Ðèñ. 3.6: Êðóãîâûå ìîëåêóëû äëÿ òî÷åê X1, Y1

íà äóãå β9. Äëÿ òî÷êè A4 ïðîâîäèì òå æå ðàññóæäåíèÿ, íî ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå èñïîëüçóåì èíôîðìàöèþ èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êèX1 î ïåðåñòðîéêàõ

òîðîâ ñåìåéñòâ I, II, IV, V II íà äóãå α9.

Ïðåäëîæåíèå 8 äîêàçàíî.

Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 15.

Äëÿ òî÷åê A1, A3, B1, B3 íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû B - A ìåòêà r = 0 â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7. Äëÿ òî÷åê A2, B2, A4, B4, c ó÷¼òîì ïðåäëîæåíèÿ 6, íàì

îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòü ìåòêè r íà ð¼áðàõ, âåäóùèõ â àòîìû A.

Ðàññìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè A2, îòíîñÿùååñÿ ê ñåìåéñòâó

VI. Îíî ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèè α8 è α7. Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè Y2

èìååì r[α8�δ2] = 0, òî÷êè Y3 - r[δ2�α7] = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó

ñëîæåíèÿ ìåòîê r[α8�α7] = 0. Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû

òî÷êè A2, îòíîñÿùååñÿ ê ñåìåéñòâó V. Îíî ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèè α8 è α7.

Ðàññìîòðèì òî÷êó Y2 (ðèñ. 3.1), r[α8�γ1] =∞, èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè

Y4 - r[γ1�β10] = 0, èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè Y5 èìååì r[β10�α7] = ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ìåòîê r[α8�α7] = 0.

Ðàññìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè B2, îòíîñÿùååñÿ ê ñåìåéñòâó

VII. Îíî ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèè β8 è β7. Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè X2

èìååì r[β8�γ2] = 0, òî÷êè X3 - r[γ2�β7] = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó
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ñëîæåíèÿ ìåòîê r[β8�β7] = 0. Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû

òî÷êè B2, îòíîñÿùååñÿ ê ñåìåéñòâó IV. Îíî ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèè β8 è β7.

Ðàññìîòðèì òî÷êó X2 (ðèñ. 3.1), r[β8�δ1] =∞, èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè

X4 - r[δ1�α10] = 0, èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè X5 èìååì r[α10�β7] = ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ìåòîê r[β8�β7] = 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó-

÷àåì:

• òî÷êà A4 (ðàññìàòðèâàÿ êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê X1, X3):

ñåìåéñòâî VII: r[α9�β7] = 0, r[β7�γ2] =∞⇒ r[α9�γ2] = 0,

ñåìåéñòâî II: r[α9�β7] = 0, r[β7�γ2] =∞⇒ r[α9�γ2] = 0.

• òî÷êà B4 (ðàññìîòðèâàÿ êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê Y1, Y3): :

ñåìåéñòâî VI: r[β9�α7] = 0, r[α7�δ2] =∞⇒ r[β9�δ2] = 0,

ñåìåéñòâî III: r[β9�α7] = 0, r[α7�δ2] =∞⇒ r[β9�δ2] = 0.

Ðàññìîòðèì êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê Uj, Vj (j=1,2,3). Ñ ó÷¼òîì ïðåäëîæå-

íèÿ 7, íà ð¼áðàõ, ñîåäèíÿþùèõ äâà ñåäëîâûõ àòîìà, ìåòêè r =∞. Íåäîñòà-

þùèå ìåòêè â ìîëåêóëàõ òî÷åê Uj, Vj (j=1,2,3) íåëüçÿ âû÷èñëèòü, ïîëüçóÿñü

ëèøü ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ ìåòîê. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò ïðî-

äîëæåíî â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ, è íåäîñòàþùèå ìåòêè áóäóò îïðåäåëåíû ïî

ôîðìóëàì Òîïàëîâà.

×òîáû ïðèìåíÿòü ôîðìóëû Òîïàëîâà íåîáõîäèìî çíàòü òîïîëîãèþ �êðóãî-

âîé� 3-ïîâåðõíîñòè Q, òàê êàê òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû Q (ãðóïïû ãîìî-

ëîãèé, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ìåòîê ìîëåêóëû.

Êàê ïîêàçàë Ï. È. Òîïàëîâ â [2] ýòè ôóíêöèè ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ. Â ðåàëüíûõ ïðèìåðàõ ìíîãîîáðàçèå Q îáû÷íî óñòðîåíî íåñëîæíî.

Ïîýòîìó, çíàÿ òîïîëîãèþ Q, ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-

äó ÷èñëîâûìè ìåòêàìè ìîëåêóëû, êîòîðûå ïîçâîëÿò âû÷èñëèòü íåäîñòàþùèå

ìåòêè r, ε, n.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû òîïîëîãè÷åñêèå òèïû êðóãîâûõ ìíîãîîá-

ðàçèé äëÿ îñíîâíûõ 3-àòîìîâ:
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3-àòîì òèï êðóãîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà T3

A S1 × S2

A∗ H3

B S1 × (S2 + 2g)

C2 S1 × (S2 + 3g)

Çäåñü (S2 +Ng) - ñôåðà ñ N ðó÷êàìè, H3 - ðàññëîåíèå Çåéôåðòà ñî ñëîåì

îêðóæíîñòü è áàçîé T2 ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè òèïà (2,1).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå îïðåäåëèì òîïîëîãè÷åñêèå òèïû êðóãîâûõ ìíîãî-

îáðàçèé Q3
τ âñåõ âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå

Êîâàëåâñêîé-ßõüè. Äëÿ òî÷åêA1, B1, A2, B2, U1, V1, U2, V2 òèïû êðóãîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå, òàê êàê ýòè òî÷êè âîçíèêàëè â êëàññè÷å-

ñêîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé è â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè g = 0. Òàê êàê

â [1] äëÿ ýòèõ òî÷åê äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèâîäèòñÿ, ïðèâåä¼ì åãî çäåñü äëÿ

ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 16. (Í.Ñ. Ñëàâèíà) Êðóãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ, ëåæàùèå â ïðîîáðà-

çå îêðåñòíîñòåé îñîáûõ òî÷åê Ai, Bi (i=1,2,3, 4), Uj, Vj (j=1,2,3), èìåþò

ñëåäóþùèå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû:
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òî÷êà òîïîëîãè÷åñêèé òèï êðóãîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

A1 T3

B1 T3

A2 2T3

B2 2T3

A3 T3

B3 T3

A4 2T3

B4 2T3

U1 S1 × (S2 + 2g)

U2 2H3

U3 S1 × (S2 + 2g)

V1 S1 × S2
⋃

H3

V2 S1 × S2
⋃

S1 × (S2 + 2g)

V3 S1 × S2
⋃

H3

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷êóA1. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â îêðåñò-

íîñòè ýòîé òî÷êè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.7.

Âîçüì¼ì êîíòóðABC0D0 è ïðîèçâåä¼ì åãî äåôîðìàöèþ â êîíòóðABC1D1.

Çâåíüÿ AC0, BD0 èñïûòûâàþò ãëàäêóþ èçîòîïèþ, íå âñòðå÷àÿ òî÷åê áè-

ôóðêàöèé. Ïðîîáðàç îòðåçêà CiDi (i=0,1), îïðåäåëÿåòñÿ â M 4 óðàâíåíèåì

H = const. Åù¼ ìû çíàåì èç òåîðåìû 12, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè A1 íåò

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàíà H. Ïîýòîìó òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîãîîá-

ðàçèÿ ê ïðîîáðàçå êîíòóðà íå èçìåíèòñÿ ïðè äåôîðìàöèè. Èòàê, êðóãîâîå

ìíîãîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåìîé îñîáåííîñòè òî÷êè A1, ëåæàùåå â ïðîîáðàçå

êîíòóðà ABC0D0 òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ òîðîì T3, òàê êàê êîíòóð ABC1D1

îïðåäåëÿåò êðóãîâóþ ìîëåêóëó ðåãóëÿðíîé òî÷êè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìû. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì, ÷òî êðóãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

îñîáûì òî÷êàì B1, A3, B3, òàêæå ÿâëÿåòñÿ òîðàìè T3, à êðóãîâûå ìíîãîîáðà-

çèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îñîáûì òî÷êàì U1, U3 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäå-

íèÿìè îêðóæíîñòè íà äâóìåðíóþ ñôåðó ñ g ðó÷êàìè S1 × (S2 + 2g).
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Ðèñ. 3.7: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû â îêðåñòíîñòÿõ âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îñîáóþ òî÷êó A2. Ýòîé òî÷êå îòâå÷àþò äâå íåñâÿçíûå

îñîáåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 8), êîòîðûå îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà ñïðîåöèðîâà-

íû â îäíó òî÷êó áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èå

äëÿ íå¼ äâóõ êðóãîâûõ ìîëåêóë. Íà ðèñ. 3.7 èçîáðàæåíû áèôóðêàöèîííûå

äèàãðàììû â îêðåñòíîñòè äàííîé îñîáåííîñòè. Ïðîèçâåä¼ì äåôîðìàöèè êîí-

òóðîâ ABC0D0 è EFG0H0 â êîíòóðû ABC1D1 è EFG1H1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ýòîì òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîîáðàçå êîíòóðà íå èçìå-

íèòñÿ: ïðîîáðàçû îòðåçêîâ CiDi (i=0,1) è GiHi (i=0,1) îïðåäåëÿþòñÿ â M g
4

óðàâíåíèÿìè H = const, à èç òåîðåìû 12 èçâåñòíî, ÷òî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ãàìèëüòîíèàíà H â îêðåñòíîñòè A2 íåò. Îñòàëüíûå çâåíüÿ êîíòóðà èñïûòû-

âàþò ãëàäêóþ èçîòîïèþ, íå âñòðå÷àÿ òî÷åê áèôóðêàöèé. Êîíòóðû ABC1D1

è EFG1H1 îïðåäåëÿþò êðóãîâûå ìîëåêóëû ðåãóëÿðíûõ òî÷åê áèôóðêàöèîí-

íûõ äèàãðàìì. Çíà÷èò, êðóãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îñîáåííî-

ñòåé òî÷êè A2, ëåæàùèå â ïðîîáðàçàõ êîíòóðîâ ABC0D0 è EFG0H0 òîïîëî-

ãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ òîðàìè T3. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì, ÷òî êðóãîâîå ìíîãîîá-

ðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îñîáîé òî÷êå B2, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäè-

íåíèåì äâóõ òîðîâ T3.

Ðàññìîòðèì áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó â îêðåñòíîñòè òî÷êè U2 (ðèñ.

3.7). Ýòîé òî÷êå îòâå÷àþò äâå íåñâÿçíûå îñîáåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 8). Ðàñ-

ñìîòðèì êîíòóðû ABC0D0 è EFG0H0 è ïðîèçâåä¼ì èõ äåôîðìàöèè â êîí-

òóðû ABC1D1 è EFG1H1 ñîîòâåòñòâåííî. Çâåíüÿ AC0, BD0, EG0, FH0 èñïû-

òûâàþò ãëàäêóþ èçîòîïèþ, ïðîîáðàçû îòðåçêîâ CiDi (i=0,1) è GiHi (i=0,1)

îïðåäåëÿþòñÿ â M g
4 óðàâíåíèÿìè H = const, è â îêðåñòíîñòè U2 êðèòè÷å-

ñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàí H íå èìååò (ñì. òåîðåìó 12). Êîíòóðû ABC1D1

è EFG1H1 îïðåäåëÿþò êðóãîâûå ìîëåêóëû 3-àòîìà A∗ êðèâîé β5. Çíà÷èò,

êðóãîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îñîáåííîñòåé òî÷êè U2, ëåæàùèå â

ïðîîáðàçàõ êîíòóðîâ ABC0D0 è EFG0H0 òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíè-

ÿìè Çåéôåðòà H3 ñî ñëîåì îêðóæíîñòü è áàçîé T2 ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷êàìè

òèïà (2,1).

Çàìåòèì, ÷òî ïðîîáðàçû îêðåñòíîñòåé îñîáûõ òî÷åê V1 è V3 ïðåäñòàâëåíû
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îäèíàêîâûìè êðóãîâûìè ìîëåêóëàìè. Ïîýòîìó ðàññóæäåíèÿ äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà êðóãîâûõ ìíîãîîáðàçèé àíàëîãè÷íûå. Ïðîâåä¼ì

èõ äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè V1. Ýòîé òî÷êå îòâå÷àþò äâå íåñâÿçíûõ îñîáåííî-

ñòè (ïðåäëîæåíèå 8). Íà ðèñ. 3.7 èçîáðàæåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè. Ïðîèçâåä¼ì äåôîðìàöèè êîíòóðîâ ABC0D0 è

EFG0H0 â êîíòóðû ABC1D1 è EFG1H1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì òîïîëîãè-

÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîîáðàçå êîíòóðà íå èçìåíèòñÿ: ïðîîáðàçû îòðåç-

êîâ CiDi (i=0,1) è GiHi (i=0,1) îïðåäåëÿþòñÿ â M g
4 óðàâíåíèÿìè H = const,

à èç òåîðåìû 12 èçâåñòíî, ÷òî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàíà H â îêðåñò-

íîñòè V1 íåò. Îñòàëüíûå çâåíüÿ êîíòóðà èñïûòûâàþò ãëàäêóþ èçîòîïèþ, íå

âñòðå÷àÿ òî÷åê áèôóðêàöèé. Êîíòóð ABC1D1 îïðåäåëÿåò êðóãîâóþ ìîëåêóëó

íåîñîáîé òî÷êè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, áîëåå òî÷íî � êðóãîâóþ ìîëå-

êóëó 3-àòîìà A êðèâîé β6, êîíòóð EFG1H1 îïðåäåëÿåò êðóãîâóþ ìîëåêóëó

3-àòîìà A∗ êðèâîé β5. Çíà÷èò, êðóãîâîå ìíîãîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåìîé îñî-

áîé òî÷êè V1, ëåæàùåå â ïðîîáðàçå êîíòóðà ABC0D0 òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îêðóæíîñòè íà äâóìåðíóþ ñôåðó S1× S2, à êðóãîâîå
ìíîãîîáðàçèå, ëåæàùåå â ïðîîáðàçå êîíòóðà EFG0H0 òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿ-

åòñÿ ðàññëîåíèÿìè Çåéôåðòà H3 ñî ñëîåì îêðóæíîñòü è áàçîé T2 ñ äâóìÿ

îñîáûìè òî÷êàìè òèïà (2,1).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü îñîáóþ òî÷êó V2. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â

îêðåñòíîñòè òî÷êè ýòîé òî÷êè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.7. Òî÷êå V2 îòâå÷àþò äâå

íåñâÿçíûõ îñîáåííîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ïðîîáðàçà òî÷êè V2 ïîñòðîåíû äâå êðó-

ãîâûå ìîëåêóëû. Ðàññìîòðèì êîíòóðû ABC0D0 è EFG0H0 è ïðîèçâåä¼ì èõ

äåôîðìàöèè â êîíòóðû ABC1D1 è EFG1H1. Çâåíüÿ AC0, BD0, EG0, FH0 èñ-

ïûòûâàþò ãëàäêóþ èçîòîïèþ, ïðîîáðàçû îòðåçêîâ CiDi (i=0,1) èGiHi (i=0,1)

îïðåäåëÿþòñÿ â M g
4 óðàâíåíèÿìè H = const, è â îêðåñòíîñòè V2 ãàìèëüòîíè-

àí H íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (ñì. òåîðåìó 12). Êîíòóð ABC1D1 îïðåäå-

ëÿåò êðóãîâóþ ìîëåêóëó 3-àòîìà A êðèâîé β6, êîíòóð EFG1H1 îïðåäåëÿåò

êðóãîâóþ ìîëåêóëó 3-àòîìà B êðèâîé β9. Çíà÷èò, êðóãîâîå ìíîãîîáðàçèå ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îñîáîé òî÷êè V2, ëåæàùåå â ïðîîáðàçå êîíòóðà ABC0D0 òîïî-
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ëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îêðóæíîñòè íà äâóìåðíóþ ñôå-

ðó S1 × S2, à êðóãîâîå ìíîãîîáðàçèå, ëåæàùåå â ïðîîáðàçå êîíòóðà EFG0H0

� ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè îêðóæíîñòè íà äâóìåðíóþ ñôåðó ñ g ðó÷êàìè

S1 × (S2 + 2g).

Òåîðåìà 16 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

Âûáîð áàçèñíûõ öèêëîâ â ñåìåéñòâàõ

òîðîâ è âû÷èñëåíèå íåäîñòàþùèõ ìåòîê

êðóãîâûõ ìîëåêóë âûðîæäåííûõ

îäíîìåðíûõ îðáèò.

4.1 Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

Äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ñåäëîâûõ àòîìàõ âûáåðåì èñõîäÿ èç ïðåä-

ñòàâëåíèÿ â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ òî÷åê X1, Y1, Z1 òèïà ñåäëî-

ñåäëî. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðîäåëàíà â [1] äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ Êîâàëåâ-

ñêîé, ãäå îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî â òî÷íîñòè òàêèå æå.

Ðàññìîòðèì òî÷êó Z1. Îíà èìååò òèï ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (B ×
C2)/Z2. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [1], ïîëó÷àåì:

(λβ5,
λβ5+λα4

2 )
(I)−−→ A∗β5

(I)−−→ (λβ5,−λα5
),

(λβ5,
λβ5+λα4

2 )
(II)−−→ A∗β5

(IV )−−→ (λβ5,−λα5
),

(λα5
,−λβ5)

(I)−−→

(λα5
,−λβ5)

(IV )−−→
C2α5

(I)−−→ (λα5
, λβ4)

(III)−−−→ (λα5
, λβ4),

(λα4
,−λα4+λβ5

2 )
(I)−−→

(λα4
,−λα4+λβ5

2 )
(II)−−→

Bα4

(I)−−→ (λα4
, λα4

+ λβ4),
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(λβ4, λα4
)

(I)−−→ Bβ4

(I)−−→ (λβ4,−λα5
)

(III)−−−→ (λβ4,−λα5
).

Ñòðåëêè íà ð¼áðàõ óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ èíòåãðàëàK. Ðèì-

ñêèå öèôðû íàä ð¼áðàìè ïîêàçûâàþò íîìåðà ñåìåéñòâ òîðîâ Ëèóâèëëÿ, à èí-

äåêñû ó öèêëîâ λ è îáîçíà÷åíèé àòîìîâ ñîîòâåòñòâóþò äóãå áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû.

Ðàññìîòðèì îñîáóþ òî÷êó X1. Åé ñîîòâåòñòâóåò îñîáåííîñòü òèïà ñåäëî-

ñåäëî, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñåä-

ëîâûõ áèôóðêàöèé B ×B.
(λβ7,−λα9

)
(I)−−→

(λβ7,−λα9
)

(IV )−−→
Bβ7

(I)−−→ (λβ7, λα4
),

(λβ7,−λα9
)

(II)−−→

(λβ7,−λα9
)

(V II)−−−→
Bβ7

(II)−−→ (λβ7, λα4
),

(λα4
, λβ7)

(I)−−→

(λα4
, λβ7)

(II)−−→
Bα4

(I)−−→ (λα4
,−λβ2),

(λβ2,−λα9
)

(I)−−→

(λβ2,−λα9
)

(IV )−−→
Bβ2

(I)−−→ (λβ2, λα4
),

(λα9
, λβ7)

(I)−−→

(λα9
, λβ7)

(V II)−−−→
Bα9

(I)−−→ (λα9
,−λβ2),

(λα9
, λβ7)

(II)−−→

(λα9
, λβ7)

(IV )−−→
Bα9

(IV )−−→ (λα9
,−λβ2).

Ðàññìîòðèì îñîáóþ òî÷êó Y1 c ïðåäñòàâëåíèåì B × B, àíàëîãè÷íî ïîëó-

÷àåì:

(λβ4,−λα2
)

(I)−−→ Bβ4

(I)−−→ (λβ4, λα7
)

(III)−−−→ (λβ4, λα7
),

(λα2
, λβ4)

(I)−−→ Bα2

(I)−−→ (λα2
,−λβ9)

(V )−−→ (λα2
,−λβ9),
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(λα7
, λβ4)

(I)−−→ Bα7

(I)−−→ (λα7
,−λβ9)

(V )−−→ (λα7
,−λβ9),

(λα7
, λβ4)

(III)−−−→ Bα7

(III)−−−→ (λα7
,−λβ9)

(V I)−−→ (λα7
,−λβ9),

(λβ9,−λα2
)

(I)−−→ Bβ9

(I)−−→ (λβ9, λα7
)

(III)−−−→ (λβ9, λα7
),

(λβ9,−λα2
)

(V )−−→ Bβ9

(V )−−→ (λβ9, λα7
)

(V I)−−→ (λβ9, λα7
).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ àòîìîâ Bα4
è Bβ4 ïîëó÷åíû äâå ðàçëè÷íûå äîïóñòèìûå

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàíû âòîðûå ñèñòåìû êîîðäèíàò,

âîçíèêøèå èç òî÷åê X1 è Y1 ñîîòâåòñòâåííî.

Èòàê, ïîêà îïðåäåëåíû äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, îòíîñÿùèåñÿ ê äå-

ñÿòè ãèïåðáîëè÷åñêèì áèôóðêàöèÿì α2, β2, α4, β4, α5, β5, α7, β7, α9, β9.

Îñòàëîñü ïîñòðîèòü äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, îòíîñÿùèåñÿ ê áè-

ôóðêàöèÿì α1, β1, α3, β3, β6, α8, β8, α10, β10, γ1, δ1, γ2, δ2, êîòîðûå èìåþò ýëëèï-

òè÷åñêèé òèï A.

Íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè A1, ñîîòâåòñòâóþùåì ñåìåéñòâó II,

r[α3�α4] = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêëû λα3
è λα4

èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 1

è îáðàçóþò áàçèñ. Âòîðîé öèêë èìååò îðèåíòàöèþ, çàäàííóþ ãàìèëüòîíîâûì

ïîòîêîì, ïîýòîìó áàçèñ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àòîìà

Aα3
. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì äîïóñòèìûå áàçèñû äëÿ îñòàëüíûõ áè-

ôóðêàöèé. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ àòîì Aβ6. Äëÿ íåãî íåëüçÿ óêàçàòü âòîðîé

áàçèñíûé öèêë, òàê êàê ïîêà íå èçâåñòíû ñîîòâåòñòâóþùèå r−ìåòêè êðóãî-

âûõ ìîëåêóë.

Aα3

(II)−−→ (λα3
, λα4

).
Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè B1:

(λβ3, λβ4)
(III)−−−→ Aβ3.

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè A2:

(λα8
, λα7

)
(V I)−−→ Aα8

,
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(λα8
, λα7

)
(V )−−→ Aα8

,
Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè B2:

Aβ8

(IV )−−→ (λβ8, λβ7),

Aβ8

(V II)−−−→ (λβ8, λβ7).

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè A3:

(λγ1, λα2
)

(V )−−→ Aγ1.

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè B3:

Aδ1

(IV )−−→ (λδ1, λβ2).

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè A4:

Aγ2

(II)−−→ (λγ2, λα9
),

Aγ2

(V II)−−−→ (λγ2, λα9
).

Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè B4:

(λδ2, λβ9)
(III)−−−→ Aδ2,

(λδ2, λβ9)
(V I)−−→ Aδ2.

Èç êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê S0, e1, êîòîðûå âîçíèêàþò â ñëó÷àå g = 0,

λ = 0 (ñì. [1], à òàêæå ðèñ. 2.3-2.4) â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. òàáëèöó

2.1):

(λβ1, λβ4)
(I)−−→ Aβ1,

Aα1

(I)−−→ (λα1
, λα4

).
Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè e2, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå λ = 0 (ñì.

[1], à òàêæå ðèñ. 2.3) â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. òàáëèöó 2.1):

Aα10

(I)−−→ (λα10
, λα9

),

Aα10

(IV )−−→ (λα10
, λα9

).
Èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè z6, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ñëó÷àå g = 0 (ñì.

[36], à òàêæå ðèñ. 2.4) â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. òàáëèöó 2.1):

(λβ10, λβ9)
(I)−−→ Aβ10,

(λβ10, λβ9)
(V )−−→ Aβ10.
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4.2 Îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèê-

ëîâ.

Ðàññìîòðèì ðåáðî ìîëåêóëû è äâà öèêëà λ+ è λ−, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíî-

çíà÷íî îïðåäåë¼ííûìè áàçèñíûìè öèêëàìè íà àòîìàõ, ñîåäèí¼ííûõ äàííûì

ðåáðîì. Ïðàâèëî, óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó r−ìåòêàìè íà ð¼áðàõ ìî-

ëåêóëû è èíäåêñàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëîâ, ôîðìóëèðóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè r = 0, òî λ+ è λ− èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 1;

2) åñëè r =∞, òî λ+ è λ− èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 0, ò.å. ãîìîëîãè÷íû;

3) åñëè r = 1
2 , òî λ

+ è λ− èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 2.

Áóäåì àíàëèçèðîâàòü êàæäîå ñåìåéñòâî ïî îòäåëüíîñòè.

Ñåìåéñòâî I

Áèôóðêàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî A∗β5, C2α5
, Bα4

, Bβ4, Bβ7,

Bβ2, Bα9
, Bα2

, Bα7
, Bβ9, Aα1

, Aβ1, 2Aα10
, 2Aβ10.

Îñîáûå òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòîM,Z1, X1, X5, Y1, Y5, A1, B1,

V1, U1, B2, U2, A2, V2, A4, B4, A3, B3, V3, U3.

Èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü èç êðóãîâûõ ìîëåêóë, òàêîâà:
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òî÷êà ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

M λα1
, λβ1 1

Z1 λα4
, λβ5 2

Z1 λα5
, λβ5 1

Z1 λα5
, λβ4 1

Z1 λα4
, λβ4 1

X1 λα4
, λβ7 1

X1 λα4
, λβ2 1

X1 λα9
, λβ2 1

X1 λα9
, λβ7 1

X5 λα10
, λβ2 0

X5 λα10
, λβ7 0

X5 λα1
, λβ2 0

Y1 λα2
, λβ9 1

Y1 λα7
, λβ9 1

Y1 λα7
, λβ4 1

Y1 λα2
, λβ4 1

Y5 λβ1, λα2
0

Y5 λβ10, λα2
0

Y5 λβ10, λα7
0

V1 λα2
, λβ5 0

U1 λα5
, λβ2 0

U2 λα9
, λβ5 0

V2 λα5
, λβ9 0

Áàçèñû íà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ãðàíèöàõ 3-àòîìîâ äîëæíû

èìåòü ðàçíóþ îðèåíòàöèþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè äâå áèôóðêàöèè ðàñïîëî-

æåíû îáå ñëåâà (èëè îáå ñïðàâà) ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè I, òî îðèåíòàöèè

ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì

áàçèñû
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(λβ5,
λβ5+λα4

2 ), (λα5
,−λβ5), (λα4

, λβ7), (λβ2,−λα9
), (λα9

, λβ7), (λα2
, λβ4),

(λα7
, λβ4), (λβ9,−λα2

), (λβ1, λβ4) èìåþò îäíó îðèåíòàöèþ, à áàçèñû

(λβ5,−λα5
), (λα5

, λβ4), (λβ7, λα4
), (λβ2, λα4

), (λα9
,−λβ2), (λβ4, λα7

),

(λα2
,−λβ9), (λβ9, λα7

), (λα1
, λα4

) èì ïðîòèâîïîëîæíóþ.

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âçàèìíîå

ðàñïîëîæåíèå âñåõ öèêëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñåìåéñòâó I. Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà

ðèñ. 4.1. Öèêëû λ ïîêàçàíû çäåñü êàê ýëåìåíòû öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Γ,

îòâå÷àþùåé òîðó Ëèóâèëëÿ. Ñàì òîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôàêòîðïðîñòðàí-

ñòâî R2/Γ.

Ñåìåéñòâî II

Áèôóðêàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî A∗β5, Bα4
, Bβ7, Bα4

,

Bα9
, Aα3

, Aγ2.

Îñîáûå òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî Z1, X1, X3, A1, V1,

B2, U2, A4, V3.

Èç êðóãîâûõ ìîëåêóë ìîæíî èçâëå÷ü ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:

òî÷êà ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

Z1 λα4
, λβ5 2

X1 λα4
, λβ7 1

X1 λα9
, λβ7 1

X3 λα3
, λβ7 0

X3 λγ2, λβ7 0

A1 λα3
, λα4

1

U2 λα9
, λβ5 0

A4 λα9
, λγ2 1

Â ýòîì ñåìåéñòâå îðèåíòàöèè áàçèñîâ (λβ5,
λβ5+λα4

2 ), (λα9
, λβ7), (λα4

, λβ7) ñîâ-

ïàäàþò è ïðîòèâîïîëîæíû îðèåíòàöèè áàçèñîâ (λβ7, λα4
), (λα3

, λα4
), (λγ2, λα9

).

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1.

Ñåìåéñòâî III

Áèôóðêàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî C2α5
, Bβ4, Bβ9, Aβ3, Aδ2.
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Ðèñ. 4.1: Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå áàçèñíûõ öèêëîâ â ñåìåéñòâàõ òîðîâ
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Îñîáûå òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî Z1, Y1, Y3, B1, U1, A2, V2,

B4, U3.

Èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûõ ìî-

ëåêóë, òàêîâà.

òî÷êà ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

Z1 λα5
, λβ4 1

Y1 λα7
, λβ9 1

Y1 λα7
, λβ4 1

Y3 λβ3, λα7
0

Y3 λδ2, λα7
0

B1 λβ3, λβ4 1

V2 λα5
, λβ9 0

B4 λδ2, λβ9 1

Â ýòîì ñåìåéñòâå áàçèñû (λβ3, λβ4), (λδ2, λβ9) èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòà-

öèþ, à îðèåíòàöèÿ áàçèñîâ (λα5
, λβ4), (λβ4, λα7

), (λβ9, λα7
) åé ïðîòèâîïîëîæíà.

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1.

Ñåìåéñòâî IV

Áèôóðêàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî A∗β5, C2α5
, Bβ7, Bβ2, Bα9

,

Aβ8, Aδ1, Aβ6, 2Aα10
.

Îñîáûå òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî Z1, Z2, X1, X4, X5, V1, U1, B2,

U2, V2, A4, B3, V3, U3.

Èç êðóãîâûõ ìîëåêóë ìîæíî èçâëå÷ü ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:
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òî÷êà ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

Z1 λα5
, λβ5 1

Z2 λδ1, λβ6 0

X1 λα9
, λβ2 1

X1 λα9
, λβ7 1

X4 λα10
, λδ1 1

X5 λα10
, λβ2 0

X5 λα10
, λβ7 0

U1 λα5
, λβ2 0

B2 λβ8, λβ7 1

U2 λα9
, λβ5 0

B3 λδ1, λβ2 1

Òàê êàê íà äóãå γ2 òîð èç ñåìåéñòâà IV íå èñïûòûâàåò ïåðåñòðîéêè (ñì.X2

íà ðèñ. 3.1), òî r[δ1−β8] =∞, à çíà÷èò λδ1 è λβ8 èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 0.

Òàêæå èç êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè Z2 ñëåäóåò, ÷òî r[δ1 − β6] =∞, à çíà÷èò

λδ1 è λβ6 èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 0.

Îðèåíòàöèÿ áàçèñîâ (λα5
,−λβ5), (λβ7,−λα9

), (λβ2,−λα9
) ïðîòèâîïîëîæíà îðè-

åíòàöèè áàçèñîâ (λα10
, λα9

), (λβ8, λβ7), (λδ1, λβ2).

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1.

Ñåìåéñòâî V

Áèôóðêàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòîBα2
, Bα7

, Bβ9, Aα8
, Aγ1, Aβ6,

2Aβ10.

Îñîáûå òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî Y1, Y4, Y5, Z2, V1, A2, V2, B4,

A3, V3.

Èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûõ ìî-

ëåêóë, òàêîâà.
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òî÷êà ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

Y1 λα2
, λβ9 1

Y1 λα7
, λβ9 1

Y4 λγ1, λβ10 1

Y5 λβ10, λα2
0

Y5 λβ10, λα7
0

Z2 λβ6, λγ1 1

A2 λα8
, λα7

1

A3 λγ1, λα2
1

Òàê êàê íà äóãå δ2 òîð èç ñåìåéñòâà V íå èñïûòûâàåò ïåðåñòðîéêè (ñì. Y2

íà ðèñ. 3.1), òî r[γ1 − α8] =∞, à çíà÷èò λγ1 è λα8
èìåþò èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

0.

Îðèåíòàöèÿ áàçèñîâ (λα8
, λα7

), (λγ1, λα2
) ïðîòèâîïîëîæíà îðèåíòàöèè áà-

çèñîâ (λα2
,−λβ9), (λβ9, λα7

).

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1.

Ñåìåéñòâî VI

Áèôóðêàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî Bβ9, Aα8
, Aδ2.

Îñîáûå òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî Y1, Y2, Y3, A2, V2, B4.

Èç êðóãîâûõ ìîëåêóë ìîæíî èçâëå÷ü ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:

òî÷êà ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

Y1 λα7
, λβ9 1

Y2 λα8
, λδ2 1

Y3 λα7
, λδ2 0

A2 λα8
, λα7

1

B4 λδ2, λβ9 1

Îðèåíòàöèÿ áàçèñà (λβ9, λα7
) ïðîòèâîïîëîæíà îðèåíòàöèè áàçèñîâ (λα8

, λα7
),

(λδ2, λβ9).

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1.

Ñåìåéñòâî VII
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Áèôóðêàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî Bβ7, Bα9
, Aβ8, Aγ2.

Îñîáûå òî÷êè, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîìó ñåìåéñòâó, - ýòî X1, X2, X3, B2, U2, A4.

Èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûõ ìî-

ëåêóë, òàêîâà:

òî÷êà ïàðà öèêëîâ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

X1 λα9
, λβ7 1

Y2 λβ8, λγ2 1

Y3 λβ7, λγ2 0

B2 λβ8, λβ7 1

A4 λγ2, λα9
1

Îðèåíòàöèÿ áàçèñà (λα9
, λβ7) ïðîòèâîïîëîæíà îðèåíòàöèè áàçèñîâ (λβ8, λβ7),

(λγ2, λα9
).

Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 4.1.

Çàìå÷àíèå 12. Íà ðèñóíêå 4.1 ïîëîæåíèå öèêëîâ λβ6 â ñåìåéñòâàõ IV, V ,

λα8
â ñåìåéñòâå V I è λβ8 â ñåìåéñòâå V II óêàçàíî ïóíêòèðîì. Ýòî ñâÿçàíî

ñ òåì, ÷òî ïîêà íåèçâåñòíû íåêîòîðûå r−ìåòêè íà ð¼áðàõ êðóãîâûõ ìî-

ëåêóë òî÷åê U2, V2. Äàëåå ýòè ìåòêè áóäóò íàéäåíû ïðè çàâåðøåíèè äîêà-

çàòåëüñòâà òåîðåìû 15, ÷òî ïîçâîëèò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå

ýòèõ öèêëîâ â óêàçàííûõ ñåìåéñòâàõ. Íà ðèñóíêå 4.1 ïðèâåä¼í îòâåò äëÿ

ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.

4.3 Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Òîïàëîâà è çàâåðøåíèå äîêà-

çàòåëüñòâà òåîðåìû 15.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15 î ìåòêàõ íà

ð¼áðàõ êðóãîâûõ ìîëåêóë âûðîæäåííûõ îäíîìåðíûõ îðáèò, à òàêæå áóäåò

âûáðàí âòîðîé áàçèñíûé öèêë äëÿ àòîìà Aβ6.

Çàìå÷àíèå 13. Íåäîñòàþùèå ìåòêè êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê V1, U1, V2, U2
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ìîæíî âûïèñàòü è áåç ïðèìåíåíèÿ ôîðìóë Òîïàëîâà, òàê êàê îíè ïîÿâëÿ-

þòñÿ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé è â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè

g = 0. Â ðàáîòå [1] ïðèâåä¼í îòâåò, íî íå óêàçàí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýòèõ

ìåòîê. Íàì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë îñòàëîñü òîëü-

êî âûáðàòü âòîðîé áàçèñíûé öèêë äëÿ àòîìà Aβ6, à òàêæå îïðåäåëèòü

ïîëîæåíèå öèêëîâ λα8
, λβ8 â ñåìåéñòâàõ òîðîâ V I, V II ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, çíàÿ r-ìåòêè êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè V1. Ïîýòîìó

ïðèâåä¼ì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî íàõîæäåíèÿ âñåõ íåäî-

ñòàþùèõ ìåòîê êðóãîâûõ ìîëåêóë òî÷åê V1, U1, V2, U2, V3, U3, îòêóäà áóäåò

ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå íà äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþùåå

ïîëîæåíèå öèêëà λβ6 â ñåìåéñòâàõ IV, V , è âûáðàí âòîðîé áàçèñíûé öèêë

äëÿ àòîìà Aβ6.

Èòàê, âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 15.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Òîïàëîâà (1.3.1) äëÿ ïîäñ÷¼òà íåäîñòàþùèõ r−ìåòîê.
• òî÷êà V1
Ðàññìîòðèì êðóãîâóþ ìîëåêóëó òî÷êè V1, èìåþùóþ âèä A−A∗−A (òàá-

ëèöà 3.2). Íàõîäèì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå, îòíîñÿùåìñÿ ê ñåìåéñòâó II:(
λβ5

λβ5+λα4
2

)
=

(
−2 1

−1 1

) (
λα3

λα4

)
Çíà÷èò, ìåòêà r ðàâíà íóëþ. Âòîðóþ ìàòðèöó ñêëåéêè îïðåäåëèì èç óðàâ-

íåíèÿ Òîïàëîâà. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèÿ - S1×S2, ïîýòîìó H1(S1×
S2) = Z, à çíà÷èò N(W ∗) = 0. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 èìååì ε = +1, à ñëåäî-

âàòåëüíî â ìàòðèöå ñêëåéêè b > 0.

ñ = n +
∑
ri + p/2 = [a/b] − 1 + {a/b} + 1/2 = a/b − 1/2, ãäå ÷åðåç [x] è

{x} îáîçíà÷åíû öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà x.

Ïî ôîðìóëå Òîïàëîâà ïîëó÷èì

b(a/b− 1/2) = 0⇒ 2a = b⇒ a = 1, b = 2⇒ r = 1/2.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå íà äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäè-

íàò, îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèå öèêëà λβ6 â ñåìåéñòâå IV:
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(
λβ6
x

)
=

(
1 2

k 2k − 1

) (
λβ5
−λα5

)
, k ∈ Z.

Âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû çàäàåò ìíîæåñòâî äëÿ âûáîðà âòîðîãî ýëåìåíòà

äîïóñòèìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ β6. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàôèêñèðóåì âà-

ðèàíò, ñîîòâåòñòâóþùèé k = 0.

Aβ6

(IV )−−→ (λβ6, λα5
).

Ðàññìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè V1, ñîåäèíÿþùåå áèôóðêà-

öèè Aβ6 è Bα2
(òàáëèöà 3.2). Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîãîîáðàçèÿ - H3, ïîýòîìó

N(W ∗) = 0. Â ìàòðèöå ñêëåéêè b > 0, òàê êàê ε = +1 ïî ïðåäëîæåíèþ 1.

ñ = n+
∑
ri + p/2 = [a/b] + {a/b}+ 1/2 = a/b+ 1/2,

Ïî ôîðìóëå Òîïàëîâà ïîëó÷èì

b(a/b+ 1/2) = 0⇒ 2a = −b⇒ a = −1, b = 2⇒ r = 1/2.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå íà äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò,

îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèå öèêëà λβ6 â ñåìåéñòâå V:(
λβ6
x

)
=

(
−1 2

k 2k + 1

) (
λα2

λβ9

)
, k ∈ Z.

Çàôèêñèðóåì âàðèàíò ïðè k = 0.

(λβ6, λβ9)
(V )−−→ Aβ6.

• òî÷êà U1

Ðàññìîòðèì ðåáðî êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè U1 ñ íåèçâåñòíîé êîíå÷íîé

ìåòêîé r(òàáëèöà 3.2). Ìàòðèöà ñêëåéêè íà ðåáðå, îòíîñÿùåìñÿ ê ñåìåéñòâó

III:(
λα5

−λβ4

)
=

(
1 1

0 −1

) (
−λβ3
λβ4

)
⇒ r = 0.

• òî÷êè V3, U3

Êðóãîâûå ìîëåêóëû òî÷åê V3 è U3 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ êðóãîâûìè ìî-

ëåêóëàìè òî÷åê V1 è U1 (ðåáðà ìîëåêóë ñîåäèíÿþò òå æå áèôóðêàöèè è îòíî-

ñÿòñÿ ê òàêèì æå ñåìåéñòâàì òîðîâ). Ïîýòîìó r ìåòêè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû.

Òåïåðü ìû çíàåì ïîëîæåíèå öèêëà λβ6 è âòîðîé öèêë, äîïîëíÿþùèé åãî

äî áàçèñà. Ïîýòîìó äàëåå âñå íåèçâåñòíûå ìåòêè ìîæíî ïîñ÷èòàòü áåç ïðè-

ìåíåíèÿ ôîðìóëû Òîïàëîâà.
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• òî÷êà V2
Ïîñ÷èòàåì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå êðóãîâîé ìîëåêóëû òî÷êè V2, êîòî-

ðîå ñîåäèíÿåò áèôóðêàöèè Aβ6 è Bβ9 è îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó V.(
λβ9
−λα2

)
=

(
0 1

1 −2

) (
−λβ6
λβ9

)
⇒ r = 0.

Ðàññìîòðèì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå áèôóðêàöèè Aα8
è Bβ9, îòíîñÿùååñÿ ê

ñåìåéñòâó V.(
λα8

λα7

)
=

(
−1 1

0 1

) (
λβ9
λα7

)
⇒ r = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå áèôóðêàöèè Aα8
è Bβ9, îòíîñÿùå-

åñÿ ê ñåìåéñòâó VI.(
λα8

λα7

)
=

(
−1 1

0 1

) (
λβ9
λα7

)
⇒ r = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå áèôóðêàöèè Aβ6 è C2α5
, îòíîñÿ-

ùååñÿ ê ñåìåéñòâó IV.(
λα5

−λβ5

)
=

(
0 1

1 −2

) (
λβ6
λα5

)
⇒ r = 0.

• òî÷êà U2

Íàéä¼ì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå, ñîåäèíÿþùåì áèôóðêàöèè Aβ8 è Bα9
,

îòíîñÿùåìñÿ ê ñåìåéñòâó IV.(
λα9

λβ7

)
=

(
−1 2

0 1

) (
λβ8
λβ7

)
⇒ r = 1

2 .

Ïîñ÷èòàåì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå, ñîåäèíÿþùåì áèôóðêàöèè Aβ8 è

Bα9
, îòíîñÿùåìñÿ ê ñåìåéñòâó VII.(
λα9

λβ7

)
=

(
−1 2

0 1

) (
λβ8
λβ7

)
⇒ r = 1

2 .

Èòàê, ïîäñ÷¼ò ìåòîê íà ð¼áðàõ êðóãîâûõ ìîëåêóë âûðîæäåííûõ îäíîìåð-

íûõ îðáèò çàâåðø¼í. Òåîðåìà 15 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Ãëàâà 5

Îñíîâíûå òåîðåìû. Ïîëíûé ïåðå÷åíü

èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ

èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ

Êîâàëåâñêîé-ßõüè.

5.1 Âû÷èñëåíèå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë.

Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âñå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû â èíòåãðèðóå-

ìîì ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè.

Íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ τ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé â ïëîñêîñòè R2(h, k) íàçûâà-

åòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè îíà ïåðåñåêàåò áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó Σ òðàíñ-

âåðñàëüíî è íå ïðîõîäèò ÷åðåç îñîáûå òî÷êè Σ.

Ïîëíûé ïðîîáðàç Qτ = µ−1(τ) êðèâîé τ â M 4 - ýòî òðåõìåðíîå ãëàäêîå

ìíîãîîáðàçèå ñî ñòðóêòóðîé ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ, âñå îñîáåííîñòè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ áîòòîâñêèìè. Íà Qτ âîçíèêàåò èíâàðèàíò ýòîãî ñëîåíèÿ - ìå÷åíàÿ

ìîëåêóëà W ∗(τ), êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ãëàäêîé èçîòîïèè τ â êëàññå äîïó-

ñòèìûõ êðèâûõ. Â êà÷åñòâå êðèâîé ìîæíî τ ðàññìîòðåòü îêðóæíîñòü ìàëîãî

ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû Σ. Òàêàÿ ìîëåêóëà W ∗(τ) íàçûâàåòñÿ êðóãîâîé ìîëåêóëîé îñî-

áîé òî÷êè. Â [1] îïèñàí àëãîðèòì, êàê ñêëåèòü èç êóñî÷êîâ êðóãîâûõ ìîëåêóë

îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ìå÷åíóþ ìîëåêóëó W ∗ äëÿ ëþáîé
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äîïóñòèìîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè R2(h, k). Îäíàêî, èñòîðè÷åñêè âûäåëåíû

êðèâûå τ = {H = h0}, ãäå H - ýòî ãàìèëüòîíèàí èëè èíòåãðàë ýíåðãèè. Íà

ðèñóíêàõ 5-13 òàêèå êðèâûå îáîçíà÷åíû áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.

Èòàê, ïîñëå çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé êðóãîâûõ ìîëåêóë, âûáîðà äîïóñòè-

ìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò è îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèê-

ëîâ, ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî

àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â [1]. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ äîïóñòèìûõ ñèñòåì

êîîðäèíàò è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áàçèñíûõ öèêëîâ áûëè âû÷èñëåíû âñå

ìàòðèöû ñêëååê èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë. Ðåçóëüòàò ïðèâåä¼í â òàáëèöàõ

5.1, 5.2, 5.3. Ïî ìàòðèöàì ñêëååê áûëè âû÷èñëåíû ÷èñëîâûå ìåòêè. Èòîãîâûå

ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 17. (Í.Ñ. Ñëàâèíà [24]) Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà Êîâàëåâñêîé-

ßõüè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà λ, èíòå-

ãðàëà ïëîùàäåé g è óðîâíÿ ýíåðãèè H ðàñïàäàåòñÿ íà 29 ñëîåíèé Ëèóâèë-

ëÿ, êîòîðûå ïîïàðíî ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíû. Ïîëíûé ñïèñîê èíâàðèàí-

òîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé-ßõüè ïðè

íåáèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ, êëàññèôèöèðóþùèé âñå ýòè

29 ñëîåíèé, ïðèâåäåí â òàáëèöàõ 5.1, 5.2, 5.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ áûëè ïîñòðîåíû äîïóñòèìûå ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò è îïðåäåëåíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå áàçèñíûõ öèêëîâ. Ïðè-

ìåíÿÿ àëãîðèòì, îïèñàííûé â [1], áûëè âû÷èñëåíû âñå ìàòðèöû ñêëååê íà

ð¼áðàõ 29 èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì íà ðèñ. 5.1 èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ìîëåêóëó, âîçíèê-

øóþ íà óðîâíå ýíåðãèè h21 (ñì. êàìåðó 5' ðèñ. 2.9).

Ïîñòðîèì ìàòðèöû ñêëååê äëÿ êàæäîãî èç 6 ð¼áåð äàííîé èçîýíåðãåòè-

÷åñêîé ìîëåêóëû. Êàæäîå ðåáðî îáîçíà÷åíî ðèìñêîé öèôðîé, êîòîðàÿ ïî-

êàçûâàåò ê êàêîìó ñåìåéñòâó òîðîâ äàííîå ðåáðî îòíîñèòñÿ. Çíàÿ áàçèñíûå

öèêëû íà âñåõ äóãàõ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, èçâëåêàåì âñþ íåîáõîäèìóþ

èíôîðìàöèþ èç ðèñ. 4.1, à èìåííî:
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Òàáëèöà 5.1: Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû

Ðèñ. 5.1: Èçîýíåîãåòè÷åñêàÿ ìîëåêóëà h21
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Òàáëèöà 5.2: Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû (ïðîäîëæåíèå)
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Òàáëèöà 5.3: Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû (ïðîäîëæåíèå)

(
λα2

λβ4

)
= Cα2,α1

(
λα1

λα4

)
=

(
−2 1

−1 1

)(
λα1

λα4

)
,(

λβ6
λβ9

)
= Cβ6,α2

(
λα2

−λβ9

)
=

(
1 2

0 −1

)(
λα2

−λβ9

)
,(

λα5

−λβ5

)
= Cα5,α2

(
λα2

−λβ9

)
=

(
0 −1

−1 0

)(
λα2

−λβ9

)
,(

λα5

−λβ5

)
= Cα5,β6

(
λβ6
λα5

)
=

(
0 1

1 −2

)(
λβ6
λα5

)
,(

λβ3
λβ4

)
= Cβ3,α5

(
λα5

λβ4

)
=

(
−1 1

0 1

)(
λα5

λβ4

)
,(

λβ1
λβ4

)
= Cβ1,α5

(
λα5

λβ4

)
=

(
−1 1

0 1

)(
λα5

λβ4

)
.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðîäåëàíû äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ 29 ñëîåíèé Ëè-

óâèëëÿ, ïî ìàòðèöàì ñêëååê ïîñ÷èòàíû âñå r, ε è n ìåòêè. Ðåçóëüòàò ïðåä-

ñòàâëåí â òàáëèöàõ 5.1, 5.2, 5.3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå ìå÷åíûå

ìîëåêóëû ïîïàðíî íåèçîìîðôíû ⇒ ïî òåîðåìå Ôîìåíêî�Öèøàíãà ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íå ýêâèâàëåíòíû.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ çàâåðøåíà òîíêàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñëî-

åíèé ñåìåéñòâà ñèñòåì Êîâàëåâñêîé-ßõüè (èìååòñÿ ââèäó äâóõïàðàìåòðè÷å-

ñêîå ñåìåéñòâî íà M 4
g , çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðîâ g, λ). Ïðîâîäÿ ñðàâíèòåëü-

íóþ õàðàêòåðèñòèêó, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäè ýòèõ ñëîåíèé åñòü ñëîåíèÿ, êîòî-

ðûå ýêâèâàëåíòíû ðàíåå èçâåñòíûì ñëîåíèÿì, âîçíèêøèì â äðóãèõ ñëó÷àÿõ

èíòåãðèðóåìîñòè òâåðäîãî òåëà. Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñëîåíèé îçíà-

÷àåò ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà

êàêèõ-òî óðîâíÿõ ýíåðãèè. Èç ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì ñëåäóåò, ÷òî çàìûêàíèÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé îáîèõ ñèñòåì íà

ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû ñîâïàäàþò (ñì. [40]). Äàëåå áóäåì ôîðìóëèðîâàòü

òåîðåìû â òåðìèíàõ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

5.2 Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì Êîâàëåâñêîé�

ßõüè, Êîâàëåâñêîé, Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè g = 0,

Æóêîâñêîãî, Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî íà íåêî-

òîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ òð¼õ òåîðåì áûëè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå (òàáëèöû 5.1, 5.2, 5.3), â ðàáîòàõ [1], [36], à òàêæå

òàáëèöû 5.1-5.11 èç [22, ò. 2].

Òåîðåìà 18. Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òèïà Êîâàëåâñêîé�ßõüè íà ñëåäó-

þùèõ 10 óðîâíÿõ ýíåðãèè h1, h2, h3, h5, h6, h7, h8, h14, h16, h17 (ñîîòâåòñòâåí-

íûå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ çàäàíû ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè â òàáëèöàõ 5.1, 5.2)

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì òèïà Êîâàëåâñêîé íà

10 óðîâíÿõ ýíåðãèè A,C,D,B, J,H,E, I, F,G ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíèå 10

ìîëåêóë è èõ îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç [1].

Òåîðåìà 19. (Í.Ñ. Ñëàâèíà [24])Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òèïà Êîâàëåâñêîé�

ßõüè íà ñëåäóþùèõ 10 óðîâíÿõ ýíåðãèè h1, h2, h3, h18, h19, h20, h21, h26, h28, h29
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(ñîîòâåòñòâåííûå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ çàäàíû ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè â òàá-

ëèöàõ 5.1, 5.2, 5.3) ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ñåðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

Êîâàëåâñêîé�ßõüè ïðè g = 0 íà 10 óðîâíÿõ ýíåðãèè A,C,D,B, F,G,E,H, J, I

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíèå 10 ìîëåêóë è èõ îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç [36].

Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ïðèâîäèò ñîîòâåòñòâèå ýêâèâàëåíòíûõ ñëîåíèé â ñëó-

÷àå Êîâàëåâñêîé-ßõüè, â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé (λ = 0), â ñëó÷àå Êîâàëåâñêîé-

ßõüè ïðè g = 0.

Ñëó÷àé Êî-

âàëåâñêîé

Ñëó÷àé

Êîâàëåâñêîé-

ßõüè

Ñëó÷àé

Êîâàëåâñêîé-

ßõüè ïðè

g = 0

A h1 A

C h2 C

D h3 D

B h5 −
J h6 −
H h7 −
E h8 −
I h14 −
F h16 −
G h17 −
− h18 B

− h19 F

− h20 G

− h21 E

− h26 H

− h28 J

− h29 I

Òåîðåìà 20. (Í.Ñ. Ñëàâèíà [24])Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òèïà Êîâàëåâñêîé�

ßõüè íà ñëåäóþùèõ 3 óðîâíÿõ ýíåðãèè h1, h23, h28 (ñîîòâåòñòâåííûå ñëîåíèÿ
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Ëèóâèëëÿ çàäàíû ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè â òàáëèöàõ 5.1, 5.2, 5.3) ëèóâèëëå-

âî ýêâèâàëåíòíû èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì ñëó÷àÿ Æóêîâñêîãî íà 3 óðîâ-

íÿõ ýíåðãèè 7, 9, 2 ñîîòâåòñòâåííî; íà 2 óðîâíÿõ ýíåðãèè h1 è h28 ëèóâèë-

ëåâî ýêâèâàëåíòíû èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-

Ñðåòåíñêîãî íà 2 óðîâíÿõ ýíåðãèè 1 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Ìîëåêóëû, âîçíèê-

øèå â ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòèÆóêîâñêîãî è Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî,

è èõ îáîçíà÷åíèÿ âçÿòû èç òàáëèö 5.4, 5.6 [22, ò. 2].

5.3 Òåîðåìà î ñòàáèëèçàöèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà ñëî-

åíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ñåìåéñòâà ñèñòåì Êîâàëåâñêîé-

ßõüè íà áîëüøèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè H.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2(h, k) äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî áèôóðêà-

öèîííûõ äèàãðàìì
∑

(g, λ) (ñì. ðèñ. 2.2). Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî â îáëàñòè

çíà÷åíèé H ≥ H0 ÷àñòè äèàãðàìì, ïîïàâøèå â ïîëóïëîñêîñòü {h ≥ H0}
ãîìåîìîðôíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∑H0

g,λ =
∑

(g, λ) ∩ {h ≥ H0} ÷àñòü áèôóðêà-
öèîííîé äèàãðàììû, ïîïàâøåé â ïîëóïëîñêîñòü {h ≥ H0}. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè H, ïîýòîìó íàçîâ¼ì ìíîæå-

ñòâî
∑H0

g,λ �âûñîêî� ýíåðãåòè÷åñêîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé. Òîãäà âåðíà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 21. (Í.Ñ. Ñëàâèíà [24]) Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè

H = H0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ H áîëüøèõ H0 �âûñîêî� ýíåðãåòè÷å-

ñêèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè R2(h, k) ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé-

ßõüè èçîìîðôíû äðóã äðóãó ïðè ëþáûõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

g, λ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ïîëóïëîñêîñòåé, ñîâ-

ìåùàþùèé ýòè �âûñîêî� ýíåðãåòè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû (ñì.

ðèñ. 2.2). Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè H ñåìåéñòâî ñèñòåì Êîâàëåâñêîé�

ßõüè ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíî îäíîé ñèñòåìå íà óðîâíå h4, èíûìè ñëî-

âàìè, òîïîëîãè÷åñêèé òèï èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà

áîëüøèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè H.
113



Ðèñ. 5.2: �Âûñîêî� ýíåðãåòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Çàìå÷àíèå 14. Â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé�ßõüè ìîëåêóëà

íà óðîâíå h4 âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîé èç 18 êàìåð ïðè çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè

H ≥ H0. Ýòà �âûñîêî� ýíåðãåòè÷åñêàÿ ìîëåêóëà îêàçûâàåòñÿ ãðóáî ëèóâèë-

ëåâî ýêâèâàëåíòíà ìîëåêóëå, îáíàðóæåííîé ðàíåå â èíòåãðèðóåìîé ñèñòå-

ìå Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî (ñì. ìå÷åíóþ ìîëåêóëó 7 èç òàáëèöû

5.6 [22, ò. 2]). Îäíàêî, ýòè ñèñòåìû ëèóâèëëåâî íå ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê

÷èñëîâûå ìåòêè ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, ýòî �âûñîêî� ýíåðãåòè÷åñêîå ñëî-

åíèå Ëèóâèëëÿ îêàçûâàåòñÿ íîâûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî íå âñòðå÷àåòñÿ

â äðóãèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ, èññëåäîâàííûõ ðàíåå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà ðèñ. 2.2 áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñëó-

÷àÿ Êîâàëåâñêîé-ßõüè. Âñå îíè íà ïîëóïëîñêîñòè {h ≥ H0} èçîìîðôíû îä-

íîé äèàãðàììå ñ ïåðåñòðîéêàìè àòîìîâ, óêàçàííûìè íà ðèñóíêå 5.2.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ñðàâíèâàòü ëþáûå äâå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìîëåêóëû

íà áîëüøèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ g, λ, òî

ð¼áðà ýòèõ ìîëåêóë, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâåííûå áèôóðêàöèè, îòíîñÿòñÿ

ê îäíîèìåííûì äóãàì áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì è ñîîòâåòñòâóþò îäèíà-

êîâûì ñåìåéñòâàì òîðîâ. Ïîýòîìó ìîëåêóëû è ìåòêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �îáùàÿ� ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà ïðè H = H0 èìååò âèä, óêàçàí-

íûé íà ðèñ. 5.3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ðèñ. 5.3: �Âûñîêî� ýíåðãåòè÷åñêîå ñëîåíèå
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