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Введение

Основная часть настоящей диссертации посвящена исследованию геоде-

зических на деформированных сферах с помощью теории возмущений. В

основе лежит идея о связи этой задачи с преобразованиями интегральной

геометрии, в терминах которых производится асимптотическая гамильто-

нова редукция к системе меньшей размерности. Факты интегральной гео-

метрии определяют свойства этой системы. Для содержательного класса

полиномиальных деформаций двумерной сферы производится анализ то-

пологии фазовых портретов редуцированной системы. В третьей главе рас-

сматривается гамильтонова система, используемая для описания спиновых

систем. С использованием симметрии системы производится ее редукция к

системе меньшей размерности, допускающей более простое исследование.

Изучение геодезических линий на поверхностях восходит к исследовани-

ям И. Бернулли и Л. Эйлера, посвященных нахождению кратчайших ли-

ний, [11]. В дальнейшем эта проблема изучалась в многочисленных работах

геометров и механиков по нескольким направлениям исследования.

Обширный ряд работ посвящен нахождению решений уравнений геоде-

зических для конкретных видов поверхностей. Один из первых нетривиаль-

ных результатов был получен в классической работе Якоби, который нашел

точное решение для геодезических на эллипсоиде методами аналитической

механики, [17]. Другими важными примерами являются поверхности вра-

щения и метрики Лиувилля с интегралами первой и второй степени по им-

пульсам, [8]. В работе В.Н. Колокольцова [26] были описаны все метрики на

сфере и торе, геодезический поток которых имеет дополнительный квадра-

тичный по скоростям интеграл, не зависимый от интеграла энергии. В ра-
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боте А.В. Болсинова, В.В. Козлова, А.Т. Фоменко [27] с помощью принципа

Мопертюи были найдены метрики на сфере, геодезические потоки которых

возникают из интегрируемых случаев динамики твердого тела, среди кото-

рых имеются системы с интегралами степеней 3 и 4 по импульсам. Кроме

того, в рамках этого, аналитического, направления были установлены изо-

морфизмы некоторых из известных интегрируемых гамильтоновых систем

с точностью до замены переменных. В частности, было установлено, что

задача о геодезических на (n−1)-мерном эллипсоиде эквивалентна случаю

Клебша–Переломова для обобщения уравнений Кирхгофа на алгебре Ли

e(n), [28], [29], [31].

Другое направление исследований посвящено замкнутым геодезическим,

[22]. Одной из первых работ в этом направлении была статья Пуанкаре

[25], посвященная нахождению замкнутых геодезических на выпуклых по-

верхностях, гомеоморфных сфере. Развитие вариационного подхода к этим

вопросам привело к оценкам числа замкнутых геодезических. Одним из

важных результатов стала теорема Люстерника–Шнирельмана о существо-

вании на поверхности, гомеоморфной сфере, трех замкнутых геодезиче-

ских без самопересечений. Кроме того, были обнаружены классы римано-

вых многообразий, на которых все геодезические являются замкнутыми без

самопересечений. Их свойства исследуются в многочисленных работах, [23].

Большой интерес также привлекают вопросы о проявлениях хаотической

динамики в системах, описывающих геодезические. В ряде исследований

рассматриваются различные свойства нерегулярной динамики, такие как

эргодичность, лиувиллева энтропия, топологическая энтропия и другие.

Например, в работе G. Knieper, H. Weiss [32] доказано, что существует отры-

тое и плотное в C∞-топологии множество метрик положительной кривизны

на двумерной сфере, геодезический поток которых имеет положительную

топологическую энтропию. V. Donnay в работе [33] построил пример мет-

рики на сфере, имеющей эргодический геодезический поток. Монография

Д.В. Аносова [24] посвящена свойствам геодезических потоков на замкну-
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тых римановых многообразиях отрицательной кривизны, в том числе эрго-

дичности.

Еще одно направление исследований возникло из применения к системам,

задающим геодезические, топологических методов исследования гамиль-

тоновых систем. Систематическая теория классификации гамильтоновых

систем с точностью до естественных топологических изоморфизмов была

развита А.Т. Фоменко. В работах [1]-[7] были построены инварианты инте-

грируемых систем с двумя степенями свободы с точностью до лиувиллевой

эквивалентности, т.е. до гомеоморфизма фазовых пространств, переводя-

щего слои лиувиллева слоения одной системы в слои другой. В результате

применения этой теории была осуществлена топологическая классифика-

ция многочисленных интегрируемых гамильтоновых систем, в том числе

геодезических потоков, [8], [9], [10]. Были обнаружены новые изоморфизмы

гамильтоновых систем – в смысле топологической классификации. Напри-

мер, было показано, что задача о геодезических на двумерном эллипсоиде

топологически траекторно эквивалентна случаю Эйлера в динамике твер-

дого тела, [9], [27].

Помимо интегрируемых случаев, представляет интерес также изучение

систем, являющихся слабыми возмущениями известных точно решаемых

задач. Это объясняется, с одной стороны, распространенностью таких си-

туаций в приложениях, когда одни эффекты оказывают малое влияние на

систему по сравнению с другими, и с другой стороны, дополнительными

возможностями для исследования, имеющимися применительно к возму-

щениям решенных задач. Этот подход, основанный на теории возмущений,

является классическим в аналитической механике, и применялся со времен

Лагранжа и Лапласа, [20].

На современном этапе возникает возможность совместить стандартные

методы теории возмущений с топологическим анализом гамильтоновых си-

стем. Одним из первых шагов в этом направлении стала та самая работа

Пуанкаре [25] о замкнутых геодезических на выпуклых поверхностях, го-
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меоморфных сфере. В ней Пуанкаре рассматривает геодезические на по-

верхности, являющейся слабым возмущением другой поверхности с извест-

ными геодезическими – стандартной двумерной сферы. Комбинируя метод

усреднения теории возмущений с топологическими соображениями, Пуан-

каре получает следствия о числе замкнутых геодезических.

В настоящей работе мы следуем методу Пуанкаре и рассматриваем гео-

дезические на поверхности, являющейся возмущением стандартной (n−1)-

мерной сферы в n-мерном евклидовом пространстве и заданной уравнени-

ем:

ϕ ≡ x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n − 1 + ε ψ(x1, x2, . . . , xn) = 0.

C помощью стандартного метода усреднения строится асимптотическая ре-

дукция системы, описывающей геодезические на этой поверхности, к систе-

ме, имеющей меньшее число степеней свободы. Эта, редуцированная, систе-

ма более проста для исследования и несет в себе информацию о решени-

ях исходной системы для геодезических. Редуцированная система является

гамильтоновой, и в ряде случаев интегрируема и допускает исследование

методами теории топологической классификации гамильтоновых систем.

Таким образом, с помощью асимптотической гамильтоновой редукции мы

получаем возможность делать выводы о всей совокупности геодезических

на поверхности, не обязательно замкнутых.

Проблема редукции изучалась в небесной механике главным образом в

связи с задачей трех тел, [19]. В 20-м веке интерес к ней снова возрос в

связи с киральной теорией поля. Важно, что киральная модель обычно ос-

нована на группе Ли симметрии G, которая составляет структурную основу

ее уравнений E . Это обстоятельство было использовано Полмайером, кото-

рый указал метод построения меньшей системы R уравнений, следующих

из E и описывающих движение динамических переменных, являющихся

инвариантами группы симметрии G, [38]. Полмайер выполнил редукцию

киральной модели n-поля, в которой полевая переменная принимает значе-

ния на двумерной сфере, к уравнению синус-Гордон. Таким образом, метод
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Полмайера требует богатой симметрии задачи. В этом отношении широкое

поле для применения редукции Полмайера представляют уравнения Лег-

гетта спиновой динамики в сверхтекучем 3He, имеющие группу симметрии

SO(3)×SU(2)×U(1) (подробности см. в [39]). Редукция уравнений Леггетта

особенно интересна тем, что она проливает свет на роль, играемую гамиль-

тоновой структурой. Фактически Полмайер показал, что редукция тесно

связана с алгеброй Пуассона задачи. Однако часто явная форма этой связи

неочевидна. Для уравнений Леггетта редукция сводится к нахождению по-

далгебры пуассоновой алгебры, образованной скобками Пуассона исходных

динамических переменных – спина и параметра порядка (см. [40]).

В задаче о геодезических на деформированных сферах редукция осу-

ществляется с помощью интегрального преобразования, относящегося к ин-

тегральной геометрии, – лучевого преобразования. Оно сопоставляет функ-

ции на (n− 1)-мерной сфере ее интегралы по всевозможным большим кру-

гам этой сферы – ее сечениям двумерными плоскостями. В результате воз-

никает функция на многообразии Грассмана G(2, n). В настоящей рабо-

те доказывается теорема о том, что гамильтониан редуцированной систе-

мы пропорционален лучевому преобразованию, примененному к функции

ψ(x1, x2, . . . , xn), задающей деформацию сферы (теорема 3). Алгебра Пуас-

сона, на которой определяется редуцированная система, соответствует ал-

гебре Ли so(n) и вводится с помощью компонент многомерного углового

момента, которые отождествляются с плюккеровыми координатами дву-

мерных плоскостей, задающих большие круги.

Преобразования типа лучевого изучались в многочисленных работах по

интегральной геометрии, начиная с исследований Минковского [45], Функа

[46], Радона [47], Йона [48]. Примечательно, что работа Функа была связана

как раз с проблемой геодезических, а именно посвящена задаче о поверх-

ностях, на которых все геодезические замкнуты. Преобразование Функа–

Минковского состоит в интегрировании функции на двумерной сфере по

большим кругам, преобразование Радона – в интегрировании функции на
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плоскости по прямым и, более общо, в n-мерном пространстве по гиперплос-

костям. Лучевое преобразование Йона для функции в 3-мерном простран-

стве состоит в интегрировании по прямым в этом пространстве. В этих и

последующих работах были исследованы свойства этих преобразований и

их обобщений, и прежде всего, их образ и формулы обращения, [14], [15].

В дальнейшем И.М. Гельфандом и М.И. Граевым понятия и задачи инте-

гральной геометрии были обобщены на случай однородных пространств и

исследованы в связи с теорией представлений групп, [49], [50], [51]. Отме-

тим, что методы интегральной геометрии были применены к гамильтоно-

вым системам Э.Б. Винбергом в работе [52].

В настоящей работе используется аналог лучевого преобразования для

функций на (n− 1)-мерной сфере, [14], сопоставляющий функции на сфере

ее интегралы по большим кругам. Благодаря применению результатов ин-

тегральной геометрии выводится условие, при котором функция на грас-

сманиане является образом лучевого преобразования некоторой функции

на сфере и, тем самым, является гамильтонианом редуцированной системы

для системы геодезических на сфере с некоторой деформацией (теорема

11). Таким условием в случае сферы S3 является ультрагиперболическое

уравнение Йона, исследованное им в упомянутой работе [48] в связи с лу-

чевым преобразованием. Таким образом, среди гамильтоновых систем на

алгебре Ли-Пуассона so(4) выделяется класс гамильтонианов, удовлетво-

ряющих этому уравнению, которые задают усредненные системы для гео-

дезических на деформированных сферах. Представляет интерес изучение

этого класса и соответствующих следствий для геодезических в контек-

сте многочисленных исследований по гамильтоновой динамике на алгебре

so(4), [30], и, в более общем случае, на алгебре so(n). Одним из результатов

в этом направлении является полученный в настоящей работе изоморфизм

редуцированной системы для (n− 1)-мерного эллипсоида, близкого к сфе-

ре, с интегрируемым случаем Манакова для уравнений Эйлера на алгебре

Ли so(n) (теорема 13).
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Во второй главе в качестве примера, для которого редуцированная си-

стема допускает полное топологическое исследование, рассматривается со-

держательный класс алгебраических двумерных поверхностей четвертого

порядка. Редуцированная система в этом случае является гамильтоновой

системой с гамильтонианом четвертой степени на алгебре Ли so(3). Для

нее производится топологическая классификация слоения Лиувилля путем

вычисления инвариантов А.Т. Фоменко в зависимости от параметров по-

линома, задающего деформацию сферы (теорема 10). При этом симметрия

рассматриваемой деформации сферы влечет последствия для топологии ли-

увиллева слоения редуцированной системы.

Следует отметить, что значительный интерес представляет изучение гео-

дезических на алгебраических поверхностях, см., например, работы В.В.

Козлова [34], где доказывается неинтегрируемость задач о геодезических

на определенных классах алгебраических поверхностей, и [35], где сфор-

мулированы общие нерешенные проблемы из этой области. Интерес к этой

тематике связан, с одной стороны, с тем, что такие задачи возникают в при-

ложениях; в частности, в работе Римана [36] обнаружена связь уравнений

динамики жидкого эллипсоида при определенных условиях с геодезически-

ми на кубической алгебраической поверхности:

xyz = const,

см. также [37]. С другой стороны, представляет интерес исследование свя-

зи свойств геодезических на алгебраических поверхностях со свойствами

этих многообразий, изучаемыми алгебраической геометрией. В настоящей

работе прослеживается связь свойств полинома, определяющего алгебраи-

ческую поверхность – деформированную сферу, с топологией слоения Ли-

увилля редуцированной системы.

Для деформированных трехмерных сфер, обладающих симметрией отно-

сительно вращений в некоторой двумерной плоскости, и система геодезиче-

ских, и редуцированная система обладают дополнительным интегралом –
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компонентой момента, соответствующей этой плоскости. Для редуцирован-

ной системы, ввиду ее меньшей размерности, этого интеграла достаточно

для полной интегрируемости (теорема 12), в отличие от исходной системы

для геодезических. Редуцированная система здесь является системой с дву-

мя степенями свободы на алгебре Ли-Пуассона so(4) с линейным интегра-

лом и допускает топологическую классификацию в терминах инвариантов

А.Т. Фоменко гамильтоновых систем. Представляет интерес изучение воз-

можных ограничений на топологию этих систем, связанных как с наличием

линейного интеграла, так и с ультрагиперболическим уравнением.

Третья глава посвящена исследованию гамильтоновой системы, описы-

вающей динамику двух классических спинов в постоянном внешнем маг-

нитном поле. Эта система используется для описания намагниченности в

магнетиках, [53], [54]. Используя симметрию задачи, мы осуществляем ее

редукцию к системе с двумя фазовыми переменными, которая допускает

исследование с помощью построения фазового портрета.

В диссертации получены следующие основные результаты

1. Разработана методика применения преобразований интегральной гео-

метрии для редукции уравнений геодезических на деформированных сфе-

рах.

2. С помощью данной методики решена задача определения топологии

редуцированных систем для содержательного класса алгебраических по-

верхностей, близких к стандартной сфере.

Приведем краткий перечень результатов диссертации.

В главе 1 с помощью стандартного метода усреднения теории возмуще-

ний [20] строится асимптотическая гамильтонова редукция системы урав-

нений геодезических на деформированных сферах к системе меньшей раз-

мерности.

Лемма 1 главы 1 устанавливает, что усреднение функции на сфере по

периоду точного решения уравнений геодезических на стандартной сфере

равно с точностью до постоянного множителя лучевому преобразованию
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этой функции, известному в интегральной геометрии [14].

Теорема 2 главы 1 утверждает, что применение стандартного метода

усреднения теории возмущений [20] к задаче о геодезических на деформи-

рованной (n− 1)-мерной сфере ~x2 − 1 +ψ(~x) = 0 приводит к динамической

системе на многообразии Грассмана G(2, n), имеющей в плюккеровых ко-

ординатах вид:

l̇ij = − ε

2π
(J ◦mij ψ) (l̂), (1)

Здесь mij = xi
∂
∂xj

− xj
∂
∂xi

; J – лучевое преобразование.

Теорема 3 главы 1 устанавливает, что система (1.12) является гамильто-

новой со скобками Пуассона, определяемыми алгеброй Ли so(n) и гамиль-

тонианом:

H(l̂) =
ε

2π
Jψ. (2)

Теорема 4 главы 1, следующая из теории КАМ [20], [21], утверждает, что

для аналитических деформаций двумерной сферы, при выполнении усло-

вия невырожденности усредненной системы и достаточно малой деформа-

ции, траектории углового момента в системе уравнений геодезических на

всем своем протяжении близки к траекториям усредненной системы.

Теорема 5 главы 1, следующая из теоремы Фату [20], утверждает, что для

гладких деформаций (n − 1)-мерной сферы различие значений момента в

точной и усредненной системах имеет порядок ε в течение времени 1/ε.

Теорема 6 главы 1, следующая из теории КАМ [20], [21], утверждает,

что для аналитических деформаций (n − 1)-мерной сферы, при которых

усредненная система интегрируема и невырождена, при достаточно малой

деформации, для большинства начальных условий значения переменных

«действие» усредненной системы, вычисленные на решениях системы для

геодезических, при любых t близки к их начальным значениям. «Большин-

ство начальных условий» означает, что мера Лебега дополнения к этому

множеству стремится к нулю вместе с возмущением.

В главе 2 рассматриваются конкретные примеры деформированных

12



сфер.

Утверждение 1 главы 2 состоит в том, что для двумерных деформирован-

ных сфер усредненная система есть интегрируемая гамильтонова система

с одной степенью свободы, определенная на фазовом пространстве RP
2.

В теореме 9 главы 2 устанавливается полиномиальность гамильтониа-

на редуцированной системы для полиномиальной деформации двумерной

сферы.

В утверждении 2 главы 2 устанавливается вид гамильтониана усреднен-

ной системы для деформации сферы с помощью полинома 4-го порядка

ϕ(~x) ≡ x2
1 +x2

2 +x2
3−1+ε ψ(~x) = 0, ε� 1, ψ(~x) = ε1x

4
1 +ε2x

4
2 +ε3x

4
3.

Теорема 10 главы 2 утверждает, что молекулы А.Т. Фоменко [1] для

усредненной системы при этой деформации имеют вид указанных восьми

молекул.

Теорема 11 главы 2 устанавливает, исходя из свойств лучевого преобра-

зования, что гамильтониан усреденной системы для трехмерной деформи-

рованной сферы удовлетворяет ультрагиперболическому уравнению Йона:

∂2H

∂l12∂l34
− ∂2H

∂l13∂l24
+

∂2H

∂l14∂l23
= 0. (3)

Теорема 12 главы 2 утверждает, что для деформаций трехмерной сферы,

имеющих осевую симметрию, усредненная система является интегрируемой

гамильтоновой системой с двумя степенями свободы.

Теорема 13 главы 2 устанавливает, что для (n− 1)-мерного эллипсоида,

близкого к сфере, усредненная система является частным случаем инте-

грируемого случая Шоттки-Манакова для уравнений Эйлера на алгебре

Ли so(n).

В главе 3 рассматривается гамильтонова система двух классических спи-

нов в магнитном поле, использумая для описания намагниченности в маг-

нетиках.

В теореме 14 главы 3, с использованием симметрии задачи, производит-
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ся редукция этой гамильтоновой системы с двумя степенями свободы к

гамильтоновой системе с одной степенью свободы, допускающей исследо-

вание путем построения фазового портрета.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [55], [56], [57],

[58], [59].

Автор благодарит профессора Войслава Любомировича Голо за научное

руководство.

Автор глубоко признателен заведующему кафедрой дифференциальной

геометрии и приложений академику РАН Анатолию Тимофеевичу Фоменко

за внимание к этой работе и полезные дискуссии, позволившие существенно

повысить качество работы.

Автор выражает благодарность профессору С.Ю. Доброхотову, доценту

Е.А. Кудрявцевой, профессору А.И. Нейштадту, доценту А.А. Ошемкову,

члену-корреспонденту РАН Д.В. Трещеву, профессору А.И. Шафаревичу

за полезные дискуссии.

Автор признателен коллективу кафедры дифференциальной геометрии

и приложений механико-математического факультета МГУ им. М.В. Ломо-

носова за интерес к этой работе.

14



Глава 1

Асимптотическая гамильтонова редукция для

геодезических на деформированных сферах

1.1 Уравнения Лагранжа первого рода для геодезических

Мы рассматриваем (n−1)-мерные гиперповерхности в n-мерном евклидо-

вом пространстве, близкие к стандартной сфере и задаваемые уравнением

вида:

ϕ ≡ x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n − 1 + ε ψ(x1, x2, . . . , xn) = 0, (1.1)

где ε – малый параметр и ψ(x1, x2, . . . , xn) ∈ C2(Rn) – функция координат

x1, x2, . . . , xn. Проблема разрешения данной связи, вообще говоря, весьма

сложна, и нахождение параметризации этой гиперповерхности в общем слу-

чае представляет большие трудности. Более результативный подход опира-

ется на то, что задача эквивалентна свободному движению частицы, на ко-

торое наложена приведенная выше связь, [19]. Поэтому мы можем записать

уравнения геодезических в форме уравнений Лагранжа первого рода:

~̈x = λ
∂ϕ

∂~x
. (1.2)
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Множитель Лагранжа λ задается формулой:

λ = −
~̇x · ∂

2ϕ

∂~x2
· ~̇x

(

∂ϕ

∂~x

)2 = −
~̇x2 + ε ~̇x · ∂

2ψ

∂~x2
· ~̇x

(

~x+ ε
∂ψ

∂~x

)2 ,

(

∂2ψ

∂~x2

)

ij

=
∂2ψ

∂xi∂xj
. (1.3)

При ε = 0 траектории системы (1.2) – геодезические на сфере, т.е. большие

круги. Поэтому мы можем описать геодезические на гиперповерхности, т.е.

деформированной сфере, с помощью теории возмущений. Для этого мы

применяем стандартный метод усреднения, [18].

1.2 Асимптотическое описание геодезических на деформирован-

ных сферах

Наши рассуждения основаны на следующем наблюдении. Рассмотрим де-

формированную сферу D, определяемую уравнением (1.1), и стандартную

сферу S, соответствующую случаю ε = 0. Поскольку ε � 1, то геодези-

ческая на малых интервалах времени проходит вблизи большого круга –

сечения поверхности D двумерной плоскостью, проходящей через начало

координат. С течением времени положение большого круга, приближаю-

щего текущий виток геодезической, медленно изменяется. Это изменение

порождает траекторию на многообразии всех двумерных плоскостей, про-

ходящих через начало координат, в n-мерном евклидовом пространстве.

Это многообразие, называемое многообразием Грассмана G(2, n), известно

в геометрии с середины XIX века. Фактически наш подход следует иде-

ям Ф. Клейна и Ю. Плюккера, [13], [14], которые предложили метод кон-

струирования новых геометрических объектов из подмногообразий данного

многообразия. С помощью усреднения строится динамическая система на

грассманиане, траектории которой приближают траектории, получаемые

из геодезических. С топологической точки зрения, мы рассматриваем пере-

ход от системы, определенной на топологической (n − 1)-мерной сфере, к
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системе на многообразии Грассмана G(2, n). Переход иллюстрируется сле-

дующей диаграммой:

уравнения геодезических на деформированной сфере =⇒
=⇒ динамическая система на многообразии Грассмана

При этом фазовая размерность системы понижается с 2n− 2 до 2n− 4.

1.3 Угловой момент и связь с плюккеровыми координатами

Для осуществления изложенной схемы необходимо количественно опи-

сать движение текущего большого круга, приближающего данный виток

геодезической спирали. Прежде всего, требуется выбрать способ задания

положения этого круга числами – его координатами. Это означает введе-

ние координат на многообразии Грассмана. При этом существенно, что по-

ложение текущего большого круга определяется состоянием частицы, т.е.

ее радиус-вектором ~x и скоростью ~̇x, а именно текущий большой круг –

это сечение сферы двумерной плоскостью, проходящей через центр сфе-

ры и содержащей эти два вектора. Рассмотрим в качестве координат этой

плоскости (а значит и большого круга) следующий набор чисел:

lij = xi ẋj − xj ẋi, i, j = 1 . . . n. (1.4)

Это компоненты матрицы n-мерного углового момента, являющегося обоб-

щением углового момента в трехмерном евклидовом пространстве. Послед-

ний чаще записывают в виде вектора ~L, связанного с матрицей (1.4) соот-

ношением Li = εijkljk. Очевидно, lji = −lij, т.е. lij образуют кососиммет-

рическую матрицу. Важный факт состоит в том, что введенные величины

(1.4) совпадают с так называемыми плюккеровыми координатами данной

двумерной плоскости. Фактически по формулам (1.4) мы вычисляем эти

координаты для текущего большого круга исходя из элементов траектории

частицы. В случае, когда координаты постоянны lij = const, большой круг
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покоится, и траектория все время остается вблизи одной и той же плоско-

сти. Оказывается, что не все величины lij, i < j независимы.

Теорема 1. [14, 15, 16] Величины lij удовлетворяют следующим соотно-

шениям Плюккера:

lj[k1
lk2k3] ≡

1

3
(ljk1

lk2k3
− ljk2

lk1k3
+ ljk3

lk1k2
) = 0. (1.5)

Кроме того, координаты (1.4) однородны, т.е. умножение всех координат

на одно число приводит к той же плоскости. Поэтому можно ограничиться

матрицами с единичной суммой квадратов элементов:

∑

i,j

l2ij = 1. (1.6)

Отождествляя после этого матрицы lij и −lij, получаем многообразие Грас-

смана G(2, n) размерности 2n− 4, [14].

Поскольку деформированная сфера близка к стандартной, то плоскость,

определяющая текущий большой круг, движется медленно, и ее координа-

ты (1.4), т.е. компоненты углового момента частицы, являются медленными

переменными задачи в том смысле, что при обходе одного витка траекто-

рии их изменение мало. Далее мы описываем эту медленную динамику,

используя метод усреднения.

1.4 Уравнения для углового момента

Используя уравнения Лагранжа первого рода (1.2), получаем следующие

уравнения для компонент углового момента:

l̇ij = ε λ

(

xi
∂

∂xj
− xj

∂

∂xi

)

ψ(~x), (1.7)

где ψ(~x) – функция, определяющая деформацию сферы, (1.1).

При ε = 0 имеем l̇ij = 0, что соответствует случаю стандартной сферы,

когда большой круг покоится.
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Заметим, что правая часть уравнений (1.7) получается из функции де-

формации сферы ψ(~x) с помощью применения следующего оператора:

mij = xi
∂

∂xj
− xj

∂

∂xi
. (1.8)

Данный оператор известен как компонента оператора углового момента в

квантовой механике. Важным его свойством, используемым в дальнейшем,

является следующее представление в виде оператора бесконечно малого

поворота. Рассмотрим вращение в плоскости xixj на угол φ. Оно действует

на векторы как умножение на известную ортогональную матрицу поворота

Rij(φ). Действие этого вращения на функции f(~x) определяется как:

Rij(φ)f(~x) = f
(

R−1
ij (φ)~x

)

.

Тогда оператор mij – генератор этого вращения функций:

mijf(~x) = −
(

d

dφ
f
(

R−1
ij (φ)~x

)

)
∣

∣

∣

∣

φ=0

.

В уравнениях для момента (1.7) мы удерживаем только члены 1-го поряд-

ка по ε, т.е. рассматриваем 1-й порядок теории возмущений. Кроме того,

для краткости далее мы предполагаем единицы измерения выбранными

таким образом, что главная часть множителя Лагражна (1.3) λ0 = −1 (со-

ответствует единичной скорости ~̇x2 = 1, т.е. натуральной параметризации

геодезической). С учетом этого уравнения для углового момента (1.7), с

использованием введенного обозначения оператора (1.8), записываются в

виде:

l̇ij = −εmij ψ(~x), (1.9)

Итак, мы получили уравнения (1.9), описывающие динамику компонент

углового момента (1.4) частицы при ее движении по геодезической.
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1.5 Усреднение уравнений для момента

Поскольку правые части уравнений (1.9) для компонент углового момен-

та lij пропорциональны малому параметру ε, то движение большого кру-

га является медленным по сравнению с движением частицы вдоль витка

геодезической. Иными словами, lij – медленные переменные. Для невозму-

щенного случая стандартной сферы они являются интегралами движения.

Поэтому мы можем применить стандартный метод усреднения, [18]. Пра-

вые части уравнений (1.9) содержат медленно меняющиеся компоненты,

зависящие от положения текущего большого круга, приближающего дан-

ный виток геодезической, и быстрые осциллирующие члены, зависящие от

положения частицы на витке. Принцип усреднения утверждает, что крупно-

масштабные изменения решения зависят только от медленных компонент,

а быстро осциллирующие слагаемые приводят к малым колебаниям реше-

ния около кривой, определяемой медленной частью. Таким образом, для

определения крупномасштабных изменений мы можем рассмотреть урав-

нения для момента (1.9) без осциллирующей части. Для этого необходимо

усреднить их по периоду точного решения невозмущенной системы – рав-

номерного движения по большому кругу:

~x
l̂
(t) = cos t ~e1(l̂) + sin t ~e2(l̂), (1.10)

где l̂ – это данная (постоянная) матрица углового момента, ~e1(l̂), ~e2(l̂) –

векторы, образующие ортонормированный базис в двумерной плоскости, в

которой происходит движение с данным угловым моментом (конкретный

выбор векторов ~e1(l̂), ~e2(l̂) не влияет на результат усреднения).

Формула (1.10) определяет равномерное движение по большому кругу,

аппроксимирующему текущий виток геодезической спирали. Среднее зна-

чение функции f(~x) по периоду этого решения выражается формулой:

〈f(~x)〉~x
l̂
(t) =

1

2π

∫ 2π

0

f(~x
l̂
(t)) dt. (1.11)
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Результат усреднения зависит только от матрицы углового момента l̂. Тем

самым усреднение уравнений (1.9) дает замкнутую систему уравнений для

компонент углового момента lij:

l̇ij = −ε 〈mijψ(~x)〉
~x

l̂

, (1.12)

где ψ(~x) – функция, определяющая деформацию сферы, (1.1), mij – опе-

ратор, определенный в (1.8), известный как оператор углового момента в

квантовой механике. Напомним, что величины lij являются плюккеровыми

координатами двумерной плоскости большого круга, аппроксимирующего

текущий виток геодезической спирали. Поэтому фактически система (1.12)

задана на многообразии Грассмана G(2, n).

1.6 Формулировка редукции в терминах интегральной геомет-

рии

Важное наблюдение состоит в том, что использованная процедура усред-

нения (1.11) имеет связь с преобразованиями, рассматриваемыми в инте-

гральной геометрии, [14], [15]. Именно, оно эквивалентно так называемому

лучевому преобразованию J , сопоставляющему функции f(~x) на стандарт-

ной сфере ее интегралы по всевозможным большим кругам. Функция-образ

Jf лучевого преобразования определена на множестве больших кругов,

или, эквивалентно, на множестве содержащих их двумерных плоскостей,

проходящих через центр сферы, т.е. на многообразии Грассмана G(2, n).

Итак, лучевое преобразование задается формулой:

(Jf)(p̂) =

∫ 2π

0

f (cos t ~e1(p̂) + sin t ~e2(p̂)) dt. (1.13)

Здесь p̂ – матрица плюккеровых координат двумерной плоскости;

~e1(p̂), ~e2(p̂) – ортонормированный базис в этой плоскости. Рис. 1.1 иллю-

стрирует случай n = 3, т.е. случай двумерной сферы, в котором лучевое

преобразование носит название преобразования Функа-Минковского, см.
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gHxÓL
L

e1

e2

Ù g ds = HF gL HLL

Рис. 1.1: Преобразование Функа-Минковского функции g(~x) на единичной сфере, взятое в точке
~L, – это интеграл от g по большому кругу, перпендикулярному к ~L.

[14].

Из сравнения формул (1.13) и (1.10), (1.11) получаем следующее утвер-

ждение.

Лемма 1. Усреднение (1.11) по геодезической на невозмущенной сфере вы-

ражается через лучевое преобразование по формуле:

〈f(~x)〉~x
l̂
(t) =

1

2π
(Jf)(l̂).

Отсюда получаем следующий результат.

Теорема 2. Усредненная система (1.12) для углового момента может

быть записана в виде:

l̇ij = − ε

2π
(J ◦mij ψ) (l̂), (1.14)

Здесь ψ(~x) – функция, определяющая деформацию сферы, (1.1); mij – опе-

ратор, определенный в (1.8) (оператор углового момента в квантовой ме-

ханике); J – лучевое преобразование, определенное в (1.13).
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Полученные уравнения (1.14) описывают усредненную динамику углово-

го момента частицы, движущейся по геодезической. При этом компоненты

момента lij являются плюккеровыми координатами двумерной плоскости

текущего большого круга, и, соответственно, система (1.14) задана на мно-

гообразии Грассмана G(2, n). Тем самым осуществлена асимптотическая

редукция исходной системы для геодезических с фазовой размерностью

2n−2 к усредненной системе уравнений для момента, определенной на грас-

сманиане G(2, n) и имеющей фазовую размерность 2n − 4. Важный факт

состоит в том, что редуцированная система имеет гамильтонову структуру,

которая обсуждается в следующем разделе.

1.7 Гамильтонова структура редуцированной системы для угло-

вого момента

Гамильтонова формулировка усредненных уравнений для углового мо-

мента (1.14) требует задания скобок Пуассона между динамическими пере-

менными lij и указания гамильтониана.

Скобки Пуассона для углового момента определяются алгеброй Ли so(n)

и имеют вид:

{lij, lpq} = δipljq + δjplqi + δiqlpj + δjqlip. (1.15)

Теорема 3. Усредненная система (1.14) для углового момента является

гамильтоновой со скобками Пуассона (1.15) и гамильтонианом:

H(l̂) =
ε

2π
Jψ, (1.16)

который получается применением лучевого преобразования J , (1.13), к

функции ψ(~x), определяющей деформацию сферы, (1.1).

Доказательство. Скобки Пуассона (1.15) обладают следующим свойством.

Вид скобок (1.15) совпадает с коммутатором в алгебре Ли so(n) базис-

ных кососимметрических матриц Eij, определяемых формулой (Eij)ab =
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−δiaδjb + δibδja. Именно, их коммутатор имеет вид:

[Eij, Epq] = δipEjq + δjpEqi + δiqEpj + δjqEip. (1.17)

Он может быть выражен через структурные константы Cij,pq,ab алгебры Ли

so(n):

[Eij, Epq] = Cij,pq,abEab,

которые имеют вид:

Cij,pq,ab = 1
2 [δip (δajδbq − δaqδbj) + δjp (δaqδbi − δaiδbq) +

+δiq (δapδbj − δajδbp) + δjq (δaiδbp − δapδbi)].

Прямым вычислением нетрудно проверить следующий факт, который будет

использован в дальнейшем.

Лемма 2. Структурные константы алгебры Ли so(n) удовлетворяют

соотношению:

Cab,pq,ij = −Cij,pq,ab.

Кроме того, имеет место следующее основное коммутационное соотно-

шение для лучевого преобразования.

Лемма 3. Справедливо операторное тождество:

J ◦mij = cij ◦ J, (1.18)

где J – лучевое преобразование, определенное в (1.13), mij – оператор, опре-

деленный в (1.8), cij – оператор, действующий на функцию от углового

момента f(l̂) как взятие ее скобки Пуассона с lij:

cij f(l̂) =
{

f(l̂), lij

}

.

Для вывода соотношения (1.18) используем следующее свойство, опреде-
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ляющее действие вращений на образ лучевого преобразования. Подставляя

в определение лучевого преобразования (1.13) вместо f(~x) функцию, полу-

ченную из нее вращением f
(

R−1
ij (φ)~x

)

, получаем:

(

J f
(

R−1
ij (φ)~x

))

(l̂) =

∫ 2π

0

f
(

R−1
ij (φ)

(

cos t ~e1(l̂) + sin t ~e2(l̂)
))

dt. (1.19)

Если C – большой круг с плюккеровыми координатами l̂, то правая часть

(1.19) – это интеграл функции f(~x) по повернутому кругу C ′, полученному

из C применением вращения R−1
ij (φ). Под действием этого вращения мат-

рица плюккеровых координат сопрягается с помощью матрицы вращения

Rij(φ). Действительно, прямое вычисление координат круга C ′ дает (для

краткости Rij(φ) обозначено за R):

l̂′ = x′p′T − p′x′T = R−1x(R−1p)T −R−1p(R−1x)T =

= R−1(xpT − pxT )R = R−1 l̂ R.

Итак, мы получили следующее утверждение.

Лемма 4. Значение лучевого преобразования J от повернутой функции

Rij(φ)f на большом круге с матрицей координат l̂ равно значению пре-

образования от исходной функции f на круге с сопряженной матрицей

координат R−1
ij (φ) l̂ Rij(φ):

((J ◦Rij(φ)) f) (l̂) = (Jf)(R−1
ij (φ) l̂ Rij(φ)). (1.20)

Применяя к (1.20) производную по φ в точке φ = 0, получаем, пользуясь

леммой 2:

((J ◦mij) f) (l̂) = − d

dφ
((J ◦Rij(φ)) f) (l̂)

∣

∣

∣

∣

φ=0

=

= − d

dφ
(Jf)

(

R−1
ij (φ) l̂ Rij(φ)

)

∣

∣

∣

∣

φ=0

= −1

2

∂(Jf)

∂lab

d

dφ

(

R−1
ij (φ) l̂ Rij(φ)

)

ab

∣

∣

∣

∣

φ=0

=
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=
1

2

∂(Jf)

∂lab

(

d

dφ
Rij(φ)

∣

∣

∣

∣

φ=0

l̂ − l̂
d

dφ
Rij(φ)

∣

∣

∣

∣

φ=0

)

ab

= −1

2

∂(Jf)

∂lab

[

l̂, Eij

]

ab
=

=
1

4

∂(Jf)

∂lab
lpq [Epq, Eij]ab =

1

4

∂(Jf)

∂lab
lpq(Cpq,ij,rsErs)ab =

=
1

4

∂(Jf)

∂lab
lpqCpq,ij,rs(−δraδsb + δrbδsa) =

1

4

∂(Jf)

∂lab
lpq(−Cpq,ij,ab + Cpq,ij,ba) =

= −1

2

∂(Jf)

∂lab
lpqCpq,ij,ab =

1

2

∂(Jf)

∂lab
Cab,ij,pqlpq =

1

2

∂(Jf)

∂lab
{lab, lij} = {Jf, lij} .

Итак, мы получили основное коммутационное соотношение (1.18), лемма

3 доказана.

Теперь мы применяем соотношение (1.18) для преобразования правой

части усредненных уравнений (1.14) для момента и получаем, что она вы-

ражается в виде скобки Пуассона:

l̇ij = {lij, H(l̂)}, (1.21)

где гамильтониан есть лучевое преобразование от функции деформации:

H(l̂) =
ε

2π
Jψ. (1.22)

Теорема 3 доказана.

1.8 Ограничение системы на многообразие Грассмана G(2, n) как

на пуассоново подмногообразие so(n)

Пространство so(n) всех кососимметрических матриц lij имеет размер-

ность n(n − 1)/2. Скобка Ли-Пуассона (1.15) превращает его в пуассоно-

во многообразие, на котором, вообще говоря, и определена система (1.21),

(1.22). Однако, как было замечено выше, компоненты углового момента ча-

стицы (они же – плюккеровы координаты двумерной плоскости текущего

большого круга) удовлетворяют соотношениям Плюккера (1.5). Поэтому

интересующие нас траектории системы (1.21) должны полностью лежать
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на многообразии, задаваемом этими соотношениями, – многообразии Грас-

смана G(2, n) размерности 2n− 4 (напомним, что lij – однородные коорди-

наты, и для однозначного соответствия с плоскостями нужно отождествить

матрицы вида α l̂, α ∈ R).

Принадлежность траекторий многообразию G(2, n) обеспечивается сле-

дующим общим фактом: это многообразие инвариантно относительно лю-

бой гамильтоновой системы со скобками (1.15). Это следует из того, что

G(2, n) – пуассоново подмногообразие в so(n) со скобками (1.15). Последнее

означает, что ограничение на G(2, n) скобки Пуассона двух произвольных

функций на so(n) зависит только от значений этих функций на G(2, n),

[30]. Это, в свою очередь, следует из следующего свойства: скобки Пуас-

сона левых частей соотношений Плюккера lj[k1
lk2k3], задающих G(2, n), со

всеми переменными lij равны либо нулю, либо ±lp[q1lq2q3] для некоторых

p, q1, q2, q3. Поскольку на многообразии Грассмана G(2, n) все эти полино-

мы равны нулю, то в силу вышесказанного они имеют на G(2, n) нулевые

скобки Пуассона со всеми переменными lij. Тем самым они являются ин-

тегралами движения для тех траекторий гамильтоновых систем, которые

стартуют с G(2, n), а значит эти траектории остаются на G(2, n) на всем

своем протяжении.

Итак, усредненная система (1.21) ограничивается на инвариантное пуас-

соново подмногообразие G(2, n) размерности 2n − 4 в пространстве пере-

менных lij, i < j, имеющем размерность n(n− 1)/2.

С точки зрения матрицы lij принадлежность многообразию G(2, n) экви-

валентна разложимости в виде внешнего произведения двух векторов, или,

что то же, тому, что матрица lij имеет ранг 2. В алгебре Ли so(n) эти мат-

рицы образуют орбиту коприсоединенного представления группы SO(n),

см. [30].
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1.9 Связь траекторий момента в точной и редуцированной си-

стемах

Рассмотрим вопрос о связи решений точной системы уравнений геодези-

ческих и усредненной системы для углового момента.

В случае двумерных сфер применение КАМ-теории для систем с соб-

ственным вырождением, [20], [21], приводит к следующему утверждению.

Теорема 4. Если для деформированной двумерной сферы

x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1 + ε ψ(x1, x2, x3) = 0

с аналитической функцией деформации ψ(x1, x2, x3) усредненная система

удовлетворяет хотя бы в одной точке условию невырожденности

d2H

dI2
6= 0 (1.23)

(I – переменная «действие» усредненной системы) и ε достаточно ма-

ло, то, за исключением малых вместе с ε окрестностей конечного числа

фазовых траекторий усредненной системы, на которых условие невырож-

денности нарушается, для всех остальных начальных точек траектории

углового момента в системе геодезических на всем своем протяжении

находятся в малой вместе с ε окрестности совместных линий уровня

действия |~L|, сопряженного быстрой фазе, и гамильтониана H(~L) усред-

ненной системы для момента, отвечающих их начальным значениям. В

частности, условие (1.23) выполнено, если усредненная система имеет

седловую стационарную точку.

Усредненные системы для двумерных деформированных сфер, рассмот-

ренные в главе 2, имеют седловые точки и, следовательно, удовлетворяют

условиям этой теоремы.

Для многомерных сфер общего вида теорема Фату для систем с одной

быстрой фазой, [20], дает следующее утверждение о связи точной и усред-
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ненной систем.

Теорема 5. Для деформированной сферы

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n − 1 + ε ψ(x1, x2, . . . , xn) = 0

с гладкой функцией деформации ψ(x1, x2, . . . , xn) различие значений мо-

мента в точной и усредненной системах остается малым в течение вре-

мени 1/ε:

|lij(t) − laverij (t)| < c ε, при 0 6 t 6
1

ε
, если lij(0) = laverij (0).

Кроме того, для многомерных сфер, для которых усредненная система

интегрируема, КАМ-теория для систем с собственным вырождением, [20],

[21], приводит к следующему результату.

Теорема 6. Пусть для деформированной сферы

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n − 1 + ε ψ(x1, x2, . . . , xn) = 0

с аналитической функцией деформации ψ(x1, x2, . . . , xn) усредненная си-

стема интегрируема и удовлетворяет условию невырожденности: опре-

делитель матрицы вторых производных усредненного гамильтониана по

его переменным «действие» не обращается тождественно в нуль:
∣

∣

∣

∣

d2H

dI2

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Тогда при достаточно малом ε для большинства начальных условий зна-

чения действий усредненной системы на решениях системы для геодези-

ческих при любых t близки к их начальным значениям. «Большинство

начальных условий» означает, что мера Лебега дополнения к этому мно-

жеству стремится к нулю вместе с возмущением.
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Глава 2

Топология решений редуцированной системы для

некоторых классов алгебраических поверхностей

На этапе исследования расположения геодезических на конкретных по-

верхностях ключевую роль играют топологические методы. В частности,

для двумерных деформированных сфер с помощью построенной асимпто-

тической редукции удается осуществить полный топологический анализ ре-

дуцированной системы в терминах топологических инвариантов А.Т. Фо-

менко гамильтоновых систем, [8]. Далее излагается такой анализ для содер-

жательного класса деформированных сфер, являющихся алгебраически-

ми поверхностями 4-й степени. Для трехмерных деформированных сфер

вращения редуцированная система оказывается интегрируемой системой с

двумя степенями свободы и также допускает исследование методами тео-

рии топологической классификации интегрируемых систем. (n−1)-мерный

эллипсоид порождает редуцированную систему, являющуюся частным слу-

чаем интегрируемой системы Манакова на алгебре Ли so(n).

2.1 Двумерные деформированные сферы

Рассмотрим случай n = 3, т.е. случай двумерной деформированной сфе-

ры в трехмерном евклидовом пространстве. Угловой момент в трехмер-

ном пространстве имеет три существенные компоненты: l12, l13, l23. В этом

случае удобно ввести, как это обычно и делают, вместо кососимметри-

ческой матрицы lij трехмерный вектор углового момента ~L по формуле:
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Li = εijkljk, что в явном виде выглядит как

~L = (L1, L2, L3) = (l23,−l13, l12).

Скобки Пуассона для компонент вектора момента имеют вид:

{Li, Lj} =
3
∑

k=1

εijkLk. (2.1)

Скобки (2.1) имеют одну функцию Казимира – квадрат момента ~L2 = L2
1 +

L2
2 + L2

3. Фиксируя ее значение, получаем, что редуцированную систему

можно ограничить на сферу ~L2 = const (в дальнейшем предполагаем ~L2 =

1).

Гамильтониан H(~L) редуцированной системы, в соответствии с общей

схемой (1.21), (1.22), получается из функции ψ(~x) с помощью лучевого пре-

образования, которое в случае двумерной сферы называют преобразовани-

ем Функа-Минковского. Отсюда следует, что гамильтониан – четная функ-

ция: H(−~L) = H(~L) (векторы ~L и −~L соответствуют одному и тому же

ортогональному к ним большому кругу, по которому ведется усреднение).

Поэтому, отождествляя диаметрально противоположные точки сферы ~L

и −~L, получаем систему на проективной плоскости RP
2. Каждая ее точка

есть прямая вида λ~L, λ ∈ R в пространстве момента и однозначно соот-

ветствует ортогональному к ней большому кругу. Итак, редуцированная

система определена на грассманиане G(2, 3), гомеоморфном проективной

плоскости.

По теореме Лиувилля, [8], получаем следующее утверждение.

Утверждение 1. Для двумерных деформированных сфер в трехмерном

пространстве редуцированная система есть интегрируемая гамильто-

нова система с одной степенью свободы, определенная на фазовом про-

странстве RP
2.

Траекториями системы являются линии уровня гамильтониана H =
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const на RP
2. Топология слоения, порождаемого этой функцией, харак-

теризуется инвариантами А.Т. Фоменко, называемыми молекулами, [8], с

точностью до так называемой послойной эквивалентности.

Определение. [8] Функции Морса f и g на поверхностях X2 и Y 2 называ-

ются послойно эквивалентными, если существует диффеоморфизм

λ : X2 → Y 2,

переводящий связные компоненты линий уровня функции f в связные ком-

поненты линий уровня функции g.

Каждой функции Морса ставится в соответствие инвариант ее слоения,

называемый молекулой и представляющий собой граф с метками. Вводится

понятие одинаковых молекул, позволяющее сравнивать данные инвариан-

ты, построенные для различных функций.

Основным результатом является следующая теорема классификации

функций Морса с точностью до послойной эквивалентности.

Теорема 7. [8] Пусть (X2, f) и (Y 2, g) – две ориентированные поверхно-

сти с функциями Морса и W,W ′ – соответствующие им молекулы. Тогда

пары (X2, f) и (Y 2, g) послойно эквивалентны с сохранением ориентации

в том и только в том случае, когда молекулы W и W ′ одинаковы.

Итак, классификация слоений, порождаемых функциями Морса, с точно-

стью до послойной эквивалентности сводится к вычислению молекул этих

функций. Тем самым для гамильтоновой системы с одной степенью свобо-

ды подсчет молекулы ее гамильтониана позволяет классифицировать эту

систему с точностью до диффеоморфизма фазовых пространств, переводя-

щего траектории в траектории.
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2.2 Полиномиальность редуцированного гамильтониана для по-

линомиальных деформаций двумерной сферы

В теории преобразования Функа-Минковского (частный случай лучевого

преобразования, относящийся к двумерной сфере), [14], доказывается сле-

дующий факт.

Теорема 8. [14] Пространства H2k функций на сфере, являющихся

ограничениями на нее однородных гармонических полиномов степени

2k, являются собственными подпространствами преобразования Функа-

Минковского: если f ∈ H2k, то

Jf = λkf, где λk = 2
√
π(−1)k

Γ(n+ 1
2)

Γ(n+ 1)
.

Отсюда получаем следующее утверждение.

Теорема 9. Если функция ψ(x1, x2, x3), задающая деформацию сферы, яв-

ляется четным полиномом, то соответствующий гамильтониан реду-

цированной системы H(L1, L2, L3) также является четным полиномом

той же степени.

Доказательство. Действительно, разлагая ψ(x1, x2, x3) по собственным

подпространствам, имеем:

ψ =
k
∑

i=0

ψi,

поэтому

H =
ε

2π
Jψ =

ε

2π

k
∑

i=0

λiψi

– полином степени 2k.
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2.3 Топологическая классификация редуцированных систем для

двумерной сферы с деформацией четвертыми степенями ко-

ординат

Топологическая классификация слоений Лиувилля систем с одной степе-

нью свободы осуществляется следующим образом, [8]. В системах с одной

степенью свободы аналогом отображения момента является сама функция-

гамильтониан H. Образ множества критических точек на прямой значений

гамильтониана есть бифуркационная диаграмма. Эти точки делят прямую

на камеры. Прообраз любой точки внутри камеры – конечное число окруж-

ностей. При переходе из камеры в камеру число окружностей может изме-

няться, происходит бифуркация. Каждая связная компонента окрестности

особого слоя гамильтониана имеет некоторый топологический тип с точно-

стью до послойной эквивалентности. В теории топологической классифи-

кации гамильтоновых систем А.Т. Фоменко этот тип был назван атомом,

[8]. Число критических точек в особом слое называется сложностью атома.

Край окрестности особого слоя составляют граничные окружности, обра-

зующие два слоя, соответствующие значениям гамильтониана, чуть мень-

шему и чуть большему критического. При дальнейшем изменении уровня

гамильтониана эти окружности изотопно смещаются, и, сопоставив каждой

из них точку, мы получаем ребра, входящие в данный атом и выходящие из

него (направление на ребрах выбирается в сторону возрастания значений

гамильтониана). В итоге атомы, соединенные ребрами, образуют граф, на-

зываемый молекулой функции Морса H. Молекулы считаются одинаковы-

ми, если существует гомеоморфизм одного графа на другой, переводящий

ребра в ребра, атомы в соответствующие атомы и продолжаемый на сами

атомы как окрестности особых слоев, [8]. Сформулированная выше теорема

7 утверждает, что две функции Морса на ориентированных поверхностях

послойно эквивалентны с сохранением ориентации тогда и только тогда,

когда их молекулы одинаковы.
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Применим эту схему классификации к редуцированной системе для гео-

дезических на деформированной сфере, представляющей собой алгебраиче-

скую поверхность следующего вида. Рассмотрим деформацию стандартной

двумерной сферы в виде суммы четвертых степеней координат с различ-

ными коэффициентами:

ϕ(~x) ≡ x2
1 + x2

2 + x2
3 − 1 + ε ψ(~x) = 0, ε� 1, ψ(~x) = ε1x

4
1 + ε2x

4
2 + ε3x

4
3.

(2.2)

Утверждение 2. Для возмущения сферы четвертыми степенями (2.2)

гамильтониан редуцированной системы имеет вид:

H =
3

8
ε
[

ε1 (L2
2 + L2

3)
2 + ε2 (L2

1 + L2
3)

2 + ε3 (L2
1 + L2

2)
2
]

. (2.3)

Утверждение получается прямым вычислением по формуле (1.22) для

функции ψ вида (2.2).

Усредненный гамильтониан обладает следующей симметрией, которая

будет многократно использоваться в дальнейших построениях.

Лемма 5. Гамильтониан (2.3) симметричен относительно каждого из

отражений:

L1 → −L1, L2 → −L2, L3 → −L3. (2.4)

Замечание. Из этой симметрии следует, что слоение на всей сфере ~L2 =

1 может быть получено из его части, расположенной в первом октанте L1 >

0, L2 > 0, L3 > 0, с помощью комбинаций отражений, указанных в лемме.

Перейдем к построению инвариантов А.Т. Фоменко в рассматриваемом

случае, в результате чего гамильтонианы (2.3) будут классифицированы с

точностью до послойной эквивалентности (в случае, когда они являются

функциями Морса).
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Определим критические точки гамильтониана (2.3) на сфере ~L2 = 1. Они

совпадают со стационарными точками соответствующей гамильтоновой си-

стемы уравнений (точки, где градиент гамильтониана ортогонален к сфере,

а значит, параллелен ~L). В рассматриваемом случае уравнения (1.21) ди-

намики редуцированной системы имеют вид:

L̇1 =
3ε

2
L2L3

[

ε2

(

L2
1 + L2

3

)

− ε3

(

L2
1 + L2

2

)]

,

L̇2 =
3ε

2
L1L3

[

ε3

(

L2
1 + L2

2

)

− ε1

(

L2
2 + L2

3

)]

,

L̇3 =
3ε

2
L1L2

[

ε1

(

L2
2 + L2

3

)

− ε2

(

L2
1 + L2

3

)]

.

(2.5)

Лемма 6. В зависимости от параметров ε1, ε2, ε3 система (2.5) на сфере
~L2 = 1 может иметь стационарные точки следующих трех видов:

S1 Точки на координатных осях. Существуют при любых значениях па-

раметров ε1, ε2, ε3. Значения момента и гамильтониана в стационарных

точках равны:

a. L1 = ±1, L2 = 0, L3 = 0, H = ES1a =
3

8
ε (ε2 + ε3);

b. L1 = 0, L2 = ±1, L3 = 0, H = ES1b =
3

8
ε (ε3 + ε1);

c. L1 = 0, L2 = 0, L3 = ±1, H = ES1c =
3

8
ε (ε1 + ε2);

S2 Точки в координатных плоскостях. Существуют при условиях ε2ε3 > 0,

ε3ε1 > 0, и ε1ε2 > 0 соответственно. Значения момента и гамильтониана

в стационарных точках равны (знаки независимы):

a. L1 = 0, L2 = ±
√

ε2

ε2 + ε3
, L3 = ±

√

ε3

ε2 + ε3
,

H = ES2a =
3

8
ε
ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1

ε2 + ε3
;

b. L2 = 0, L3 = ±
√

ε3

ε3 + ε1
, L1 = ±

√

ε1

ε3 + ε1
,
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H = ES2b =
3

8
ε
ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1

ε3 + ε1
;

c. L3 = 0, L1 = ±
√

ε1

ε1 + ε2
, L2 = ±

√

ε2

ε1 + ε2
,

H = ES2c =
3

8
ε
ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1

ε1 + ε2
;

S3 Точки внутри октантов. Существуют, если выполнены все неравенства:

ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0

ε1 ε2 + ε2 ε3 − ε3 ε1 > 0

−ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0

(2.6)

Значения момента и гамильтониана в стационарных точках равны (зна-

ки независимы):

L1 = ±
√

ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1

ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1
, L2 = ±

√

ε1 ε2 + ε2 ε3 − ε3 ε1

ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1
,

L3 = ±
√

−ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1

ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1
, H = ES3 =

3

2
ε

ε1 ε2 ε3

ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1
.

Доказательство. Все три компоненты вектора момента ~L на сфере ~L2 =

1 не могут одновременно обратиться в ноль. Если некоторые две из них

равны нулю, то правые части системы (2.5) обращаются в ноль. Это дает 6

стационарных точек типа S1, лежащих на пересечении координатных осей

со сферой.

Рассмотрим случай, когда только одна из компонент вектора момента ~L

равна нулю, например L1 = 0. Тогда правые части второго и третьего урав-

нений обращаются в ноль, а приравнивание к нулю правой части первого

уравнения приводит к уравнению серии S2, a: ε3L
2
2 − ε2L

2
3 = 0. Каждая из

серий S2a, S2b, S2c дает по 4 стационарных точки, отличающихся знаками

двух ненулевых компонент момента.

Наконец, пусть ни одна из компонент вектора момента ~L не равна нулю.

Для нахождения таких стационарных точек необходимо приравнять нулю

выражения в квадратных скобках в каждой из правых частей уравнений
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(2.5). Отсюда получаем систему уравнений для точек типа S3. Вариация

знаков компонент момента дает 8 стационарных точек этого типа.

Заметим для дальнейшего, что из системы неравенств (2.6) следует, что

все εi имеют один знак.

Замечание. С помощью зеркальных симметрий (2.4) любая точка внут-

ри каждой из серий S1a, S1b, S1c, S2a, S2b, S2c, S3 может быть переведена

в любую другую точку этой же серии. Поэтому если одна из точек серии

входит в атом определенного типа, то и все остальные точки этой серии

тоже должны входить в атомы того же типа.

Критическая точка гамильтониана H(~L) на сфере ~L2 = 1 является невы-

рожденной, если в этой точке невырождена матрица вторых производных

гамильтониана по локальным координатам на сфере. Вычисление показы-

вает, что указанные в лемме критические точки являются вырожденными

при следующих условиях.

Лемма 7. Критические точки S1, S2, S3 из леммы 6 являются вырож-

денными при следующих условиях соответственно:

S1 a. ε2ε3 = 0;

b. ε3ε1 = 0;

c. ε1ε2 = 0.

S2 a. ε1ε2 − ε2ε3 + ε3ε1 = 0;

b. ε1ε2 + ε2ε3 − ε3ε1 = 0;

c. −ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1 = 0.

S3 Если выполнено хотя бы одно из условий:

ε1ε2 − ε2ε3 + ε3ε1 = 0;

ε1ε2 + ε2ε3 − ε3ε1 = 0;

−ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1 = 0.

(2.7)
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Рассмотрим случай, когда все критические точки гамильтониана на сфе-

ре невырождены, и он является, следовательно, функцией Морса. По лемме

7 для этого достаточно выполнения условий:

εi 6= 0, i = 1, 2, 3,

ε1ε2 − ε2ε3 + ε3ε1 6= 0,

ε1ε2 + ε2ε3 − ε3ε1 6= 0,

−ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1 6= 0.

(2.8)

Невырожденные критические точки делятся на точки максимума, мини-

мума и седловые точки в зависимости от сигнатуры второго дифференци-

ала функции в этих точках. Подсчет приводит к следующим условиям для

принадлежности найденных точек этим категориям.

Лемма 8. Критические точки серий S1, S2, S3 из леммы 6 имеют следу-

ющие типы:

S1 a. Максимум, если ε2, ε3 оба положительны;

минимум, если ε2, ε3 оба отрицательны;

седло, если ε2, ε3 разных знаков;

b. Максимум, если ε3, ε1 оба положительны;

минимум, если ε3, ε1 оба отрицательны;

седло, если ε3, ε1 разных знаков;

c. Максимум, если ε1, ε2 оба положительны;

минимум, если ε1, ε2 оба отрицательны;

седло, если ε1, ε2 разных знаков;

S2 a. Максимум, если ε2, ε3 оба отрицательны и ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1 < 0;

минимум, если ε2, ε3 оба положительны и ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1 < 0;

седло, если ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0;

b. Максимум, если ε3, ε1 оба отрицательны и ε1 ε2 + ε2 ε3 − ε3 ε1 < 0;

минимум, если ε3, ε1 оба положительны и ε1 ε2 + ε2 ε3 − ε3 ε1 < 0;
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седло, если ε1 ε2 + ε2 ε3 − ε3 ε1 > 0;

c. Максимум, если ε1, ε2 оба отрицательны и −ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1 < 0;

минимум, если ε1, ε2 оба положительны и −ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1 < 0;

седло, если −ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0;

S3 Максимум, если все εi отрицательны; минимум, если все εi поло-

жительны (напомним, что эта серия точек существует только если εi

имеют один знак).

Тем самым для любого набора параметров поверхности εi, удовлетворяю-

щего условию (2.8) невырожденности всех критических точек гамильтони-

ана, с помощью лемм 6, 8 вычисляются все имеющиеся критические точки

и определяются их типы.

Образы критических точек образуют бифуркационную диаграмму на

прямой значений гамильтониана. В зависимости от параметров εi эта диа-

грамма принимает разный вид, и гамильтониан имеет различные молеку-

лы. Разберем последовательно возникающие здесь топологически различ-

ные случаи, каждый из которых соответствует некоторой области в трех-

мерном пространстве параметров εi, i = 1, 2, 3. Поскольку гамильтониан

однороден относительно этих параметров, то можно ограничиться векто-

рами (ε1, ε2, ε3), лежащими на сфере ε2
1 + ε2

2 + ε2
3 = 1. При этом наборам

параметров (ε1, ε2, ε3) и −(ε1, ε2, ε3) соответствуют гамильтонианы, отлича-

ющиеся только знаком, поэтому можно ограничиться полусферой, заданной

условием ε3 > 0, которую мы будем изображать в проекции на плоскость

ε1, ε2.

I. Все параметры εi положительны: εi > 0, i = 1, 2, 3.

В этом случае существуют все критические точки типа S2 (лемма

6), точки S1 являются точками локального максимума гамильтониа-

на (лемма 8), а точки S3, при условии, что они существуют, – точками

локального минимума гамильтониана.

Внутри этого случая имеются следующие подслучаи.
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I.1. Выполнены условия, при которых существуют критические точки

S3 (лемма 6), а точки S2 являются седлами (лемма 8):

ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0

ε1 ε2 + ε2 ε3 − ε3 ε1 > 0

−ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0

Здесь возникают случаи в зависимости от совпадения некоторых

из критических уровней энергии.

I.1.a. Все εi различны.

В этом случае все уровни энергии ES2a, ES2b, ES2c трех серий

седловых точек различны. Допустим для определенности, что

ε1 < ε2 < ε3. Тогда энергия локальных минимумов ES3 мень-

ше всех седловых энергий, а последние имеют следующий по-

рядок возрастания: ES2a < ES2b < ES2c. При этом энергии ло-

кальных максимумов имеют следующий порядок возрастания:

ES1c < ES1b < ES1a и две бо́льшие из них находятся выше всех

седловых уровней.

Для меньшего из локальных максимумов ES1c есть две возмож-

ности: он может находиться либо выше всех седловых уровней,

либо между верхними седловыми уровнями ES2b и ES2c.

I.1.a.i. ES1c > ES2c.

Рассмотрим часть слоения Лиувилля, расположенную в пер-

вом октанте L1 > 0, L2 > 0, L3 > 0. На сфере эти условия вы-

секают криволинейный треугольник. На рис. 2.1 вверху слева

изображена проекция этого треугольника на плоскость L1L2

вместе с критическими точками усредненного гамильтониана

H. В этот треугольник попадает ровно по одной критической

точке из серий S1a, S1b, S1c, S2a, S2b, S2c, S3, причем точки

максимума S1a, S1b, S1c – это вершины треугольника (точки

на координатных осях), седловые точки S2a, S2b, S2c лежат

41



на противоположных к соответствующим вершинам сторо-

нах, точка минимума S3 лежит внутри треугольника. Рядом

с точками приведены числа в кругах, обозначающие поряд-

ковые номера (по возрастанию) значений гамильтониана в

этих точках (точка с наименьшей энергией имеет номер 1, с

наибольшей – номер 7).

Задача состоит в определении атомов, содержащих седловые

точки. Для этого необходимо найти скелеты этих атомов, то

есть графы, образуемые седлами и соединяющими их сепа-

ратрисами. Итак, рассмотрим для каждого седла, как распо-

ложены его сепаратрисы. В силу симметрии в первый октант

попадают ровно по две из четырех сепаратрис каждого сед-

ла.

Заметим, что на отрезках сторон треугольника, на которые

их делят седловые точки, гамильтониан изменяется монотон-

но. Действительно, в противном случае он имел бы на них

дополнительные критические точки, которые являлись бы

одновременно его критическими точками на сфере (а такие

точки все перечислены). Это следует из того, что, в силу сим-

метрии, на стороне треугольника градиент гамильтониана

может быть направлен только вдоль этой стороны. Действи-

тельно, из-за четности H по L1 имеем ∂H
∂L1

= 0 при L1 = 0 и

аналогично для L2, L3. Поэтому если в точке на стороне тре-

угольника компонента градиента вдоль этой стороны равна

нулю, то в этой точке градиент целиком равен нулю.

Пользуясь монотонностью, находим на сторонах треуголь-

ника точки со значениями гамильтониана, равными седло-

вым значениям (помечены на рис. 2.1 соответствующими чис-

лами в кругах). Рассмотрим седло S2a. Все остальные сед-

ла, а также максимумы – вершины треугольника – имеют
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бо́льшие значения гамильтониана, поэтому из монотонности

заключаем, что на всей границе треугольника нет точек с та-

кой энергией. Поэтому сепаратрисы седла S2a не выходят за

пределы рассматриваемого криволинейного треугольника, а

значит, могут только образовывать петлю, лежащую внут-

ри треугольника. Внутри этой петли должен лежать хотя бы

один локальный минимум гамильтониана. Но такой мини-

мум единствен – это точка S3. Далее, обратимся к седлу S2b.

Поскольку на стороне S1b-S1c имеется две точки с такой же

энергией, то для сепаратрис седла S2b имеется две возмож-

ности: либо они образуют петлю внутри треугольника, либо

каждая из них выходит в одну из точек на сторонах. Одна-

ко первый случай невозможен, так как тогда внутри петли

должна была бы быть точка локального минимума, отличная

от S3, а такой точки не существует. Итак, сеператрисы вы-

ходят на границу треугольника в точках на стороне S1b-S1c.

По таким же соображениям сеператрисы седла S2c попадают

в ближайшие к нему точки с такой энергией на сторонах S1b-

S1c и S1a-S1c. Другие две точки с такой энергией соединены

друг с другом регулярной линией уровня H.

Итак, части сепаратрис, лежащие в первом октанте, имеют

изображенный на рис. 2.1 вид. Отражая эту часть слоения

относительно координатных плоскостей, получим располо-

жение сепаратрис на сфере, рис. 2.1, вверху справа. Каждая

связная компонента графа сепаратрис образует скелет, по ко-

торому однозначно определяется соответствующий плоский

атом, [8]. Области, ограниченные двумя граничными окруж-

ностями атомов, соответствуют ребрам, соединяющим эти

атомы.

Обозначения для атомов малой сложности будем брать из
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соответствующей таблицы в [8]. Один из атомов, содержа-

щий седла серии S2c, имеет сложность 4. Он изображен на

рис. 2.2. Обозначим его I.

Результат этих вычислений приведен на рис. 2.1 внизу. Слева

показана бифуркационная диаграмма гамильтониана вместе

с числом окружностей в прообразе для значений энергии из

каждой камеры (цифры справа от оси). Справа изображе-

на молекула, соответствующая лиувиллеву слоению в этом

случае.

I.1.a.ii. ES1c < ES2c.

Случай аналогичен предыдущему. На рис. 2.3 слева изобра-

жена бифуркационная диаграмма гамильтониана в этом слу-

чае вместе с числом окружностей в прообразе для значений

энергии из каждой камеры (цифры справа от оси). Един-

ственное отличие состоит в том, что нижний уровень локаль-

ных максимумов ES1c лежит ниже верхнего седлового уровня

ES2c. Молекула этого случая совпадает с предыдущей.

I.1.b. Меньшие два из параметров εi совпадают.

Допустим для определенности, что ε1 = ε2 < ε3. В этом случае

два нижних седловых уровня совпадают: ES2a = ES2b. Энер-

гия локальных минимумов ES3 меньше всех седловых энер-

гий. Большие две энергии локальных максимумов совпадают:

ES1c < ES1b = ES1a. Они же находятся выше всех седловых

уровней.

Для энергии меньшего из локальных максимумов ES1c есть две

возможности: она может находиться либо выше всех седловых

уровней, либо между седловыми уровнями ES2b и ES2c.

I.1.b.i. ES1c > ES2c.

Как и ранее, рассмотрим часть слоения Лиувилля, располо-

женную в первом октанте, рис. 2.4 вверху слева.
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Значение гамильтониана в седлах S2a и S2b ниже, чем на

всей остальной границе криволинейного треугольника. По-

этому сепаратрисы этих седел остаются внутри него, и воз-

можны два случая: 1) сепаратрисы каждого седла образуют

петлю; 2) сепаратрисы идут из одного седла в другое. Но в

первом случае в каждой петле должен был бы находиться

свой локальный минимум, а таковой является только точка

S3. Итак, сепаратрисы соединяют седла S2a и S2b, и между

ними находится локальный минимум S3. Сепаратрисы седла

S2c, аналогично предыдущему случаю, попадают в ближай-

шие к нему точки с такой энергией на сторонах S1b-S1c и

S1a-S1c. Другие две точки с такой энергией соединены друг

с другом регулярной линией уровня гамильтониана.

С помощью отражений относительно координатных плоско-

стей получаем весь граф сепаратрис на сфере, рис. 2.4 вверху

справа. Определяя по каждой его связной компоненте соот-

ветствующий плоский атом и соединяя ребрами атомы, огра-

ничивающие одну и ту же область, получаем молекулу сло-

ения. Результат приведен на рис. 2.4 внизу. Слева показа-

на бифуркационная диаграмма гамильтониана в этом слу-

чае вместе с числом окружностей в прообразе для значений

энергии из каждой камеры (цифры справа от оси). Справа

изображена молекула, соответствующая слоению Лиувилля.

I.1.b.ii. ES1c < ES2c. Случай аналогичен предыдущему и иллюстри-

руется на рис. 2.5.

I.1.c. Бо́льшие два из параметров εi совпадают.

Допустим для определенности, что ε1 < ε2 = ε3. В этом случае

два верхних седловых уровня совпадают: ES2a < ES2b = ES2c.

Энергия локальных минимумов ES3 меньше всех седловых энер-

гий. Меньшие две энергии локальных максимумов совпадают:
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ES1c = ES1b < ES1a. Все энергии локальных максимумов нахо-

дятся выше всех седловых уровней.

Первый октант показан рис. 2.6 вверху слева. Седло S2a не име-

ет точек с такой же энергией на границе криволинейного тре-

угольника, поэтому его сепаратрисы образуют петлю, которая

должна содержать (единственный) локальный минимум S3.

Для седел S2b и S2c имеются две точки на стороне S1b-S1c с та-

кой же энергией. Поэтому возможны 3 случая: 1) сепаратрисы

обоих седел замыкаются на себя, а точки на стороне соедине-

ны регулярной линией уровня; 2) сепаратрисы одного из седел

замыкаются на себя, а другого – попадают в точки на стороне;

3) сепаратрисы седел соединяют их друг с другом; 4) одна се-

паратриса этих седел общая, а две другие попадают в точки на

стороне. Однако в обоих случаях 1 и 2 требуется наличие отлич-

ного от S3 локального минимума в петле, а в случае 3 – в об-

ласти между двумя сепаратрисами, а на самом деле локальный

минимум единствен. Поэтому возможно только расположение

сепаратрис 4, которое и изображено на рис. 2.6.

С помощью отражений относительно координатных плоскостей

получаем весь граф сепаратрис на сфере, рис. 2.6 вверху справа.

Определяя по каждой его связной компоненте соответствующий

плоский атом и соединяя ребрами атомы, ограничивающие одну

и ту же область, получаем молекулу слоения. Результат приве-

ден на рис. 2.6 внизу. Слева показана бифуркационная диаграм-

ма гамильтониана в этом случае вместе с числом окружностей

в прообразе для значений энергии из каждой камеры (цифры

справа от оси). Справа изображена молекула, соответствующая

слоению Лиувилля.

На верхнем седловом уровне расположен атом сложности 8,

изображенный на рис. 2.7, который обозначен буквой K.
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I.1.d. Все параметры εi совпадают.

В этом случае совпадают все седловые уровни гамильтониана и

все уровни его локальных максимумов.

Первый октант показан рис. 2.8 вверху слева. Все седла не име-

ют точек с такой же энергией на границе треугольника, кроме

самих седел, а значит их сепаратрисы замыкаются на сами сед-

ла. Ни одно из седел не может иметь сепаратрисы, образующие

петлю. Действительно, в таком случае внутри нее должен ле-

жать локальный минимум. Но два оставшихся седла должны

либо каждое замыкаться на себя, либо друг на друга. В обоих

случаях есть либо петля, либо область между сепаратрисами, в

которой должен лежать еще один локальный минимум, которо-

го не существует. Итак, сепаратрисы каждого седла соединяют

его с двумя другими седлами.

С помощью отражений относительно координатных плоскостей

получаем весь граф сепаратрис на сфере, рис. 2.8 вверху справа.

Определяя по каждой его связной компоненте соответствующий

плоский атом и соединяя ребрами атомы, ограничивающие одну

и ту же область, получаем молекулу слоения. Результат приве-

ден на рис. 2.8 внизу. Слева показана бифуркационная диаграм-

ма гамильтониана в этом случае вместе с числом окружностей

в прообразе для значений энергии из каждой камеры (цифры

справа от оси). Справа изображена молекула, соответствующая

слоению Лиувилля.

На седловом уровне расположен атом сложности 12, изображен-

ный на рис. 2.9, который обозначен буквой L. Это так называе-

мый максимально симметричный атом, соответствующий кубу

и октаэдру, [8].
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I.2. Не выполнено одно из условий:

ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0

ε1 ε2 + ε2 ε3 − ε3 ε1 > 0

−ε1 ε2 + ε2 ε3 + ε3 ε1 > 0

Пусть для определенности ε1 ε2 − ε2 ε3 + ε3 ε1 < 0. В этом случае

не существуют критические точки типа S3 (лемма 6), точки S2a

являются точками локального минимума (лемма 8), точки S2b, S2c

являются седловыми, точки S1 являются точками локального мак-

симума гамильтониана.

Здесь также возникают случаи в зависимости от совпадения неко-

торых из критических уровней энергии. Из условий, задающих рас-

сматриваемый случай, следует, что ε1 < ε2 и ε1 < ε3. Отсюда сле-

дует, что верхние две энергии ES1a, ES1b локальных максимумов

находятся выше, чем обе седловые энергии ES2b, ES2c. Параметры

ε2 и ε3 могут совпадать.

I.2.a ε2 6= ε3.

Пусть для определенности ε2 < ε3. В этом случае седловые уров-

ни энергии связаны неравенством: ES2b < ES2c. Нижний из уро-

веней энергии локальных максимумов ES1c может находиться

либо выше обоих седловых уровней, либо между ними.

I.2.a.i. ES1c > ES2c.

Первый октант показан рис. 2.10 вверху слева. Поскольку

локальных минимумов внутри криволинейного треугольника

нет, то сепаратрисы не могут образовывать петли, лежащие

внутри треугольника. Поэтому сепаратрисы седел S2b, S2c

соединяют их с точками на сторонах треугольника с такой

же энергией, причем для седла S2c это должны быть те две

точки, которые лежат по ту же сторону от сепаратрис сед-

ла S2b (рис. 2.10). Другие две соединены регулярной линией
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уровня.

С помощью отражений относительно координатных плоско-

стей получаем весь граф сепаратрис на сфере, рис. 2.10 ввер-

ху справа. Определяя по каждой его связной компоненте

соответствующий плоский атом и соединяя ребрами атомы,

ограничивающие одну и ту же область, получаем молекулу

слоения. Результат приведен на рис. 2.10 внизу. Слева пока-

зана бифуркационная диаграмма гамильтониана в этом слу-

чае вместе с числом окружностей в прообразе для значений

энергии из каждой камеры (цифры справа от оси). Справа

изображена молекула, соответствующая слоению Лиувилля.

I.2.a.ii. ES1c < ES2c.

Случай аналогичен предыдущему и иллюстрируется на

рис. 2.11.

I.2.b ε2 = ε3.

В этом случае седловые уровни энергии совпадают: ES2b = ES2c.

Нижние два уровня локальных максимумов совпадают: ES1b =

ES1c. Оба уровня локальных максимумов выше седлового уров-

ня ES2b.

Первый октант показан рис. 2.12 вверху слева. Снова из-за от-

сутствия локальных минимумов внутри криволинейного тре-

угольника не может быть ни петель, ни областей, ограниченных

двумя сепаратрисами. Поэтому одна сепаратриса соединяет сед-

ла, а другие две попадают в точки на стороне треугольника.

С помощью отражений относительно координатных плоскостей

получаем весь граф сепаратрис на сфере, рис. 2.12 вверху спра-

ва. Определяя по каждой его связной компоненте соответству-

ющий плоский атом и соединяя ребрами атомы, ограничиваю-

щие одну и ту же область, получаем молекулу слоения. Резуль-

тат приведен на рис. 2.12 внизу. Слева показана бифуркацион-
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ная диаграмма гамильтониана в этом случае вместе с числом

окружностей в прообразе для значений энергии из каждой ка-

меры (цифры справа от оси). Справа изображена молекула, со-

ответствующая слоению Лиувилля.

II. Один из параметров εi отрицателен.

Пусть для определенности ε1 < 0. В этом случае не существуют крити-

ческие точки серии S3, а из точек серии S2 существуют только точки

S2a (лемма 6). Они являются локальными минимумами (лемма 8). Точ-

ки S1a являются локальными максимумами, S1b, S1c – седлами.

Здесь снова возникают подслучаи в зависимости от совпадения седло-

вых уровней.

II.1 ε2 6= ε3.

Пусть для определенности ε2 < ε3. Тогда седловые уровни энергии

связаны неравенством: ES1c < ES1b.

Первый октант показан рис. 2.13 вверху слева. По симметрии от каж-

дой седловой точки S1b, S1c в первый октант попадает по одной сепа-

ратрисе. Каждая из них приходит в точку с такой энергией на стороне

треугольника.

С помощью отражений относительно координатных плоскостей полу-

чаем весь граф сепаратрис на сфере, рис. 2.13 вверху справа. Опреде-

ляя по каждой его связной компоненте соответствующий плоский атом

и соединяя ребрами атомы, ограничивающие одну и ту же область, по-

лучаем молекулу слоения. Результат приведен на рис. 2.13 внизу. Сле-

ва показана бифуркационная диаграмма гамильтониана в этом случае

вместе с числом окружностей в прообразе для значений энергии из

каждой камеры (цифры справа от оси). Справа изображена молекула,

соответствующая слоению Лиувилля.

II.2 ε2 = ε3.
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Тогда седловые уровни энергии совпадают: ES1c = ES1b.

Первый октант показан рис. 2.14 вверху слева. Седла S1b, S1c не имеют

на границе треугольника других точек с такой же энергией, поэтому

они соединяются сепаратрисой друг с другом.

С помощью отражений относительно координатных плоскостей полу-

чаем весь граф сепаратрис на сфере, рис. 2.14 вверху справа. Опреде-

ляя по каждой его связной компоненте соответствующий плоский атом

и соединяя ребрами атомы, ограничивающие одну и ту же область, по-

лучаем молекулу слоения. Результат приведен на рис. 2.14 внизу. Сле-

ва показана бифуркационная диаграмма гамильтониана в этом случае

вместе с числом окружностей в прообразе для значений энергии из

каждой камеры (цифры справа от оси). Справа изображена молекула,

соответствующая слоению Лиувилля.

В результате из разбора всех возможных здесь случаев получается сле-

дующая теорема.

Теорема 10. Редуцированная система для алгебраической поверхности,

заданной как деформация двумерной сферы четвертыми степенями (2.2),

при условях (2.8) невырожденности всех критических точек, харатери-

зуется, в зависимости от параметров εi, одной из восьми молекул, изоб-

раженных на рис. 2.15.

Как было отмечено выше, для изображения областей в трехмерном про-

странстве параметров εi, i = 1, 2, 3, соответствующим различным молеку-

лам, достаточно, ввиду однородности гамильтониана по εi, ограничиться

полусферой, заданной условием ε3 > 0, которую мы будем изображать в

проекции на плоскость ε1, ε2.

На рис. 2.16 изображены области на этой полусфере, соответствующие

молекулам W1−W8. Области, соответствующие молекулам W1 и W5, разде-
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Рис. 2.1: Случай I.1.a.i. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W1, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.2: Атом I сложности 4.
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Рис. 2.3: Случай I.1.a.ii. Слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Справа: молекула W1, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.4: Случай I.1.b.i. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W2, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.5: Случай I.1.b.ii. Слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Справа: молекула W2, соответствующая слоению Лиувилля.

ляются линиями, заданными однородными уравнениями второго порядка:

1. ε1ε2 − ε2ε3 + ε3ε1 = 0 (2.9)

2. ε1ε2 + ε2ε3 − ε3ε1 = 0

3. −ε1ε2 + ε2ε3 + ε3ε1 = 0

Итак, в случае двумерных деформированных сфер построенная асимпто-

тическая гамильтонова редукция позволяет провести полный топологиче-

ский анализ редуцированной системы посредством построения топологиче-

ских инвариантов А.Т. Фоменко. В зависимости от параметров деформации

происходят топологические перестройки слоений Лиувилля редуцирован-

ных систем.

2.4 Трехмерные деформированные сферы

Рассмотрим случай n = 4, т.е. геодезические на трехмерных деформи-

рованных сферах в четырехмерном евклидовом пространстве. Угловой мо-

мент в четырехмерном пространстве имеет шесть существенных компонент:
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Рис. 2.6: Случай I.1.c. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W3, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.7: Атом K сложности 8.

l12, l13, l14, l23, l24, l34. Они связаны одним соотношением Плюккера:

C ≡ l12l34 − l13l24 + l14l23 = 0. (2.10)

Алгебра Пуассона углового момента имеет две функции Казимира: приве-

денную выше левую часть C соотношения Плюккера, а также сумму квад-

ратов компонент момента: l2 =
∑

ij l
2
ij. Зафиксировав C = 0 и l2 = 1, а

также отождествляя точки, отличающиеся заменой знака у всех lij, полу-

чаем четырехмерное многообразие Грассмана G(2, 4) в качестве фазового

пространства (следовательно, имеется две степени свободы).
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Рис. 2.8: Случай I.1.d. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W4, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.9: Атом L сложности 12 – максимально симметричный атом, соответствующий кубу и
октаэдру.
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Рис. 2.10: Случай I.2.a.i. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W5, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.11: Случай I.2.a.ii. Слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Справа: молекула W5, соответствующая слоению Лиувилля.

2.5 Ультрагиперболическое уравнение Йона на гамильтониан

редуцированной системы

Тот факт, что гамильтониан редуцированной системы получается с помо-

щью лучевого преобразования по формуле (1.22), приводит к следующему

важному свойству.

Теорема 11. Гамильтониан редуцированной системы для трехмерной де-

формированной сферы удовлетворяет следующему ультрагиперболическо-

му уравнению Йона:

∂2H

∂l12∂l34
− ∂2H

∂l13∂l24
+

∂2H

∂l14∂l23
= 0. (2.11)

Действительно, как доказывается в интегральной геометрии, это в точно-

сти то условие, которое задает образ лучевого преобразования среди функ-

ций на грассманиане G(2, 4), выраженных в плюккеровых координатах,

[14].
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Рис. 2.12: Случай I.2.b. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W6, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.13: Случай II.1. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W7, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.14: Случай II.2. Вверху слева: часть графа сепаратрис слоения Лиувилля, расположен-
ная в первом октанте. Вверху справа: граф сепаратрис слоения Лиувилля на сфере (показана
полусфера  L3 > 0). Внизу слева: бифуркационная диаграмма и числа окружностей с данным
значением гамильтониана. Внизу справа: молекула W8, соответствующая слоению Лиувилля.
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Рис. 2.15: Молекулы W1 −W8 и соответствующие условия на параметры εi
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Рис. 2.16: Области в пространстве параметров εi, соответствующие молекулам W1 −W8 (пока-
зана полусфера ε3 > 0 в проекции на плоскость ε1, ε2). Линии, разделяющие области молекул
W1 и W5, задаются уравнениями (2.9). Тонкие линии, отвечающие молекулам W2,W3,W6,W8,
задаются равенством пар параметров εi. Толстые линии, помеченные Deg, соответствуют га-
мильтонианам с вырожденными критическими точками (не функции Морса).
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2.6 Деформации трехмерной сферы с осевой симметрией (по-

верхности вращения)

Поскольку для трехмерной деформированной сферы редуцированная си-

стема имеет две степени свободы, то для ее интегрируемости требуется

один дополнительный первый интеграл, помимо гамильтониана. Рассмот-

рим случай осевой симметрии, когда функция деформации имеет вид:

ψ(~x) = f(x1, x2, x
2
3 + x2

4). (2.12)

Соответствующая деформированная сфера является поверхностью враще-

ния: повороты в плоскости x3x4 переводят ее в себя. Из этой симметрии

следует точное сохранение компоненты углового момента l34 при движе-

нии частицы по любой геодезической. Действительно, ее производная для

деформации вида (2.12) равна

l̇34 = −εm34 ψ(~x) ≡ 0.

Это же свойство переносится и на редуцированную систему, поскольку пра-

вая часть усредненного уравнения (1.12) для l34 есть усреднение от вели-

чины m34ψ(~x), которая в случае осесимметричной функции ψ вида (2.12)

тождественно равна нулю. Тем самым получаем следующее утверждение.

Теорема 12. Редуцированная система для трехмерной сферы с осесим-

метричной деформацией (2.12) является интегрируемой системой с дву-

мя степенями свободы с дополнительным интегралом l34.

По теореме Лиувилля получаем, что динамика редуцированной системы

состоит в условно-периодическом движении по двумерным торам, являю-

щимся совместными поверхностями уровня интегралов движения, т.е. за-

даваемым уравнениями: C = 0, l2 = 1, H = c1, l34 = c2 для различных

c1, c2.

Рассмотрим пример деформации, аналогичный исследованному двумер-
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Рис. 2.17: Траектория редуцированной системы для трехмерной сферы с деформацией вида:
ψ(~x) = ε1x

4
1

+ ε2x
4
2

(слева) и сечение этой траектории плоскостью (справа). Поверхность ин-
вариантна относительно вращений в плоскости x3x4, следовательно, имеется дополнительный
интеграл l34 и редуцированная система интегрируема. В соответствии с теоремой Лиувилля
траектория заметает двумерный тор.

ному случаю, в виде суммы четвертых степеней координат:

ϕ(~x) ≡ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − 1 + ε ψ(~x) = 0, ε� 1,

ψ(~x) = ε1x
4
1 + ε2x

4
2 + ε3x

4
3 + ε4x

4
4.

(2.13)

Условие осевой симметрии выделяет класс поверхностей, для которых

ε3 = ε4 = 0. Гамильтониан редуцированной системы, рассчитанный по

общей схеме (1.21), (1.22), для рассматриваемого возмущения четвертыми

степенями (2.13) имеет вид:

H = 3
8 ε
[

ε1 (l212 + l213 + l214)
2 + ε2 (l212 + l223 + l224)

2
]

+

+ 3
8 ε
[

ε3 (l213 + l223 + l234)
2 + ε4 (l214 + l224 + l234)

2
]

.
(2.14)

На рис. 2.17 изображена одна из траекторий редуцированной системы в

случае осевой симметрии. Она заметает двумерный тор, задаваемый усло-

виями C = 0, l2 = 1, H = c1, l34 = c2.

В общем случае деформации четвертыми степенями (2.13), когда все ко-

эффициенты εi отличны от нуля, моделирование редуцированной систе-
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Рис. 2.18: Траектория редуцированной системы для трехмерной сферы с деформацией вида:
ψ(~x) = ε1x
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(слева) и сечение этой траектории плоскостью (справа). Тра-
ектория заметает область в трехмерном изоэнергетическом многообразии.

мы показывает, что имеются условия, когда траектория заметает область в

трехмерном многообразии, задаваемом постоянством энергии, рис. 2.18.

2.7 Многомерные эллипсоиды, близкие к сфере, и случай

Шоттки-Манакова в уравнениях Эйлера на алгебре Ли so(n)

Рассмотрим случай (n − 1)-мерного эллипсоида, близкого к сфере, что

соответствует квадратичной функции деформации ψ(~x):

ϕ ≡ x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n −1 + ε (α1x

2
1 + α2x

2
2 + . . . + αnx

2
n) = 0. (2.15)

В этом случае оказывается, что редукция приводит к известной системе

Шоттки-Манакова:

Теорема 13. Редуцированная система для (n − 1)-мерного эллипсоида

(2.15) имеет гамильтониан

H =
1

2
ε
∑

i<j

(αi + αj) l
2
ij (2.16)

и является частным случаем многомерного интегрируемого случая
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Шоттки-Манакова в уравнениях Эйлера на алгебре Ли so(n) [41], [42]:

H =
∑

i<j

ai − aj
bi − bj

l2ij (2.17)

при ai = εα2
i , bi = 2αi.

Тем самым устанавливается изоморфизм системы первого приближения

для задачи о геодезических на (n−1)-мерном эллипсоиде, близком к сфере,

с системой Шоттки-Манакова на алгебре so(n).

Здесь представляет интерес следующее замечание. Выше упоминался ре-

зультат В.В. Козлова, А.В. Борисова, И.С. Мамаева, А.М. Переломова об

эквивалентности задачи о геодезических на (n−1)-мерном эллипсоиде слу-

чаю Клебша-Переломова для уравнений Кирхгофа на алгебре Ли e(n). С

другой стороны, имеется результат А.И. Бобенко [43] и А.В. Болсинова [44]

об эквивалентности случая Клебша-Переломова на e(n) случаю Шоттки-

Манакова на so(n + 1) (см. также [30]). Из комбинации этих двух фактов

следует, что задача о геодезических на (n− 1)-мерном эллипсоиде эквива-

лентна случаю Шоттки-Манакова на so(n + 1). В нашей же конструкции

мы получаем асимптотическую связь задачи о геодезических на (n − 1)-

мерном эллипсоиде, близком к сфере, с системой Шоттки-Манакова мень-

шей размерности – на алгебре so(n).
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Глава 3

Редукция уравнений динамики двухспиновой системы

в магнитном поле

В данной главе рассматривается задача гамильтоновой механики, возни-

кающая при описании динамики спиновых систем в магнетиках. Аналогич-

но предыдущим задачам в этой системе, используя ее структуру, а именно

симметрию, мы производим редукцию этой задачи к системе меньшей раз-

мерности, которая допускает исследование более простыми средствами.

3.1 Гамильтониан и уравнения динамики двухспиновой системы

Динамика намагниченности макроскопических систем, как правило, опи-

сывается с помощью классических спиновых переменных. В частности, та-

кого рода системы применяются для изучения динамики намагниченности

в ферромагнетиках, а также намагниченности подрешеток кристаллов ан-

тиферромагнетиков, [53], [54]. В этих задачах достаточно подробно изучены

линейные приближения вблизи положений равновесия, на основе которых

строится теория спиновых волн в соответствующих средах, [54]. В то же

время вдали от равновесия эти системы могут проявлять весьма содер-

жательную нелинейную динамику, изучение которой представляет интерес

при исследовании влияния внешнего воздействия на намагниченность этих

систем, в том числе магнитного резонанса.

Мы рассматриваем динамику гамильтоновой системы, состоящей из двух
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классических спинов — трехмерных векторов ~SI и ~SII . Динамика задается

скобками Пуассона

{SIi , SIj } = εijkS
I
k , {SIIi , SIIj } = εijkS

II
k , {SIi , SIIj } = 0

(здесь индексы принимают значения 1, 2, 3, εijk — символ Леви-Чивиты,

подразумевается суммирование по повторяющимся индексам) и гамильто-

нианом

H = γ1
~H · ~SI + γ2

~H · ~SII + J ~SI · ~SII , (3.1)

где γ1, γ2 — гиромагнитные отношения, ~H — постоянное магнитное поле,

J — параметр величины взаимодействия. Первые два члена представля-

ют собой зеемановскую энергию спина в магнитном поле. Третье слагаемое

соответствует так называемому обменному взаимодействию. Соответству-

ющие уравнения движения имеют вид:

~̇SI = γ1
~H × ~SI + J ~SII × ~SI ,

~̇SII = γ2
~H × ~SII + J ~SI × ~SII .

В системе имеется две функции Казимира (~SI)2 и (~SII)2, скобки Пуас-

сона которых со всеми переменными равны нулю. Каждая из них является

интегралом движения. Кроме того, легко убедиться, что функция

K = ~H · (~SI + ~SII) (3.2)

также является первым интегралом системы. Это можно заключить, учи-

тывая симметрию задачи: имеется одно выделенное направление, заданное

вектором ~H; поэтому система инвариантна относительно вращений вокруг

этого направления. Отсюда следует сохранение соответствующей компо-

ненты полного спина, то есть его проекции на направление поля. Вместе с

гамильтонианом эта функция дает пару интегралов в инволюции, поэтому

данная система является интегрируемой.
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3.2 Редукция системы по циклической переменной

Воспользуемся наличием интеграла (3.2) для сведения данной задачи к

более простой системе. Стандартная процедура редукции в гамильтоновых

системах (понижение порядка по Раусу) предполагает, что задача долж-

на быть сформулирована в канонических переменных (координаты и им-

пульсы), и одна из координат не должна входить в гамильтониан. В этих

условиях соответствующий ей импульс является интегралом движения, и

можно рассмотреть динамику системы при фиксированном его значении.

Тем самым мы приходим к системе, в которой меньше на одну координату и

один импульс, чем в исходной задаче. Для реализации этой схемы введем в

нашей задаче канонические переменные. Таковыми будут цилиндрические

координаты xi, pi в пространстве каждого спина:

SI1 =
√

(SI)2 − p2
1 cosx1, SI2 =

√

(SI)2 − p2
1 sinx1, SI3 = p1,

SII1 =
√

(SII)2 − p2
2 cosx2, SII2 =

√

(SII)2 − p2
2 sinx2, SII3 = p2.

В этих переменных гамильтониан (3.1) записывается в виде:

H = γ1Hp1 + γ2Hp2 + J
√

(SI)2 − (p1)2

√

(SII)2 − (p2)2 cos(x2 − x1) + Jp1p2

(здесь SI и SII играют роль параметров). В соответствии с обсуждавшейся

выше симметрией задачи относительно вращений вокруг поля ~H (вокруг

третьей оси) углы x1 и x2 вошли в гамильтониан в виде разности x2 − x1.

Осуществим каноническую замену:

u = x2 − x1, v = x2 + x1,

pu =
1

2
(p2 − p1), pv =

1

2
(p2 + p1),

(3.3)

Теорема 14. В канонических переменных (3.3) гамильтониан (3.1) запи-
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сывается в виде:

H = γ1H(pv − pu) + γ2H(pv + pu)+

+J
√

(SI)2 − (pv − pu)2
√

(SII)2 − (pv + pu)2 cosu+ J(pv − pu)(pv + pu).

(3.4)

В нем переменная v является циклической, pv = const. При фиксирова-

нии значения pv гамильтониан (3.4) задает систему с одной степенью

свободы в фазовых переменных u, pu.

Ввиду малой размерности, полученная система значительно проще ис-

ходной, поэтому осуществленная редукция позволяет существенно упро-

стить исследование траекторий движения в рассматриваемой задаче. В

частности, система (3.4) допускает исследование методом построения фа-

зового портрета. Типичный результат показан на рис. 3.1. Значения u =

−π и π отождествляются, так как изменение u = ϕ2 − ϕ1 на 2π соответ-

ствует аналогичному изменению одного из углов, каждый из которых опре-

делен по модулю 2π. На рисунке видны стационарные точки (центры) со

значениями u = 0, π.
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Рис. 3.1: Фазовый портрет редуцированной системы.
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