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Введение

Актуалност темы

Потоки метрик, то ест дифференциалные уравнени на семейства метрик, ависщих от
времени, уе доволно давно активно исполутс в геометрии. Наиболее ивестным на сего-
дншний ден влетс применение Перелманом потоков Риччи с перестройками дл докаа-
телств гипоте Пуанкаре и Тёрстона. Потоки нетривиалны дае в двумерном случае. Потоком
Риччи на двумерной поверхности X наываетс семейство метрик g(t) = (gij(t)), удовлетвор-
щее дифференциалному уравнени

∂g

∂t
= −2K(g(t))g(t),

где K(g(t))  гауссова кривина метрики g(t).

Теорема (Hamilton [8]). Дл лбой началной метрики g(0) на амкнутой ориентированной
поверхности X решение потока Риччи существует дл всех t  0. Если поверхност X не
диффеоморфна S2, то поток Риччи сходитс к метрике постонной кривины. Если X =

S2, то поток Риччи сходитс к метрике постонной кривины при условии, что гауссова
кривина K(g(0)) полоителна во всех точках X.

Случаи, не подходщие под услови этой теоремы Гамилтона, были рассмотрены Чоу.

Теорема (Chow [1]). Пуст g0  проиволна начална метрика на сфере, и пуст g(t) 
решение потока Риччи с этим началным условием g(0) = g0. Тогда найдетс такое T > 0,
что кривина K(g(T )) полоителна во всех точках.

Наиболее удачный дискретный аналог потоков Риччи был введен Чоу и Луо в работе [2]. Под
метрикой они понимали так наываему метрику упаковки кругов [3],[5],[19]. Соответсвущие
определени приведены в главе 1, дес е достаточно отметит следущее. Дл амкнутой по-
верхности X фиксирутс триангулци T и весова функци w на рёбрах триангулции, при-
нимаща начение в (−1, 1]. Метрика кодируетс полоителными радиусами окруностей
ri, аданными дл кадой вершины триангулции. Комбинаторный поток Риччи в евклидовом
случае (точное определение см. в гл. 1)  это система дифференциалных уравнений

dri
dt

= −Kiri, (1)
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аналогичным обраом определетс комбинаторный поток Риччи дл гиперболического случа.
Дл евклидова и гиперболического случаев Чоу и Луо докаали, что при выполнении определен-
ных условий на веса и на комбинаторику триангулции T , поток Риччи сходитс к единственной
метрике постонной кривины. Один и клчевых моментов в докаателствах Чоу и Луо 
это вомоност представит поток Риччи как отрицателный градиентный поток некоторой
функции F . Существование такой функции F выводитс и того, что пространство метрик
диффеоморфно RN

+ , где N  число вершин триангулции. атем докаываетс, что функци F

выпукла. Сходимост траекторий отрицателного градиентного потока к полоени равнове-
си выводитс и выпуклости функции F . В докаателствах этих фактов вану рол играет
условие w  0. В данной работе мы покаываем, как условие w  0 моно ослабит так, чтобы
пространство метрик осталос диффеоморфно RN

+ , а функци F осталас выпуклой. Лбопыт-
но, что эти обобщенные услови дл обоих фактов окаыватс одинаковыми. Кроме того, мы
строим контрпримеры, которые покаыват, что далнейшее ослабление невомоно. Этому
посвщены главы 1 и 2.

Если весова функци и триангулци не удовлетворт условим теоремы Чоу и Луо, то
численное моделирование покаывает, что в рде случаев под действием потока Риччи мет-
рика в пределе выродаетс (а именно, некоторые радиусы стремтс к нул), но при этом
наблдатс определенные акономерности в поведении кривин. В главе 3 мы определем
выроденные метрики упаковок кругов в евклидовом и гиперболическом случах, определ-
ем комбинаторный поток Риччи дл таких метрик, и докаываем теоремы сходимости потока
Риччи к полоени равновеси дл лбой началной метрики при определенных услових на
триангулци T и веса w. При этом на веса w накладыватс более общие услови и главы 2,
а не условие w  0.

Кроме потока Риччи интересен поток средней кривины

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t), (2)

где f(x̄, t)  семейство влоений поверхности Mn в Rn+1, H(x̄, t), n(x̄, t)  средн кривина
и нормал в точке x̄ в момент времени t соответственно, и его нормалиованна верси f̃(t̃),
сохранща обём (площад) поверхности.

Теорема (см. [6]). Пуст f0  влоение гладкого амкнутого многообраи Mn в Rn+1. Пуст
ивестно, что собственные начени второй квадратичной формы подмногообраи Mn

0 строго
болше нул дл всех x̄ ∈ Mn

0 . Тогда уравнение (2) с началным условием f(x̄, 0) = f0(x̄) имеет
гладкое решение на конечном интервале времени 0  t < T такое, что поверхност Mn

t

стгиваетс в некотору точку O при t → T ; нормалиованное условием постонства обема
многообраи, уравнение (2) с началным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет гладкое решение при
t̃ → ∞. В то е врем M̃t̃ стремитс принт форму сферы площади |M0|. Подмногообраие
M̃t̃ получаетс и Mt гомотетией с центром в точке O.
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В главе 4 представлен метод численного моделировани дискретного потока средней кри-
вины на поверхностх вращени с раличными началными профилными функцими. Ре-
ултаты численного моделировани на поверхности вращени совпадат с теоретическими в
случае, если поверхност вращени удовлетворет условим теоремы Хскена. Наиболее ин-
тересные реултаты главы 4 касатс моделировани потока средней кривины дл поверхно-
стей вращени, не удовлетворщих условим теоремы Хскена, в частности, смоделировано
формирование особенности.

Цел диссертации

Цели работы:

1. Исследоват количество метрик упаковок кругов, имещих постонну кривину, дл
весовой функции, принимащей начени в (−1, 1], дл тетраэдра.

2. Исследоват услови на весову функци, гарантирущие выпуклост функции F . Ис-
следоват услови на весову функци, при которых пространство метрик стгиваемо.

3. Определит метрику упаковки кругов с выроденими, определит комбинаторный поток
Риччи дл таких метрик, докаат теоремы сходимости дл евклидова и гиперболического
случаев.

4. Смоделироват дискретный поток средней кривины дл виуалиации формировани осо-
бенности на поверхности вращени, профилна функци которой не влетс выпуклой.

Полоени, выносимые на ащиту

Основные реултаты диссертации аклчатс в следущем:

1. Находение и классификаци метрик упаковок кругов с постонной кривиной на тетра-
эдре дл двух типов симметричных весовых функций w ∈ (−1, 1];

2. Находение новых, более слабых условий на весову функци со наченими в (−1, 1],
при которых комбинаторный поток Риччи влетс градиентным потоком выпуклой функ-
ции, определённой в пространстве RN

+ ;

3. Определение нового класса метрик упаковок кругов с выроденими и комбинаторного
потока Риччи дл них; докаателство теорем сходимости комбинаторного потока Риччи к
единственной метрике постонной кривины с выроденими при определенных услових
дл евклидова и гиперболического случаев;
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4. Построение устойчивого алгоритма вычислени решени дискретного потока средней кри-
вины на поверхности вращени; моделирование и виуалиаци формировани особенно-
сти в случае, когда начална профилна функци поверхности вращени не влетс
выпуклой.

Научна новина

Все основные реултаты диссертации влтс исклчително оригиналными, получены
автором самостотелно, и её новина аклчатс в следущем:

1. Исследовано количество метрик постонной кривины на тетраэдре с весовой функцией,
обладащей одним и двух типов симметрии.

2. Найдены новые ослабленные услови, при которых пространство метрик диффеоморфно
RN

+ , а поток Риччи эквивалентен отрицателному градиентному потоку некоторой выпук-
лой функции.

3. Докаана сходимост комбинаторного потока Риччи дл выроденных метрик упаковок
кругов дл лбой началной метрики в евклидовом и гиперболическом случах при опре-
деленных услових на триангулци и весову функци.

4. Предлоен новый алгоритм моделировани потока средней кривины на поверхности вра-
щени.

Методы исследовани

В диссертации приментс методы дифференциалной геометрии, дифференциалных урав-
нений и алгебры. Исполовалис системы численного моделировани.

Теоретическа и практическа ценност работы

Диссертаци имеет теоретический характер. Реуултаты, полученне в диссертации, пред-
ставлт интерес дл специалистов в области дифференциалной геометрии, дифференциал-
ных уравнений и численного моделировани.

Апробаци работы

Реултаты опубликованы в четырёх статх [20],[23],[21],[22] и которых четыре опубли-
кованы в урналах, удовлетворщие полоени о присудении учёных степеней в МГУ.
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6



Содерание главы 1

Рассмотрим амкнуту поверхност X с триангулцией T . Следу Тёрстону(см. [5], гл. 13),
определим дл X аналог плоской метрики с коническими особенностми. Пуст V = {A1, ..., AN}
 мноество вершин триангулции T . Обоначим чере E и F соответственно мноества рёбер
и граней триангулции T .

Определение. Весовой функцией наываетс функци w : E → (−1, 1], w(AiAj) = wij = wji, а
число wij наываетс весом ребра AiAj.

Определение. Под метрикой (в евклидовом случае) на поверхности мы понимаем способ вы-
числени длины лбой ломаной или хорошей кривой на этой поверхности. Дл фиксирован-
ной тройки (X, T, w), состощей и поверхности X, её триангулции T и весовой функции w,
определим метрику на X следущим обраом:

1. на кадой грани триангулции будем считат метрикой плоской;

2. метрика ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, ..., N} ∈ RN
+ ;

3. длина lij ребра AiAj ∈ E адаетс формулой

lij =


r2i + r2j + 2rirjwij. (3)

Эти услови определт метрику на X, причем единственным обраом, тогда и толко тогда,
когда длины рёбер lij, ljk, lki кадой грани триангулции AiAjAk ∈ F удовлетворт трем нера-
венствам треуголника. Дл простоты метрикой наываетс набор r = {ri > 0, i = 1, . . . , N}.

Определение. Пространством метрик Rw ⊆ RN
+ , соответствущим весовой функции w, бу-

дем наыват мноество всех наборов r = {ri > 0, i = 1, . . . , N}, дл которых {lij | AiAj ∈ E}
удовлетворт неравенствам треуголника на кадой грани триангулции T .

Описанные комбинаторные данные имет очен просту геометрическу интерпретаци.
А именно, рассмотрим на евклидовой плоскости окруности Ci, Cj радиусами ri, rj соответс-
венно. Предполоим, что эти окруности пересекатс. Обоначим чере θij угол пересечени,
который выбираетс так, что θij = 0 дл окруностей, касащихс внешним обраом. Тогда
расстоние меду вершинами Ai и Aj адаетс формулой (3), в которой wij = cos θij.

Кривина такой метрики сконцентрирована в вершинах триангулции. Посколку кадый
набор r = {ri > 0, i = 1, . . . , N} определет длины рёбер {lij}, то определены плоские углы в
вершинах кадой грани.

Определение. Кривиной Kj в вершине Aj наываетс величина

Kj = 2π −


AiAjAk∈F

∠AiAjAk, i = 1, . . . , N. (4)
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Определение. Говорт, что набор r = (r1, . . . , rN) адает метрику постонной кривины (или
метрика r = (r1, . . . , rN) имеет постонну кривину), если K1(r) = . . . = KN(r) = 2πχ(M)/N .

Определение. Комбинаторный поток Риччи  это система дифференциалных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . , N, (5)

котора определет ависимост метрики от времени в терминах эволции набора параметров
r = {ri > 0 | i = 1, ..., N}.

Определение. Решение (5) наываетс сходщимс, если

1. lim
t→∞

Ki(t) = Ki(∞) ∈ (−∞, 2π) существует дл всех i,

2. lim
t→∞

ri(t) = ri(∞) ∈ R+ существует дл всех i.

В работе [2] Чоу и Луо докаано, что при определенных услових (среди которых имет-
с услови w  0), комбинаторный поток Риччи сходитс к метрике постонной кривины;
пространство метрик при этом совпадает с RN

+ .
В первой главе исследовано пространство метрик на тетраэдре, при условии, что весова

функци обладает одним и двух типов симметрии. Выснено, когда пространство метрик сов-
падает с R4

+. Выснено, сколко имеетс неэквивалетных меду собой метрик постонной кри-
вины. В данном случае мы считаем, что метрики r и λr, где λ ∈ R,λ > 0, эквивалентны, так
как у них одинаковые кривины.

Интересен таке гиперболический случай.

Определение. Пуст T  триангулци амкнутой ориентированной поверхности X рода g ≥ 2

с аданной весовой функцией w на её рёбрах. Метрику в гиперболическом случае будем адават
следущим обраом:

1. метрика на кадой грани триангулции T имеет постонну отрицателну кривину
−1;

2. метрика ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, . . . , N} ∈ R+;

3. длина lij ребра AiAj ∈ E определетс формулой ch lij = ch ri ch rj + wij sh ri sh rj.

В этом (гиперболическом) случае приведенные услови имет тот е геометрический смысл,
что и в евклидовом случае. Пространство метрик обоначаетс так е: Rw ⊆ RN

+ .

Определение. Гиперболический комбинаторный поток Риччи  это система дифференциал-
ных уравнений

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . , N. (6)
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Тёрстон в [5] докаал, что при определенных комбинаторных услових на триангулци и
веса существует единственна метрика постонной кривины. Иными словами, в гиперболи-
ческом случае метрика постонной кривины в вершинах не имеет конических особенностей.
сно, что дл гиперболического случа метрики постонной кривины  в точности то е са-
мое, что полоени равновеси потока Риччи (6). Чтобы сват метрики постонной кривины
с особенностми потока Риччи в евклидовом случае, нам понадобитс нормалиованный поток
Риччи, который определетс как система обыкновенных дифференциалных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . , N, (7)

где Kav = 2πχ(X)
N

. В евклидовом случае метрики постонной кривины в точности влтс
полоеними равновеси потока (7).

Чоу и Луо [2] покаали, что при услових, найденных Тёрстоном, поток Риччи (в обоих слу-
чах (6) и (7)), сходитс к единственной метрике постонной кривины. В евклидовом случае

дес не воникает противоречи, так как проиведение
N
i=1

ri  первый интеграл нормалио-

ванного потока Риччи (7) .
Определим линк Lk(I) подмноества I ⊂ V вершин триангулции T как мноество пар

(e, v), состощих и ребра e и вершины v таких, что
(1) концы ребра e не содератс в I;
(2) v ∈ I;
(3) e и v обраут гран.

Обоначим таке чере FI подмноество в X, состощее и симплексов, все вершины которых
принадлеат I. В случае, когда на гранх триангулции метрика евклидова, кривины метрик
r = (r1, . . . , rN) и λr = (λr1, . . . ,λrN),λ > 0 совпадат. Поэтому при подсчете числа метрик
постонной кривины метрики r и λr раличат не будем.

Теорема (см. [2]). Пуст (X, T, w)  триангулци T поверхности X с набором весов w  0.
Тогда дл потоков Риччи (6) или (7) верны следущие услови верны следущие услови:

(1) существует решение r(t), определенное дл t ∈ [0,∞), дл лбой началной метрики
r(0);

(2) решение r(t) сходитс к метрике постонной кривины тогда и толко тогда, когда
дл лбого собственного подмноества I ⊂ V выполнено неравенство

0 > −


(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл потока (6),

2π|I|χ(X)/|N | > −


(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл потока (7);
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(3) при выполнении условий (2) решение r(t) сходитс к метрике постонной кривины экспо-
ненциално быстро.

Вернёмс к реултатам главы 1. Рассмотрим тетраэдр A0A1A2A3, он даёт простейшу три-
ангулци сферы S2. В главе 1 пространство Rw описано в случах, когда весова функци на
тетраэдре обладает одним и двух видов симметрии:

1. w01 = w23 = α, w02 = w03 = ω13 = γ;

2. w01 = w02 = w03 = γ, w12 = ω23 = w13 = α.

Условие, выделщее Rw в R4
+, моно аписат в виде:

1− w12

r23
+

1− w31

r22
+

1− w23

r21
+ 2

w23 + w31w12

r2r3
+ 2

w31 + w23w12

r3r1
+ 2

w12 + w23w31

r1r2
> 0, (8)

где wij, i ∕= j, i, j = {0, 1, 2, 3}  вес на ребре lij. Выписав такие неравенства дл кадой грани
триангулции, получим набор ограничений, выделщих пространство Rw в R4

+,

Лемма (см. [20]). Пуст w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ. Если γ > −


1−α
2

, то

пространство Rw совпадает с R4
+. В противном случае, когда γ  −


1−α
2

, пространство
Rw  R4

+.

Теорема (см. [20]). Пуст w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик постонной кривины описываетс диаграммой, покаанной на рис. 1.2. А
именно:

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
-1.5
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Рис. 1: Области с раличными количествами метрик постонной кривины. Крива ACF опре-
делет границу области, дл которой R = Rα,γ = R4

+.

1. дл (α, γ) и области ACBHGD существует единственна метрика постонной кри-
вины, r0 = r1 = r2 = r3 = 1;
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2. дл (α, γ) и области ABC имеетс пт раличных метрик постонной кривины: r0 =
r1 = r2 = r3 = 1 и еще четыре, дл которых выполнетс один и наборов соотношений
r0 = r1, r0 ∕= r2 ∕= r3 ∕= r1 или r2 ∕= r0 ∕= r1 ∕= r3, r2 = r3; кроме того, эти четыре метрики
получатс друг и друга соответствущими перестановками индексов у параметров
ri;

3. дл (α, γ) и области ADE метрик постонной кривины нет.

Более того, отреок AD леит на прмой α = 3 + 4γ, крива BD  дуга параболы 2γ2 − α−
1 = 0, а крива AD  дуга гиперболы 2γ2 − α2 − 1 = 0. На отреке AD пропадает решение
r0 = r1 = r2 = r3, на дугах BC и AD пропадат четыре решени, описанные в пункте 2.

амечание. На рис. 1 иобраены границы областей с раличным количеством полоений
равновеси вместе с кривой ACF , аданной уравнением γ = −


1−α
2

, отделщей област и-
менени весов α, γ, дл которой Rw = R4

+.

Тепер приведём утвердени касателно весовой функции со вторым типом симметрии.

Лемма (см. [20]). Пуст w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Если
γ > −


1−α
2

, тогда пространство Rw совпадает с R4
+. И наоборот, при γ  −


1−α
2

имеем
Rw  R4

+.

Теорема (см. [20]). Пуст w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик постонной кривины описываетс диаграммой, иобраенной на рис. ??.
А именно,

Рис. 2: Области с раличными количествами метрик постонной кривины. Крива DKMN

определет границу области, дл которой R = Rα,γ = R4
+.

1. если (α, γ) принадлеит области AEHIG, то метрик постонной кривины не суще-
ствует;

11



2. если (α, γ) принадлеит области EBCJH, то существует единственна метрика по-
стонной кривины, причем r1 = r2 = r3;

3. если (α, γ) принадлеит области DGI, то существут три раличные метрики посто-
нной кривины (r1, r2, r3) таких, что (t, t, s),(t, s, t) или (s, t, t), где t ∕= s;

4. если (α, γ) принадлеит области IJH, то существут две метрики постонной кри-
вины, причем дл кадой и них r1 = r2 = r3;

5. если (α, γ) принадлеит одной и областей DKJI и DKF , то существут пт мет-
рик постонной кривины, описанных в пунктах 3 и 4;

6. если (α, γ) принадлеит одной и областей FKC и JKC, то существут четыре мет-
рики постонной кривины, описанных в пунктах 2 и 3;

Более того, EHJKF  отреок прмой α = −1/2, GIJC  дуга параболы 2γ2 − 1 − α = 0,
DIH  дуга параболы γ2 + 2α + 1 = 0, а исклчителна крива DKC адаетс уравнением
γ2(5 + 4α)− α2 − 4α− 4 = 0.

На кривой GIJC исчеат метрики и пункта 3, на кривых DIH и FKJH две метрики
и пункта 4 выродатс в одну, на прмой EH метрик постонной кривины нет, а на
исклчителной кривой DKC три метрики и пункта 3 выродатс в одну метрику, дл
которой t = s.

амечание. На рис. 2 иобраены границы областей с раличным количеством полоений
равновеси вместе с кривой DKMN , аданной уравнением γ = −


1−α
2

, отделщей област
именени весов α, γ, дл которой Rw = R4

+.

Содерание главы 2

Евклидов комбинаторный поток Риччи аменой ui = ln ri приводитс к виду du
dt

= −Ki(u);
гиперболический поток приводитс к такому е виду аменой ui = ln th(ri/2). Более того, ока-
ываетс, что в обоих случах ∂Ki

∂uj
=

∂Kj

∂ui
, то ест 1-форма Ω =


Kidui амкнута.

Дл неотрицателной весовой функции w пространство метрик Rw совпадает с RN
+ . Поэтому

существует функци F , дл которой dF = Ω. Более того, в гиперболическом случае F строго
выпукла на RN

+ , а в евклидовом F строго выпукла на гиперплоскости


ui = 0. И реултатов
первой главы следует, что если услови w  0 не выполнены, то существут весовые функ-
ции w, дл которых Rw  RN

+ , поэтому односвност Rw нуно устанавливат какими-то
дополнителными рассуденими. Кроме того, выпуклост функции F опираетс на интерес-
ное утвердение и элементарной геометрии, дл которого существут контрпримеры, если не
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выполнены услови w  0. В главе 2 найдены услови на весову функци, уе не удовле-
творщие услови w  0, при которых Rw = RN

+ (а следователно, существует F така, что
dF =


Kidui). Покаано, что при тех е услових F выпукла.

Лемма (см. [21]). Пуст на грани △A1A2A3 адана весова функци w12 = α, w23 = β, w31 = γ

така, что β = γ ≥ 0 > α. Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0. Тогда дл лбых
r1, r2, r3 > 0 и отреков l1, l2, l3 моно слоит треуголник на евклидовой плоскости.

Лемма (см. [21]). Пуст на грани △A1A2A3 адана весова функци w12 = α, w23 = β, w31 = γ

така, что β, γ ≥ 0 > α и γ, β или |α| ∕= 1 Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0.
Тогда дл лбых r1, r2, r3 > 0 и отреков l1, l2, l3 моно слоит треуголник на евклидовой
плоскости.

амечание. Нетрудно убедитс в том, что вышеукаанна теорема не моет быт докаана
дл лбого набора полоителных чисел r1, r2, r3 при полоителных β, γ и отрицателном
начении α бе дополнителного ограничени.

Восполуемс обоначеними теоремы, сформулированной выше и обоначим чере θ1, θ2, θ3
внутренние углы при соответствущих вершинах треуголника. Внутренние углы θi, i = {1, 2, 3}
влтс функцими переменных rj, j = {1, 2, 3}, дл которых верно следущее:

Теорема (см. [21]). Пуст веса α,β,γ удовлетворт одному и следущих условий: (i) все три
веса неотрицателны; (ii) βγ+α > 0, причем веса β и γ неотрицателны, а вес α отрицателен.
Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0;

2. ∂θj/∂ri > 0 дл лбых j ∕= i;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂rk = 0.

амечание. Невомоно докаат утвердение последней теоремы при γ = β ≥ 0 > α бе
ограничени γ2 + α > 0.

Обратимс к гиперболическому случа, когда грани триангулции имет постонну от-
рицателну кривину −1. Аналогично предыдущему пункту рассмотрим гран △A1A2A3 и
полоим w23 = α, w13 = β и w12 = γ. Длины рёбер lij, i, j = {1, 2, 3}, i ∕= j грани △A1A2A3

определтс формулами
ch lij = ch ri ch rj + γ sh ri sh rj. (9)

Дл гиперболического случа имеетс утвердение, не имещее аналога в евклидовом случае.

Лемма (см. [21]). Пуст β = γ ≥ 0 ≥ α. Тогда существует треуголник с ребрами l12, l13, l23

при лбых r1, r2, r3 > 0.
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Следущие два утвердени имет аналоги.

Лемма (см. [21]). Пуст β, γ ≥ 0 > α и βγ + α > 0 (или βγ + α = 0, но β ∕= 1 и γ ∕= 1). Тогда
и отреков l12, l13, l23 моно слоит треуголник при лбых r1, r2, r3 > 0.

Теорема (см. [21]). Пуст дл весов α, β и γ выполнетс одно и условий:

(a) все три веса неотрицателны;

(b) два веса β и γ неотрицателны, вес α отрицателен, βγ + α > 0;

Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0 при i = {1, 2, 3};

2. ∂θi/∂rj > 0 при i, j = {1, 2, 3} и i ∕= j;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂ri < 0, при i = {1, 2, 3}.

Содерание главы 3

Численное моделирование решений комбинаторных потоков Риччи, не удовлетворщих
условим теоремы Чоу и Луо, вывило, что в рде случаев наблдатс следущие ако-
номерности: несколко параметров ri стремтс к нул при t → ∞, но кривины при этом
имет конечные пределы. Мы вводим новое понтие: метрику упаковок кругов с выродени-
ми. Отметим, что выродаетс толко упаковка. Такие метрики долны слуит пределами
потоков Риччи при описанном выше выродении. Дл таких метрик мы определем потоки
Риччи в евклидовом и гиперболическом случах и докаываем аналог теорем о сходимости ре-
шени к единственной метрике с одинаковыми кривинами в невыроденных вершинах. При
этом весова функци удовлетворет не услови w  0, а более общим, сванному с условими,
полученными в главе 2. Илоим реултаты более подробно.

Рассмотрим амкнуту поверхност X с триангулцией T . Предполагаетс, что поднтие
амкнутой грани или ребра в универсалное накрытие X влетс влоением. Обоначим мно-
ество вершин, ребер и граней триангулции T чере V , E, F соответственно. Мноество вер-
шин V = {A1, A2, . . . , AN} триангулции T представим в виде несвного обединени двух
подмноеств V = Vn


Vd таких, что никакие две вершины и мноества Vd не соединтс

ребром. Подходщим обраом перенумеровав вершины, моем считат, что Vn = {A1, . . . , AM},
Vd = {AM+1, . . . , AN}. Вершины и мноества Vn будем наыват невыроденными, а и мно-
ества Vd  выроденными.

Определение. Метрикой упаковки кругов с выроденими наываетс набор r = {ri  0}
такой, что ri = 0 тогда и толко тогда, когда Ai  выроденна вершина.
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Элемент триангулции T (ребро или гран) наовём невыроденным тогда и толко тогда,
когда все его вершины невыродены и выроденным в противном случае. Обоначим мное-
ство (не)выроденных рёбер и граней чере Ed(En) и Fd(Fn) соответственно. Очевидно, что
E = En


Ed и F = Fn


Fd. Иногда дл удобства будем обоначат подмноество вершин и

соответствущее подмноество индексов одним символом. Весова функци определена тол-
ко на невыроденных рёбрах, w : En → (−1, 1]. афиксируем тройку (X, T, w). В евклидовом
случае, когда все грани триангулции T  плоские евклидовы треуголники, длина ребра опре-
делетс формулой (3). Дл выроденной вершины Ai кривина Ki вно вырааетс чере веса
формулой

Ki = 2π −


△AiAjAK∈F

(π − arccos(wjk)) .

Комбинаторный поток Риччи дл метрики с выроденими  это система обыкновенных
дифференциалных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . ,M. (10)

Усредненной кривиной Kav дл метрики упаковки кругов с выроденими наываетс ве-
личина:

Kav =
1

M


2πχ(X)−

N

j=M+1

Kj


. (11)

Нормированный комбинаторный поток Риччи  это система дифференциалных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . ,M. (12)

Лемма (см. [23]). Набор функций ri(t), i = 1, . . . ,M влетс решением уравнений (10) тогда
и толко тогда, когда eK

avtri(t)  решение уравнений (12).

Лемма (см. [23]).
M
j=1

ri(t)  первый интеграл системы уравнений (12).

Пуст на гранх выбрана гиперболическа метрика постонной кривины −1, а длина ребра
lij, соединщего вершины Ai и Aj, определетс формулой (9). Если ребро влетс выро-
денным, то последнее слагаемое в формуле (9) равно нул, поэтому вес wij не определетс, а
lij = ri при ri = 0. Комбинаторным гиперболическим потоком Риччи наываетс система ОДУ
вида

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . ,M. (13)

Тройка (X, T, w) адает пространство метрик Rw, которое в сво очеред влетс подмно-
еством таких r и пространства RM

+ × (0, . . . , 0) ⊂ RN , что на кадой грани триангулции T

выполнтс три неравенства треуголника. Будем говорит, что выполнтс услови (W ),
если весова функци w удовлетворет условим леммы, приведенной ние.
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Лемма (см. [23]). Пуст када гран триангулции удовлетворет одному и условий:
(a) гран невыродена и весова функци на её ребрах принимает неотрицателные начени;
(b) гран невыродена, весова функци на одном и ребер грани принимает начение α < 0,
на двух других ребрах β, γ > 0, при этом выполнетс неравенство α + βγ  0;
(c) гран выродена, начение весовой функции на невыроденном ребре грани отлично от 1.
Тогда и дл евклидова, и дл гиперболического случаев имеем Rw = RM

+ .

Лемма (см. [23] ). Пуст в грани △AiAjAk вершины Aj, Ak невыродены. Тогда

∂θk
∂rj

rj =
∂θj
∂rk

rk дл евклидова случа, (14)

∂θk
∂rj

sh rj =
∂θj
∂rk

sh rk дл гиперболического случа. (15)

И этих двух лемм следует существование функции F на RM
+ , дл которой dF =


Kidui.

Лемма (см. [23]). Пуст △AiAjAk  гран триангулции. Углы при вершинах Ai,Aj,Ak обо-
начим чере θi, θj, θk соответственно. Предполоим, что условие (W ) выполнетс.
(a) Пуст △AiAjAk ∈ Fn, тогда

(a1) ∂θp
∂rp

< 0, p ∈ {i, j, k};
(a2) ∂θp

∂rq
> 0, p, q ∈ {i, j, k}, p ∕= q;

(a3)
∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл евклидовой метрики на гранх и ∂(θi+θj+θk)

∂rp
< 0 дл гиперболической,

p ∈ {i, j, k}.
(b) Пуст Ai ∈ Vd, тогда

(b1)
∂θj
∂rj

< 0 и ∂θk
∂rk

< 0;

(b2)
∂θj
∂rk

< 0 и ∂θj
∂rk

< 0;
(b3)

∂(θj+θk)

∂rp
=

∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл евклидовой метрики на гранх и ∂(θi+θk)

∂rp
=

∂(θj+θj+θk)

∂rp
< 0

дл гиперболической, p ∈ {j, k}.
Более того, частные проиводные ∂θn

∂rm
влтс элементарными функцими от ri, rj, rk, где

n,m ∈ {i, j, k}.

Эта лемма поволит нам докаат выпуклост функции F .

Предлоение (см. [23]). Пуст (X, T, w)  амкнута триангулированна поверхност с ве-
сами. Пуст функции ri(t), i = 1, . . . ,M удовлетворт системе уравнений dri

dt
= −Li(r1, . . . , rM)ri.

Тогда проиводну внутреннего угла θjki при невыроденной вершине Ai грани △AiAjAk мо-
но представит в виде:

1. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− Bik(Lk − Li)− BiλLi дл грани △AiAjAk ∈ Fn;

2. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− BiλLi дл грани △AiAjAk ∈ Fd с вершиной Ak ∈ Vd.
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дес λ = 0 дл случа евклидовой метрики на гранх и λ = −1 дл гиперболической.

Предлоение (см. [23]). Пуст весова w функци, аданна на рёбрах триангулции, удовле-
творет услови (W ). Тогда при выполнении условий предыдущего предлоени дл 1  i  M

выполнетс равенство
dKi

dt
=



i∽j,jM

Cij(Lj − Li) + λCiLi,

где Cij = Cji и Cij  полоителные элементарные функции переменных r1, . . . , rM , сумми-
рование идёт по невыроденным вершинам Aj, сменым с вершиной Ai.

Решение комбинаторного потока Риччи дл метрик с выроденим существует при
t ∈ [0,∞). Введем обоначени M(t) = max(K1(t), . . . , KM(t)) и M(t) = min(K1(t), . . . , KM(t)).

Предлоение (см. [23]). Пуст r(t) = (r1(t), . . . , rN(t))  решение уравнений (12) или (13) на
некотором интервале. Тогда
(1) дл евклидова случа функци M(t) неворастаща, а функци M(t)  неубываща;
(2) дл гиперболического случа функци max(0,M(t)) неворастаща, а функци min(0,M(t))

 неубываща.

Предлоение (см. [23]). Пуст r(t) = (r1(t), . . . , rN(t))  решение нормалиованного потока
Риччи. Пуст r(t) содеритс в компактном подмноестве пространства RM

+ . Тогда r(t)

сходитс экспоненциално быстро к точке (r1, . . . , rM) ∈ RM
+ , дл которой кривина в кадой

невыроденной вершине равна Kav = 1
M


2πχ(X)−


jM+1

Kj


.

Предлоение (см. [23]). Пуст r(t) = (r1(t), . . . , rM(t))  решение потока (13). Если крива
r(t) содеритс в компактном подмноестве RM , то она сходитс экспоненциално быстро
в точку (r1, . . . , rM) ∈ RM

+ , котора соответствует нулевому набору кривин K1, . . . , KM .

Восполуемс следущей аменой переменных: дл евклидова случа полоим uj = ln rj,
а дл гиперболического случа uj = ln th(rj/2). Така амена поволет привести оба потока
Риччи (10) и (13) к виду

duj

dt
= −Kj, j = 1, . . . ,M, (16)

где Kj  некоторые функции переменных u1, . . . , uM . При выполнении условий (W ) точка
u = (u1, . . . , uM) моет быт лбой точкой пространства U = RM в евклидовом случае и про-
странства U = (−∞, 0)M ⊂ RM в гиперболическом случае. Утвердение последней леммы
моно переписат в следущем виде:

∂Ki

∂uj

=
∂Kj

∂ui

. (17)
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Следователно, дифференциална форма Ω =
M
i=1

Kidui амкнута, то ест dΩ = 0. Так как U
 односвное пространство, то и леммы Пуанкаре следует, что существует гладка функци
F (u1, u2, .., un), аданна на U , така, что dF = Ω.

Предлоение (см. [23]). Пуст весова функци удовлетворет условим (W ). Тогда
(a) в гиперболическом случае функци F (u1, . . . , uM) строго выпукла;

(b) в евклидовом случае функци F (u1, . . . , uM) строго выпукла на гиперплоскости
N
i=1

ui = 0.

Предлоение (см. [23]). Пуст X  амкнута поверхност с триангулцией T и весовой
функцией w, удовлетворща условим (W ). Пуст I  VN . Обоначим чере DI мноество
всех выроденных вершин, сменых с вершинами и I. Пуст существут пределы последо-
вателностей lim

n→∞
r
(n)
i = 0 при i ∈ I и lim

n→∞
r
(n)
i > 0 при i ∈ {1, . . . ,M}\I дл гиперболического

или евклидова случаев r(n) = r
(n)
i : i = 1, . . . ,M . Тогда

lim
n→∞



i∈I

Ki(r
(n)) +



j∈DI

Kj = −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (18)

Более того, как в гиперболическом, так и в евклидовом случах дл лбого собственного под-
мноества I  VN выполнетс неравенство



i∈I

Ki(r) +


j∈DI

Kj > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (19)

Главными реултатами главы 3 влтс следущие теоремы.

Теорема (см. [23]). Пуст X  амкнута поверхност с фиксированными триангулцией
T и весовой функцией w, удовлетворщей условим (W ). Решение нормалиованного потока
Риччи (12) сходитс, неависимо от началной метрики, тогда и толко тогда, когда дл
лбого собственного подмноества I  VN верно неравенство

|I|Kav +


j∈DI

KI > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e) + 2πχ(FI∪DI
)). (20)

Кроме того, если решение сходитс, то оно сходитс экспоненциално быстро к единственной
метрике с набором одинаковых кривин Ki = Kav, i = 1, . . . ,M в невыроденных вершинах.

Теорема (см. [23]). Пуст T  триангулци амкнутой поверхности X с отрицателной
эйлеровой характеристикой. Пуст w  весова функци на ребрах, удовлетворща услови-
м (W ). Решение гиперболического потока Риччи (13) сходитс дл лбой началной метрики
тогда и толко тогда, когда дл лбого подмноества I  VN верно неравенство



j∈DI

Kj > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (21)

Более того, если решение сходитс, то оно сходитс экспоненциално быстро к метрике с
набором кривин Ki = 0, i = 1, . . . ,M .
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Содерание главы 4

Глава посвщенна потоку средней кривины на поверхности, влоенной в R3. Потоком сред-
ней кривины дл амкнутого многообраи Mn наываетс семейство влоений ft : Mn →
Rn+1, n  1, гладко ависщее от t, которое удовлетворет уравнени

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t). (22)

В отличие от двумерного потока Риччи, под действием потока средней кривины у поверхности
могут формироватс особенности. Ивестна следуща теорема:

Теорема (Huisken [6]). Пуст f0  влоение гладкого амкнутого многообраи Mn в Rn+1.
Пуст ивестно, что собственные начени второй квадратичной формы подмногообраи Mn

0

строго болше нул дл всех x̄ ∈ Mn
0 . Тогда уравнение (22) с началным условием f(x̄, 0) = f0(x̄)

имеет гладкое решение на конечном интервале времени 0  t < T такое, что поверхност Mn
t

стгиваетс в некотору точку O при t → T ; нормалиованное условием постонства обема
многообраи, уравнение (22) с началным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет гладкое решение при
t̃ → ∞. В то е врем M̃t̃ стремитс принт форму сферы площади |M0|. Подмногообраие
M̃t̃ получаетс и Mt гомотетией с центром в точке O.

В этой теореме семейства f̃t(x̄) и ft(x̄) пропорционалны друг другу с точност до некото-
рого коэффициента ψ(t) таким, что обем многообраий, аданных семейством влоений f̃t(x̄),
равны обему многообраи Mn

0 дл всех t, то ест f̃t(x̄) = ψ(t) · ft(x̄), причем t̃(t) =
 t

0
ψ2(τ)dτ .

В данной главе описан алгоритм интегрировани потока средней кривины на двумерной
поверхности вращени. Алгоритм основан на методе конечных элементов и покаал сво устой-
чивост на болшом интервале именени времени. Алгоритм работает дл лбых поверхностей
вращени, неависимо от того, удовлетворет исходное влоение условим теоремы Хскена
или нет. Наиболее интересны его применени к поверхностм вращени, не удовлетворщим
теоремы Хскена. Приведён рд примеров таких поверхностей. Среди них ест примеры, дл
которых пределное многообраие  влоенна сфера. Таке приведены примеры, дл кото-
рых под действием потока средней кривины равиваетс особенност влоени поверхности.
Основна вычислителна част программной реалиации предлоенного алгоритма была ис-
полована при моделировании комбинаторных потоков Риччи на триангулированных поверх-
ностх и с раличными весовыми функцими w.
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Глава 1

Комбинаторный поток Риччи на
поверхностх: полоени равновеси

1.1 Основные определени и предварителные сведени

Рассмотрим амкнуту поверхност M с триангулцией T . Следу Тёрстону (см. [5], гл.
13), определим дл M аналог плоской метрики с коническими особенностми. Пуст V =

{A1, ..., AN}  мноество вершин триангулции T . Обоначим чере E и F соответственно
мноества рёбер и граней триангулции T . Весовой функцией наываетс функци w : E →
(−1, 1], w(AiAj) = wij = wji, а число wij наываетс весом ребра AiAj.

Под метрикой на поверхности мы понимаем способ вычислит длину лбой ломанной или
хорошей кривой на этой поверхности. Дл фиксированной тройки (M,T,w), состощей и
поверхности M , её триангулции T и весовой функции w, определим метрику на M следущим
обраом:

a) на кадой грани триангулции будем считат метрику плоской;

b) метрика ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, ..., N} ∈ RN
+ ;

c) длина lij ребра AiAj ∈ E адаетс формулой

lij =


r2i + r2j + 2rirjwij. (1.1)

Эти услови определт метрику на M , причем единственным обраом, тогда и толко то-
гда, когда кадой грани триангулции AiAjAk ∈ F длины рёбер lij, ljk, lki удовлетворт трем
неравенствам треуголника. Дл простоты под метрикой будем понимат набор {ri > 0, i =

1, . . . , N}.
Пространством метрик Rw ⊆ RN

+ , соответствущим весовой функции w, будем наыват
мноество всех наборов {ri > 0, i = 1, . . . , N}, дл которых {lij | AiAj ∈ E} удовлетворт
неравенствам треуголника на кадый грани триангулции T .
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Описанные комбинаторные данные имет очен просту геометрическу интерпретаци.
А именно, рассмотрим на евклидовой плоскости окруности Ci, Cj с радиусами ri, rj соответс-
венно. Предполоим, что эти окруности пересекатс. Обоначим чере θij угол пересечени,
который выбираетс так, что θij = 0 дл окруностей, касащихс внешним обраом. Тогда
расстоние меду вершинами Ai и Aj адаетс формулой (1.1), в которой wij = cos θij.

Кривина такой метрики сконцентрирована в вершинах триангулции. Посколку кадый
набор {ri > 0, i = 1, . . . , N} ∈ Rw определет длины рёбер {lij}, то плоские углы в вершинах
кадой грани таке определены. Кривиной Ki в вершине Ai наываетс величина

Ki = 2π −


AiAjAk∈F

∠AjAiAk, i = 1, . . . , N. (1.2)

Комбинаторный поток Риччи  это система дифференциалных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . , N, (1.3)

котора определет ависимост метрики в терминах эволции набора параметров r = {ri >
0 | i = 1, ..., N} ∈ Rw.

Дл амкнутых ориентированных поверхностей рода g ≥ 2 естественно рассматриват мет-
рику на (M,T,w), котора не влетс плоской на кадой грани, но имеет постонну отри-
цателну кривину. Более точно, метрики такого типа адатс следущим обраом:

a) метрика на кадой грани триангулции T имеет постонну отрицателну кривину
−1;

b) метрика ависит от параметров {ri > 0 | i = 1, . . . , N} ∈ RN
+ ;

c) длина lij ребра AiAj ∈ E определетс формулой ch lij = ch ri ch rj + wij sh ri sh rj.

В этом (гиперболическом) случае приведенные услови имет тот е геометрический смысл,
что и в евлидовом случае. Пространством метрик Rw ⊆ RN

+ , соответствущим весовой функ-
ции w, в гиперболическом случае будем наыват мноество всех наборов {ri > 0, i = 1, . . . , N},
дл которых {lij |AiAj ∈ E} удовлетворт гиперболическому неравенству треуголника на
кадый грани триангулции T . Гиперболический комбинаторный поток Риччи  это система
дифференциалных уравнений

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . , N. (1.4)

В работе [5] Тёрстон докаал, что при определенных комбинаторных услових на триангулци
и веса метрика постонной кривины существует и единственна. дес следует сделат следу-
щее ваное амечание. В евклидовом случае кривина метрики сконцентрирована в верши-
нах триангулции, поэтому у метрики постонной кривины Ki(r) = 2πχ(M)/N, i = 1, . . . , N .
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Кроме того, метрики r и λr, где λ  проиволное полоителное вещественное число имет
одинакову кривину, поэтому в евклидовом случае в теореме Тёрстона идёт реч о единствен-
ности метрики постонной кривины с точност до умноени на полоителный скалр. В
гиперболическом случае дл метрики r постонной кривины во всех вершинах выполнтс
равенства Ki(r) = 0, i = 1, . . . , N , иными словами в гиперболическом случае метрика постонно
кривины в вершинах не имеет конических особенностей.

сно, что дл гиперболического случа метрики постонной кривины  в точности то е
самое, что полоени равновеси потока Риччи (1.4). Чтобы сват метрики постонной кри-
вины с особенностми потока Риччи в евклидовом случае, нам понадобитс нормалиованный
поток Риччи, который определетс как система обыкновенных дифференциалных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . , N, (1.5)

где Kav = 2πχ(X)
N

. Нетрудно проверит, что r(t)  решение потока (1.3) тогда и толко тогда,
когда eK

avtri(t)  решение потока (1.5). В еклидовом случае метрики постонной кривины в
точности влтс полоеними равновеси потока (1.5).

Чоу и Луо, см. [2], покаали, что при услових, найденных Тёрстоном, поток Риччи (в обоих
случах: и (1.4) и (1.5)) сходитс к единственной метрике постонной кривины. В евклидо-

вом случае дес не воникает противоречи, так как проиведение
N
i=1

ri  первый интеграл

нормалиованного потока Риччи (1.5).
Преде чем сформулироват теорему Чоу и Луо о сходимости потока и работы [2], опре-

делим линк Lk(I) подмноества I ⊂ V вершин триангулции T , как мноество пар (e, v),
состощих и ребра e и вершины v таких, что

(1) концы ребра e не содератс в I,
(2) v ∈ I,
(3) e и v обраут гран.

Обоначим таке чере FI подмноество в X, состощее и симплексов, все вершины которых
принадлеат I.

Теорема 1.1 (см.[2]). Пуст (X, T, w)  триангулци T поверхности X с набором весов
w  0. Тогда дл потока Риччи (1.4) или (1.5)

(1) существует решение r(t), определенное дл t ∈ [0,∞), дл лбой началной метрики
r(0).

(2) решение r(t) сходитс к метрике постонной кривины тогда и толко тогда, когда
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дл лбого собственного подмноества I ⊂ V выполнено неравенство

0 > −


(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл потока (1.4),

2π|I|χ(X)/|N | > −


(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл потока (1.5);

(3) при выполнении условий (2) решение r(t) сходитс к метрике постонной кривины
экспоненциално быстро.

Иде докаателств теоремы (1.1) состоит в том, чтобы подходщими аменами переменных
представит поток Риччи как отрицателный градиентный поток некоторой выпуклой функции
F . В сво очеред, выпуклост функции F влетс следствием интересного факта и элемен-
тарной геометрии, докаанного в лемме 13.7.3 и книги Тёрстона [5]. Тёрстон исполовал при
этом неравенство w ≥ 0. В следущей главе будет покаано, как ослабит условие неотрица-
телности w, сохранив при этом выпуклост функции F .

1.2 Метрики на тетраэдре и полоени равновеси комби-

наторного потока Риччи

В этом раделе мы рассмотрим некоторые пространства Rw метрик на тетраэдре в евкли-
довом случае. В частности, мы покаем, что ослаблт услови Тёрстона или Чоу и Луо про-
иволным обраом нел. А именно, мы рассмотрим пространство Rw в следущих случах,
когда весова функци обладает определенным видом симметрии:

1. w01 = w23 = α, w02 = w03 = ω13 = γ;

2. w01 = w02 = w03 = γ, w12 = ω23 = w13 = α,

где wij, i ∕= j, i, j = {0, 1, 2, 3}  вес на ребре lij.
Напомним, что в еквлидовом случае кривины метрик r и λr во всех вершинах совпадат.

Поэтому метрики, отличащиес скалрным мноетелем, в этой главе мы не раличаем. В
частности, это соглашение исполуетс в ниеследущих теоремах 1.3, 1.5.

Пространство метрик Rw дл тетраэдра

Опишем услови, выделщее Rw в R4
+. Дл полоителных r1, r2, r3 определим l3 = l12, l1 =

l23, l2 = l13 формулой (1.1). Три неравенства треуголника дл величин l1, l2, l3 эквивалентны
одному неравенству

(l1 + l2 + l3)(−l1 + l2 + l3)(l1 − l2 + l3)(l1 + l2 − l3) > 0, (1.6)
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которое моно переписат в виде:

− (l21 + l22 + l23)
2 + 4l21l

2
2 + 4l21l

2
3 + 4l22l

2
3 > 0. (1.7)

Подставл в данное неравенство выраени дл l21, l
2
2, l

2
3 чере веса w12, w23, w31 и параметры

r1, r2, r3, получаем одно и неравенств, выделщих Rw в R4
+:

1− w12

r23
+

1− w31

r22
+

1− w23

r21
+ 2

w23 + w31w12

r2r3
+ 2

w31 + w23w12

r3r1
+ 2

w12 + w23w31

r1r2
> 0. (1.8)

Выписав такие неравенства дл кадой грани триангулции, получим набор неравенств, выде-
лщих пространство Rw в R4

+.

1.2.1 Метрики постонной кривины на тетраэдре с первым типом

симметрии весов

Лемма 1.2. Пуст w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ. Если γ > −


1−α
2

, то простран-

ство Rw совпадает с R4
+. В противном случае, когда γ  −


1−α
2

, пространство Rw  R4
+.

Докаателство. Все грани тетраэдра имет один и тот е набор весов на её рёбрах. Таким
обраом, достаточно проверит, что при лбых r1, r2, r3 > 0 выполнетс неравенство

1− γ2

r23
+

1− γ2

r22
+

1− α2

r21
+ 2

α + γ2

r2r3
+ 2

γ(1 + α)

r3r1
+ 2

γ(1 + α)

r1r2
> 0. (1.9)

Восполуемс следущей аменой переменных s2 = r1
r2
, s3 = r1

r3
и перепишем неравенство (1.9)

в виде
(1− γ2)(s22 + s23) + (1− α2) + 2γ(1 + α)(s2 + s3) + 2(α + γ2)s2s3 > 0. (1.10)

Необходимост услови γ > −


1−α
2

вытекает и того, что существует точка s2 = s3 > 0, в
которой неравенство (1.10) не выполнетс. В самом деле, подставим s = s2 = s3 в 1.10 и
упростим неравенство, имеем

2(1 + α)s2 + 4γ(1 + α)s+ 1− α2 > 0.

Тепер аметим, что и γ  −


1−α
2

следует, что −2γ2 − α + 1  0 и γ < 0 (при α ∕= 1). Таким
обраом, при s = −γ лева част неравенства равна выраени (1 + α)(−2γ2 − α+ 1), которое
не моет быт полоителным.

Докаем достаточност услови γ > −


1−α
2

. Рассмотрим два случа:

(A) γ  0;

(B) −


1−α
2

< γ < 0.
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Переписав неравенство (1.10) дл случа (A), получим

(1− α2) + 2(1 + α)γ(s2 + s3) + (1− γ2)(s2 − s3)
2 + 2(1 + α)s2s3 > 0,

что очевидным обраом выполнетс при лбых s2, s3 > 0.
Тепер рассмотрим случай (B). Восполуемс следущей аменой s2 = t1 + t2, s3 = t1 − t2,

тогда неравенство (1.10) примет вид

2(1 + α)t21 + 4γ(1 + α)t1 + (1− α2) + 2(1− 2γ2 − α)t22 > 0.

Лева част неравенства достигает своего минимума при t1 = −γ. Подставим t1 = −γ и упро-
стим полученное выраение, получим

(1− 2γ2 − α)(1 + α + 2t22) > 0,

откуда, силу ограничений (B) и |α| < 1 следует утвердение теоремы.

Теорема 1.3. Пуст w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик постонной кривины описываетс диаграммой, покаанной на рис. 1.1. А
именно:

Рис. 1.1: Области с раличными количествами метрик постонной кривины.

1. дл (α, γ) и области ACBHGD существует единственна метрика постонной кри-
вины, r0 = r1 = r2 = r3 = 1;

2. дл (α, γ) и области ABC имеетс пт раличных метрик постонной кривины: r0 =
r1 = r2 = r3 = 1 и еще четыре, дл которых выполнетс один и наборов соотношений
r0 = r1, r0 ∕= r2 ∕= r3 ∕= r1 или r2 ∕= r0 ∕= r1 ∕= r3, r2 = r3; кроме того, эти четыре метрики
получатс друг и друга соответствущими перестановками индексов у параметров
ri;
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3. дл (α, γ) и области ADE метрик постонной кривины нет.

Более того, отреок AD леит на прмой α = 3 + 4γ, крива BD  дуга параболы 2γ2 − α−
1 = 0, а крива AD  дуга гиперболы 2γ2 − α2 − 1 = 0. На отреке AD пропадает решение
r0 = r1 = r2 = r3, на дугах BC и AD пропадат четыре решени, описанные в пункте 2.

На рис. 1.1 иобраены границы областей с раличным количеством полоений равновеси
вместе с кривой ACF , аданной уравнением γ = −


1−α
2

, отделщей област именени весов
α, γ, в которой Rw = R4

+.

Докаателство. Набор {ri} определет метрику постонной кривины на тетраэдре тогда и
толко тогда, когда тетраэдр равногранный, иными словами, длины его противополоных рёбер
равны:






r20 + r21 + 2r0r1α = r22 + r23 + 2r2r3α,

r20 + r22 + 2r0r2γ = r21 + r23 + 2r1r3γ,

r20 + r23 + 2r0r3γ = r21 + r22 + 2r1r2γ.

(1.11)

Необходимым условием существовани метрики постонной кривины таке влетс выполне-
ние неравенства (1.10) дл кадой грани, причем в силу равногранности тетраэдра достаточно
проверит это неравенство толко дл одной и граней. Очевидно, что у этой системы имеетс
решение r0 = r1 = r2 = r3 = 1 и существование такой метрики на сфере определетс выполне-
нием неравенства (1.10). В этом случае стороны одной и граней равны

√
2 + 2α,

√
2 + 2γ,

√
2 + 2γ

и неравенство (1.10) равносилно 2
√
2 + 2γ >

√
2 + 2α откуда следует, что α < 3+4γ. Обратим-

с тепер к поиску других решений системы (1.11). аменив два последних уравнени в системе
(1.11) на их сумму и раност, получим систему






r20 + r21 + 2r0r1α = r22 + r23 + 2r2r3α,

(r2 − r3)(r2 + r3 + γ(r0 + r1)) = 0,

(r0 − r1)(r0 + r1 + γ(r2 + r3)) = 0.

(1.12)

И второго и третего уравнений следует, что при γ ≥ 0 получатс соотношени r0 = r1, r2 =

r3. Тогда при α ∕= −1 и первого уравнени получаем решение r0 = r1 = r2 = r3, исследованное
выше. При γ < 0 и γ ∕= −1, воникат еще два случа:

r0 − r1 = 0 = r2 + r3 + γ(r2 + r3),

или
r2 − r3 = 0 = r0 + r1 + γ(r0 + r1).
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В силу симметрии первого уравнени системы (1.12), достаточно исследоват толко один и
них, например первый. Посколку решени определены с точност до умноени на полои-
телный мноител, моно считат, что r0 = r1 = 1, и тогда система уравнений на переменные
r2, r3 примет вид 




2 + 2α = r22 + r23 + 2r2r3α,

r22 + 2r2γ = r23 + 2r3γ.
(1.13)

Исклча и рассмотрени очевидные решени r2 = r3 = 1, перепишем данну систему в виде




2 + 2α = r22 + r23 + 2r2r3α,

r2 + r3 + 2γ = 0.
(1.14)

Сделав стандартну амену u = r2 + r3, v = r2r3, сведем систему к




2 + 2α = u2 − 2v + 2vα,

u+ 2γ = 0.
(1.15)

При условии, что α ∕= 1, получим решение




u = −2γ,

v = 2γ2−α−1
1−α

.
(1.16)

Существование полоителных r2 и r3 дл данных u, v определетс условими





u > 0,

v > 0,

u2 − 4v ≥ 0.

(1.17)

Так как α, γ ∈ (−1, 1), то последнее неравенство эквивалентно (1+α)(1−γ2)
1−α

> 0, и строгости
которого следует, что r2 ∕= r3, а это начит, что в силу симметрии иметс два раличных
решени (r2, r3). Аналогичные рассудени применимы дл случа r2 = r3 = 1  они приводт
к тем е условим существовани двух раличных решений r0 ∕= r1.

Таким обраом, при условии, что верны неравенства γ < 0 и 2γ2 − α − 1 > 0, существут
четыре раличных решени (r0, r1, r2, r3) вида (1, 1, s, t), (1, 1, t, s), (s, t, 1, 1), (t, s, 1, 1), где 1 ∕=
t ∕= s ∕= 1 и t, s > 0  некоторые раличные полоителные числа.

Если 2γ2 − α − 1 = 0, то один и параметров, t или s, обращаетс в нул, что исклча-
ет существование метрик постонной кривины на тетраэдре. Остаетс проверит выполнение
неравенства (1.10) дл кадого и этих четырех решений. И системы (1.11) при подстановке
r0 = r1 = 1 и r2 ∕= r3 следует, что гран тетраэдра долна быт равнобедренным треуголником
с основанием 2 + 2α и боковой стороной 1 + r22 + 2r2γ = 1 + r23 + 2r3γ. Тогда (1.10) равносилно
неравенству

1 + r22 + 2r2γ + 1 + r23 + 2r3γ > 2 + 2α.
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Вовращас к подстановке u = r2 + r3, v = r2r3, приведем это неравенство к виду

2 + u2 − 2v + 2γu > 2 + 2α.

Подставив в данное неравенство решение (1.16), получим 2γ2 < α2 + 1. Итак, если три неравен-
ства γ < 0, 2γ2−α−1 > 0, 2γ2 < α2+1 верны одновременно, то существут четыре раличных
решени (r0, r1, r3, r4) (1, 1, s, t), (1, 1, t, s), (s, t, 1, 1), (t, s, 1, 1), где t ∕= s ∕= 1  некоторые ралич-
ные полоителные числа, которые адат метрики постонной кривины.
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Рис. 1.2: Граница области, дл которой R = Rα,γ = R4
+, определетс кривой ACF .

амечание 1. На рис. 1.2 иобраены границы областей с раличным количеством полое-
ний равновеси вместе с кривой ACF , аданной уравнением γ = −


1−α
2

, отделщей област
именени весов α, γ, дл которой Rw = R4

+.

1.2.2 Метрики постонной кривины на тетраэдре со вторым типом

симметрии весов

Лемма 1.4. Пуст w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Если
γ > −


1−α
2

, тогда пространство Rw совпадает с R4
+. И наоборот, при γ  −


1−α
2

имеем
Rw  R4

+.

Докаателство. Необходимо докаат утвердение леммы дл грани A1A2A3, так как дл
граней A0A1A2, A0A2A3, A0A1A3 утвердение по сути докаано в лемме 1.2. Весова функци на
ребрах на всех рёбрах грани A1A2A3 принимает начение равное α. Покаем, что утвердение
дл грани A1A2A3 следует и леммы 1.2 при γ = α. А именно, неравенство α > −


1−α
2

дл
1  α  0 выполнетс тривиалным обраом. Если α < 0, то неравенство сводитс к 1−α

2
> α2,

что равносилно 2α2 + α− 1 < 0, которое, в сво очеред, верно дл α ∈ (−1, 0).
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Рис. 1.3: Области с раличными количествами метрик постонной кривины.

Теорема 1.5. Пуст w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик постонной кривины описываетс диаграммой, иобранной на рис. 1.3.
Более того,

1. если (α, γ) принадлеит области AEHIG, то метрик постонной кривины не суще-
ствует;

2. если (α, γ) принадлеит области EBCJH, то существует единственна метрика по-
стонной кривины, причем r1 = r2 = r3;

3. если (α, γ) принадлеит области DGI, то существут три раличные метрики посто-
нной кривины (r1, r2, r3) таких, что (t, t, s),(t, s, t) или (s, t, t), где t ∕= s;

4. если (α, γ) принадлеит области IJH, то существут две метрики постонной кри-
вины, причем дл кадой и них r1 = r2 = r3;

5. если (α, γ) принадлеит одной и областей DKJI и DKF , то существут пт мет-
рик постонной кривины, описанных в пунктах 3 и 4;

6. если (α, γ) принадлеит одной и областей FKC и JKC, то существут четыре мет-
рики постонной кривины, описанных в пунктах 2 и 3.

Более того, EHJKF  отреок прмой α = −1/2, GIJC  дуга параболы 2γ2 − 1 − α = 0,
DIH  дуга параболы γ2 + 2α + 1 = 0, а исклчителна крива DKC адаетс уравнением
γ2(5 + 4α)− α2 − 4α− 4 = 0.

На кривой GIJC исчеат метрики и пункта 3, на кривых DIH и FKJH две метрики
и пункта 4 выродатс в одну, на прмой EH метрик постонной кривины нет, а на
исклчителной кривой DKC три метрики и пункта 3 выродатс в одну метрику, дл
которой t = s.
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Докаателство. Аналогично докаателству теоремы 1.3, нам необходимо исследоват коли-
чество решений (r0, r1, r2, r3) системы уравнений






r20 + r21 + 2r0r1γ = r22 + r23 + 2r2r3α,

r20 + r22 + 2r0r2γ = r21 + r23 + 2r1r3α,

r20 + r23 + 2r0r3γ = r21 + r22 + 2r1r2α,

(1.18)

с точност до умноени на константу.
аменив два первых уравнени на их сумму и раност, а трете  на раност третего и

первого уравнений, получим равносилну систему





r20 − r23 + r0γ(r1 + r2)− r3α(r1 + r2),

(r1 − r2)(r1 + r2 + r0γ + r3α) = 0,

(r2 − r3)(r2 + r3 + r0γ + r1α) = 0.

(1.19)

Далее, рассмотрим три случа.
Случай 1. Пуст r1 = r2 = r3. Тогда, дл r0 = 1 и первого уравнени системы (1.19) получаем

1 + r23 + 2r3γ = 2r23 + 2r23α,

что моно переписат в виде
(1 + 2α)r23 − 2γr3 − 1 = 0.

Лбое полоителное решение этого уравнени дает метрику постонной кривины на тетра-
эдре, посколку и (1.18) следует, что длины всех рёбер тетраэдра равны. Поэтому неравенство
(1.10) выполнетс очевидным обраом. Далее, если 2α + 1 = 0, то полоителное решение
r3 = −1/(2γ) существует при γ < 0.

Если 2α + 1 > 0, то полоителное решение единственно и равно r3 =
γ+
√

γ2+2α+1

2α+1
.

Если 2α + 1 < 0, то при γ ≥ 0 полоителных решений нет, а при γ < 0 полоителны

решений два r3 =
γ±
√

γ2+2α+1

2α+1
, при условии, что γ2 +2α+1 > 0. Наконец, если 2α+1 < 0, γ < 0

и γ2 + 2α + 1 = 0, то решение одно: r3 = γ/(2γ + 1).
Случай 2. Пуст два числа и трёх r1, r2, r3 равны меду собой. Посколко r1, r2, r3 входт в

систему (1.18) симметрично, существут три набора решений вида (1, s, s, t), (1, s, t, s), (1, t, s, s).
Бе ограничени общности полоим, что r2 = r3 и упростим систему (1.19), тогда






r20 − r23 + r0γ(r1 + r2)− r3α(r1 + r2) = 0,

r2 = r3,

r1 + r2 + r0γ + r3α = 0.

(1.20)

И третего уравнени выраим сумму r1 + r2 и подставим в первое при условии, что r0 = 1,
получим

1− r23 − (γ + r3α)(γ − r3α) = 0,
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отсда
(1− α2)r23 = 1− γ2.

Тогда при α, γ ∈ (−1, 1) решени дл полоителных r2, r3 примут вид

r2 = r3 =


1− γ2

1− α2
. (1.21)

И третего уравнени системы (1.20) получаем

r1 = −γ −


(1− γ2)(1 + α)

1− α
, (1.22)

которое влетс полоителным тогда и толко тогда, когда γ < 0 и γ2 > (1+α)(1−γ2)
1−α

. Последнее
неравенство равносилно неравенству (2γ2 − 1− α)/(1− α) > 0. При обращении лбого и этих
неравенств в равенство не существует решений дл полоителного r1.

Перейдем к исследовани условий на α и γ, при которых выполнетс неравенства (1.10) дл
квадратов длин сторон тетраэдра, равных r22+r23+2r2r3α, r

2
0+r22+2r0r2γ, r

2
0+r23+2r0r3γ, где r0 =

1, а r2, r3 определены уравнением (1.21). В нашем случае две последние величины одинаковы,
то ест грани тетраэдра  равнобедренные треуголники, поэтому достаточно проверит одно
неравенство треуголника и трёх

2


r20 + r23 + 2r0r3γ >


r22 + r23 + 2r2r3α.

Перепишем его в виде
4(r20 + r23 + 2r0r3γ) > (r22 + r23 + 2r2r3α)

и, восполовавшис тем, что r0 = 1, r2 = r3, получим

(1− α)r23 + 2 + 4r3γ > 0. (1.23)

Очевидно, что последнее неравенство верно при γ ≥ 0, но тогда и (1.22) следует, что r1 прини-
мает неполоителные начени. Остаетс исследоват случай γ < 0. Тогда неравенство (1.23)
примет вид

2 +
1− γ2

1 + α
> −4γ


1− γ2

1− α2
. (1.24)

Докаем, что услови γ < 0 и 2γ2 − 1 − α > 0 при α ∈ (−1, 1), γ ∈ (−1, 0) влтс
достаточными дл выполнени последнего неравенства. В самом деле, перепишем неравенство
(1.24) в виде

9 + 3α− 8α2 − 4α3 − 22γ2 − 14αγ2 + 4α2γ2 + 17γ4 + 15αγ4

(1− α)(1 + α2)2
> 0. (1.25)

Восполовавшис аменой t = γ2, сведем адачу к докаателству неравенства

9 + 3α− 8α2 − 4α3 − 22γ2 − 14αγ2 + 4α2γ2 + 17γ4 + 15αγ4 > 0.
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при условии, что 




t ∈ (0, 1)

α > −1,

2t− α− 1 > 0.

(1.26)

Сделаем еще одну амену t = (b− 2)/k + 1, b = α − 1. Тогда ограничени (1.26) принимат
простой вид: b ∈ (0, 2), k > 2; в то е врем наше неравенство перепишем в виде

(2− b)(4k2b2 − 4kb2 − 15b2 + 28b− 8bk + 4)

k2
> 0.

Таким обраом, достаточно проверит, что неравенство 4b2k2 − 4(b2 + 2b)k − 15b2 + 28b + 4 > 0

верно при b ∈ (0, 2), k > 2. Дл фиксированного b ≥ 2
3

функци f(k) = 4b2k2 − 4(b2 + 2b)k −
15b2 + 28b + 4 ворастает при k ≥ 2 и упрощаетс до квадратного трёхчлена −7b2 + 12b + 4

при k = 2, который принимает начени болше нул если b ∈ (0, 2). Если 0 < b < 2
3
, то

функци f(k) = 4b2k2 − 4(b2 + 2b)k − 15b2 + 28b+ 4 имеет минимум при k = b+2
2b

, который равен
8(3 − 2b)b и полоителен при 0 < b < 2

3
. Наконец осталос исклчит случай, когда величина

r1, определенна формулой (1.22), совпадает с величинами r2 = r3, определенными формулой
(1.21). Приравнем правые части этих двух формул и, восполовавшис ограничением γ < 0,
с помощ элементарных преобраований получим

γ2(5 + 4α)− α2 − 4α− 4

1− α2
= 0.

Случай 3. Пуст все числа r1, r2, r3 попарно раличны. Тогда систему (1.19) моно перепи-
сат в виде 





r20 − r23 + r0γ(r1 + r2)− r3α(r1 + r2) = 0,

r1 + r2 + r0γ + r3α = 0,

r2 + r3 + r0γ + r1α = 0.

(1.27)

Вычтем и второго уравнени трете, получим соотношение

r1 + αr3 − r3 − αr1 = 0,

откуда при α ∕= 1 получаем r1 = r3, что противоречит исходному допущени о том, что все
числа r1, r2, r3 попарно раличны.

амечание 2. На рис. 1.4 иобраены границы областей с раличным количеством полоений
равновеси вместе с кривой DKMN , аданной уравнением γ = −


1−α
2

, отделщей област
именени весов α, γ, дл которой Rw = R4

+.
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Рис. 1.4: Граница области, дл которой R = Rα,γ = R4
+, определетс кривой DKMN .

1.2.3 Несколко амечаний о траекторих комбинаторного потока

Риччи

В данном пункте приведены реултаты численного моделировани нормалиованного ком-
бинаторного потока Риччи на тетраэдре с весами w01 = w23 = α, w02 = w03 = ω12 = w13 = γ 
это случай, исследованный в пункте 1.2.1. Интерес представлет раличие поведени траекто-
рий потока Риччи при (α, γ), принадлеащих раным областм на диаграмме 1.1. Аналогичный
реултат нетрудно получит дл распределени весов, исследованного в пункте 1.2.2. Как уе

было скаано, проиведение
i=N
i=1

ri(t) влетс первым интегралом нормалиованного комбина-

торного потока Риччи. Опишем траектории с условием
i=N
i=1

ri(t) = 1, осталные случаи моно

получит и данного соответствущим масштабированием. На рисунках отобраены несколко
траекторий после проекции (r0, r1, r2, r3) → (r1/r0, r2/r0, r3/r0) гиперповерхности r0r1r2r3 = 1 на
R3.

Сначала рассмотрим начени (α, γ) и области ABC (см. теорему 1.3), дл которых иметс
пт точек полоений равновеси комбинаторного потока Риччи. Численное моделирование
покаывает, что одно и них (а именно, r0 = r1 = r2 = r3) влетс стоком, в то врем как
осталные четыре (r0 = r1, r0 ∕= r2 ∕= r3 ∕= r1 или r2 ∕= r0 ∕= r1 ∕= r3, r2 = r3 ) влтс седловыми
точками. На рис. 1.5 иобраены несколко типичных траекторий дл данного случа.

Стоит отметит, что существует мноество началных метрик, имещих полоителну
меру, дл которых траектории сходтс к стоку. Эволци тетраэдра дл подобных траекторий
иобраена на рис. 1.6.

Таке наблдаетс мноество началных метрик, имещих полоителну меру, дл кото-
рых траектории стремтс к бесконечности, отдалс от полоени равновеси. Окаываетс,
во всех этих случах кривины имет определенный предел. Данное наблдение окаалос кл-

34



A

B C

D

Рис. 1.5: Типовые траектории в области полоений равновесий при α = −0.8, γ = −0.7. дес
A сток, а B,C и D  седловые, птое полоение равновеси не отобраено.

чевым дл мотивировки и реултатов главы 3. Эволци тетраэдра дл подобных траекторий
покаана на рис. 1.7.

Друга интересна област  это ACFD на рис. 1.3. И леммы 1.2 и теоремы 1.3 следует, что
дл набора (α, γ) ∈ ACFD нормалиованный комбинаторный поток Риччи имеет единственное
полоение равновеси r0 = r1 = r2 = r3, но при этом Rα,γ  R4

+. Более того, моделирование
покаывает, что пространство Rα,γ получаетс и R4 выбрасыванием областей, аклченных
меду двум гиперповерхностми. Таких областей всего четыре, одна и которых покаана на
рис. 1.8. Кроме того, на рис. 1.8 покааны траектории, стартущие и точек компоненты свно-
сти Rα,γ, не содеращей полоени равновеси. а конечное врем када и этих траекторий
достигает границы выброшенной области, при этом одна и граней тетраэдра выродаетс в
отреок, а поток Риччи далше не продолаетс см. рис. 1.9. Тем самым, дл описанных на-
чалных условий теорема сходимости потока Риччи не моет выполнтс.
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(a) t = 0 (b) t = 0.5 (c) t = 2

(d) t = 2.5 (e) t = 5

Рис. 1.6: Эволци тетраэдра при α = −0.8, γ = −0.7 и началных начених r0 = 0.99915635,
r1 = 0.6003817, r2 = 1.249603, r3 = 1.344204. Траектори проходит вблии одного и сёдел, после
чего падает в сток r0 = r1 = r2 = r3 = 1.

(a) t = 0 (b) t = 0.2 (c) t = 0.6

(d) t = 3 (e) t = 7

Рис. 1.7: Эволци равити тетраэдра при α = −0.8, γ = −0.7 и началных начених r0 =

0.99915635, r1 = 0.6003817, r2 = 1.249603, r3 = 1.344204. Траектори проходт вблии одного и
сёдел и продолаетс вдол сепаратрисы таким обраом, что r3 устремлетс к нул.
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Рис. 1.8: Метрика постонной кривины единственна и Rα,γ  R4
+

�

(a) t = 0

�

(b) t = 0.2

�

(c) t = 0.6
�

(d) t = 3

Рис. 1.9: Эволци тетраэдра при α = 0.8, γ = −0.45 и началных начени r0 = 1.109733,
r1 = 2.963189, r2 = 2.990186, r3 = 0.1016562. Траектори а конечное врем достигает границы
Rα,γ, как покаано на рис. 1.8
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Глава 2

Пространство метрик, выпуклост
функции F

В этой главе мы исследуем два вопроса, касащиес представлени потока Риччи в виде
отрицателного градиентного потока некоторой выпуклой функции F . Дело в том, что после
подходщей амены переменных (см. 3.3) и евклидов поток Риччи, и гиперболический поток
Риччи приводтс к виду dui

dt
= −Ki(u), причем ∂Ki

∂uj
=

∂Kj

∂ui
. Общий случай этого равенства

докаали Чоу и Луо [2], опирас на частный случай, который докаал Колан де Вердер [19].

Отсда следует в частности, что дифференциална 1-форма Ω =
n
i

dui влетс амкнутой.

Если пространство именени переменных u = (u1, . . . , un) односвное, то существует функци
F така, что dF = Ω. В этом случае поток моно аписат в виде du

dt
= −gradF . Вместо

односвности Чоу и Луо исполовали более силное утвердение, докаанное Тёрстоном, а
именно, что в предполоении неотрицателности весов пространство метрик Rw совпадает с
Rn

+, в частности поэтому пространство именени переменных u окаываетс стгиваемым.
Свойство выпуклости функции F , в сво очеред, выводитс и следущего геометрического

факта, который справедлив как дл евклидова, так и дл гиперболического случаев.
Рассмотрим гран △AiAjAk. Обоначим внутренние углы треуголника △AiAjAk чере θi, θj

и θk соответственно. Опирас на условие неотрицателности весов, Тёрстон докаал, что вы-
полнтс неравенства ∂θp

∂rp
< 0 и ∂θp

∂rq
> 0 при p, q ∈ {i, j, k}, p ∕= q.

В данной главе покаано, что эти неравенства остатс верными, если на некоторых гранх
определенным обраом ослабит условие неотрицателности весов. А именно, если на грани
△AiAjAk один и весов, скаем α, отрицателен, тогда два другие β и γ полоителны, причем
выполнетс неравенство α + βγ  0. Данное утвердение частично отвечает на вопрос и
работы [2] о том дл каких весовых функций теорема о сходимости потока остаетс верной.
Реултаты этой главы были опубликованы в работе [21]. Эквивалентные услови были пое
получены в работе у[15] и исполованы в работе С[16].
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2.1 Случай евклидовой метрики на гранх

Высним, при каких услових лбой набор r = {ri > 0 | i = 1, ..., N} адает такие длины
рёбер lij, что дл кадой грани триангулции T выполнены три неравенства треуголника.
Рассмотрим одну и таких граней, бе ограничени общности моно считат, что её вершинами
влтс A1, A2, A3. дес и далее, в случах, когда реч будет идти о конкретной грани три-
ангулции, мы будем исполоват более простые обоначени дл длин её рёбер. Например,
дл треуголника с вершинами A1, A2, A3 полоим l1 = l23, l2 = l13, l3 = l12. Три неравенства
треуголника на длины сторон l1, l2, l3 моно аписат в виде одного неравенства

(l1 + l2 + l3)(−l1 + l2 + l3)(−l2 + l1 + l3)(l1 + l2 − l3) > 0, (2.1)

которое моно упростит:

− (l21 + l22 + l23)
2 + 4l21l

2
2 + 4l21l

2
3 + 4l22l

2
3 > 0. (2.2)

По лемме 13.7.2 и [5], если весова функци принимает неотрицателные начени на рёб-
рах грани △A1A2A3, то дл лбых r1, r2, r3 > 0 и отреков l1, l2, l3, длины которых определены
формулами (1.1), моно слоит треуголник (иными словами, l1, l2, l3 удовлетворт неравен-
ству (2.2)). Следуща лемма обобщает этот реултат на случай, когда некоторые начени
весовой функции отрицателные.

Лемма 2.1. Пуст на грани △A1A2A3 адана весова функци w12 = α, w23 = β, w31 = γ

така, что β = γ ≥ 0 > α и γ, β или |α| ∕= 1. Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0.
Тогда дл лбых r1, r2, r3 > 0 и отреков l1, l2, l3 моно слоит треуголник на евклидовой
плоскости.

Докаателство. Подставим в леву част неравенства (2.2) выраени дл квадратов l1, l2, l3

и формулы (1.1), получи неравенство дл величин r1, r2, r3:

4(1− γ2)r21r
2
2 + 4(1− γ2)r21r

2
3 + 4(1− α2)r22r

2
3 +

8r1r2r3((α + γ2)r1 + (γ + αγ)r2 + (αγ + γ)r3) > 0.

Все слагаемые полученного выраени болше нул, кроме 8r1r2r3(α+ γ2). Раделим неравен-
ство на 4 и преобрауем

(1− α2)r22r
2
3 + 2(1 + α)γr1r2r3(r2 + r3) + r21((1− γ2)r22 + 2(α + γ2)r2r3) + (1− γ2)r23) > 0

Леву част неравенства моно привести к виду

(1− α2)r22r
2
3 + 2(1 + α)γr1r2r3(r2 + r3) + r21(1− γ2)(r2 − r3)

2 + 2r21(1 + α2)r2r3,

котора влетс полоителной величной.
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Лемма 2.2. Пуст на грани △A1A2A3 адана весова функци w12 = α, w23 = β, w31 = γ така,
что β, γ ≥ 0 > α. Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0. Тогда дл лбых r1, r2, r3 > 0 и
отреков l1, l2, l3 моно слоит треуголник на евклидовой плоскости.

Докаателство. Подставим в леву част неравенства (2.2) выраени дл квадратов l1, l2, l3

и формулы (1.1), тогда

4(1− γ2)r21r
2
2 + 4(1− β2)r21r

2
3 + 4(1− α2)r22r

2
3 +

8r1r2r3((α + βγ)r1 + (β + αγ)r2 + (αβ + γ)r3) > 0.

Полученное неравенство справедливо при r1 > 0, r2 > 0, r3 > 0, так как и неравенства α+βγ ≥ 0

следует, что β + αγ ≥ 0, αβ + γ ≥ 0.

амечание 3. Нетрудно убедитс в том, что лемма 2.2 не моет быт докаана дл лбого
набора полоителных чисел r1, r2, r3 при полоителных β, γ и отрицателном начении α

бе дополнителного ограничени α+βγ. Например, при α = −0.6, β = 0.9, α = 0.1 неравенство
(2.2) верно не дл лбых полоителных r1, r2, r3.

Рассмотрим гран △A1A2A3. Дл выбранных радиусов r1, r2, r3 > 0 обоначим чере θ1, θ2, θ3
внутренние углы при соответствущих вершинах треуголника, а веса w12, w13, w23 обоначим
чере γ, β и α соответственно. Внутренние углы θi, i = {1, 2, 3} влтс функцими перемен-
ных rj, j = {1, 2, 3}, дл которых верна следуща

Теорема 2.3. Пуст веса α,β,γ удовлетворт одному и следущих условий: (i) все три веса
неотрицателны; (ii) βγ + α > 0, причем веса β и γ неотрицателны, а вес α отрицателен.
Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0;

2. ∂θj/∂ri > 0 дл лбых j ∕= i;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂rk = 0.

Докаателство. Утвердение теоремы при выполнении услови (i) докаано в работе [2].
Раберем тепер случай, когда выполнетс второе условие. Стоит отметит, что наши рас-

судени дат еще одно докаателство утвердени леммы 13.7.2 и [5] при выполнении
условий (i). Неравенства 1 и 2, согласно аналиу докаателства Тёрстона, следут и того
факта, что радикалный центр окруностей, радиусы которых равны r1, r2, r3 с центрами в со-
ответствущих вершинах, находитс внутри треуголника △A1A2A3. Рассмотрим в плоскости
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треуголника декартову систему координат с началом в точке A1 и направим её оси так, что-
бы точка A2 имела координаты (l3, 0), а A3  координаты (l2 cos θ1, l2 sin θ1). Тогда координаты
радикалного центра удовлетворт системе уравнений





x2 + y2 − r21 = (x− l3)

2 + y2 − r22,

x2 + y2 − r22 = (x− l2 cos θ1)
2 + (y − l2 sin θ1)

2 − r23.

И первого уравнени получим выраение дл начени координаты x радикалного центра

x =
r21 + r1r2γ

l3
,

и подставим его во второе уравнение, откуда легко получит выраение дл координаты y

радикалного центра

2yl2 sin θ1 = 2r21 + 2r1r3β − l22 + l23 − l21
l23

(r21 + r1r2γ).

Достаточно докаат, что относително прмой, содеращей сторону A1A2 треуголника A1A2A3,
радикалный центр леит в той е полуплоскости, что и трет вершина A3. То ест, и усло-
вий (2) теоремы, нуно вывести y > 0 дл лбых полоителных r1, r2, r3. Это неравенство
имеет вид

l23(2r
2
1 + 2r1r3β)− (l22 + l23 − l21)(r

2
1 + r1r2γ) > 0, (2.3)

что моно переписат в эквивалентной форме

2r1r2((1− γ2)r1r2 + (α + βγ)r1r3 + (β + αγ)r2r3) > 0. (2.4)

Выраение (2.4) при всех r1, r2, r3 > 0 болше нул, так как β + αγ > 0 в силу наков весов и
предполоени α + βγ > 0. Утвердение о том, что радикалный центр и вершина A2 нахо-
дтс в одной полуплоскости относителное прмой, содеращей сторону A1A3, докаываетс
аналогично.

Тепер покаем, что радикалный центр и вершина A1 находтс в одной полуплоскости
относително прмой A2A3. Дл этого в предыдущих выкладках аменим номера вершин и
сторон: (1, 2, 3) → (2, 3, 1), и соответствущим обраом аменим веса: (α, β, γ) → (β, γ,α). Таким
обраом, докаателство будет окончено, если выраение

2r2r3((1− α2)r2r3 + (β + γα)r2r1 + (γ + βα)r2r1) (2.5)

принимает полоителное начение. Но в предполоених пункта (2) неравенства β + γα > 0

и γ + βα > 0 выполнтс, поэтому (2.5) полоително дл всех r1, r2, r3 > 0.
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амечание 4. Невомоно докаат утвердение теоремы 2.3 при γ = β ≥ 0 > α бе ограни-
чени γ2 + α > 0. В самом деле, в этом случае неравенство (2.5) верно при лбых начених
r1, r2, r3. Тем не менее, неравенство (2.4) моно переписат в виде

2r1r2((1− γ2)r1r2 + (α + γ2)r1r3 + (γ + αγ)r2r3) > 0,

и дл α + γ2 < 0 нетрудно подобрат такие начени дл r1, r2, r3, которые не удовлетворт
неравенству. Например, афиксируем r1 и r3, при этом выберем начение r2 > 0 бесконечно
малым.

2.2 Случай гиперболической метрики на гранх

Рассмотрим случай, когда грани триангулции имет постонну отрицателну кривину
−1. Аналогично предыдущему пункту рассмотрим гран △A1A2A3 и полоим w23 = α, w13 = β

и w12 = γ. Длины рёбер l12, l13, l23 грани △A1A2A3 определтс формулами

ch l12 = ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2, (2.6)

ch l13 = ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3, (2.7)

ch l23 = ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3. (2.8)

Следущее утвердение не имеет аналога в евклидовом случае, см. амечание 4.

Лемма 2.4. Пуст β = γ ≥ 0 ≥ α. Тогда существует треуголник с ребрами l12, l13, l23 при
лбых r1, r2, r3 > 0.

Докаателство. Достаточно убедитс в справедливости следущих двух неравенств




l13 + l12 > l23,

l13 + l23 > l12.
(2.9)

Действително, докаателство неравенства l13 + l23 > l12 легко применит дл докаателства
неравенства l12 + l23 > l13 перестановкой весов β, γ и индексов 2 и 3.

Рассмотрим функци ch t, котора влетс строго ворастаща при t ∈ [0,∞). Неравен-
ства системы очевидно будут верными, если выполнтс неравенства

ch(l13 + l12) > ch l23, (2.10)

ch(l13 + l23) > ch l12. (2.11)

Начнём с неравенства (2.10). Преобраовав леву част неравенства, получим:

ch l13 ch l12 + sh l13 sh l12 > ch l23.
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Далее, перейдем к докаателству более строгого неравенства

ch l13 ch l12 > ch l23. (2.12)

Подставим l12, l13, l23 и формул (2.6), (2.7), (2.8) в (2.12):

(ch r1 ch r3 + γ sh r1 sh r3)(ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) = ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3. (2.13)

Исполу ограничени на α, γ, преобрауем это неравенство следущим обраом:

(ch r1 ch r3 + γ sh r1 sh r3)(ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) ≥

≥ (ch r1 ch r3)(ch r1 ch r3) >

> ch r1 ch r3 ≥ ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3.

Тепер перейдем к докаателству неравенства (2.11), дл чего перепишем его в виде

ch l13 ch l23 + sh l13 sh l23 > ch l12, (2.14)

и оценим раност ch l13 ch l23 − ch l12. Имеем

ch l13 ch l23 − ch l12 =

= ch l13(ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3)− ch l12 ≥

≥ ch l13(ch r2 ch r3 − sh r2 sh r3)− ch l12 =

= (ch r1 ch r3 + γ sh r1 sh r3)(ch r2 ch r3 − sh r2 sh r3)−

− (ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) =

= (sh r1 ch r3 + γ sh r3 ch r1)(sh r1 ch r1 − ch r1 sh r2) =

= (ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1) sh(r3 − r2). (2.15)

Если r2 ≤ r3, то (2.14) следует и (2.15). Дл случа, когда r3 > r2 неравенство (2.14) следует
и двух неравенств 




sh l13 > ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1,

sh l23 > | sh(r3 − r2)|.
(2.16)

Дл докаателства первого неравенства (2.16) аметим, что

ch2 l13 − (ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1)
2 = ch2 r1 − γ2 sh2 r1 ≥ ch2 r1 − sh2 r1 = 1. (2.17)

Откуда
ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1 ≥


ch2 l13 − 1 = sh l13. (2.18)

Далее,

ch l23 = ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3 ≥ ch r2 ch r3 − sh r2 sh r3 = ch(r2 − r3). (2.19)
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Следователно,

sh l23 =


ch2 l23 − 1 ≥


ch2(r2 − r3)− 1 = | sh(r2 − r3)|, (2.20)

что докаывает второе неравенство системы (2.16).

Теорема 2.5. Пуст β, γ ≥ 0 > α и βγ + α > 0 (или βγ + α = 0, но β ∕= 1 и γ ∕= 1). Тогда
и отреков l12, l13, l23 моно слоит треуголник на гиперболической плоскости при лбых
r1, r2, r3 > 0.

Докаателство. Достаточно докаат два неравенства l13+ l12 > l23, l13+ l23 > l12. Неравенство
l13 + l23 > l12 докаываетс аналогично неравенству l13 + l12 > l23. В силу того, что гиперболи-
ческий косинус строго ворастает на промеутке t ∈ [0,∞), достаточно докаат неравенства

ch(l13 + l12) > ch l23, (2.21)

ch(l13 + l23) > ch l12. (2.22)

Начнём с неравенства (2.21). Как и в лемме 2.4, докаем более строгое неравенство

ch l13 ch l12 > ch l23. (2.23)

Выраим l12, l13, l23 чере r1, r2, r3 и подставим в (2.23):

(ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3)(ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) > ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3. (2.24)

Далее, исполу ограничени на α, β и γ, получим

(ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3)(ch r1 ch r1 + γ sh r1 sh r2) ≥ (ch r1 ch r3)(ch r1 ch r2) ≥ ch r2 ch r3 ≥

≥ ch r2 ch r3 + α sh r3 sh r3. (2.25)

Неравенство (2.22) более слоное. Рассмотрим случай β ≥ γ и аменим γ на β в выраении
(2.22). Тогда лева част неравенства станет менше, но останетс болше правой части неравен-
ства, это докаываетс таке как и (2.11), см. докаателство леммы 2.4. Тепер пуст γ > β.
Тогда достаточно проверит неравенство (2.22) дл γ = 1 и α = −β, которое в этом случае
принимает вид

sh l13 sh l23 > ch lr1 ch r2 + sh r1 sh r2−

− (ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3)(ch r2 ch r3 − β sh r2 sh r3). (2.26)

Праву част неравенства моно привести к виду:

A = − ch r1 ch r2 sh
2 r3 + sh r1 sh r2(1 + β2 sh2 r3)− β ch r3 sh r3(sh(r1 − r2)).
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аметим, чтобы неравенство (2.26) выполнилос, достаточно докаат неравенство B2 > A2, где
B = sh l13 sh l23. Пуст uj = erj , j = 1, 2, 3. Тогда имеем

16u1u2u
2
3A = −(u2

1 + 1)(u2
2 + 1)(u2

3 − 1)2+

+ (u2
1 − 1)(u2

2 − 1)(4u2
3 + β2(u2

3 − 1)2)+

+ β(u2
3 + 1)(u2

3 − 1)((u2
1 + 1)(u2

1 − 1)− (u2
1 − 1)(u2

2 + 1)). (2.27)

Таким обраом,

B2 = (ch2 l13 − 1)(ch2 l23 − 1) =

=
[(u2

1 + 1)(u3 + 1) + β(u2
1 − 1)(u2

3 − 1)]2 − 16u2
1u

2
3

16u2
1u

2
3

×

× [(u2
2 + 1)(u2

3 + 1)− β(u2
2 − 1)(u2

3 − 1)]2 − 16u2
2u

2
3

16u2
2u

2
3

. (2.28)

Чтобы авершит докаателство, достаточно покаат неслоными, но обемными выкладка-
ми, что

(16u1u2u
2
3)

2(B2 − A2) = 16(1− β2)(u2
1u

2
2 − 1)2u2

3(u
2
3 − 1)2 > 0. (2.29)

Преде чем перейти к выпуклости в гиперболическом случае, напомним некоторые фак-
ты геометрии плоскости Лобачевского. Рассмотрим на гиперболической плоскости точку P и
окруност C радиуса r с центром в точке O. Рассмотрим геодеическу прму, котора со-
дерит точку P и пересекает окруност в двух точках A и B. Степен точки P по отношени
к окруности C наыватес проиведение degC P = d(lAB)d(lBP ). дес lMN  расстоние ме-
ду точками M и N на гиперболической плоскости, а функци d(l) определена формулой el−1

el+1
.

Моно покаат, что степен точки P не ависит от выбора прмой, проходщей чере точ-
ку P и пересекащей окруност C. Следователно, если расстоние от точки P до центра
окруности C равно l, то

degC P = d(l + r)d(l − r) =
el+r − 1

el+r + 1

el−r − 1

el−r + 1
. (2.30)

Радикалной ос двух окруностей C1 и C2 наываетс геодеическа, котора состоит и
мноества точек P таких, что degC1

P = degC2
P . Радикалным центром трёх окруностей

C1, C2 и C3 наываетс точка пересечени радикалных осей, соответсвущие кадой паре
окруностей. Подробное докаателства этого факта см. в [18]. Далнейшие вычислени нам
удобно провести в модели Клейна. Напомним, что в данной модели точками влтс точки
открытого единичного круга Λ = {z ∈ C : |z| < 1}, прмыми влтс хорды и диаметры
этого круга. Расстони меду двум точками A, B ∈ Λ определтс с помощ логарифма
двойного отношени

lAB =
1

2
ln


B − P

B −Q
:
A− P

A−Q


, (2.31)
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где P и Q  точки пересечени прмой AB с окруност |z| = 1, причем пордок на прмой
следущий: PABQ. Рассмотрим частный случай этой формулы, когда A совпадает с началом
координат, а B = (x, 0)  точка на вещественной оси. Тогда P = (−1, 0), Q = (1, 0) и

lAB =
1

2
ln


x+ 1

x− 1
:
0 + 1

0− 1


=

1

2
ln

1 + x

1− x
, x =

e2l − 1

e2l + 1
= th l. (2.32)

Лемма 2.6. Пуст в модели Клейна даны две окруности: C1 радиуса r1 с центром в начале
координат и C2 радиуса r2 с центром (x, 0). Расстоние меду центрами окруностей равно
l = 1

2
ln

1+x
1−x


. Тогда радикална ос окруностей C1 и C2 адаетс уравнением x = p, где

p =
ch r1 ch l − ch r2

ch r1 sh l
. (2.33)

Докаателство. аметим, что искома радикална ос ортогонална вещественной оси OX,
поэтому достаточно найти точку P = (p, 0) на вещественной оси, дл которой degC1

P = degC2
P .

Вычислим degC1
P с помощ формул (2.30) и (2.32):

degC1
P =

e
1
2
ln( 1+p

1−p)+r1 − 1

e
1
2
ln( 1+p

1−p)+r1 + 1
· e

1
2
ln( 1+p

1−p)−r1 − 1

e
1
2
ln( 1+p

1−p)−r1 + 1
=

=


1+p
1−p

er1 − 1


1+p
1−p

er1 + 1
·


1+p
1−p

1
er1

− 1


1+p
1−p

1
er1

+ 1
=

=
2er1 − (e2r1 + 1)


1− p2

2er1 − (e2r1 + 1)


1− p2
=

1−


1− p2 ch r1

1 +


1− p2 ch r1
. (2.34)

Подобным обраом вычислим degC2
P с помощ формул (2.30) и (2.32):

degC2
P =

e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)+r2 − 1

e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)+r2 − 1

· e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)−r2 − 1

e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)−r2 − 1

=

=


1+x
1−x


1−p
1+p

er2 − 1


1+x
1−x


1−p
1+p

er2 − 1
·


1+x
1−x


1−p
1+p

er2 − 1


1+x
1−x


1−p
1+p

er2 − 1
=

=
2(1− xp)er2 − (e2r2 + 1)

√
1− x2


1− p2

2(1− xp)er2 − (e2r2 + 1)
√
1− x2


1− p2

=

=
2(1− xp)er2 − ch r2

√
1− x2


1− p2

2(1− xp)er2 − ch r2
√
1− x2


1− p2

. (2.35)

Приравнива правые части формул (2.34) и (2.35), получаем уравнение на p:

1−


1− p2 ch r1

1 +


1− p2 ch r1
=

(1− xp)− ch r2
√
1− x2


1− p2

(1− xp) + ch r2
√
1− x2


1− p2

, (2.36)

откуда

p =
ch r1 ch l − ch r2

ch r1 sh l
. (2.37)
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Теорема 2.7. Пуст дл весов α, β и γ выполнетс одно и условий:

(a) все три веса неотрицателны;

(b) два веса β и γ неотрицателны, вес α отрицателен, βγ + α > 0;

Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0 при i = {1, 2, 3};

2. ∂θi/∂rj > 0 при i, j = {1, 2, 3} и i ∕= j;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂ri < 0, при i = {1, 2, 3}.

Докаателство. аметим, что в пункте (3) отреок ljk не ависит от ri, кроме того, выпол-
нтс неравенства ∂θj

∂ri
> 0 при j ∕= i и ∂θk

∂ri
> 0 при k ∕= i, где i, j, k = {1, 2, 3}. Поэтому,

∂Area(△AiAjAk)

∂ri
> 0, следователно

∂(θi + θj + θk)

∂ri
=

∂(π − Area(△AiAjAk))

∂ri
< 0.

Утвердение теоремы при выполнении условий (a) докаано в работе [2].
Тепер раберем случай, когда выполнетс условие (b). Стоит отметит, что данное дока-

ателство применимо и дл докаателства пункта (a). Как и в докаателстве теоремы 2.7,
неравенства (1) и (2) следут и того факта, что радикалный центр Ω окруностей C1, C2 и
C3 радиусов r1, r2, r3 с центрами в соответствущих вершинах A1, A2 и A3 находитс внутри
треуголника △A1A2A3. Дл этого достаточно проверит, что Ω находитс с вершиной Ak в
одной полуплоскости относително прмой AiAj дл всех k = 1, 2, 3 и {i, j} = {1, 2, 3}. Сначала
рассмотрим случай k = 3. В модели Клейна располоим треуголник так, чтобы вершина A2

была располоена в точке 0, вершина A1  на полоителной части вещественной оси, а A3  в
верхней полуплоскости. Тогда радикална прма окруностей C2 и C1 по лемме 2.6 адаетс
уравнением x = p, где

p =
ch r2 ch l12 − ch r1

ch r2 sh l12
. (2.38)

Восполовавшис теоремой косинусов, вычислим угол ∠A1A2A3 = θ,

θ = arccos


ch l23 ch l12 − ch l13

sh l12 sh l23


. (2.39)

Радикална ос окруностей C2 и C3 получаетс поворотом на угол θ против часовой стрелки
прмой x = q, где по лемме (2.6)

q =
ch r2 ch l23 − ch r3

ch r2 sh l23
, (2.40)
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а следователно, адаетс уравнением

x cos θ + y sin θ = 1. (2.41)

Таким обраом, координаты радикалного центра Ω влтс решением системы уравнений




x = p,

x cos θ + y sin θ = 1.
(2.42)

Легко проверит, что y > 0 тогда и толко тогда, когда q − p cos θ > 0, подставим в него
выраение дл p, q и cos θ:

ch r2 ch l23 − ch r3
ch r2 sh l23

− ch r2 ch l12 − ch r1
ch r2 sh l12

· ch l23 ch l12 − ch l13
sh l12 sh l23

> 0. (2.43)

Домноим (2.43) на полоителну величину

ch r2 sh l23 sh
2 l12 = ch r2 sh l23(ch

2 l12 − 1), (2.44)

получим

(ch r2 ch l23 − ch r3)(ch
2 l12 − 1) − (ch r2 ch l12 − ch r)(ch l23 ch l12 − ch l13) > 0. (2.45)

Раскрыв скобки и перегруппировав слагаемые, сведем его к неравенству

ch r1(ch l23 ch l12 − ch l13) + ch r2(ch l12 ch l13 − ch l23) + ch r3(1 − ch2 l12) > 0. (2.46)

Выраив l12, l13, l23 и формул (2.6), (2.7),(2.8), приведем это неравенство к виду

sh r1 sh r2((1− γ2) ch r3 sh r1 sh r2 + (α + βγ) ch r2 sh r1 sh r3+

+ (β + αγ) ch r1 sh r2 sh r3) > 0. (2.47)

аметим, что при налоенных нами услових на α, β и γ все слагаемые в левой части поло-
ителны при лбых r1, r2, r3 ∈ R+. Аналогично докаываетс неравенство дл k = 2  в
выкладках нуно помент местами индексы 2 и 3.

Соответсвущее неравенство дл k = 1 имеет вид p−q cos θ > 0, подставим в него выраени
дл p, q и cos θ:

ch r2 ch l12 − ch r1
ch r2 sh l12

− ch r2 ch l23 − ch r3
ch r2 sh l23

· ch l12 ch l23 − ch l13
sh l23 sh l12

> 0. (2.48)

Домноим (2.48) его на полоителну величину

ch r2 sh l12 sh
2 l23 = ch r2 sh l12(ch

2 l23 − 1), (2.49)
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и получим

(ch r2 ch l12 − ch r1)(ch
2 l13 − 1) − (ch r2 ch l23 − ch r3)(ch l23 ch l12 − ch l13) > 0. (2.50)

Раскрыв скобки и перегруппировав слагаемые, сведем его к неравенству

ch r2(ch l23 ch l13 − ch l12) + ch r3(ch l12 ch l23 − ch l13) + ch r1(1 − ch2 l23) > 0. (2.51)

Выраив l12, l13, l23 с помощ формул (2.6), (2.7) и (2.8), приведем это неравенство к виду

sh r2 sh r3((αγ + β) ch r3 sh r1 sh r2+

+ (αβ + γ) ch r2 sh r1 sh r3 + (1− α2) ch r1 sh r2 sh r3) > 0. (2.52)

Легко видет, что при налоенных нами услових на α, β и γ все слагаемые в левой части
полоителны дл всех r1, r2, r3 ∈ R+.
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Глава 3

Комбинаторный поток Риччи дл метрик
упаковки кругов с выроденими

3.1 Метрики упаковок кругов с выроденими

Рассмотрим амкнуту поверхност X с триангулцией T . Предполагаетс, что поднтие
амкнутой грани или ребра в универсалное накрытие X̃ влетс влоением. Обоначим мно-
ество вершин, ребер и граней триангулции T чере V , E, F соответственно. Мноество вер-
шин V = {A1, A2, . . . , AN} триангулции T представим в виде несвного обединени двух
подмноеств V = Vn


Vd таких, что никакие две вершины и мноества Vd не соединтс

ребром. Подходщим обраом перенумеровав вершины моем считат, что Vn = {A1, . . . , AM},
Vd = {AM+1, . . . , AN}. Вершины и мноества Vn будем наыват невыроденными, а и мное-
ства Vd  выроденными. Элемент триангулции T (ребро или гран) наовём невыроденным
тогда и толко тогда, когда все его вершины невыродены и выроденным в противном случае.
Обоначим мноество (не)выроденных рёбер и граней чере Ed(En) и Fd(Fn) соответственно.
Очевидно, что E = En


Ed и F = Fn


Fd. Иногда дл удобства будем обоначат подмноество

вершин и соответствущее подмноество индексов одним символом.
В отличие от классического случа, будем считат что весова функци определена толко

на невыроденных рёбрах, w : En → (−1, 1]. афиксируем тройку (X, T, w). Под метрикой
будем понимат набор r = (r1, . . . , rN), где rj > 0 при 1  j  M и rj = 0 при M + 1  j  N .
Это определение от классического отличаетс тем, что в некоторых (а именно, в выроденных)
вершинах радиусы rj равны нул.

Сначала рассмотрим евклидовов случай, когда все грани триангулции T  плоские евкли-
довы треуголники, длины рёбер которых определены формулой

l2ij = r2i + r2j + 2wijrirj. (3.1)

аметим, что если вершина Ai ребра AiAj выродена, то последнее слагаемое в этой формуле
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равно нул неависимо от начений веса wij, именно поэтому веса на выроденных рёбрах не
аданы. Более того, если ri = 0, то lij = rj.

Кривина в вершине Ai определетс стандартным обраом, а именно по формуле.

Ki = 2π −


AiAjAk∈F

∠AjAiAk, i = 1, . . . , N. (3.2)

Если вершина влетс выроденной, то кривина в ней не ависит от r, и определетс весовой
функцией w. В самом деле, пуст Ai ∈ Vd и △AiAjAk ∈ F , тогда вершины Aj, Ak ∈ Vn. Полус
теоремой косинусов, имеем cos∠AjAiAk = −wjk, откуда угол ∠AjAiAk = π − arccos(wjk). Тем
самым, дл выроденной вершины Ai кривина Ki вно вырааетс чере веса формулой

Ki = 2π −


△AiAjAK∈F

(π − arccos(wjk)) .

Комбинаторный поток Риччи дл метрики с выроденими  это система обыкновенных
дифференциалных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . ,M. (3.3)

аметим, что при i = M + 1,M + 2, . . . , N уравнени (3.3) выполнетс тривиалным обраом,
поэтому в уравнених (3.3) моно считат, что 1  i  N .

Введем понтие усредненной кривины Kav метрики с выроденими:

Kav =
1

M


2πχ(X)−

N

j=M+1

Kj


. (3.4)

Нормированным потоком Риччи будем наыват систему дифференциалных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . ,M. (3.5)

Нормированный и ненормированный потоки Риччи в определенном смысле эквивалентны
друг другу.

Лемма 3.1. Набор функций ri(t), i = 1, . . . ,M влетс решением уравнений (3.3) тогда и
толко тогда, когда eK

avtri(t)  решение уравнений (3.5).

Докаателство. Полоим r̂(t) = eK
avtri(t). Тогда

dr̂i
dt

= KaveK
avtri(t) + eK

av

(−Kiri(t)) = (Kav −Ki)e
Kav

ri(t) = −(Ki −Kav)r̂i(t).

Вместе с тем, нормированный поток Риччи удобней ненормированного, что следует следу-
щей леммы.
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Лемма 3.2.
M
j=1

ri(t)  первый интеграл системы уравнений (3.5).

Докаателство.

d


M
j=1

rj(t)



dt
=


M

j=1

−(Kj −Kav)


M

j=1

rj(t)


= 0.

Перейдем к гиперболическому случа. Будем считат, что на гранх выбрана гиперболи-
ческа метрика постонной кривины −1, а длина ребра eij, соединщего вершины Ai и Aj,
определетс формулой

ch lij = ch ri ch rj + sh ri sh rjwij. (3.6)

Как и в евклидовом случае, если ребро влетс выроденным, то последнее слагаемое в фор-
муле (3.6) равно нул, поэтому вес wij не определетс. сно, что lij = ri при ri = 0. Кривина
Ki в вершине Ai, 1  i  M таке определетс формулой (3.2). Кривина в выроденной
вершине Ai,M + 1  i  N определетс формулой (3.1).

Комбинаторным гиперболическим потоком Риччи наываетс система ОДУ вида

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . ,M. (3.7)

При i = M + 1,M + 2, . . . , N имеем ri =
dri
dt

= 0, таким обраом, в (3.7) моно полагат, что
1  i  N .

амечание 5. Уравнени (3.1) и (3.6) покаыват, что требовани того, что никакие две вы-
роденные вершины не могут соединтс ребром, совершенно естественно. В самом деле, в
противном случае длина соединщего их ребра долна быт равна нул. Более того, очевид-
но, что гран с трем выроденными вершинами стгиваетс в точку, а с двум выроденными
вершинами  стгиваетс в отреок. Отсда следует, что исходну триангулци нуно будет
перестроит определенным обраом.

Ваной адачей влетс определение комбинаторного типа триангулции, который моет
повитс в пределе при t → ∞, когда теорема 1.1 не применима. дес мы этого вопроса мы
касатс не будем.

Тройка (X, T, w) адает пространство метрик Rw, которое в сво очеред влетс подмно-
еством таких r и пространства RM × (0, . . . , 0) ⊂ RN , что на кадой грани триангулции T

выполнтс три неравенства треуголника.

Лемма 3.3. Пуст када гран триангулции удовлетворет одному и условий:
(a) гран невыродена и весова функци на её ребрах принимает неотрицателные начени;
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(b) гран невыродена, весова функци на одном и ребер грани принимает начение α < 0,
на двух других ребрах β, γ > 0, при этом выполнетс неравенство α + βγ  0;
(c) гран выродена, начение весовой функции на невыроденном ребре грани отлично от 1.
Тогда и дл евклидова, и дл гиперболического случаев имеем Rw = RM

+ .

Докаателство. Достаточно покаат, что гран триангулции удовлетворет неравенству
треуголника при лбом r. При условии (a) это докаано в работе [2] лемма 13.7.2. При условии
(b) это докаано в теореме 2.2 и теореме 2.5. При условии (c) дл грани △AiAjAk с выроденной
вершиной Ai утвердение следует и уравнений (3.1) и (3.6), так как lij = rj, lik = rk.

Будем говорит, что выполнтс услови (W ), если весова функци w удовлетворет
условим леммы 3.3.

Следущее утвердение влетс клчевым в докаателстве выпуклости функции, отри-
цателный градиентный поток которой совпадает с потоком Риччи.

Лемма 3.4. Пуст △AiAjAk  гран триангулции. Углы при вершинах Ai,Aj,Ak обоначим
чере θi, θj, θk соответственно. Предполоим, что условие (W ) выполнетс.
(a) Пуст △AiAjAk ∈ Fn, тогда

(a1) ∂θp
∂rp

< 0, p ∈ {i, j, k};
(a2) ∂θp

∂rq
> 0, p, q ∈ {i, j, k}, p ∕= q;

(a3)
∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл евклидовой метрики на гранх и ∂(θi+θj+θk)

∂rp
< 0 дл гиперболической,

p ∈ {i, j, k}.
(b) Пуст Ai ∈ Vd, тогда

(b1)
∂θj
∂rj

< 0 и ∂θk
∂rk

< 0;

(b2)
∂θj
∂rk

< 0 и ∂θj
∂rk

< 0;
(b3)

∂(θj+θk)

∂rp
=

∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл евклидовой метрики на гранх и ∂(θi+θk)

∂rp
=

∂(θj+θj+θk)

∂rp
< 0

дл гиперболической, дес p ∈ {j, k}.
Более того, частные проиводные ∂θn

∂rm
влтс элементарными функцими от ri, rj, rk, где

n,m ∈ {i, j, k}.

Докаателство. (a) Случай, когда весова функци w на ребрах грани △AiAjAk ∈ Fn прини-
мает неотрицателные начени раобран в книге [5], лемма 13.7.3. Осталные случаи докааны
в теоремах 2.3 и 2.7.
(b) апишем теорему косинусов в евклидовом случае

r2k = r2j + l2jk − 2rjljk cos θj = r2j + r2j + r2k + 2wjkrjrk − 2rj


r2j + r2k + 2wjkrkrj cos θj.

Посколку
∂ cos θj
∂rj

= − sin θj
∂θj
∂rj

,
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нак проиводной ∂θj
∂rj

моно выраит чере нак проиводной cos θj по rj. По формуле прои-

водной дроби нак ∂ cos θj
∂rj

совпадает со наком выраени

(rj + wjkrk)
′
rj
(r2j + r2k + 2wjkrjrk)−

1

2
(rj + wjkrk)(r

2
j + r2k + 2wjkrkrj)

′
rj
=

= (r2j + r2k + 2wjkrjrk)− (rj + wjkrk)
2 =

= r2j + r2k + 2wjkrjrk − r2j − r2kw
2
jk − 2rjrkwjk = r2k(1− wjk).

Следователно,
∂θj
∂rj

< 0.

Аналогично, нак ∂ cos θj
∂rk

совпадает со наком выраени

(rj + wjkrk)
′
rk
(r2j + r2k + 2wjkrjrk)−

1

2
(rj + wjkrk)(r

2
j + r2k + 2wjkrkrj)

′
rk

=

= wjk(r
2
j + r2k + 2wjkrjrk)− (rj + wjkrk)(rk + wjkrj) =

= wjkr
2
j + wjkr

2
k + 2wjkrjrk − rjrk − wjkr

2
j − wjkr

2
k − w2

jkrkrj = rjrk(−1 + w2
jk).

Следователно,
∂θj
∂rk

> 0.

Гиперболичекой случай исследуетс аналогично. Деталные вычислени проиводных приведе-
ны в докаателстве леммы 3.5.

Лемма 3.5. Пуст в грани △AiAjAk вершины Aj, Ak невыродены. Тогда

∂θk
∂rj

rj =
∂θj
∂rk

rk дл евклидова случа,

∂θk
∂rj

sh rj =
∂θj
∂rk

sh rk дл гиперболического случа.
(3.8)

Докаателство. Если все три вершины рассматриваемого треуголника невыродены, то дл
всех трёх пар вершин моно написат равенство вида (3.8). Равенства дл такого треуголника
докааны в лемме 2.3 работы [2]. Тепер предполоим, что Ai  выроденна вершина. Тогда
дл евклидова случа в обоначених леммы 3.4 имеем

cos θj =
ri + wjkrk

r2j + r2k + 2wjkrjrk
.

Исполу вычислени и докаателства леммы 3.4, получим

− sin θj
∂θj
∂rk

=
∂ cos θj
∂rk

=
rjrk(w

2
jk − 1)

(r2j + r2k + 2wjkrjrk)3/2
.
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Тем самым,

rk
∂θj
∂rk

= − rk
sin θj

·
rjrk(w

2
jk − 1)

(r2j + r2k + 2wjkrjrk)3/2
.

Аналогично,

rj
∂θk
∂rj

= − rj
sin θj

·
rjrk(w

2
jk − 1)

(r2j + r2k + 2wjkrjrk)3/2
.

Наконец аметим, что по теореме синусов

rj
sin θk

=
rk

sin θj
.

Тепер рассмотрим гиперболический случай. Обоначим чере xi, xj, xk длины сторон тре-
уголника △AiAjAk, противолеащих вершинам Ai, Aj, Ak соответсвенно. И теоремы синусов
получим соотношение Aijk = sh xi sh xk sh θk, которое симметрично по индексам i, j, k. Далее,
восполуемс соотношеним леммы A1 и работы [2]:

∂θk
∂xk

=
sh xk

Aijk

и
∂θk
∂xk

= −∂θk
∂xk

cos θj.

Полус нашими обоначеними, имеем xi = ljk, xj = rk, xk = rj. Таким обраом, ∂ljk
∂rj

=
1

sh ljk

∂ ch ljk
∂rj

. Тогда

∂θk
∂rj

sh rj = sh rj
sh xk

Aijk


1− cos θj

∂xi

∂rj


=

=
1

Aijk sh
2 ljk

×

×

sh2 rj sh

2 ljk − sh rj(ch rj ch ljk − ch rk)(sh rj ch rk + wjk ch rj sh rk)

=

=
(1− w2

jk) sh
2 rj sh

2 rk

Aijk sh
2 ljk

,

где права част уравнени, очевидно, симметрична по индексам j, k.

Предлоение 3.1.1. Пуст (X, T, w)  амкнута триангулированна поверхност с веса-
ми. Пуст функции ri(t), i = 1, . . . ,M удовлетворт системе уравнений dri

dt
= −Li(r1, . . . , rM)ri.

Тогда проиводну внутреннего угла θjki при невыроденной вершине Ai грани △AiAjAk мо-
но представит в следущем виде:

1. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− Bik(Lk − Li)− BiλLi дл грани △AiAjAk ∈ Fn;

2. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− BiλLi дл грани △AiAjAk ∈ Fd с вершиной Ak ∈ Vd.

Более того, если весова функци удовлетворет условим (W ), то Bij = Bji и Bi дл всех
i, j = 1, . . . ,M, i ∕= j  полоителные элементарные функции. дес λ = 0 дл случа евкли-
довой метрики на гранх и λ = −1 дл гиперболической.
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Докаателство. Случай (1) подробно раобран в работе [2], тем не менее, выпишем следущие
выкладки и докаателства:

dθjki
dt

=
∂θjki
∂ri

r′i +
dθjki
∂rj

r′j +
dθjki
∂rk

r′k = −∂θjki
∂ri

Lis(ri)−
dθjki
∂rj

Ljs(rj)−
dθjki
∂rk

Lks(rk) =

= −dθjki
∂rj

(Lj − Li)s(rj)−
dθjki
∂rk

(Lk − Li)s(rk)−

∂θjki
∂ri

s(ri) +
∂θjki
∂rj

s(rj) +
∂θjki
∂rk

s(rk)


Li =

= −∂θjki
∂rj

(Lj − Li)s(rj)−
∂θjki
∂rk

(Lk − Li)s(rj)−

∂θjki
∂ri

s(ri) +
∂θiki
∂ri

s(ri) +
∂θiji
∂ri

s(ri)


Li =

= −Bij(Lj − Li)− Bjk(Lk − Li)− BiLiλ

Дл случа (2), то ест когда Ak  выроденна вершина грани △AiAjAk, имеем

∂θjki
∂t

=
∂θjki
∂ri

r′i +
∂θjki
∂rj

r′j = −∂θjki
∂ri

Lis(ri)−
∂θjki
∂rj

Ljs(rj) =

= −∂θjki
∂rj

(Lj − Li)s(rj)−

∂θjki
∂ri

Lis(ri) +
∂θjki
∂rj

Lis(rj)


= −∂θjki

∂rj
(Lj − Li)−


∂θjki
∂ri

Lis(ri) +
θikj
∂ri

Lis(ri)


= −∂θjki

∂rj
(Lj − Li)s(rj)−


∂(θjki + θikj + θijk )

∂ri


Lis(ri) =

= −Bij(Lj − Li)− BiLiλ

И предлоени 3.1.1 нетрудно вывести формулу дл проиводных кривин по времени в
невыроденных вершинах.

Предлоение 3.1.2. Пуст весова функци w, аданна на рёбрах триангулции, удовле-
творет услови (W ). Тогда в услових предлоени 3.1.1 дл 1  i  M выполнетс ра-
венство

dKi

dt
=



i∽j,jM

Cij(Lj − Li) + λCiLi,

где Cij = Cji и Cij  полоителные элементарные функции переменных r1, . . . , rM , и сумми-
рование идёт по невыроденным вершинам Aj, сменым с вершиной Ai.

Докаателство. Утвердение леммы следует и предлоени 3.1.1, так как

dKi

dt
= −



△AiAjAk∈F

dθjki
dt

. (3.9)
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3.2 Существование решени дл t ∈ [0,∞)

В этом раделе покаано, что решение комбинаторного потока Риччи дл метрик с выроде-
ним существует при t ∈ [0,∞). Данное утвердение моно получит, полус принципами
максимума и минимума, как и в докаателстве и радела 3.4. работы [2]. Введем обоначени
M(t) = max(K1(t), . . . , KM(t)) и M(t) = min(K1(t), . . . , KM(t)).

Предлоение 3.2.1. Пуст r(t) = (r1(t), . . . , rN(t))  решение уравнений (3.5) или (3.7) на
некотором интервале. Тогда
(1) дл евклидова случа функци M(t) неворастаща, а функци M(t)  неубываща;
(2) дл гиперболического случа функци max(0,M(t)) неворастаща, а функци min(0,M(t))

 неубываща.

Это утвердение докаываетс таке как следствие 3.3 и [2].

Предлоение 3.2.2. Пуст r(t) = (r1(t), . . . , rN(t))  решение нормалиованного потока Рич-
чи. Пуст r(t) содеритс в компактном подмноестве пространства RM

+ . Тогда r(t) схо-
дитс экспоненциално быстро к точке (r1, . . . , rM) ∈ RM

+ , дл которой кривина в кадой

невыроденной вершине равна Kav = 1
M


2πχ(X)−


jM+1

Kj


.

Докаателство. Рассмотрим функци

g(t) =
M

j=1

(Kj(t)−Kav)2 =
M

j=1

K2
j (t)−M(Kav)2.

Её проиводна имеет вид

g′ =
M

j=1

Kj(t)K
′
j(t).

Далее, вычислим начение проиводной K ′
j(t). По предлоени 3.1.2 дл Lj = (Kj −Kav)

K ′
j(t) =



j∽i,iM

Cij((Kj −Kav)− (Ki −Kav)) =


j∽i,iM

Cij(Kj −Ki).

Таким обраом,

g′(t) = 2
M

j=1



i∽j,iM

CjiKj(Ki −Kj). (3.10)

Поменв местами индексы i и j, получим

g′(t) = 2
M

i=1



j∽i,jM

CijKi(Kj −Ki). (3.11)

57



Складыва уравнени (3.11) и (3.10), имеем

g′(t) = −2


i∽jM

Cij(Ki −Kj)
2.

Вано отметит следущее, так как крива ri(t) леит в компактном подмноестве RM
+ , то Cij

 полоителные функции, отличные от нул. Причем дл лбой пары сменых невыроден-
ных вершин Ai, Aj : Ai ∽ Aj существует константа c1 > 0 така, что выполнетс неравенство
Cij(r(t))  c1 > 0. Далее, восполуемс неравенством Коши

M
j=1

yj

M



M
j=1

y2j

M
.

Подставим в него yj = Ki −Kj. Тогда




M
j=1

(Kj −Ki)

M





2



M
j=1

(Ki −Kj)
2

M
,

откуда

(Ki −Kav)2 

M
j=1

(Ki −Kj)
2

M
.

Суммиру по i от 1 до M , получим:

M

i=1

(Ki −Kav)2  1

M

M

i,j=1

(Ki −Kj)
2. (3.12)

Лбые две невыроденные вершины Ai и Aj моно соединит ломаной Ai, Ai1 , . . . , Aip , Aj, про-
ходщей толко чере невыроденные вершины. Откуда дл подходщей константы c2 = p+ 1

имеем
(Ki −Kj)

2  c2

(Ki −Ki1)

2 + (Ki1 −Ki2)
2 + . . .+ (Kip −Kj)

2

.

Так как количество рёбер в данной последователности ограничено числом |Vn| − 1, то суще-
ствует константа c3 > 0, така что

M

i,j=1

(Ki −Kj)
2  c3



i∽jM

(Ki −Kj)
2. (3.13)

И уравнений (3.12) и (3.13) получаем неравенство

M

i=1

(Ki −Kav)2  c3
M



i∽j

(Ki −Kj),
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откуда


i∽jM

Cij(Ki −Kj)
2  c1



i∽jM

(Ki −Kj)
2  Mc1

c3

M

j=1

(Ki −Kav)2.

Поэтому существует полоителна константа c4, дл которой

g′ = −


i∽jM

Cij(Ki −Kj)
2  −c4

M

j=1

(Ki −Kav)2 = −c4g.

Таким обраом,
g(t)  c5e

−c4t,

где c4, c5  полоителные константы. Следователно,

(Ki −Kav)2 
M

i=1

(Ki −Kav)2  c5e
−c4t.

Предлоение 3.2.3. Пуст r(t) = (r1(t), . . . , rM(t))  решение потока (3.7). Если крива r(t)

содеритс в компактном подмноестве RM
+ , то она сходитс экспоненциално быстро в

точку (r1, . . . , rM) ∈ RM
+ , котора соответствует нулевому набору кривин K1, . . . , KM .

Докаателство полност аналогично докаателству предлоени 3.7 и [2].

3.3 Поток Риччи как отрицателный градиентный поток

Рассмотрим следущу амену переменных. Дл евклидова случа полоим uj = ln rj, а
дл гиперболического случа рассмотрим uj = ln tanh rj/2. Така амена поволет привести
оба потока Риччи (3.3) и (3.7) к виду

duj

dt
= −Kj, j = 1, . . . ,M, (3.14)

где Kj  некоторые функции переменных u1, . . . , uM . При выполнении условий (W ) точка
u = (u1, . . . , uM) моет быт лбой точкой пространства U = RM в евклидовом случае и про-
странства U = (−∞, 0)M ⊂ RM в гиперболическом случае. Утвердение леммы 3.4 апишем в
виде:

∂Ki

∂uj

=
∂Kj

∂ui

j = 1, . . . ,M. (3.15)

Следователно, дифференциална форма Ω =
M
i=1

Kidui амкнута, то ест dΩ = 0. Так как U
 односвное пространство, то и леммы Пуанкаре следует, что существует гладка функци
F (u1, u2, .., un), аданна на U така, что dF = Ω.
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Предлоение 3.3.1. Пуст весова функци удовлетворет условим (W ). Тогда
(a) в гиперболическом случае функци F (u1, . . . , uM) строго выпукла;

(b) в евклидовом случае функци F (u1, . . . , uM) строго выпукла на гиперплоскости
N
i=1

ui = 0.

Докаателство 3.3.1 такое е как дл предлоении 3.9 [2]. Предлоение 3.3.1 покаывает,
что метрика определетс одноначно её кривиной в гиперболическом случае, а в евклидовом
случае это утвердение верно с точност до умноени метрики на скалрну константу.
Тем самым, докаана и есткост метрики упаковки кругов с выроденими.

3.4 Выродение

Предлоение 3.4.1. Пуст X  амкнута поверхност с триангулцией T и весовой функ-
цией w, удовлетворща условим (W ). Пуст I  VN . Обоначим чере DI мноество всех
выроденных вершин, сменых с вершинами и I. Пуст существут пределы последова-
телностей lim

n→∞
r
(n)
i = 0 при i ∈ I и lim

n→∞
r
(n)
i > 0 при i ∈ {1, . . . ,M}\I дл гиперболического

или евклидова случаев r(n) = r
(n)
i : i = 1, . . . ,M . Тогда

lim
n→∞



i∈I

Ki(r
(n)) +



j∈DI

Kj = −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.16)

Более того, как в гиперболическом, так и в евклидовом случах дл лбого собственного под-
мноества I  VN выполнетс неравенство



i∈I

Ki(r) +


j∈DI

Kj > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.17)

Уравнение (3.16) влетс прмым следствием рассудений и докаателства предлоени
4.1 в работе [2], или и докаателства теоремы 13.7.1 в [5], с учётом того, что кривина в вы-
роденной вершине фиксирована. Докаателство неравенства (3.17), при условии, что весова
функци удовлетворет услови (W ), нудаетс в дополнителных рассудених.

Обоначим чере θjki внутренний угол при вершине Ai треуголника △AiAjAk триангулции
T . Грани триангулции, вершины которых содератс в подмноестве I∪DI , моно рабит на
три типа T1, T2, T3, где ниний индекс s ∈ 1, 2, 3 обоначает количество вершин и мноества
I ∪ DI (более точно, △ ∈ Ts тогда и толко тогда, когда поднтие грани △ в универсалное
накрытие π : X̃ → X имеет в точности s вершин и π−1(I ∪DI)). начение кривины в вершине
Ai апишем как 2π − ai. Распишем сумму


i∈I∪DI

ai в виде



Ai∈I∪DI△AiAjAk∈T1

θjki +


Ai,Aj∈I∪DI△AiAjAk∈T1

(θjki + θikj ) +


Ai,Aj ,Ak∈I∪DI△AiAjAk∈T1

(θjki + θikj + θijk ).
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Полус докаателством предлоени 4.1 [2], и формулы (3.16) получим утвердение о
поведении предела суммы


i∈I

Ki(r
n).

Преде чем докаыват неравенство (3.17), аметим, что сумма θjki + θikj + θijk не превышает
π при лбых начених r. Таке аметим, что θjki + θikj во второй сумме менше π при лбых
начених r. Перва сумма содерит два типа слагаемых. Если вершина Ai ∈ DI , то θjki =

π − arccoswjk. Наконец, если весова функци удовлетворет услови (W ), то дл вершин
Ai ∈ I имеем θjki < π − arccoswjk в силу монотонности и леммы 3.4.

3.5 Случай евклидовой метрики на гранх

Теорема 3.6. Пуст X  амкнута поверхност с фиксированными триангулцией T и ве-
совой функцией w, удовлетворщей условим (W ). Решение нормалиованного потока Риччи
(3.5) сходитс, неависимо от началной метрики, тогда и толко тогда, когда дл лбого
собственного подмноества I  VN верно неравенство

|I|Kav +


j∈DI

KI > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.18)

Кроме того, если решение сходитс, то оно сходитс экспоненциално быстро к единственной
метрике с набором одинаковых кривин Ki = Kav, i = 1, . . . ,M в невыроденных вершинах.

Докаателство. Рассмотрим мноество метрик

Ma = {(r1, . . . , rM) | ri > 0 при всех i = 1, . . . ,M и
M

i=1

ri = a},

где a > 0. Определим отобраение
Ξ : Ma → RM ,

где Ξ(r) = (K1(r), . . . , KM(r)). И предлоени 3.3.1 следует, что отобраение Ξ влетс ин-
ективным. Обра такого отобраени содеритс в гиперплоскости

Π =


(K1, . . . , KM) ∈ RM |

M

i=1

Ki = 2πξ(X)−
N

j=M+1

Kj


.

Далее, рассмотрим открытый выпуклый многогранник PK ⊂ Π, определенный неравенством


i∈I

Ki > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI ∪DI)−


j∈DI

Kj,

где индекс I пробегает все подмноества I ⊂ Vn. Таким обраом, мы имеем инективное непре-
рывное отобраение Ξ : Ma → PK меду гомеоморфными пространству RM−1 мноествами
Ma и PK . По теореме инвариантности области, Ξ гомеоморфно отобраает Ma на imΞ. И
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предлоени 3.3.1 следует, что imΞ = PK . Следователно, существует единственна метрика
r(0) = (r01, . . . , r

0
m) ∈ Ma, которо соответствует набору кривин вида Ξ(r0) = (Kav, . . . , Kav) ∈

PK . Таким обраом, метрика постонной кривины существует, более того, она единственна
с точност до скалрного умноени. Перейдем к докаателству сходимости нормалиован-
ного потока Риччи. Как было скаано выше, при амене переменных ui = ln ri, i = 1, . . . ,M ,
нормалиованный поток Риччи примет вид

dui

dt
= −(Ki(u)−Kav). (3.19)

Кроме того, существует функци F , така что ∂F
∂ui

= Ki(u)−Kav. Откуда следует, что последнее
уравнение влетс отрицателным градиентным потоком функции F . Далее, афиксируем пе-

ременну a = 1. Ограниченна на гиперплоскост U0 = {u ∈ RM |
M
i=1

ui = 0} функци F строго

выпукла. Как уе было докаано выше, функци F имеет единственну критическу точку
u(0) ∈ U0. Следователно, данна точка влетс минимумом функции F . Если начална точка
отрицателной градиентной линии функции F содеритс в области U0, то и вс градиентна
лини содеритс в U0. Покаем, что отрицателна градиентна лини сходтс в u(0).

Рассмотрим лини u(t), таку что du
dt

= −grad F (u(t)). Выберем некотору последовател-
ност tn → +∞ и введем обоначени u(n) = u(tn). Функци F ограничена сниу, кроме того,
dF (u(t))

dt
= −||grad F |u=u(t)||2, поэтому при необходимости переход к подпоследователности мо-

ем считат, что grad F (u(n)) → 0. Дл последователности r(n), котора соответствует после-
дователности u(n), данное утвердение оначает, что lim

n→+∞
Ki(r

(n)) = Kav. Так как амыкание

окрестности точки (Kav, . . . , Kav) ∈ P содеритс в PK , то переход к подпоследователности,
мы видим, что r(n) леит в компактном мноестве Ma и, следователно, содерит сходщу-
с подпоследователност. Следователно, u(n) содерит сходщус подпоследователност.
Таким обраом, получаем, что все отрицателные градиентные линии сходтс к метрике с
набором кривин Ki = Kav, i = 1, . . . ,M .

3.6 Случай гиперболической метрики на гранх

Теорема 3.7. Пуст T  триангулци амкнутой поверхности X с отрицателной эйле-
ровой характеристикой. Пуст w  весова функци на ребрах, удовлетворща условим
(W ). Решение гиперболического потока Риччи (3.7) сходитс дл лбой началной метрики
тогда и толко тогда, когда дл лбого подмноества I  VN верно неравенство



j∈DI

Kj > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.20)

Более того, если решение сходитс, то оно сходитс экспоненциално быстро к метрике с
набором кривин Ki = 0, i = 1, . . . ,M .
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Докаателство. Рассмотрим мноество всех метрик

M = {(r1, . . . , rM)|ri > 0 при лбых i = 1, . . . ,M}.

Рассмотрим отобраение этого мноества Ξ : M → RM ,Ξ(r) = (K1(r), . . . , KM(r)). Отобрае-
ние Ξ инективно в силу предлоени 3.3.1. По теорема Гаусса-Бонне обра Ξ содеритс в
полупространстве L ⊂ RM , аданном неравенством

M

i=1

Ki > −
N

j=M+1

Kj + 2πχ(X).

Далее, рассмотрим подмноество LK ⊂ L, аданное неравенствами


i∈I

Ki > −


(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
)−



j∈DI

Kj,

где индекс I пробегает всевомоные собственные подмноества I ⊂ Vn. Тогда Ξ : M → LK

влетс инективным непрерывным отобраением, при этом кадое и мноеств M и LK

гомеоморфно RM .
Докаем существовани метрики r(0) така, что Ki(r

0) = 0 при i = 1, . . . ,M . Выберем
некотору метрику r(0), дл которой кривина Ki(r) блика к начени 2π при i = 1, . . . ,M .
Это вомоно в силу следущего утвердени.

Лемма 3.8 (см.[2], лемма 3.5). Пуст Ai ∈ Vn и услови (W ) верны. Тогда дл лбого  > 0

существует такое число L, что при лбых полоителных ri, rj, rk и ri > L внутренний угол
θjki гиперболического треуголника △AiAjAk менше .

Докаателство. афиксируем число δ > 0, при котором Ki(r(0)) < 2π−δ. Рассмотрим решение
r(t) гиперболического потока Риччи (3.5) с началным начением r(0). И принципа максимума
следует, что min(K1(r(t)), . . . , KM(r(t))) не убывает при t → +∞. Другими словами Ki(t) ≥ 0 при
t ≥ 0 и i = 1, . . . ,M.. С другой стороны, функци max(K1(r(t)), . . . , KM(r(t)), 0) не ворастает,
откуда следует, что Ki(r(t)) < 2π − δ дл t ≥ и i = 1, . . . ,M . Следователно, функци K(r(t))

содеритс в компактном подмноестве LK , а начит и крива r(t) содеритс в компактном
подмноестве M . r(t) сходитс к метрике r(0) с кривиной Ki = 0, при i = 1, . . . ,M , что влетс
очевидным следствием предлоени 3.2.3. Отсда моем аклчит, что r(0) существует.

Тепер докаем сходимост потока Риччи (3.7). Уравнение потока Риччи моно аписат в
виде

dui

dt
= −Ki(u), (3.21)

где u ∈ U = (∞, 0)M , ui = ln th( ri
2
), i = 1, . . . ,M . Кроме того, существует выпукла функ-

ци F , аданна на U , така что ∂F
∂ui

= Ki(u). Следователно, последнее уравнение влет-
с отрицателным градиентным потоком функции F . Ранее было покаано, что функци F
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имеет единственну критическу точку u(0) ∈ U , при этом эта точка влетс минимумом
F . Рассмотрим решение u(t) отрицателного градиентного потока du

dt
= −grad F (u(t)). Выбе-

рем последователност tn → +∞ и полоим u(n) = u(tn). Функци F ограничена сниу, и
dF (u(t))

dt
= −||grad F |u=u(t)||2, поэтому переход при необходимости к подпоследователности мо-

ем считат, что F (u(n)) → 0. Последователност r(n), котора соответсвует последователно-
сти u(n), имеет предел lim

n→+∞
Ki(r

(n)) = 0. Точка (0, . . . , 0) ∈ Lk имеет окрестност, амыкание
которой компактно и содеритс в LK . Поэтому, переход к подпоследователности, моем
считат, что последователност r(n) леит в компактном подмноестве в M и, следовател-
но, содерит сходщус подпоследователност. Следователно, u(n) содерит сходщус
подпоследователност. Отсда моем аклчит, что все отрицателные градиентные линии
сходтс к метрике с кривиной Ki = 0, i = 1, . . . ,M .

Дл случа выроденной грани в лемме 3.5 приведем докаателство А. А. Ошемкова, ко-
торое влетс общим дл евклидова и гиперболического случаев. Дл этого апишем теоре-
му синусов в виде ∂θk

∂rj
sin θ =

∂θj
∂rk

sin θj, котора применима дл гиперболического и евклидова
случаев. Восполуемс обоначеними и докаателства леммы 3.5, пуст xi, xj, xk  длины
рёбер, противолеащие вершинам Ai, Aj, Ak в треуголнике △AiAjAk соответственно. Будем
полагат, что угол θi фиксирован. атем, в силу фактов и элементарной геометрии, аметим,
что ∂xi

∂xk
= cos θj как в случае евклида так и в гиперболическом случае. Например, рассмотрим

рассмотрим правый угол треуголника △AkAjH, где H  точка на геодеической прмой AiAj,
чере котору проходит прма AkH, перпендикулрна геодеической AiAj.

В наших предполоених xi = ljk, xj = rk, xk = rj и ∂ljk
∂rj

= cos θj. Тогда ∂2ljk
∂rj∂rk

= − sin θj · ∂θj
∂rk

.

Наконец, применив теорему о равенстве смешанных проиводных, получим соотношение ∂2ljk
∂rjrk

=

− sin θk · ∂θk
∂rj

.
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Глава 4

Потоки средней кривины на поверхностх
вращени

4.1 Дискретиаци потока средней кривины

Кроме потоков, учитыващих внутренн геометри многообраи [2],[8](Риччи, Калаби,
мабе), таке интерес представлт потоки, определенные внешней геометрией, например,
учитыващие кривину влоени многообраи в евклидово пространство [6],[13]. Простейшим
и таковых влетс поток средней кривины. Дадим необходимые определени. Пуст Mn

 амкнутое многообраие рамерности n  1. Потоком средней кривины дл амкнутого
многообраи Mn наываетс семейство влоений ft : M

n → Rn+1, n  1 гладко ависщее от
t, которое удовлетворет уравнени

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t), (4.1)

где x̄  точка многообраи, n(x̄, t) и H(x̄, t)  нормал к влоени и средн кривина по-
верхности Mn относително влоени ft в точке f(x̄, t) соответственно; дес f(x̄, t) = ft(x̄).
Отобраени ft адат семейство влоенных многообраий Mt ⊂ Rn+1.

Уравнение (4.1) моно переписат в виде

∂ft(x̄)

dt
= ∆LB(t)ft(x̄), (4.2)

где ∆LB(t)  оператор Лапласа-Белтрами, вычисленный в индуцированной влоением ft мет-
рике на Mn

t . С геометрической точки рени поток средней кривины стремитс стнут
выпуклые области Mn

t , причем скорост стгивани тем выше, чем болше начение средней
кривины Ht(x̄). Это наглдное свойство влетс общим дл потока Риччи и дл потока сред-
ней кривины.

Помимо семейства влоений ft(x̄), удовлетворщего уравнени (4.2), удобно рассматри-
ват так наываемый нормалиованный поток средней кривины f̃t(x̄). Оба семейства опреде-
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лены при t ∈ [0, T ) и пропорционалны друг другу с коэффициентом ψ(t)

f̃t(x̄) = ψ(t) · ft(x̄) (4.3)

таким, что обемы многообраий, аданных семейством влоений f̃t(x̄), равны обему много-
обраи Mn

0 дл всех t.
Выберем новый параметр времени t̃(t) =

 t

0
ψ2(τ)dτ ; тогда моно покаат, что f̃t̃ удовле-

творет уравнени

∂f̃t̃(x̄)

∂ t̃
= ∆̃t̃f̃t̃(x̄) +

1

n
h̃t̃f̃t̃(x̄); (4.4)

f̃0 = f0, (4.5)

где h̃t̃ =

M̃t̃

H̃2
t̃
dVolt̃/


M̃t̃

dVolt̃  усредненное начение квадрата средней кривины дл M̃t̃.

Теорема 4.1 (см. [6]). Пуст f0  влоение гладкого амкнутого многообраи Mn в Rn+1.
Пуст ивестно, что собственные начени второй квадратичной формы подмногообраи Mn

0

строго болше нул дл всех x̄ ∈ Mn
0 . Тогда уравнение (4.2) с началным условием f(x̄, 0) =

f0(x̄) имеет гладкое решение на конечном интервале времени 0  t < T , такое что поверх-
ност Mn

t стгиваетс в некотору точку O при t → T . При этом уравнение (4.4) с начал-
ным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет гладкое решение при t̃ → ∞, при этом M̃t̃ стремитс
принт форму сферы площади |M0|. Подмногообраие M̃t̃ получаетс и Mt гомотетией с
центром в точке O.

Будем строит дискретный аналог уравнени (4.2) дл M = S2 методом конечных элементов
(см. [12]). ададим баисные функции Li, i = 1, 2, ..., N, на вершинах триангулции, где N  их
количество, следущим обраом:

Li(vj) = δij =


0, если i ∕= j, то ест vi и vj раличны,

1, если i = j, то ест vi совпадает с vj.
(4.6)

Кроме того, потребуем, чтобы все Li были линейны на кадом двумерном симплексе. Уравнение
(4.2) будем решат в слабом смысле. Это начит, что мы ищем функци ft(x) таку, что дл
лбой функции gt(x) выполнетс условие


∂ft(x)

∂t
, gt(x)


= 〈∆LBft(x), gt(x)〉 . (4.7)

Перепишем (4.7) в виде 
∂ft(x)

∂t
, gt(x)


= −〈∇ft(x),∇gt(x)〉 . (4.8)

аменим функции ft(x), gt(x) их дискретными аналогами

ft(x) →
N

i

fi(t)Li, gt(x) →
N

i

gi(t)Li,
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где fi(t), gi(t)  начени функций f и g в i-й вершине триангулции соответственно. Подставл
эти выраени в уравнение (4.8), получим


N

j=1

dfj(t)

dt
Lj,

N

i=1

giLi


= −


N

j=1

fj(t)∇Lj,

N

i=1

gi∇Li


, (4.9)

откуда
N

i,j=1

dfj(t)

dt
gi(t) 〈Li, Lj〉 = −

N

i,j=1

fj(t)gi(t) 〈∇Li,∇Lj〉 . (4.10)

Дискретиаци данного уравнени по времени имеет вид
N

i,j=1

fn
j − fn−1

j

τ
〈Li, Lj〉 = −

N

i,j=1

fn−1
j 〈∇Li,∇Lj〉 , i = 1, 2, 3, ..., N, (4.11)

дес и далее по тексту n  номер шага по времени. Рассмотрим матрицы An = (〈Li, Lj〉)Ni,j=1,
Bn = (〈∇Li,∇Lj〉)Ni,j=1, а таке вектор-столбцы F n−1 = (fn−1

i )Ni=1, F n = (fn
i )

N
i=1. Тогда уравнение

(4.11) моно переписат в виде

AnF n = −τBnF n−1 + An−1F n−1, (4.12)

откуда
F n = −τ(An)−1Bn−1F n−1 + F n−1. (4.13)

Элементы матрицы An вычислтс в вном виде (см.[12]):

Aij =






1

12
(|△1|+ |△2|), дл сменых вершин vi, vj,

1

6



k∈deg vi

|△k|, если вершины vi, vj совпадат,

0, в осталных случах.

(4.14)

дес |△|  площад грани △, причем △1, △2  грани сменые по ребру, соединщему
вершины vi, vj, а △k пробегает набор граней, имещих vi = vj вершиной. Элементы матрицы
Bn тое могу быт вычислены вно (см. [12]):

Bij =






1

2
(ctg γp,ij + ctg γq,ij), дл сменых вершин vi, vj,

− 1

2



k∈deg vi

lqp
liplqi sin γi,qp

, если vi, vj совпадат,

0, в противном случае.

(4.15)

где γi,qp  угол при вершине vi грани △iqp, а lpq  длина ребра, соединщего вершины vp и vq.
вна схема аданна соотношением (4.13) неустойчива, и поэтому предпочтителнее вос-

половатс невной схемой

F n = (Cn)−1(An−1F n−1 + τ(1− σ)Bn−1F n−1), (4.16)
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где, Cn = An − τσBn.
Как и в случае непрерывного времени удобно вместо (4.16) рассматриват нормалиованное

уравнение. Определим дискретный аналог ξn коэффициента ψ(t) соотношением

ξn =


Sn−1
△

Sn
△

, (4.17)

где Sn
△ и Sn−1

△  площади триангулированной поверхности в текущий и предыдущий момент
времени, и нормалиуем уравнение (4.16):

F n = ξn(C
n)−1(An−1F n−1 + τ(1− σ)Bn−1F n−1). (4.18)

С учетом нормировочного коэффициента обща площад триангулированной поверхности
под действием потока (4.18) не менетс.

4.2 амкнута поверхност вращени

ададим хорошу с комбинаторной точки рени триангулци сферы, така триангул-
ци легко строитс, имелчаетс и кодируетс. Рассмотрим единичну сферу и вписанный в
неё правилный икосаэдр. Выберем декартовы координаты так, чтобы ос Oz проходила чере
две вершины икосаэдра, будем наыват их полсами: (0, 0,−1)  ный, (0, 0, 1)  северный.
Шаг имелчени состоит в следущем: в кадой грани проведем средние линии. Проделаем
нуное количество шагов, и обоначим чере V = {v1, v2, ..., vN}  мноество всех вершин три-
ангулции, E = {lij | vivj − ребро}  мноество всех её ребер , а F = {△ijq | vivjvq − гран}
 мноество граней. аметим, что после k-го шага имелчени икосаэдра количество вершин,
ребер, граней триангулции равно |V | = 2+10 ·22k, |E| = 30 ·4k, |F | = 20 ·22k соответственно. На-
овем уровнем вершины триангулции наименшее количество венев ломаной, составленной
и ребер триангулции и соединщей вершину с ным полсом. Тогда уровни вершин при-
нимат начени от 0 до 3 · 2k, где k− количество шагов имелчени исходной икосаэдралной
сетки. Рассмотрим лбу трехвенну ломану, составленну и ребер исходного икосаэдра,
котора соединет его северный и ный полса. После нуного числа шагов рабиени, та-
ка ломана будет состот и 3 · 2k венев и будет содерат в точности по одной вершине
кадого уровн. Будем наыват такие ломаные характеристическими.

Тепер опишем триангулци исходной поверхности вращени на примере сферы. Вер-
шины одного уровн имелченного икосаэдра леат в одной плоскости, ортогоналной оси
Oz. Спроецировав их вдол лучей, леащих в плоскости данного набора на окруност ра-
диуса 1/


1− z2i с центром на оси Oz, мы получим вершины на поверхности сферы. Иными

словами, вершины имелченного икосаэдра (xi, yi, zi) дат на сфере точки с координатами
xi

√
1−z2i√

x2
i+y2i

,
yi
√

1−z2i√
x2
i+y2i

, zi


(см. рис 4.1).
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(а) Вид вдол оси вращени. (б) Вид ортогонално оси вращени.

Рис. 4.1: Икосаэдрална сетка сферы единичного радиуса при k = 2.

Дл поверхности вращени, аданной профилной функцией β(z), β(−1) = β(1) = 0,−1 
z  1, β(z) > 0 при z ∕= ±1, поступим следущим обраом: вершине имелченного икосаэдра

(xi, yi, zi) ставим в соответствие вершину на поверхности вращени


xi

√
1−z2i√

x2
i+y2i

β(zi),
yi
√

1−z2i√
x2
i+y2i

β(zi), zi


.

Комбинаторика триангулции остаетс преней. В общем случае, когда профилна функци
β(z) поверхности вращени определена на некотором отреке [a, b], её триангулци подход-
щими сдвигом и растением сводитс к вышеописанной.

4.3 Перераспределение вершин триангулированной поверх-

ности вращени

И геометрических сообраений следует, что длины ребер нашей триангулированной поверх-
ности под действием потока средней кривины иментс быстрей вблии вершин, в которых
болше абсолтное начение средней кривины. В реултате этого вершины триангулирован-
ной поверхности вращени, котора в полрной шапочке имеет локалный максимум кри-
вины, скапливатс у её оси. В качестве примера на рис. 4.2 покаана эволци триангулиро-
ванного эллипсоида вращени с началным начением полуосей a = b = 1, c = 3 под действием
дискретного (дл σ = 1/2) потока средней кривины (4.18). Видно, что вершины триангулции
скапливатс к полсам, что в конечном итоге приводит к неустойчивости раностной схе-
мы. Более того, эволци триангулированной сферы единичного радиуса под действием потока
средней кривины, покаанна на рис.4.3, демонстрирует неустойчивост схемы дае в случае,
когда кривина исходной поверхности постонна.

вный вид элементов матриц An и Bn (см. формулы (4.14), (4.15)) покаывает, что эле-
менты этих матриц определтс наченими углов при вершинах триангулции и длинами
её рёбер. Если в процессе эволции отношение максималной площади грани триангулции к
минималной стремитс к бесконечности, то число обусловленности матрицы Cn неограничен-
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(a) 0.0 (b) 0.1 (c) 0.2

(d) 0.4 (e) 0.6 (f) 0.75

Рис. 4.2: Эволци эллипсоида вращени под действием дискретного потока средней кривины
от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.
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(a) 0 (b) 0.5 (c) 1.0

(d) 1.5 (e) 2.0 (f) 2.9

Рис. 4.3: Эволци сферы под действием дискретного потока средней кривины от времени
t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.

но ворастает и поэтому схема (4.18) окаываетс неустойчивой (типичное поведение потока
покаано на рис. 4.2). Чтобы сохранит число обусловленности вблии 1, мы восполуемс сле-
дущей идеей, происходщей и геометрии и комбинаторики рассматриваемой триангулции.
Иде состоит в перераспределении вершин триангулции по поверхности так, чтобы: 1) уровни
вершин не менлис 2) вен характеристической ломаной имели одинакову длину.

Алгоритм перераспределени вершин триангулированной поверхности исполует следу-
щие векторы:

Rn  состоит и расстоний от вершин триангулированной поверхности vi до оси вращени,
{rni ∈ Rn | rni =


(xn

i )
2 + (yni )

2; 1  i  N} ;
Hn  состоит и начений проекции вершин триангулированной поверхности на ос враще-

ни, {hn
i ∈ Hn | hn

i = zni ; 1  i  N};
Φn  состоит и начений полрных углов при вершинах триангулированной поверхности и

определетс соотношеними: {xn
i = rni cosφ

n
i , y

n
i = rni cosφ

n
i ; 1  i  N}.

Кроме того, вспомогателный вектор P = {pi(m) | pi(m) = i(m)/(3 · 2k), 0  m  3 · 2k}
нуен в качестве параметриации вектора Ln

0 . Таке исполуетс вектор расстоний вдол
характеристической ломаной от её вершин до ного полса: Ln

0 = {lnj | lnj =
j

m=1 d
n
m; j =

[0; 3 · 2k]}, где dnm =


(△xn
i(m))

2 + (△yni(m))
2 + (△zni(m))

2  расстоние меду m−ой и (m− 1)−ой

вершинами характеристической ломаной (m = 1, ..., 3 · 2k), а i(m)  номер вершины уровн m
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характеристической ломаной в списке всех вершин триангулции, полагаем ln0 = 0, L̂n = {l̂nm =
m
3·2k l

n
3·2k ;m = 0, ..., 3 · 2k}.
Λn  вектор, содеращий именени полрных углов вершин характеристической ломаной

а один шаг по времени, {λn
i(m) ∈ Λn | λn

i(m) = φn
i(m) − φn−1

i(m), 0  m  3 · 2k)}.
С помощ сплайновой аппроксимации вычислим вектор P̂ n такой, что соответстви P → Ln

0

и P̂ n → L̂n адат одну функци, атем, с помощ сплайновой аппроксимацией, вычислим
новые векторы R̂n и Ĥn, как начени функций P̂ n → R̂n , P̂ n → Ĥn в точках вектора P̂ n со-
ответственно. Реултатом перераспределени слуат точки с координатами x̂i = r̂i cosφ

n
i ; ŷi =

r̂i sinφ
n
i ; zi = ĥi.

Общий алгоритм описываетс следущим обраом:

1. определит и содат глобалные данные: векторы Φn, Rn, Hn;

2. проделат итераци метода конечных элементов;

3. содат локалный вектор Λn, элементами которого влтс углы поворота вершин ха-
рактеристической ломаной в горионталной плоскости;

4. перераспределит вершины характеристической ломаной равномерно по её длине и опре-
делит координаты её вершин;

5. определит координаты вершин мноества V триангулированной поверхности дл кадо-
го набора вершин одного уровн с учетом поворота вершин характеристической ломаной
в горионталной плоскости;

4.4 Примеры

Представленные в работе вычислени выполнены на персоналном комптере с процессо-
ром i5 2,4 GHz. Код программы написан на ыке программировани “C++11”, с исполованием
библиотеки “Eigen”(eigen.tuxfamily.org).

Эволци триангулированной сферы единичного радиуса под действием потока средней кри-
вины с перераспределением её вершин покаана на рис. 4.4. Соответствущий ей график наче-
ни числа обусловленности µ(Cn) покаывает, что при t = τn > 8.0 численное решение перестает
соответствоват точному (см. рис. 4.5).

Эволци эллипсоида вращени с полуосми a = b = 1, c = 3 под действием нормалио-
ванного дискретного потока средней кривины покаана на рис. 4.6, дес k = 3. При этом
исполуетс перераспределение вершин. Соответствуща ависимост числа обусловленно-
сти µ(Cn) от времени покаана на рис. 4.7. Численное моделирование потока средней кривины
в этом случае, как и в случае сферы, находитс в полном согласии с теоремой 4.1.
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(a) 0 (b) 5 (c) 9

(d) 15 (e) 20 (f) 27.9

Рис. 4.4: Эволци потока средней кривины на сфере с перераспределением от времени t = nτ ,
при k = 3, τ = 0.01.

Под действием потока средней кривины поверхност вращени, имеща вначале форму
гантели, моет эволционироват по двум раличным сценарим, в ависимости от формы
профилной кривой. Рассмотрим два типа поверхностей, имещие форму гантели. В первом
случае поверхност стгиваетс к сфере (см. рис. 4.8). Во втором случае поток формирует
сингулрност (см. рис. 4.10). Поведение числа обусловленности µ(Cn) в этих двух случах
покааны на рис. 4.9 и 4.11. Отметим, что к этим поверхностм теорема 4.1 не применима.

Дл кадой и вышеописанных триангулированных поверхностей на рис. 4.5, 4.7, 4.9, 4.11

покаано как менетс число обусловленности µ(Cn) в процессе эволции поверхности под дей-
ствием дискретного потока средней кривины, если применит алгоритм перераспределени
вершин. И графиков видно, что увеличение числа шагов рабиени k увеличивает устойчи-
вост численного решени дл выпуклых поверхностей, амедл рост числа обусловленности.
Применение алгоритма перераспределени влечет а собой ограничение роста числа обуслов-
ленности в окрестности начени 1.5 на начителный промеуток времени дл выпуклых по-
верхностей. В случае невыпуклых поверхностей ависимост начени числа обусловленности
от числа шагов рабиени k выглдит иначе. Отметим, что дл гантели второго типа увеличение
числа шагов рабиений k увеличивает скорост роста числа обусловленности µ(Cn) в процессе
эволции гантели под действием дискретного потока средней кривины с перераспределением
в силу формировани особенности.

Наконец приведём реултаты расчетов дл двух типов “гантелей” при k = 4, которые лучше
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Рис. 4.5: ависимост числа обусловленности µ(Cn) дл началной сферы от времени t = nτ

при раличных начених числа шагов рабиени k: (a)  бе применени алгоритма; (б)  с
применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.8 (c) 1.5

(d) 2.0 (e) 3.0 (f) 7.0

Рис. 4.6: Эволци эллипсоида вращени под действием дискретного потока средней кривины
с перераспределением от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.

приблиат точное решение потока средней кривины чем дл k = 1, 2, 3. Исполование более
мощного комптера поволит в далнейшем увеличит число шагов рабиени k.
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Рис. 4.7: ависимост числа обусловленности µ(Cn) дл началного эллипсоида вращени от
времени t = nτ при раличных начених числа шагов рабиени k: (a)  бе применени
алгоритма; (б)  с применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.05 (c) 0.1

(d) 0.3 (e) 0.99 (f) 5.0

Рис. 4.8: Эволци гантели первого типа под действием дискретного потока средней кривины
с перераспределением вершин от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.
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Рис. 4.9: ависимост числа обусловленности µ(Cn) дл началной гантели первого типа от
времени t = nτ при раличных начених числа шагов рабиени k: (a)  бе применени
алгоритма; (б)  с применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.05 (c) 0.1

(d) 0.2 (e) 0.3 (f) 0.33

Рис. 4.10: Эволци гантели второго типа под действием дискретного потока средней кривины
с перераспределением от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.
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Рис. 4.11: ависимост числа обусловленности µ(Cn) дл началной гантели второго типа от
времени t = nτ при раличных начених числа шагов рабиени k: (a)  бе применени
алгоритма; (б)  с применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.05 (c) 0.1

(d) 0.3 (e) 0.99 (f) 5

Рис. 4.12: Эволци гантели первого типа под действием дискретного потока средней кривины
с перераспределением по времени t = nτ , при k = 4, τ = 0.002.
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(a) 0 (b) 0.11 (c) 0.2

(d) 0.23 (e) 0.254 (f) 0.274

Рис. 4.13: Эволци гантели второго типа под действием дискретного потока средней кривины
с перераспределением от времени t = nτ , при k = 4, τ = 0.002.
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Рис. 4.14: ависимост числа обусловленности µ(Cn) дл гантелей первого (a) и второго (b) типа
от времени t = nτ при k = 4.
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