
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛ󰑩ТЕТ

На правах рукописи

Пепа Руслан 󰑰р󰑭евич

УДК 517.938.5

Обобщенные комбинаторные потоки Риччи

Спецаил󰑭ност󰑭 01.01.04 󰯹 геометри󰑱 и топологи󰑱

Диссертаци󰑱 на соискание учёной степени
кандидата фи󰑬ико-математических наук

Научный руководител󰑭:
кандидат фи󰑬ико-математических наук

Фёдор 󰑰р󰑭евич Попеленский

Москва–2019 г.



Оглавление

Введение 2

1 Комбинаторный поток Риччи на поверхност󰑱х: поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 21
1.1 Основные определени󰑱 и предварител󰑭ные сведени󰑱 . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.2 Метрики на тетраэдре и поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 комбинаторного потока Риччи . . 24

1.2.1 Метрики посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре с первым типом симметрии
весов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.2.2 Метрики посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре со вторым типом симметрии
весов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2.3 Нескол󰑭ко 󰑬амечаний о траектори󰑱х комбинаторного потока
Риччи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2 Пространство метрик, выпуклост󰑭 функции F 38
2.1 Случай евклидовой метрики на гран󰑱х . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 Случай гиперболической метрики на гран󰑱х . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3 Комбинаторный поток Риччи дл󰑱 метрик упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми 50
3.1 Метрики упаковок кругов с выро󰑨дени󰑱ми . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.2 Существование решени󰑱 дл󰑱 t ∈ [0,∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.3 Поток Риччи как отрицател󰑭ный градиентный поток . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.4 Выро󰑨дение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.5 Случай евклидовой метрики на гран󰑱х . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.6 Случай гиперболической метрики на гран󰑱х . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4 Потоки средней криви󰑬ны на поверхност󰑱х вращени󰑱 65
4.1 Дискрети󰑬аци󰑱 потока средней криви󰑬ны . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2 󰑪амкнута󰑱 поверхност󰑭 вращени󰑱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.3 Перераспределение вершин триангулированной поверхности вращени󰑱 . . . . . . 69
4.4 Примеры . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

1



Введение

Актуал󰑭ност󰑭 темы

Потоки метрик, то ест󰑭 дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 на семейства метрик, 󰑬авис󰑱щих от
времени, у󰑨е довол󰑭но давно активно испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 в геометрии. Наиболее и󰑬вестным на сего-
дн󰑱шний ден󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 применение Перел󰑭маном потоков Риччи с перестройками дл󰑱 дока󰑬а-
тел󰑭ств гипоте󰑬 Пуанкаре и Тёрстона. Потоки нетривиал󰑭ны да󰑨е в двумерном случае. Потоком
Риччи на двумерной поверхности X на󰑬ываетс󰑱 семейство метрик g(t) = (gij(t)), удовлетвор󰑱-
󰑧щее дифференциал󰑭ному уравнени󰑧

∂g

∂t
= −2K(g(t))g(t),

где K(g(t)) 󰯹 гауссова криви󰑬на метрики g(t).

Теорема (Hamilton [8]). Дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики g(0) на 󰑬амкнутой ориентированной
поверхности X решение потока Риччи существует дл󰑱 всех t 󰃍 0. Если поверхност󰑭 X не
диффеоморфна S2, то поток Риччи сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны. Если X =

S2, то поток Риччи сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны при условии, что гауссова
криви󰑬на K(g(0)) поло󰑨ител󰑭на во всех точках X.

Случаи, не подход󰑱щие под услови󰑱 этой теоремы Гамил󰑭тона, были рассмотрены Чоу.

Теорема (Chow [1]). Пуст󰑭 g0 󰯹 прои󰑬вол󰑭на󰑱 начал󰑭на󰑱 метрика на сфере, и пуст󰑭 g(t) 󰯹
решение потока Риччи с этим начал󰑭ным условием g(0) = g0. Тогда найдетс󰑱 такое T > 0,
что криви󰑬на K(g(T )) поло󰑨ител󰑭на во всех точках.

Наиболее удачный дискретный аналог потоков Риччи был введен Чоу и Луо в работе [2]. Под
метрикой они понимали так на󰑬ываему󰑧 метрику упаковки кругов [3],[5],[19]. Соответсву󰑧щие
определени󰑱 приведены в главе 1, 󰑬дес󰑭 󰑨е достаточно отметит󰑭 следу󰑧щее. Дл󰑱 󰑬амкнутой по-
верхности X фиксиру󰑧тс󰑱 триангул󰑱ци󰑱 T и весова󰑱 функци󰑱 w на рёбрах триангул󰑱ции, при-
нима󰑧ща󰑱 󰑬начение в (−1, 1]. Метрика кодируетс󰑱 поло󰑨ител󰑭ными радиусами окру󰑨ностей
ri, 󰑬аданными дл󰑱 ка󰑨дой вершины триангул󰑱ции. Комбинаторный поток Риччи в евклидовом
случае (точное определение см. в гл. 1) 󰯹 это система дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, (1)
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аналогичным обра󰑬ом определ󰑱етс󰑱 комбинаторный поток Риччи дл󰑱 гиперболического случа󰑱.
Дл󰑱 евклидова и гиперболического случаев Чоу и Луо дока󰑬али, что при выполнении определен-
ных условий на веса и на комбинаторику триангул󰑱ции T , поток Риччи сходитс󰑱 к единственной
метрике посто󰑱нной криви󰑬ны. Один и󰑬 кл󰑧чевых моментов в дока󰑬ател󰑭ствах Чоу и Луо 󰯹
это во󰑬мо󰑨ност󰑭 представит󰑭 поток Риччи как отрицател󰑭ный градиентный поток некоторой
функции F . Существование такой функции F выводитс󰑱 и󰑬 того, что пространство метрик
диффеоморфно RN

+ , где N 󰯹 число вершин триангул󰑱ции. 󰑪атем дока󰑬ываетс󰑱, что функци󰑱 F

выпукла󰑱. Сходимост󰑭 траекторий отрицател󰑭ного градиентного потока к поло󰑨ени󰑧 равнове-
си󰑱 выводитс󰑱 и󰑬 выпуклости функции F . В дока󰑬ател󰑭ствах этих фактов ва󰑨ну󰑧 рол󰑭 играет
условие w 󰃍 0. В данной работе мы пока󰑬ываем, как условие w 󰃍 0 мо󰑨но ослабит󰑭 так, чтобы
пространство метрик осталос󰑭 диффеоморфно RN

+ , а функци󰑱 F осталас󰑭 выпуклой. Л󰑧бопыт-
но, что эти обобщенные услови󰑱 дл󰑱 обоих фактов ока󰑬ыва󰑧тс󰑱 одинаковыми. Кроме того, мы
строим контрпримеры, которые пока󰑬ыва󰑧т, что дал󰑭нейшее ослабление нево󰑬мо󰑨но. Этому
посв󰑱щены главы 1 и 2.

Если весова󰑱 функци󰑱 и триангул󰑱ци󰑱 не удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑱м теоремы Чоу и Луо, то
численное моделирование пока󰑬ывает, что в р󰑱де случаев под действием потока Риччи мет-
рика в пределе выро󰑨даетс󰑱 (а именно, некоторые радиусы стрем󰑱тс󰑱 к нул󰑧), но при этом
набл󰑧да󰑧тс󰑱 определенные 󰑬акономерности в поведении криви󰑬н. В главе 3 мы определ󰑱ем
выро󰑨денные метрики упаковок кругов в евклидовом и гиперболическом случа󰑱х, определ󰑱-
ем комбинаторный поток Риччи дл󰑱 таких метрик, и дока󰑬ываем теоремы сходимости потока
Риччи к поло󰑨ени󰑧 равновеси󰑱 дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики при определенных услови󰑱х на
триангул󰑱ци󰑧 T и веса w. При этом на веса w накладыва󰑧тс󰑱 более общие услови󰑱 и󰑬 главы 2,
а не условие w 󰃍 0.

Кроме потока Риччи интересен поток средней криви󰑬ны

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t), (2)

где f(x̄, t) 󰯹 семейство вло󰑨ений поверхности Mn в Rn+1, H(x̄, t), n(x̄, t) 󰯹 средн󰑱󰑱 криви󰑬на
и нормал󰑭 в точке x̄ в момент времени t соответственно, и его нормали󰑬ованна󰑱 верси󰑱 f̃(t̃),
сохран󰑱󰑧ща󰑱 об󰑫ём (площад󰑭) поверхности.

Теорема (см. [6]). Пуст󰑭 f0 󰯹 вло󰑨ение гладкого 󰑬амкнутого многообра󰑬и󰑱 Mn в Rn+1. Пуст󰑭
и󰑬вестно, что собственные 󰑬начени󰑱 второй квадратичной формы подмногообра󰑬и󰑱 Mn

0 строго
бол󰑭ше нул󰑱 дл󰑱 всех x̄ ∈ Mn

0 . Тогда уравнение (2) с начал󰑭ным условием f(x̄, 0) = f0(x̄) имеет
гладкое решение на конечном интервале времени 0 󰃑 t < T такое, что поверхност󰑭 Mn

t

ст󰑱гиваетс󰑱 в некотору󰑧 точку O при t → T ; нормали󰑬ованное условием посто󰑱нства об󰑫ема
многообра󰑬и󰑱, уравнение (2) с начал󰑭ным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет гладкое решение при
t̃ → ∞. В то 󰑨е врем󰑱 M̃t̃ стремитс󰑱 прин󰑱т󰑭 форму сферы площади |M0|. Подмногообра󰑬ие
M̃t̃ получаетс󰑱 и󰑬 Mt гомотетией с центром в точке O.
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В главе 4 представлен метод численного моделировани󰑱 дискретного потока средней кри-
ви󰑬ны на поверхност󰑱х вращени󰑱 с ра󰑬личными начал󰑭ными профил󰑭ными функци󰑱ми. Ре-
󰑬ул󰑭таты численного моделировани󰑱 на поверхности вращени󰑱 совпада󰑧т с теоретическими в
случае, если поверхност󰑭 вращени󰑱 удовлетвор󰑱ет услови󰑱м теоремы Х󰑭󰑧скена. Наиболее ин-
тересные ре󰑬ул󰑭таты главы 4 каса󰑧тс󰑱 моделировани󰑱 потока средней криви󰑬ны дл󰑱 поверхно-
стей вращени󰑱, не удовлетвор󰑱󰑧щих услови󰑱м теоремы Х󰑭󰑧скена, в частности, смоделировано
формирование особенности.

Цел󰑭 диссертации

Цели работы:

1. Исследоват󰑭 количество метрик упаковок кругов, име󰑧щих посто󰑱нну󰑧 криви󰑬ну, дл󰑱
весовой функции, принима󰑧щей 󰑬начени󰑱 в (−1, 1], дл󰑱 тетраэдра.

2. Исследоват󰑭 услови󰑱 на весову󰑧 функци󰑧, гарантиру󰑧щие выпуклост󰑭 функции F . Ис-
следоват󰑭 услови󰑱 на весову󰑧 функци󰑧, при которых пространство метрик ст󰑱гиваемо.

3. Определит󰑭 метрику упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми, определит󰑭 комбинаторный поток
Риччи дл󰑱 таких метрик, дока󰑬ат󰑭 теоремы сходимости дл󰑱 евклидова и гиперболического
случаев.

4. Смоделироват󰑭 дискретный поток средней криви󰑬ны дл󰑱 ви󰑬уали󰑬ации формировани󰑱 осо-
бенности на поверхности вращени󰑱, профил󰑭на󰑱 функци󰑱 которой не 󰑱вл󰑱етс󰑱 выпуклой.

Поло󰑨ени󰑱, выносимые на 󰑬ащиту

Основные ре󰑬ул󰑭таты диссертации 󰑬акл󰑧ча󰑧тс󰑱 в следу󰑧щем:

1. Нахо󰑨дение и классификаци󰑱 метрик упаковок кругов с посто󰑱нной криви󰑬ной на тетра-
эдре дл󰑱 двух типов симметричных весовых функций w ∈ (−1, 1];

2. Нахо󰑨дение новых, более слабых условий на весову󰑧 функци󰑧 со 󰑬начени󰑱ми в (−1, 1],
при которых комбинаторный поток Риччи 󰑱вл󰑱етс󰑱 градиентным потоком выпуклой функ-
ции, определённой в пространстве RN

+ ;

3. Определение нового класса метрик упаковок кругов с выро󰑨дени󰑱ми и комбинаторного
потока Риччи дл󰑱 них; дока󰑬ател󰑭ство теорем сходимости комбинаторного потока Риччи к
единственной метрике посто󰑱нной криви󰑬ны с выро󰑨дени󰑱ми при определенных услови󰑱х
дл󰑱 евклидова и гиперболического случаев;
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4. Построение устойчивого алгоритма вычислени󰑱 решени󰑱 дискретного потока средней кри-
ви󰑬ны на поверхности вращени󰑱; моделирование и ви󰑬уали󰑬аци󰑱 формировани󰑱 особенно-
сти в случае, когда начал󰑭на󰑱 профил󰑭на󰑱 функци󰑱 поверхности вращени󰑱 не 󰑱вл󰑱етс󰑱
выпуклой.

Научна󰑱 нови󰑬на

Все основные ре󰑬ул󰑭таты диссертации 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 искл󰑧чител󰑭но оригинал󰑭ными, получены
автором самосто󰑱тел󰑭но, и её нови󰑬на 󰑬акл󰑧ча󰑧тс󰑱 в следу󰑧щем:

1. Исследовано количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре с весовой функцией,
облада󰑧щей одним и󰑬 двух типов симметрии.

2. Найдены новые ослабленные услови󰑱, при которых пространство метрик диффеоморфно
RN

+ , а поток Риччи эквивалентен отрицател󰑭ному градиентному потоку некоторой выпук-
лой функции.

3. Дока󰑬ана сходимост󰑭 комбинаторного потока Риччи дл󰑱 выро󰑨денных метрик упаковок
кругов дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики в евклидовом и гиперболическом случа󰑱х при опре-
деленных услови󰑱х на триангул󰑱ци󰑧 и весову󰑧 функци󰑧.

4. Предло󰑨ен новый алгоритм моделировани󰑱 потока средней криви󰑬ны на поверхности вра-
щени󰑱.

Методы исследовани󰑱

В диссертации примен󰑱󰑧тс󰑱 методы дифференциал󰑭ной геометрии, дифференциал󰑭ных урав-
нений и алгебры. Испол󰑭󰑬овалис󰑭 системы численного моделировани󰑱.

Теоретическа󰑱 и практическа󰑱 ценност󰑭 работы

Диссертаци󰑱 имеет теоретический характер. Реу󰑬ул󰑭таты, полученне в диссертации, пред-
ставл󰑱󰑧т интерес дл󰑱 специалистов в области дифференциал󰑭ной геометрии, дифференциал󰑭-
ных уравнений и численного моделировани󰑱.

Апробаци󰑱 работы

Ре󰑬ул󰑭таты опубликованы в четырёх стат󰑭󰑱х [20],[23],[21],[22] и󰑬 которых четыре опубли-
кованы в 󰑨урналах, удовлетвор󰑱󰑧щие поло󰑨ени󰑧 о прису󰑨дении учёных степеней в МГУ.
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А. С. Мищенко, профессора В. М. Мануйлова, профессора И. К. Бабенко, доцента
А. А. Ирматова;

• семинар 󰯺Дифференциал󰑭ные операторы на сингул󰑱рных пространствах, алгебраически
интегрируемые системы и квантование󰯻 под руководством член-корреспондента РАН
А. И. Шафаревича;

• 󰯺Вороне󰑨ска󰑱 󰑬имн󰑱󰑱 математическа󰑱 школа С. Г. Крейна В󰑪МШ 󰯹 2016󰯻, Вороне󰑨,
25 󰯹 31 󰑱нвар󰑱 2016 г.;

• 󰯺Ломоносов 2016󰯻, МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва, 11 󰯹 15 апрел󰑱 2016 г.;

• 󰯺Ломоносов 2017󰯻, МГУ имени М.В. Ломоносова, Москва, 10 󰯹 14 апрел󰑱 2017 г.;

• 󰯺Вороне󰑨ска󰑱 󰑬имн󰑱󰑱 математическа󰑱 школа С. Г. Крейна В󰑪МШ 󰯹 2018󰯻, Вороне󰑨,
26 󰯹 31 󰑱нвар󰑱 2018 г.;

• 󰯺XX Geometrical Seminar󰯻, Faculty of Mathematics University of Belgrade Serbia,
May 20 󰯹 23, 2018;

• 󰯺International Conference on Topology and its Application󰯻, Nafpaktos, Greece,
July 7󰯹11, 2018;

• 󰯺Современные проблемы математики и механики󰯻, МГУ имени М. В. Ломоносова, Москва,
13 󰯹 15 ма󰑱 2019 г.

Структура и об󰑫ём работы

Диссертационна󰑱 работа состоит и󰑬 введени󰑱 и четырёх глав. Список литературы содер󰑨ит
29 наименований. Текст диссертации и󰑬ло󰑨ен на 82 страницах.

Содер󰑨ание работы

Во введении формулируетс󰑱 цел󰑭 работы, кратко и󰑬лага󰑧тс󰑱 её ре󰑬ул󰑭таты и содер󰑨ание.
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Содер󰑨ание главы 1

Рассмотрим 󰑬амкнуту󰑧 поверхност󰑭 X с триангул󰑱цией T . Следу󰑱 Тёрстону(см. [5], гл. 13),
определим дл󰑱 X аналог плоской метрики с коническими особенност󰑱ми. Пуст󰑭 V = {A1, ..., AN}
󰯹 мно󰑨ество вершин триангул󰑱ции T . Обо󰑬начим чере󰑬 E и F соответственно мно󰑨ества рёбер
и граней триангул󰑱ции T .

Определение. Весовой функцией на󰑬ываетс󰑱 функци󰑱 w : E → (−1, 1], w(AiAj) = wij = wji, а
число wij на󰑬ываетс󰑱 весом ребра AiAj.

Определение. Под метрикой (в евклидовом случае) на поверхности мы понимаем способ вы-
числени󰑱 длины л󰑧бой ломаной или 󰯺хорошей󰯻 кривой на этой поверхности. Дл󰑱 фиксирован-
ной тройки (X, T, w), состо󰑱щей и󰑬 поверхности X, её триангул󰑱ции T и весовой функции w,
определим метрику на X следу󰑧щим обра󰑬ом:

1. на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции будем считат󰑭 метрикой плоской;

2. метрика 󰑬ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, ..., N} ∈ RN
+ ;

3. длина lij ребра AiAj ∈ E 󰑬адаетс󰑱 формулой

lij =
󰁴

r2i + r2j + 2rirjwij. (3)

Эти услови󰑱 определ󰑱󰑧т метрику на X, причем единственным обра󰑬ом, тогда и тол󰑭ко тогда,
когда длины рёбер lij, ljk, lki ка󰑨дой грани триангул󰑱ции AiAjAk ∈ F удовлетвор󰑱󰑧т трем нера-
венствам треугол󰑭ника. Дл󰑱 простоты метрикой на󰑬ываетс󰑱 набор r = {ri > 0, i = 1, . . . , N}.

Определение. Пространством метрик Rw ⊆ RN
+ , соответству󰑧щим весовой функции w, бу-

дем на󰑬ыват󰑭 мно󰑨ество всех наборов r = {ri > 0, i = 1, . . . , N}, дл󰑱 которых {lij | AiAj ∈ E}
удовлетвор󰑱󰑧т неравенствам треугол󰑭ника на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T .

Описанные комбинаторные данные име󰑧т очен󰑭 просту󰑧 геометрическу󰑧 интерпретаци󰑧.
А именно, рассмотрим на евклидовой плоскости окру󰑨ности Ci, Cj радиусами ri, rj соответс-
венно. Предполо󰑨им, что эти окру󰑨ности пересека󰑧тс󰑱. Обо󰑬начим чере󰑬 θij угол пересечени󰑱,
который выбираетс󰑱 так, что θij = 0 дл󰑱 окру󰑨ностей, каса󰑧щихс󰑱 внешним обра󰑬ом. Тогда
рассто󰑱ние ме󰑨ду вершинами Ai и Aj 󰑬адаетс󰑱 формулой (3), в которой wij = cos θij.

Криви󰑬на такой метрики сконцентрирована в вершинах триангул󰑱ции. Поскол󰑭ку ка󰑨дый
набор r = {ri > 0, i = 1, . . . , N} определ󰑱ет длины рёбер {lij}, то определены плоские углы в
вершинах ка󰑨дой грани.

Определение. Криви󰑬ной Kj в вершине Aj на󰑬ываетс󰑱 величина

Kj = 2π −
󰁛

AiAjAk∈F

∠AiAjAk, i = 1, . . . , N. (4)
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Определение. Говор󰑱т, что набор r = (r1, . . . , rN) 󰑬адает метрику посто󰑱нной криви󰑬ны (или
метрика r = (r1, . . . , rN) имеет посто󰑱нну󰑧 криви󰑬ну), если K1(r) = . . . = KN(r) = 2πχ(M)/N .

Определение. Комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . , N, (5)

котора󰑱 определ󰑱ет 󰑬ависимост󰑭 метрики от времени в терминах эвол󰑧ции набора параметров
r = {ri > 0 | i = 1, ..., N}.

Определение. Решение (5) на󰑬ываетс󰑱 сход󰑱щимс󰑱, если

1. lim
t→∞

Ki(t) = Ki(∞) ∈ (−∞, 2π) существует дл󰑱 всех i,

2. lim
t→∞

ri(t) = ri(∞) ∈ R+ существует дл󰑱 всех i.

В работе [2] Чоу и Луо дока󰑬ано, что при определенных услови󰑱х (среди которых име󰑧т-
с󰑱 услови󰑱 w 󰃍 0), комбинаторный поток Риччи сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны;
пространство метрик при этом совпадает с RN

+ .
В первой главе исследовано пространство метрик на тетраэдре, при условии, что весова󰑱

функци󰑱 обладает одним и󰑬 двух типов симметрии. Вы󰑱снено, когда пространство метрик сов-
падает с R4

+. Вы󰑱снено, скол󰑭ко имеетс󰑱 неэквивалетных ме󰑨ду собой метрик посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны. В данном случае мы считаем, что метрики r и λr, где λ ∈ R,λ > 0, эквивалентны, так
как у них одинаковые криви󰑬ны.

Интересен так󰑨е гиперболический случай.

Определение. Пуст󰑭 T 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 󰑬амкнутой ориентированной поверхности X рода g ≥ 2

с 󰑬аданной весовой функцией w на её рёбрах. Метрику в гиперболическом случае будем 󰑬адават󰑭
следу󰑧щим обра󰑬ом:

1. метрика на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T имеет посто󰑱нну󰑧 отрицател󰑭ну󰑧 криви󰑬ну
−1;

2. метрика 󰑬ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, . . . , N} ∈ R+;

3. длина lij ребра AiAj ∈ E определ󰑱етс󰑱 формулой ch lij = ch ri ch rj + wij sh ri sh rj.

В этом (гиперболическом) случае приведенные услови󰑱 име󰑧т тот 󰑨е геометрический смысл,
что и в евклидовом случае. Пространство метрик обо󰑬начаетс󰑱 так 󰑨е: Rw ⊆ RN

+ .

Определение. Гиперболический комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система дифференциал󰑭-
ных уравнений

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . , N. (6)
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Тёрстон в [5] дока󰑬ал, что при определенных комбинаторных услови󰑱х на триангул󰑱ци󰑧 и
веса существует единственна󰑱 метрика посто󰑱нной криви󰑬ны. Иными словами, в гиперболи-
ческом случае метрика посто󰑱нной криви󰑬ны в вершинах не имеет конических особенностей.
󰑯сно, что дл󰑱 гиперболического случа󰑱 метрики посто󰑱нной криви󰑬ны 󰯹 в точности то 󰑨е са-
мое, что поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 потока Риччи (6). Чтобы св󰑱󰑬ат󰑭 метрики посто󰑱нной криви󰑬ны
с особенност󰑱ми потока Риччи в евклидовом случае, нам понадобитс󰑱 нормали󰑬ованный поток
Риччи, который определ󰑱етс󰑱 как система обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . , N, (7)

где Kav = 2πχ(X)
N

. В евклидовом случае метрики посто󰑱нной криви󰑬ны в точности 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
поло󰑨ени󰑱ми равновеси󰑱 потока (7).

Чоу и Луо [2] пока󰑬али, что при услови󰑱х, найденных Тёрстоном, поток Риччи (в обоих слу-
ча󰑱х (6) и (7)), сходитс󰑱 к единственной метрике посто󰑱нной криви󰑬ны. В евклидовом случае

󰑬дес󰑭 не во󰑬никает противоречи󰑱, так как прои󰑬ведение
N󰁔
i=1

ri 󰯹 первый интеграл нормали󰑬о-

ванного потока Риччи (7) .
Определим линк Lk(I) подмно󰑨ества I ⊂ V вершин триангул󰑱ции T как мно󰑨ество пар

(e, v), состо󰑱щих и󰑬 ребра e и вершины v таких, что
(1) концы ребра e не содер󰑨атс󰑱 в I;
(2) v ∈ I;
(3) e и v обра󰑬у󰑧т гран󰑭.

Обо󰑬начим так󰑨е чере󰑬 FI подмно󰑨ество в X, состо󰑱щее и󰑬 симплексов, все вершины которых
принадле󰑨ат I. В случае, когда на гран󰑱х триангул󰑱ции метрика евклидова, криви󰑬ны метрик
r = (r1, . . . , rN) и λr = (λr1, . . . ,λrN),λ > 0 совпада󰑧т. Поэтому при подсчете числа метрик
посто󰑱нной криви󰑬ны метрики r и λr ра󰑬личат󰑭 не будем.

Теорема (см. [2]). Пуст󰑭 (X, T, w) 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 T поверхности X с набором весов w 󰃍 0.
Тогда дл󰑱 потоков Риччи (6) или (7) верны следу󰑧щие услови󰑱 верны следу󰑧щие услови󰑱:

(1) существует решение r(t), определенное дл󰑱 t ∈ [0,∞), дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики
r(0);

(2) решение r(t) сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны тогда и тол󰑭ко тогда, когда
дл󰑱 л󰑧бого собственного подмно󰑨ества I ⊂ V выполнено неравенство

0 > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл󰑱 потока (6),

2π|I|χ(X)/|N | > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл󰑱 потока (7);
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(3) при выполнении условий (2) решение r(t) сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны экспо-
ненциал󰑭но быстро.

Вернёмс󰑱 к ре󰑬ул󰑭татам главы 1. Рассмотрим тетраэдр A0A1A2A3, он даёт простейшу󰑧 три-
ангул󰑱ци󰑧 сферы S2. В главе 1 пространство Rw описано в случа󰑱х, когда весова󰑱 функци󰑱 на
тетраэдре обладает одним и󰑬 двух видов симметрии:

1. w01 = w23 = α, w02 = w03 = ω13 = γ;

2. w01 = w02 = w03 = γ, w12 = ω23 = w13 = α.

Условие, выдел󰑱󰑧щее Rw в R4
+, мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде:

1− w12

r23
+

1− w31

r22
+

1− w23

r21
+ 2

w23 + w31w12

r2r3
+ 2

w31 + w23w12

r3r1
+ 2

w12 + w23w31

r1r2
> 0, (8)

где wij, i ∕= j, i, j = {0, 1, 2, 3} 󰯹 вес на ребре lij. Выписав такие неравенства дл󰑱 ка󰑨дой грани
триангул󰑱ции, получим набор ограничений, выдел󰑱󰑧щих пространство Rw в R4

+,

Лемма (см. [20]). Пуст󰑭 w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ. Если γ > −
󰁴

1−α
2

, то

пространство Rw совпадает с R4
+. В противном случае, когда γ 󰃑 −

󰁴
1−α
2

, пространство
Rw 󰃳 R4

+.

Теорема (см. [20]). Пуст󰑭 w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны описываетс󰑱 диаграммой, пока󰑬анной на рис. 1.2. А
именно:

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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Рис. 1: Области с ра󰑬личными количествами метрик посто󰑱нной криви󰑬ны. Крива󰑱 ACF опре-
дел󰑱ет границу области, дл󰑱 которой R = Rα,γ = R4

+.

1. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ACBHGD существует единственна󰑱 метрика посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны, r0 = r1 = r2 = r3 = 1;
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2. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ABC имеетс󰑱 п󰑱т󰑭 ра󰑬личных метрик посто󰑱нной криви󰑬ны: r0 =
r1 = r2 = r3 = 1 и еще четыре, дл󰑱 которых выполн󰑱етс󰑱 один и󰑬 наборов соотношений
r0 = r1, r0 ∕= r2 ∕= r3 ∕= r1 или r2 ∕= r0 ∕= r1 ∕= r3, r2 = r3; кроме того, эти четыре метрики
получа󰑧тс󰑱 друг и󰑬 друга соответству󰑧щими перестановками индексов у параметров
ri;

3. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ADE метрик посто󰑱нной криви󰑬ны нет.

Более того, отре󰑬ок AD ле󰑨ит на пр󰑱мой α = 3 + 4γ, крива󰑱 BD 󰯹 дуга параболы 2γ2 − α−
1 = 0, а крива󰑱 AD 󰯹 дуга гиперболы 2γ2 − α2 − 1 = 0. На отре󰑬ке AD пропадает решение
r0 = r1 = r2 = r3, на дугах BC и AD пропада󰑧т четыре решени󰑱, описанные в пункте 2.

󰑪амечание. На рис. 1 и󰑬обра󰑨ены границы областей с ра󰑬личным количеством поло󰑨ений
равновеси󰑱 вместе с кривой ACF , 󰑬аданной уравнением γ = −

󰁴
1−α
2

, отдел󰑱󰑧щей област󰑭 и󰑬-
менени󰑱 весов α, γ, дл󰑱 которой Rw = R4

+.

Тепер󰑭 приведём утвер󰑨дени󰑱 касател󰑭но весовой функции со вторым типом симметрии.

Лемма (см. [20]). Пуст󰑭 w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Если
γ > −

󰁴
1−α
2

, тогда пространство Rw совпадает с R4
+. И наоборот, при γ 󰃑 −

󰁴
1−α
2

имеем
Rw 󰃳 R4

+.

Теорема (см. [20]). Пуст󰑭 w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны описываетс󰑱 диаграммой, и󰑬обра󰑨енной на рис. ??.
А именно,

Рис. 2: Области с ра󰑬личными количествами метрик посто󰑱нной криви󰑬ны. Крива󰑱 DKMN

определ󰑱ет границу области, дл󰑱 которой R = Rα,γ = R4
+.

1. если (α, γ) принадле󰑨ит области AEHIG, то метрик посто󰑱нной криви󰑬ны не суще-
ствует;

11



2. если (α, γ) принадле󰑨ит области EBCJH, то существует единственна󰑱 метрика по-
сто󰑱нной криви󰑬ны, причем r1 = r2 = r3;

3. если (α, γ) принадле󰑨ит области DGI, то существу󰑧т три ра󰑬личные метрики посто-
󰑱нной криви󰑬ны (r1, r2, r3) таких, что (t, t, s),(t, s, t) или (s, t, t), где t ∕= s;

4. если (α, γ) принадле󰑨ит области IJH, то существу󰑧т две метрики посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны, причем дл󰑱 ка󰑨дой и󰑬 них r1 = r2 = r3;

5. если (α, γ) принадле󰑨ит одной и󰑬 областей DKJI и DKF , то существу󰑧т п󰑱т󰑭 мет-
рик посто󰑱нной криви󰑬ны, описанных в пунктах 3 и 4;

6. если (α, γ) принадле󰑨ит одной и󰑬 областей FKC и JKC, то существу󰑧т четыре мет-
рики посто󰑱нной криви󰑬ны, описанных в пунктах 2 и 3;

Более того, EHJKF 󰯹 отре󰑬ок пр󰑱мой α = −1/2, GIJC 󰯹 дуга параболы 2γ2 − 1 − α = 0,
DIH 󰯹 дуга параболы γ2 + 2α + 1 = 0, а искл󰑧чител󰑭на󰑱 крива󰑱 DKC 󰑬адаетс󰑱 уравнением
γ2(5 + 4α)− α2 − 4α− 4 = 0.

На кривой GIJC исче󰑬а󰑧т метрики и󰑬 пункта 3, на кривых DIH и FKJH две метрики
и󰑬 пункта 4 выро󰑨да󰑧тс󰑱 в одну, на пр󰑱мой EH метрик посто󰑱нной криви󰑬ны нет, а на
искл󰑧чител󰑭ной кривой DKC три метрики и󰑬 пункта 3 выро󰑨да󰑧тс󰑱 в одну метрику, дл󰑱
которой t = s.

󰑪амечание. На рис. 2 и󰑬обра󰑨ены границы областей с ра󰑬личным количеством поло󰑨ений
равновеси󰑱 вместе с кривой DKMN , 󰑬аданной уравнением γ = −

󰁴
1−α
2

, отдел󰑱󰑧щей област󰑭
и󰑬менени󰑱 весов α, γ, дл󰑱 которой Rw = R4

+.

Содер󰑨ание главы 2

Евклидов комбинаторный поток Риччи 󰑬аменой ui = ln ri приводитс󰑱 к виду du
dt

= −Ki(u);
гиперболический поток приводитс󰑱 к такому 󰑨е виду 󰑬аменой ui = ln th(ri/2). Более того, ока-
󰑬ываетс󰑱, что в обоих случа󰑱х ∂Ki

∂uj
=

∂Kj

∂ui
, то ест󰑭 1-форма Ω =

󰁓
Kidui 󰑬амкнута.

Дл󰑱 неотрицател󰑭ной весовой функции w пространство метрик Rw совпадает с RN
+ . Поэтому

существует функци󰑱 F , дл󰑱 которой dF = Ω. Более того, в гиперболическом случае F строго
выпукла на RN

+ , а в евклидовом F строго выпукла на гиперплоскости
󰁓

ui = 0. И󰑬 ре󰑬ул󰑭татов
первой главы следует, что если услови󰑱 w 󰃍 0 не выполнены, то существу󰑧т весовые функ-
ции w, дл󰑱 которых Rw 󰃵 RN

+ , поэтому односв󰑱󰑬ност󰑭 Rw ну󰑨но устанавливат󰑭 какими-то
дополнител󰑭ными рассу󰑨дени󰑱ми. Кроме того, выпуклост󰑭 функции F опираетс󰑱 на интерес-
ное утвер󰑨дение и󰑬 элементарной геометрии, дл󰑱 которого существу󰑧т контрпримеры, если не
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выполнены услови󰑱 w 󰃍 0. В главе 2 найдены услови󰑱 на весову󰑧 функци󰑧, у󰑨е не удовле-
твор󰑱󰑧щие услови󰑧 w 󰃍 0, при которых Rw = RN

+ (а следовател󰑭но, существует F така󰑱, что
dF =

󰁓
Kidui). Пока󰑬ано, что при тех 󰑨е услови󰑱х F выпукла.

Лемма (см. [21]). Пуст󰑭 на грани △A1A2A3 󰑬адана весова󰑱 функци󰑱 w12 = α, w23 = β, w31 = γ

така󰑱, что β = γ ≥ 0 > α. Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0. Тогда дл󰑱 л󰑧бых
r1, r2, r3 > 0 и󰑬 отре󰑬ков l1, l2, l3 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник на евклидовой плоскости.

Лемма (см. [21]). Пуст󰑭 на грани △A1A2A3 󰑬адана весова󰑱 функци󰑱 w12 = α, w23 = β, w31 = γ

така󰑱, что β, γ ≥ 0 > α и γ, β или |α| ∕= 1 Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0.
Тогда дл󰑱 л󰑧бых r1, r2, r3 > 0 и󰑬 отре󰑬ков l1, l2, l3 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник на евклидовой
плоскости.

󰑪амечание. Нетрудно убедитс󰑱 в том, что вышеука󰑬анна󰑱 теорема не мо󰑨ет быт󰑭 дока󰑬ана
дл󰑱 л󰑧бого набора поло󰑨ител󰑭ных чисел r1, r2, r3 при поло󰑨ител󰑭ных β, γ и отрицател󰑭ном
󰑬начении α бе󰑬 дополнител󰑭ного ограничени󰑱.

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 обо󰑬начени󰑱ми теоремы, сформулированной выше и обо󰑬начим чере󰑬 θ1, θ2, θ3
внутренние углы при соответству󰑧щих вершинах треугол󰑭ника. Внутренние углы θi, i = {1, 2, 3}
󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 функци󰑱ми переменных rj, j = {1, 2, 3}, дл󰑱 которых верно следу󰑧щее:

Теорема (см. [21]). Пуст󰑭 веса α,β,γ удовлетвор󰑱󰑧т одному и󰑬 следу󰑧щих условий: (i) все три
веса неотрицател󰑭ны; (ii) βγ+α > 0, причем веса β и γ неотрицател󰑭ны, а вес α отрицателен.
Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0;

2. ∂θj/∂ri > 0 дл󰑱 л󰑧бых j ∕= i;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂rk = 0.

󰑪амечание. Нево󰑬мо󰑨но дока󰑬ат󰑭 утвер󰑨дение последней теоремы при γ = β ≥ 0 > α бе󰑬
ограничени󰑱 γ2 + α > 0.

Обратимс󰑱 к гиперболическому случа󰑧, когда грани триангул󰑱ции име󰑧т посто󰑱нну󰑧 от-
рицател󰑭ну󰑧 криви󰑬ну −1. Аналогично предыдущему пункту рассмотрим гран󰑭 △A1A2A3 и
поло󰑨им w23 = α, w13 = β и w12 = γ. Длины рёбер lij, i, j = {1, 2, 3}, i ∕= j грани △A1A2A3

определ󰑱󰑧тс󰑱 формулами
ch lij = ch ri ch rj + γ sh ri sh rj. (9)

Дл󰑱 гиперболического случа󰑱 имеетс󰑱 утвер󰑨дение, не име󰑧щее аналога в евклидовом случае.

Лемма (см. [21]). Пуст󰑭 β = γ ≥ 0 ≥ α. Тогда существует треугол󰑭ник с ребрами l12, l13, l23

при л󰑧бых r1, r2, r3 > 0.
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Следу󰑧щие два утвер󰑨дени󰑱 име󰑧т аналоги.

Лемма (см. [21]). Пуст󰑭 β, γ ≥ 0 > α и βγ + α > 0 (или βγ + α = 0, но β ∕= 1 и γ ∕= 1). Тогда
и󰑬 отре󰑬ков l12, l13, l23 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник при л󰑧бых r1, r2, r3 > 0.

Теорема (см. [21]). Пуст󰑭 дл󰑱 весов α, β и γ выполн󰑱етс󰑱 одно и󰑬 условий:

(a) все три веса неотрицател󰑭ны;

(b) два веса β и γ неотрицател󰑭ны, вес α отрицателен, βγ + α > 0;

Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0 при i = {1, 2, 3};

2. ∂θi/∂rj > 0 при i, j = {1, 2, 3} и i ∕= j;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂ri < 0, при i = {1, 2, 3}.

Содер󰑨ание главы 3

Численное моделирование решений комбинаторных потоков Риччи, не удовлетвор󰑱󰑧щих
услови󰑱м теоремы Чоу и Луо, вы󰑱вило, что в р󰑱де случаев набл󰑧да󰑧тс󰑱 следу󰑧щие 󰑬ако-
номерности: нескол󰑭ко параметров ri стрем󰑱тс󰑱 к нул󰑧 при t → ∞, но криви󰑬ны при этом
име󰑧т конечные пределы. Мы вводим новое пон󰑱тие: метрику упаковок кругов с выро󰑨дени-
󰑱ми. Отметим, что выро󰑨даетс󰑱 тол󰑭ко упаковка. Такие метрики дол󰑨ны слу󰑨ит󰑭 пределами
потоков Риччи при описанном выше выро󰑨дении. Дл󰑱 таких метрик мы определ󰑱ем потоки
Риччи в евклидовом и гиперболическом случа󰑱х и дока󰑬ываем аналог теорем о сходимости ре-
шени󰑱 к единственной метрике с одинаковыми криви󰑬нами в невыро󰑨денных вершинах. При
этом весова󰑱 функци󰑱 удовлетвор󰑱ет не услови󰑧 w 󰃍 0, а более общим, св󰑱󰑬анному с услови󰑱ми,
полученными в главе 2. И󰑬ло󰑨им ре󰑬ул󰑭таты более подробно.

Рассмотрим 󰑬амкнуту󰑧 поверхност󰑭 X с триангул󰑱цией T . Предполагаетс󰑱, что подн󰑱тие
󰑬амкнутой грани или ребра в универсал󰑭ное накрытие 󰁨X 󰑱вл󰑱етс󰑱 вло󰑨ением. Обо󰑬начим мно-
󰑨ество вершин, ребер и граней триангул󰑱ции T чере󰑬 V , E, F соответственно. Мно󰑨ество вер-
шин V = {A1, A2, . . . , AN} триангул󰑱ции T представим в виде несв󰑱󰑬ного об󰑫единени󰑱 двух
подмно󰑨еств V = Vn

󰁉
Vd таких, что никакие две вершины и󰑬 мно󰑨ества Vd не соедин󰑱󰑧тс󰑱

ребром. Подход󰑱щим обра󰑬ом перенумеровав вершины, мо󰑨ем считат󰑭, что Vn = {A1, . . . , AM},
Vd = {AM+1, . . . , AN}. Вершины и󰑬 мно󰑨ества Vn будем на󰑬ыват󰑭 невыро󰑨денными, а и󰑬 мно-
󰑨ества Vd 󰯹 выро󰑨денными.

Определение. Метрикой упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми на󰑬ываетс󰑱 набор r = {ri 󰃍 0}
такой, что ri = 0 тогда и тол󰑭ко тогда, когда Ai 󰯹 выро󰑨денна󰑱 вершина.
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Элемент триангул󰑱ции T (ребро или гран󰑭) на󰑬овём невыро󰑨денным тогда и тол󰑭ко тогда,
когда все его вершины невыро󰑨дены и выро󰑨денным в противном случае. Обо󰑬начим мно󰑨е-
ство (не)выро󰑨денных рёбер и граней чере󰑬 Ed(En) и Fd(Fn) соответственно. Очевидно, что
E = En

󰁉
Ed и F = Fn

󰁉
Fd. Иногда дл󰑱 удобства будем обо󰑬начат󰑭 подмно󰑨ество вершин и

соответству󰑧щее подмно󰑨ество индексов одним символом. Весова󰑱 функци󰑱 определена тол󰑭-
ко на невыро󰑨денных рёбрах, w : En → (−1, 1]. 󰑪афиксируем тройку (X, T, w). В евклидовом
случае, когда все грани триангул󰑱ции T 󰯹 плоские евклидовы треугол󰑭ники, длина ребра опре-
дел󰑱етс󰑱 формулой (3). Дл󰑱 выро󰑨денной вершины Ai криви󰑬на Ki 󰑱вно выра󰑨аетс󰑱 чере󰑬 веса
формулой

Ki = 2π −
󰁛

△AiAjAK∈F

(π − arccos(wjk)) .

Комбинаторный поток Риччи дл󰑱 метрики с выро󰑨дени󰑱ми 󰯹 это система обыкновенных
дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . ,M. (10)

Усредненной криви󰑬ной Kav дл󰑱 метрики упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми на󰑬ываетс󰑱 ве-
личина:

Kav =
1

M

󰀣
2πχ(X)−

N󰁛

j=M+1

Kj

󰀤
. (11)

Нормированный комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . ,M. (12)

Лемма (см. [23]). Набор функций ri(t), i = 1, . . . ,M 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением уравнений (10) тогда
и тол󰑭ко тогда, когда eK

avtri(t) 󰯹 решение уравнений (12).

Лемма (см. [23]).
M󰁔
j=1

ri(t) 󰯹 первый интеграл системы уравнений (12).

Пуст󰑭 на гран󰑱х выбрана гиперболическа󰑱 метрика посто󰑱нной криви󰑬ны −1, а длина ребра
lij, соедин󰑱󰑧щего вершины Ai и Aj, определ󰑱етс󰑱 формулой (9). Если ребро 󰑱вл󰑱етс󰑱 выро󰑨-
денным, то последнее слагаемое в формуле (9) равно нул󰑧, поэтому вес wij не определ󰑱етс󰑱, а
lij = ri при ri = 0. Комбинаторным гиперболическим потоком Риччи на󰑬ываетс󰑱 система ОДУ
вида

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . ,M. (13)

Тройка (X, T, w) 󰑬адает пространство метрик Rw, которое в сво󰑧 очеред󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 подмно-
󰑨еством таких r и󰑬 пространства RM

+ × (0, . . . , 0) ⊂ RN , что на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T

выполн󰑱󰑧тс󰑱 три неравенства треугол󰑭ника. Будем говорит󰑭, что выполн󰑱󰑧тс󰑱 услови󰑱 (W ),
если весова󰑱 функци󰑱 w удовлетвор󰑱ет услови󰑱м леммы, приведенной ни󰑨е.
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Лемма (см. [23]). Пуст󰑭 ка󰑨да󰑱 гран󰑭 триангул󰑱ции удовлетвор󰑱ет одному и󰑬 условий:
(a) гран󰑭 невыро󰑨дена и весова󰑱 функци󰑱 на её ребрах принимает неотрицател󰑭ные 󰑬начени󰑱;
(b) гран󰑭 невыро󰑨дена, весова󰑱 функци󰑱 на одном и󰑬 ребер грани принимает 󰑬начение α < 0,
на двух других ребрах β, γ > 0, при этом выполн󰑱етс󰑱 неравенство α + βγ 󰃍 0;
(c) гран󰑭 выро󰑨дена, 󰑬начение весовой функции на невыро󰑨денном ребре грани отлично от 1.
Тогда и дл󰑱 евклидова, и дл󰑱 гиперболического случаев имеем Rw = RM

+ .

Лемма (см. [23] ). Пуст󰑭 в грани △AiAjAk вершины Aj, Ak невыро󰑨дены. Тогда

∂θk
∂rj

rj =
∂θj
∂rk

rk дл󰑱 евклидова случа󰑱, (14)

∂θk
∂rj

sh rj =
∂θj
∂rk

sh rk дл󰑱 гиперболического случа󰑱. (15)

И󰑬 этих двух лемм следует существование функции F на RM
+ , дл󰑱 которой dF =

󰁓
Kidui.

Лемма (см. [23]). Пуст󰑭 △AiAjAk 󰯹 гран󰑭 триангул󰑱ции. Углы при вершинах Ai,Aj,Ak обо-
󰑬начим чере󰑬 θi, θj, θk соответственно. Предполо󰑨им, что условие (W ) выполн󰑱етс󰑱.
(a) Пуст󰑭 △AiAjAk ∈ Fn, тогда

(a1) ∂θp
∂rp

< 0, p ∈ {i, j, k};
(a2) ∂θp

∂rq
> 0, p, q ∈ {i, j, k}, p ∕= q;

(a3)
∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и ∂(θi+θj+θk)

∂rp
< 0 дл󰑱 гиперболической,

p ∈ {i, j, k}.
(b) Пуст󰑭 Ai ∈ Vd, тогда

(b1)
∂θj
∂rj

< 0 и ∂θk
∂rk

< 0;

(b2)
∂θj
∂rk

< 0 и ∂θj
∂rk

< 0;
(b3)

∂(θj+θk)

∂rp
=

∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и ∂(θi+θk)

∂rp
=

∂(θj+θj+θk)

∂rp
< 0

дл󰑱 гиперболической, p ∈ {j, k}.
Более того, частные прои󰑬водные ∂θn

∂rm
󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 элементарными функци󰑱ми от ri, rj, rk, где

n,m ∈ {i, j, k}.

Эта лемма по󰑬волит нам дока󰑬ат󰑭 выпуклост󰑭 функции F .

Предло󰑨ение (см. [23]). Пуст󰑭 (X, T, w) 󰯹 󰑬амкнута󰑱 триангулированна󰑱 поверхност󰑭 с ве-
сами. Пуст󰑭 функции ri(t), i = 1, . . . ,M удовлетвор󰑱󰑧т системе уравнений dri

dt
= −Li(r1, . . . , rM)ri.

Тогда прои󰑬водну󰑧 внутреннего угла θjki при невыро󰑨денной вершине Ai грани △AiAjAk мо󰑨-
но представит󰑭 в виде:

1. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− Bik(Lk − Li)− BiλLi дл󰑱 грани △AiAjAk ∈ Fn;

2. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− BiλLi дл󰑱 грани △AiAjAk ∈ Fd с вершиной Ak ∈ Vd.
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󰑪дес󰑭 λ = 0 дл󰑱 случа󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и λ = −1 дл󰑱 гиперболической.

Предло󰑨ение (см. [23]). Пуст󰑭 весова󰑱 w функци󰑱, 󰑬аданна󰑱 на рёбрах триангул󰑱ции, удовле-
твор󰑱ет услови󰑧 (W ). Тогда при выполнении условий предыдущего предло󰑨ени󰑱 дл󰑱 1 󰃑 i 󰃑 M

выполн󰑱етс󰑱 равенство
dKi

dt
=

󰁛

i∽j,j󰃑M

Cij(Lj − Li) + λCiLi,

где Cij = Cji и Cij 󰯹 поло󰑨ител󰑭ные элементарные функции переменных r1, . . . , rM , сумми-
рование идёт по невыро󰑨денным вершинам Aj, сме󰑨ным с вершиной Ai.

Решение комбинаторного потока Риччи дл󰑱 метрик с выро󰑨дени󰑱м существует при
t ∈ [0,∞). Введем обо󰑬начени󰑱 M(t) = max(K1(t), . . . , KM(t)) и M(t) = min(K1(t), . . . , KM(t)).

Предло󰑨ение (см. [23]). Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rN(t)) 󰯹 решение уравнений (12) или (13) на
некотором интервале. Тогда
(1) дл󰑱 евклидова случа󰑱 функци󰑱 M(t) нево󰑬раста󰑧ща󰑱, а функци󰑱 M(t) 󰯹 неубываща󰑱;
(2) дл󰑱 гиперболического случа󰑱 функци󰑱 max(0,M(t)) нево󰑬раста󰑧ща󰑱, а функци󰑱 min(0,M(t))

󰯹 неубыва󰑧ща󰑱.

Предло󰑨ение (см. [23]). Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rN(t)) 󰯹 решение нормали󰑬ованного потока
Риччи. Пуст󰑭 r(t) содер󰑨итс󰑱 в компактном подмно󰑨естве пространства RM

+ . Тогда r(t)

сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро к точке (r1, . . . , rM) ∈ RM
+ , дл󰑱 которой криви󰑬на в ка󰑨дой

невыро󰑨денной вершине равна Kav = 1
M

󰀣
2πχ(X)−

󰁓
j󰃍M+1

Kj

󰀤
.

Предло󰑨ение (см. [23]). Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rM(t)) 󰯹 решение потока (13). Если крива󰑱
r(t) содер󰑨итс󰑱 в компактном подмно󰑨естве RM , то она сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро
в точку (r1, . . . , rM) ∈ RM

+ , котора󰑱 соответствует нулевому набору криви󰑬н K1, . . . , KM .

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 следу󰑧щей 󰑬аменой переменных: дл󰑱 евклидова случа󰑱 поло󰑨им uj = ln rj,
а дл󰑱 гиперболического случа󰑱 uj = ln th(rj/2). Така󰑱 󰑬амена по󰑬вол󰑱ет привести оба потока
Риччи (10) и (13) к виду

duj

dt
= −Kj, j = 1, . . . ,M, (16)

где Kj 󰯹 некоторые функции переменных u1, . . . , uM . При выполнении условий (W ) точка
u = (u1, . . . , uM) мо󰑨ет быт󰑭 л󰑧бой точкой пространства U = RM в евклидовом случае и про-
странства U = (−∞, 0)M ⊂ RM в гиперболическом случае. Утвер󰑨дение последней леммы
мо󰑨но переписат󰑭 в следу󰑧щем виде:

∂Ki

∂uj

=
∂Kj

∂ui

. (17)
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Следовател󰑭но, дифференциал󰑭на󰑱 форма Ω =
M󰁓
i=1

Kidui 󰑬амкнута, то ест󰑭 dΩ = 0. Так как U
󰯹 односв󰑱󰑬ное пространство, то и󰑬 леммы Пуанкаре следует, что существует гладка󰑱 функци󰑱
F (u1, u2, .., un), 󰑬аданна󰑱 на U , така󰑱, что dF = Ω.

Предло󰑨ение (см. [23]). Пуст󰑭 весова󰑱 функци󰑱 удовлетвор󰑱ет услови󰑱м (W ). Тогда
(a) в гиперболическом случае функци󰑱 F (u1, . . . , uM) строго выпукла;

(b) в евклидовом случае функци󰑱 F (u1, . . . , uM) строго выпукла на гиперплоскости
N󰁓
i=1

ui = 0.

Предло󰑨ение (см. [23]). Пуст󰑭 X 󰯹 󰑬амкнута󰑱 поверхност󰑭 с триангул󰑱цией T и весовой
функцией w, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 услови󰑱м (W ). Пуст󰑭 I 󰃵 VN . Обо󰑬начим чере󰑬 DI мно󰑨ество
всех выро󰑨денных вершин, сме󰑨ных с вершинами и󰑬 I. Пуст󰑭 существу󰑧т пределы последо-
вател󰑭ностей lim

n→∞
r
(n)
i = 0 при i ∈ I и lim

n→∞
r
(n)
i > 0 при i ∈ {1, . . . ,M}\I дл󰑱 гиперболического

или евклидова случаев r(n) = r
(n)
i : i = 1, . . . ,M . Тогда

lim
n→∞

󰁛

i∈I

Ki(r
(n)) +

󰁛

j∈DI

Kj = −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (18)

Более того, как в гиперболическом, так и в евклидовом случа󰑱х дл󰑱 л󰑧бого собственного под-
мно󰑨ества I 󰃵 VN выполн󰑱етс󰑱 неравенство

󰁛

i∈I

Ki(r) +
󰁛

j∈DI

Kj > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (19)

Главными ре󰑬ул󰑭татами главы 3 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 следу󰑧щие теоремы.

Теорема (см. [23]). Пуст󰑭 X 󰯹 󰑬амкнута󰑱 поверхност󰑭 с фиксированными триангул󰑱цией
T и весовой функцией w, удовлетвор󰑱󰑧щей услови󰑱м (W ). Решение нормали󰑬ованного потока
Риччи (12) сходитс󰑱, не󰑬ависимо от начал󰑭ной метрики, тогда и тол󰑭ко тогда, когда дл󰑱
л󰑧бого собственного подмно󰑨ества I 󰃵 VN верно неравенство

|I|Kav +
󰁛

j∈DI

KI > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e) + 2πχ(FI∪DI
)). (20)

Кроме того, если решение сходитс󰑱, то оно сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро к единственной
метрике с набором одинаковых криви󰑬н Ki = Kav, i = 1, . . . ,M в невыро󰑨денных вершинах.

Теорема (см. [23]). Пуст󰑭 T 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 󰑬амкнутой поверхности X с отрицател󰑭ной
эйлеровой характеристикой. Пуст󰑭 w 󰯹 весова󰑱 функци󰑱 на ребрах, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 услови-
󰑱м (W ). Решение гиперболического потока Риччи (13) сходитс󰑱 дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики
тогда и тол󰑭ко тогда, когда дл󰑱 л󰑧бого подмно󰑨ества I 󰃵 VN верно неравенство

󰁛

j∈DI

Kj > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (21)

Более того, если решение сходитс󰑱, то оно сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро к метрике с
набором криви󰑬н Ki = 0, i = 1, . . . ,M .
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Содер󰑨ание главы 4

Глава посв󰑱щенна потоку средней криви󰑬ны на поверхности, вло󰑨енной в R3. Потоком сред-
ней криви󰑬ны дл󰑱 󰑬амкнутого многообра󰑬и󰑱 Mn на󰑬ываетс󰑱 семейство вло󰑨ений ft : Mn →
Rn+1, n 󰃍 1, гладко 󰑬авис󰑱щее от t, которое удовлетвор󰑱ет уравнени󰑧

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t). (22)

В отличие от двумерного потока Риччи, под действием потока средней криви󰑬ны у поверхности
могут формироват󰑭с󰑱 особенности. И󰑬вестна следу󰑧ща󰑱 теорема:

Теорема (Huisken [6]). Пуст󰑭 f0 󰯹 вло󰑨ение гладкого 󰑬амкнутого многообра󰑬и󰑱 Mn в Rn+1.
Пуст󰑭 и󰑬вестно, что собственные 󰑬начени󰑱 второй квадратичной формы подмногообра󰑬и󰑱 Mn

0

строго бол󰑭ше нул󰑱 дл󰑱 всех x̄ ∈ Mn
0 . Тогда уравнение (22) с начал󰑭ным условием f(x̄, 0) = f0(x̄)

имеет гладкое решение на конечном интервале времени 0 󰃑 t < T такое, что поверхност󰑭 Mn
t

ст󰑱гиваетс󰑱 в некотору󰑧 точку O при t → T ; нормали󰑬ованное условием посто󰑱нства об󰑫ема
многообра󰑬и󰑱, уравнение (22) с начал󰑭ным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет гладкое решение при
t̃ → ∞. В то 󰑨е врем󰑱 M̃t̃ стремитс󰑱 прин󰑱т󰑭 форму сферы площади |M0|. Подмногообра󰑬ие
M̃t̃ получаетс󰑱 и󰑬 Mt гомотетией с центром в точке O.

В этой теореме семейства f̃t(x̄) и ft(x̄) пропорционал󰑭ны друг другу с точност󰑭󰑧 до некото-
рого коэффициента ψ(t) таким, что об󰑫ем многообра󰑬ий, 󰑬аданных семейством вло󰑨ений f̃t(x̄),
равны об󰑫ему многообра󰑬и󰑱 Mn

0 дл󰑱 всех t, то ест󰑭 f̃t(x̄) = ψ(t) · ft(x̄), причем t̃(t) =
󰁕 t

0
ψ2(τ)dτ .

В данной главе описан алгоритм интегрировани󰑱 потока средней криви󰑬ны на двумерной
поверхности вращени󰑱. Алгоритм основан на методе конечных элементов и пока󰑬ал сво󰑧 устой-
чивост󰑭 на бол󰑭шом интервале и󰑬менени󰑱 времени. Алгоритм работает дл󰑱 л󰑧бых поверхностей
вращени󰑱, не󰑬ависимо от того, удовлетвор󰑱ет исходное вло󰑨ение услови󰑱м теоремы Х󰑭󰑧скена
или нет. Наиболее интересны его применени󰑱 к поверхност󰑱м вращени󰑱, не удовлетвор󰑱󰑧щим
теоремы Х󰑭󰑧скена. Приведён р󰑱д примеров таких поверхностей. Среди них ест󰑭 примеры, дл󰑱
которых предел󰑭ное многообра󰑬ие 󰯹 вло󰑨енна󰑱 сфера. Так󰑨е приведены примеры, дл󰑱 кото-
рых под действием потока средней криви󰑬ны ра󰑬виваетс󰑱 особенност󰑭 вло󰑨ени󰑱 поверхности.
Основна󰑱 вычислител󰑭на󰑱 част󰑭 программной реали󰑬ации предло󰑨енного алгоритма была ис-
пол󰑭󰑬ована при моделировании комбинаторных потоков Риччи на триангулированных поверх-
ност󰑱х и с ра󰑬личными весовыми функци󰑱ми w.
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Глава 1

Комбинаторный поток Риччи на
поверхност󰑱х: поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱

1.1 Основные определени󰑱 и предварител󰑭ные сведени󰑱

Рассмотрим 󰑬амкнуту󰑧 поверхност󰑭 M с триангул󰑱цией T . Следу󰑱 Тёрстону (см. [5], гл.
13), определим дл󰑱 M аналог плоской метрики с коническими особенност󰑱ми. Пуст󰑭 V =

{A1, ..., AN} 󰯹 мно󰑨ество вершин триангул󰑱ции T . Обо󰑬начим чере󰑬 E и F соответственно
мно󰑨ества рёбер и граней триангул󰑱ции T . Весовой функцией на󰑬ываетс󰑱 функци󰑱 w : E →
(−1, 1], w(AiAj) = wij = wji, а число wij на󰑬ываетс󰑱 весом ребра AiAj.

Под метрикой на поверхности мы понимаем способ вычислит󰑭 длину л󰑧бой ломанной или
󰯺хорошей󰯻 кривой на этой поверхности. Дл󰑱 фиксированной тройки (M,T,w), состо󰑱щей и󰑬
поверхности M , её триангул󰑱ции T и весовой функции w, определим метрику на M следу󰑧щим
обра󰑬ом:

a) на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции будем считат󰑭 метрику плоской;

b) метрика 󰑬ависит от параметров r = {ri > 0 | i = 1, ..., N} ∈ RN
+ ;

c) длина lij ребра AiAj ∈ E 󰑬адаетс󰑱 формулой

lij =
󰁴

r2i + r2j + 2rirjwij. (1.1)

Эти услови󰑱 определ󰑱󰑧т метрику на M , причем единственным обра󰑬ом, тогда и тол󰑭ко то-
гда, когда ка󰑨дой грани триангул󰑱ции AiAjAk ∈ F длины рёбер lij, ljk, lki удовлетвор󰑱󰑧т трем
неравенствам треугол󰑭ника. Дл󰑱 простоты под метрикой будем понимат󰑭 набор {ri > 0, i =

1, . . . , N}.
Пространством метрик Rw ⊆ RN

+ , соответству󰑧щим весовой функции w, будем на󰑬ыват󰑭
мно󰑨ество всех наборов {ri > 0, i = 1, . . . , N}, дл󰑱 которых {lij | AiAj ∈ E} удовлетвор󰑱󰑧т
неравенствам треугол󰑭ника на ка󰑨дый грани триангул󰑱ции T .

21



Описанные комбинаторные данные име󰑧т очен󰑭 просту󰑧 геометрическу󰑧 интерпретаци󰑧.
А именно, рассмотрим на евклидовой плоскости окру󰑨ности Ci, Cj с радиусами ri, rj соответс-
венно. Предполо󰑨им, что эти окру󰑨ности пересека󰑧тс󰑱. Обо󰑬начим чере󰑬 θij угол пересечени󰑱,
который выбираетс󰑱 так, что θij = 0 дл󰑱 окру󰑨ностей, каса󰑧щихс󰑱 внешним обра󰑬ом. Тогда
рассто󰑱ние ме󰑨ду вершинами Ai и Aj 󰑬адаетс󰑱 формулой (1.1), в которой wij = cos θij.

Криви󰑬на такой метрики сконцентрирована в вершинах триангул󰑱ции. Поскол󰑭ку ка󰑨дый
набор {ri > 0, i = 1, . . . , N} ∈ Rw определ󰑱ет длины рёбер {lij}, то плоские углы в вершинах
ка󰑨дой грани так󰑨е определены. Криви󰑬ной Ki в вершине Ai на󰑬ываетс󰑱 величина

Ki = 2π −
󰁛

AiAjAk∈F

∠AjAiAk, i = 1, . . . , N. (1.2)

Комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . , N, (1.3)

котора󰑱 определ󰑱ет 󰑬ависимост󰑭 метрики в терминах эвол󰑧ции набора параметров r = {ri >
0 | i = 1, ..., N} ∈ Rw.

Дл󰑱 󰑬амкнутых ориентированных поверхностей рода g ≥ 2 естественно рассматриват󰑭 мет-
рику на (M,T,w), котора󰑱 не 󰑱вл󰑱етс󰑱 плоской на ка󰑨дой грани, но имеет посто󰑱нну󰑧 отри-
цател󰑭ну󰑧 криви󰑬ну. Более точно, метрики такого типа 󰑬ада󰑧тс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

a) метрика на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T имеет посто󰑱нну󰑧 отрицател󰑭ну󰑧 криви󰑬ну
−1;

b) метрика 󰑬ависит от параметров {ri > 0 | i = 1, . . . , N} ∈ RN
+ ;

c) длина lij ребра AiAj ∈ E определ󰑱етс󰑱 формулой ch lij = ch ri ch rj + wij sh ri sh rj.

В этом (гиперболическом) случае приведенные услови󰑱 име󰑧т тот 󰑨е геометрический смысл,
что и в евлидовом случае. Пространством метрик Rw ⊆ RN

+ , соответству󰑧щим весовой функ-
ции w, в гиперболическом случае будем на󰑬ыват󰑭 мно󰑨ество всех наборов {ri > 0, i = 1, . . . , N},
дл󰑱 которых {lij |AiAj ∈ E} удовлетвор󰑱󰑧т гиперболическому неравенству треугол󰑭ника на
ка󰑨дый грани триангул󰑱ции T . Гиперболический комбинаторный поток Риччи 󰯹 это система
дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . , N. (1.4)

В работе [5] Тёрстон дока󰑬ал, что при определенных комбинаторных услови󰑱х на триангул󰑱ци󰑧
и веса метрика посто󰑱нной криви󰑬ны существует и единственна. 󰑪дес󰑭 следует сделат󰑭 следу-
󰑧щее ва󰑨ное 󰑬амечание. В евклидовом случае криви󰑬на метрики сконцентрирована в верши-
нах триангул󰑱ции, поэтому у метрики посто󰑱нной криви󰑬ны Ki(r) = 2πχ(M)/N, i = 1, . . . , N .
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Кроме того, метрики r и λr, где λ 󰯹 прои󰑬вол󰑭ное поло󰑨ител󰑭ное вещественное число име󰑧т
одинакову󰑧 криви󰑬ну, поэтому в евклидовом случае в теореме Тёрстона идёт реч󰑭 о единствен-
ности метрики посто󰑱нной криви󰑬ны с точност󰑭󰑧 до умно󰑨ени󰑱 на поло󰑨ител󰑭ный скал󰑱р. В
гиперболическом случае дл󰑱 метрики r посто󰑱нной криви󰑬ны во всех вершинах выполн󰑱󰑧тс󰑱
равенства Ki(r) = 0, i = 1, . . . , N , иными словами в гиперболическом случае метрика посто󰑱нно
криви󰑬ны в вершинах не имеет конических особенностей.

󰑯сно, что дл󰑱 гиперболического случа󰑱 метрики посто󰑱нной криви󰑬ны 󰯹 в точности то 󰑨е
самое, что поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 потока Риччи (1.4). Чтобы св󰑱󰑬ат󰑭 метрики посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны с особенност󰑱ми потока Риччи в евклидовом случае, нам понадобитс󰑱 нормали󰑬ованный
поток Риччи, который определ󰑱етс󰑱 как система обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . , N, (1.5)

где Kav = 2πχ(X)
N

. Нетрудно проверит󰑭, что r(t) 󰯹 решение потока (1.3) тогда и тол󰑭ко тогда,
когда eK

avtri(t) 󰯹 решение потока (1.5). В еклидовом случае метрики посто󰑱нной криви󰑬ны в
точности 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 поло󰑨ени󰑱ми равновеси󰑱 потока (1.5).

Чоу и Луо, см. [2], пока󰑬али, что при услови󰑱х, найденных Тёрстоном, поток Риччи (в обоих
случа󰑱х: и (1.4) и (1.5)) сходитс󰑱 к единственной метрике посто󰑱нной криви󰑬ны. В евклидо-

вом случае 󰑬дес󰑭 не во󰑬никает противоречи󰑱, так как прои󰑬ведение
N󰁔
i=1

ri 󰯹 первый интеграл

нормали󰑬ованного потока Риччи (1.5).
Пре󰑨де чем сформулироват󰑭 теорему Чоу и Луо о сходимости потока и󰑬 работы [2], опре-

делим линк Lk(I) подмно󰑨ества I ⊂ V вершин триангул󰑱ции T , как мно󰑨ество пар (e, v),
состо󰑱щих и󰑬 ребра e и вершины v таких, что

(1) концы ребра e не содер󰑨атс󰑱 в I,
(2) v ∈ I,
(3) e и v обра󰑬у󰑧т гран󰑭.

Обо󰑬начим так󰑨е чере󰑬 FI подмно󰑨ество в X, состо󰑱щее и󰑬 симплексов, все вершины которых
принадле󰑨ат I.

Теорема 1.1 (см.[2]). Пуст󰑭 (X, T, w) 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 T поверхности X с набором весов
w 󰃍 0. Тогда дл󰑱 потока Риччи (1.4) или (1.5)

(1) существует решение r(t), определенное дл󰑱 t ∈ [0,∞), дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики
r(0).

(2) решение r(t) сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны тогда и тол󰑭ко тогда, когда
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дл󰑱 л󰑧бого собственного подмно󰑨ества I ⊂ V выполнено неравенство

0 > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл󰑱 потока (1.4),

2π|I|χ(X)/|N | > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI) дл󰑱 потока (1.5);

(3) при выполнении условий (2) решение r(t) сходитс󰑱 к метрике посто󰑱нной криви󰑬ны
экспоненциал󰑭но быстро.

Иде󰑱 дока󰑬ател󰑭ств теоремы (1.1) состоит в том, чтобы подход󰑱щими 󰑬аменами переменных
представит󰑭 поток Риччи как отрицател󰑭ный градиентный поток некоторой выпуклой функции
F . В сво󰑧 очеред󰑭, выпуклост󰑭 функции F 󰑱вл󰑱етс󰑱 следствием интересного факта и󰑬 элемен-
тарной геометрии, дока󰑬анного в лемме 13.7.3 и󰑬 книги Тёрстона [5]. Тёрстон испол󰑭󰑬овал при
этом неравенство w ≥ 0. В следу󰑧щей главе будет пока󰑬ано, как ослабит󰑭 условие неотрица-
тел󰑭ности w, сохранив при этом выпуклост󰑭 функции F .

1.2 Метрики на тетраэдре и поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 комби-

наторного потока Риччи

В этом ра󰑬деле мы рассмотрим некоторые пространства Rw метрик на тетраэдре в евкли-
довом случае. В частности, мы пока󰑨ем, что ослабл󰑱т󰑭 услови󰑱 Тёрстона или Чоу и Луо про-
и󰑬вол󰑭ным обра󰑬ом нел󰑭󰑬󰑱. А именно, мы рассмотрим пространство Rw в следу󰑧щих случа󰑱х,
когда весова󰑱 функци󰑱 обладает определенным видом симметрии:

1. w01 = w23 = α, w02 = w03 = ω13 = γ;

2. w01 = w02 = w03 = γ, w12 = ω23 = w13 = α,

где wij, i ∕= j, i, j = {0, 1, 2, 3} 󰯹 вес на ребре lij.
Напомним, что в еквлидовом случае криви󰑬ны метрик r и λr во всех вершинах совпада󰑧т.

Поэтому метрики, отлича󰑧щиес󰑱 скал󰑱рным мно󰑨етелем, в этой главе мы не ра󰑬личаем. В
частности, это соглашение испол󰑭󰑬уетс󰑱 в ни󰑨еследу󰑧щих теоремах 1.3, 1.5.

Пространство метрик Rw дл󰑱 тетраэдра

Опишем услови󰑱, выдел󰑱󰑧щее Rw в R4
+. Дл󰑱 поло󰑨ител󰑭ных r1, r2, r3 определим l3 = l12, l1 =

l23, l2 = l13 формулой (1.1). Три неравенства треугол󰑭ника дл󰑱 величин l1, l2, l3 эквивалентны
одному неравенству

(l1 + l2 + l3)(−l1 + l2 + l3)(l1 − l2 + l3)(l1 + l2 − l3) > 0, (1.6)
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которое мо󰑨но переписат󰑭 в виде:

− (l21 + l22 + l23)
2 + 4l21l

2
2 + 4l21l

2
3 + 4l22l

2
3 > 0. (1.7)

Подставл󰑱󰑱 в данное неравенство выра󰑨ени󰑱 дл󰑱 l21, l
2
2, l

2
3 чере󰑬 веса w12, w23, w31 и параметры

r1, r2, r3, получаем одно и󰑬 неравенств, выдел󰑱󰑧щих Rw в R4
+:

1− w12

r23
+

1− w31

r22
+

1− w23

r21
+ 2

w23 + w31w12

r2r3
+ 2

w31 + w23w12

r3r1
+ 2

w12 + w23w31

r1r2
> 0. (1.8)

Выписав такие неравенства дл󰑱 ка󰑨дой грани триангул󰑱ции, получим набор неравенств, выде-
л󰑱󰑧щих пространство Rw в R4

+.

1.2.1 Метрики посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре с первым типом

симметрии весов

Лемма 1.2. Пуст󰑭 w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ. Если γ > −
󰁴

1−α
2

, то простран-

ство Rw совпадает с R4
+. В противном случае, когда γ 󰃑 −

󰁴
1−α
2

, пространство Rw 󰃳 R4
+.

Дока󰑬ател󰑭ство. Все грани тетраэдра име󰑧т один и тот 󰑨е набор весов на её рёбрах. Таким
обра󰑬ом, достаточно проверит󰑭, что при л󰑧бых r1, r2, r3 > 0 выполн󰑱етс󰑱 неравенство

1− γ2

r23
+

1− γ2

r22
+

1− α2

r21
+ 2

α + γ2

r2r3
+ 2

γ(1 + α)

r3r1
+ 2

γ(1 + α)

r1r2
> 0. (1.9)

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 следу󰑧щей 󰑬аменой переменных s2 = r1
r2
, s3 = r1

r3
и перепишем неравенство (1.9)

в виде
(1− γ2)(s22 + s23) + (1− α2) + 2γ(1 + α)(s2 + s3) + 2(α + γ2)s2s3 > 0. (1.10)

Необходимост󰑭 услови󰑱 γ > −
󰁴

1−α
2

вытекает и󰑬 того, что существует точка s2 = s3 > 0, в
которой неравенство (1.10) не выполн󰑱етс󰑱. В самом деле, подставим s = s2 = s3 в 1.10 и
упростим неравенство, имеем

2(1 + α)s2 + 4γ(1 + α)s+ 1− α2 > 0.

Тепер󰑭 󰑬аметим, что и󰑬 γ 󰃑 −
󰁴

1−α
2

следует, что −2γ2 − α + 1 󰃑 0 и γ < 0 (при α ∕= 1). Таким
обра󰑬ом, при s = −γ лева󰑱 част󰑭 неравенства равна выра󰑨ени󰑧 (1 + α)(−2γ2 − α+ 1), которое
не мо󰑨ет быт󰑭 поло󰑨ител󰑭ным.

Дока󰑨ем достаточност󰑭 услови󰑱 γ > −
󰁴

1−α
2

. Рассмотрим два случа󰑱:

(A) γ 󰃍 0;

(B) −
󰁴

1−α
2

< γ < 0.
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Переписав неравенство (1.10) дл󰑱 случа󰑱 (A), получим

(1− α2) + 2(1 + α)γ(s2 + s3) + (1− γ2)(s2 − s3)
2 + 2(1 + α)s2s3 > 0,

что очевидным обра󰑬ом выполн󰑱етс󰑱 при л󰑧бых s2, s3 > 0.
Тепер󰑭 рассмотрим случай (B). Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 следу󰑧щей 󰑬аменой s2 = t1 + t2, s3 = t1 − t2,

тогда неравенство (1.10) примет вид

2(1 + α)t21 + 4γ(1 + α)t1 + (1− α2) + 2(1− 2γ2 − α)t22 > 0.

Лева󰑱 част󰑭 неравенства достигает своего минимума при t1 = −γ. Подставим t1 = −γ и упро-
стим полученное выра󰑨ение, получим

(1− 2γ2 − α)(1 + α + 2t22) > 0,

откуда, силу ограничений (B) и |α| < 1 следует утвер󰑨дение теоремы.

Теорема 1.3. Пуст󰑭 w01 = w23 = α, w02 = w03 = w12 = w13 = γ, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны описываетс󰑱 диаграммой, пока󰑬анной на рис. 1.1. А
именно:

Рис. 1.1: Области с ра󰑬личными количествами метрик посто󰑱нной криви󰑬ны.

1. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ACBHGD существует единственна󰑱 метрика посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны, r0 = r1 = r2 = r3 = 1;

2. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ABC имеетс󰑱 п󰑱т󰑭 ра󰑬личных метрик посто󰑱нной криви󰑬ны: r0 =
r1 = r2 = r3 = 1 и еще четыре, дл󰑱 которых выполн󰑱етс󰑱 один и󰑬 наборов соотношений
r0 = r1, r0 ∕= r2 ∕= r3 ∕= r1 или r2 ∕= r0 ∕= r1 ∕= r3, r2 = r3; кроме того, эти четыре метрики
получа󰑧тс󰑱 друг и󰑬 друга соответству󰑧щими перестановками индексов у параметров
ri;
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3. дл󰑱 (α, γ) и󰑬 области ADE метрик посто󰑱нной криви󰑬ны нет.

Более того, отре󰑬ок AD ле󰑨ит на пр󰑱мой α = 3 + 4γ, крива󰑱 BD 󰯹 дуга параболы 2γ2 − α−
1 = 0, а крива󰑱 AD 󰯹 дуга гиперболы 2γ2 − α2 − 1 = 0. На отре󰑬ке AD пропадает решение
r0 = r1 = r2 = r3, на дугах BC и AD пропада󰑧т четыре решени󰑱, описанные в пункте 2.

На рис. 1.1 и󰑬обра󰑨ены границы областей с ра󰑬личным количеством поло󰑨ений равновеси󰑱
вместе с кривой ACF , 󰑬аданной уравнением γ = −

󰁴
1−α
2

, отдел󰑱󰑧щей област󰑭 и󰑬менени󰑱 весов
α, γ, в которой Rw = R4

+.

Дока󰑬ател󰑭ство. Набор {ri} определ󰑱ет метрику посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре тогда и
тол󰑭ко тогда, когда тетраэдр равногранный, иными словами, длины его противополо󰑨ных рёбер
равны:

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

r20 + r21 + 2r0r1α = r22 + r23 + 2r2r3α,

r20 + r22 + 2r0r2γ = r21 + r23 + 2r1r3γ,

r20 + r23 + 2r0r3γ = r21 + r22 + 2r1r2γ.

(1.11)

Необходимым условием существовани󰑱 метрики посто󰑱нной криви󰑬ны так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 выполне-
ние неравенства (1.10) дл󰑱 ка󰑨дой грани, причем в силу равногранности тетраэдра достаточно
проверит󰑭 это неравенство тол󰑭ко дл󰑱 одной и󰑬 граней. Очевидно, что у этой системы имеетс󰑱
решение r0 = r1 = r2 = r3 = 1 и существование такой метрики на сфере определ󰑱етс󰑱 выполне-
нием неравенства (1.10). В этом случае стороны одной и󰑬 граней равны

√
2 + 2α,

√
2 + 2γ,

√
2 + 2γ

и неравенство (1.10) равносил󰑭но 2
√
2 + 2γ >

√
2 + 2α откуда следует, что α < 3+4γ. Обратим-

с󰑱 тепер󰑭 к поиску других решений системы (1.11). 󰑪аменив два последних уравнени󰑱 в системе
(1.11) на их сумму и ра󰑬ност󰑭, получим систему

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

r20 + r21 + 2r0r1α = r22 + r23 + 2r2r3α,

(r2 − r3)(r2 + r3 + γ(r0 + r1)) = 0,

(r0 − r1)(r0 + r1 + γ(r2 + r3)) = 0.

(1.12)

И󰑬 второго и трет󰑭его уравнений следует, что при γ ≥ 0 получа󰑧тс󰑱 соотношени󰑱 r0 = r1, r2 =

r3. Тогда при α ∕= −1 и󰑬 первого уравнени󰑱 получаем решение r0 = r1 = r2 = r3, исследованное
выше. При γ < 0 и γ ∕= −1, во󰑬ника󰑧т еще два случа󰑱:

r0 − r1 = 0 = r2 + r3 + γ(r2 + r3),

или
r2 − r3 = 0 = r0 + r1 + γ(r0 + r1).
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В силу симметрии первого уравнени󰑱 системы (1.12), достаточно исследоват󰑭 тол󰑭ко один и󰑬
них, например первый. Поскол󰑭ку решени󰑱 определены с точност󰑭󰑧 до умно󰑨ени󰑱 на поло󰑨и-
тел󰑭ный мно󰑨ител󰑭, мо󰑨но считат󰑭, что r0 = r1 = 1, и тогда система уравнений на переменные
r2, r3 примет вид 󰀻

󰀿

󰀽
2 + 2α = r22 + r23 + 2r2r3α,

r22 + 2r2γ = r23 + 2r3γ.
(1.13)

Искл󰑧ча󰑱 и󰑬 рассмотрени󰑱 очевидные решени󰑱 r2 = r3 = 1, перепишем данну󰑧 систему в виде
󰀻
󰀿

󰀽
2 + 2α = r22 + r23 + 2r2r3α,

r2 + r3 + 2γ = 0.
(1.14)

Сделав стандартну󰑧 󰑬амену u = r2 + r3, v = r2r3, сведем систему к
󰀻
󰀿

󰀽
2 + 2α = u2 − 2v + 2vα,

u+ 2γ = 0.
(1.15)

При условии, что α ∕= 1, получим решение
󰀻
󰀿

󰀽
u = −2γ,

v = 2γ2−α−1
1−α

.
(1.16)

Существование поло󰑨ител󰑭ных r2 и r3 дл󰑱 данных u, v определ󰑱етс󰑱 услови󰑱ми
󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

u > 0,

v > 0,

u2 − 4v ≥ 0.

(1.17)

Так как α, γ ∈ (−1, 1), то последнее неравенство эквивалентно (1+α)(1−γ2)
1−α

> 0, и󰑬 строгости
которого следует, что r2 ∕= r3, а это 󰑬начит, что в силу симметрии име󰑧тс󰑱 два ра󰑬личных
решени󰑱 (r2, r3). Аналогичные рассу󰑨дени󰑱 применимы дл󰑱 случа󰑱 r2 = r3 = 1 󰯹 они привод󰑱т
к тем 󰑨е услови󰑱м существовани󰑱 двух ра󰑬личных решений r0 ∕= r1.

Таким обра󰑬ом, при условии, что верны неравенства γ < 0 и 2γ2 − α − 1 > 0, существу󰑧т
четыре ра󰑬личных решени󰑱 (r0, r1, r2, r3) вида (1, 1, s, t), (1, 1, t, s), (s, t, 1, 1), (t, s, 1, 1), где 1 ∕=
t ∕= s ∕= 1 и t, s > 0 󰯹 некоторые ра󰑬личные поло󰑨ител󰑭ные числа.

Если 2γ2 − α − 1 = 0, то один и󰑬 параметров, t или s, обращаетс󰑱 в нул󰑭, что искл󰑧ча-
ет существование метрик посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре. Остаетс󰑱 проверит󰑭 выполнение
неравенства (1.10) дл󰑱 ка󰑨дого и󰑬 этих четырех решений. И󰑬 системы (1.11) при подстановке
r0 = r1 = 1 и r2 ∕= r3 следует, что гран󰑭 тетраэдра дол󰑨на быт󰑭 равнобедренным треугол󰑭ником
с основанием 2 + 2α и боковой стороной 1 + r22 + 2r2γ = 1 + r23 + 2r3γ. Тогда (1.10) равносил󰑭но
неравенству

1 + r22 + 2r2γ + 1 + r23 + 2r3γ > 2 + 2α.
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Во󰑬враща󰑱с󰑭 к подстановке u = r2 + r3, v = r2r3, приведем это неравенство к виду

2 + u2 − 2v + 2γu > 2 + 2α.

Подставив в данное неравенство решение (1.16), получим 2γ2 < α2 + 1. Итак, если три неравен-
ства γ < 0, 2γ2−α−1 > 0, 2γ2 < α2+1 верны одновременно, то существу󰑧т четыре ра󰑬личных
решени󰑱 (r0, r1, r3, r4) (1, 1, s, t), (1, 1, t, s), (s, t, 1, 1), (t, s, 1, 1), где t ∕= s ∕= 1 󰯹 некоторые ра󰑬лич-
ные поло󰑨ител󰑭ные числа, которые 󰑬ада󰑧т метрики посто󰑱нной криви󰑬ны.
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Рис. 1.2: Граница области, дл󰑱 которой R = Rα,γ = R4
+, определ󰑱етс󰑱 кривой ACF .

󰑪амечание 1. На рис. 1.2 и󰑬обра󰑨ены границы областей с ра󰑬личным количеством поло󰑨е-
ний равновеси󰑱 вместе с кривой ACF , 󰑬аданной уравнением γ = −

󰁴
1−α
2

, отдел󰑱󰑧щей област󰑭
и󰑬менени󰑱 весов α, γ, дл󰑱 которой Rw = R4

+.

1.2.2 Метрики посто󰑱нной криви󰑬ны на тетраэдре со вторым типом

симметрии весов

Лемма 1.4. Пуст󰑭 w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Если
γ > −

󰁴
1−α
2

, тогда пространство Rw совпадает с R4
+. И наоборот, при γ 󰃑 −

󰁴
1−α
2

имеем
Rw 󰃳 R4

+.

Дока󰑬ател󰑭ство. Необходимо дока󰑬ат󰑭 утвер󰑨дение леммы дл󰑱 грани A1A2A3, так как дл󰑱
граней A0A1A2, A0A2A3, A0A1A3 утвер󰑨дение по сути дока󰑬ано в лемме 1.2. Весова󰑱 функци󰑱 на
ребрах на всех рёбрах грани A1A2A3 принимает 󰑬начение равное α. Пока󰑨ем, что утвер󰑨дение
дл󰑱 грани A1A2A3 следует и󰑬 леммы 1.2 при γ = α. А именно, неравенство α > −

󰁴
1−α
2

дл󰑱
1 󰃍 α 󰃍 0 выполн󰑱етс󰑱 тривиал󰑭ным обра󰑬ом. Если α < 0, то неравенство сводитс󰑱 к 1−α

2
> α2,

что равносил󰑭но 2α2 + α− 1 < 0, которое, в сво󰑧 очеред󰑭, верно дл󰑱 α ∈ (−1, 0).
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Рис. 1.3: Области с ра󰑬личными количествами метрик посто󰑱нной криви󰑬ны.

Теорема 1.5. Пуст󰑭 w01 = w02 = w03 = γ, w12 = w13 = w23 = α, где α, γ ∈ (−1, 1]. Тогда
количество метрик посто󰑱нной криви󰑬ны описываетс󰑱 диаграммой, и󰑬обра󰑨нной на рис. 1.3.
Более того,

1. если (α, γ) принадле󰑨ит области AEHIG, то метрик посто󰑱нной криви󰑬ны не суще-
ствует;

2. если (α, γ) принадле󰑨ит области EBCJH, то существует единственна󰑱 метрика по-
сто󰑱нной криви󰑬ны, причем r1 = r2 = r3;

3. если (α, γ) принадле󰑨ит области DGI, то существу󰑧т три ра󰑬личные метрики посто-
󰑱нной криви󰑬ны (r1, r2, r3) таких, что (t, t, s),(t, s, t) или (s, t, t), где t ∕= s;

4. если (α, γ) принадле󰑨ит области IJH, то существу󰑧т две метрики посто󰑱нной кри-
ви󰑬ны, причем дл󰑱 ка󰑨дой и󰑬 них r1 = r2 = r3;

5. если (α, γ) принадле󰑨ит одной и󰑬 областей DKJI и DKF , то существу󰑧т п󰑱т󰑭 мет-
рик посто󰑱нной криви󰑬ны, описанных в пунктах 3 и 4;

6. если (α, γ) принадле󰑨ит одной и󰑬 областей FKC и JKC, то существу󰑧т четыре мет-
рики посто󰑱нной криви󰑬ны, описанных в пунктах 2 и 3.

Более того, EHJKF 󰯹 отре󰑬ок пр󰑱мой α = −1/2, GIJC 󰯹 дуга параболы 2γ2 − 1 − α = 0,
DIH 󰯹 дуга параболы γ2 + 2α + 1 = 0, а искл󰑧чител󰑭на󰑱 крива󰑱 DKC 󰑬адаетс󰑱 уравнением
γ2(5 + 4α)− α2 − 4α− 4 = 0.

На кривой GIJC исче󰑬а󰑧т метрики и󰑬 пункта 3, на кривых DIH и FKJH две метрики
и󰑬 пункта 4 выро󰑨да󰑧тс󰑱 в одну, на пр󰑱мой EH метрик посто󰑱нной криви󰑬ны нет, а на
искл󰑧чител󰑭ной кривой DKC три метрики и󰑬 пункта 3 выро󰑨да󰑧тс󰑱 в одну метрику, дл󰑱
которой t = s.
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Дока󰑬ател󰑭ство. Аналогично дока󰑬ател󰑭ству теоремы 1.3, нам необходимо исследоват󰑭 коли-
чество решений (r0, r1, r2, r3) системы уравнений

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

r20 + r21 + 2r0r1γ = r22 + r23 + 2r2r3α,

r20 + r22 + 2r0r2γ = r21 + r23 + 2r1r3α,

r20 + r23 + 2r0r3γ = r21 + r22 + 2r1r2α,

(1.18)

с точност󰑭󰑧 до умно󰑨ени󰑱 на константу.
󰑪аменив два первых уравнени󰑱 на их сумму и ра󰑬ност󰑭, а трет󰑭е 󰯹 на ра󰑬ност󰑭 трет󰑭его и

первого уравнений, получим равносил󰑭ну󰑧 систему
󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

r20 − r23 + r0γ(r1 + r2)− r3α(r1 + r2),

(r1 − r2)(r1 + r2 + r0γ + r3α) = 0,

(r2 − r3)(r2 + r3 + r0γ + r1α) = 0.

(1.19)

Далее, рассмотрим три случа󰑱.
Случай 1. Пуст󰑭 r1 = r2 = r3. Тогда, дл󰑱 r0 = 1 и󰑬 первого уравнени󰑱 системы (1.19) получаем

1 + r23 + 2r3γ = 2r23 + 2r23α,

что мо󰑨но переписат󰑭 в виде
(1 + 2α)r23 − 2γr3 − 1 = 0.

Л󰑧бое поло󰑨ител󰑭ное решение этого уравнени󰑱 дает метрику посто󰑱нной криви󰑬ны на тетра-
эдре, поскол󰑭ку и󰑬 (1.18) следует, что длины всех рёбер тетраэдра равны. Поэтому неравенство
(1.10) выполн󰑱етс󰑱 очевидным обра󰑬ом. Далее, если 2α + 1 = 0, то поло󰑨ител󰑭ное решение
r3 = −1/(2γ) существует при γ < 0.

Если 2α + 1 > 0, то поло󰑨ител󰑭ное решение единственно и равно r3 =
γ+
√

γ2+2α+1

2α+1
.

Если 2α + 1 < 0, то при γ ≥ 0 поло󰑨ител󰑭ных решений нет, а при γ < 0 поло󰑨ител󰑭ны

решений два r3 =
γ±
√

γ2+2α+1

2α+1
, при условии, что γ2 +2α+1 > 0. Наконец, если 2α+1 < 0, γ < 0

и γ2 + 2α + 1 = 0, то решение одно: r3 = γ/(2γ + 1).
Случай 2. Пуст󰑭 два числа и󰑬 трёх r1, r2, r3 равны ме󰑨ду собой. Поскол󰑭ко r1, r2, r3 вход󰑱т в

систему (1.18) симметрично, существу󰑧т три набора решений вида (1, s, s, t), (1, s, t, s), (1, t, s, s).
Бе󰑬 ограничени󰑱 общности поло󰑨им, что r2 = r3 и упростим систему (1.19), тогда

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

r20 − r23 + r0γ(r1 + r2)− r3α(r1 + r2) = 0,

r2 = r3,

r1 + r2 + r0γ + r3α = 0.

(1.20)

И󰑬 трет󰑭его уравнени󰑱 выра󰑬им сумму r1 + r2 и подставим в первое при условии, что r0 = 1,
получим

1− r23 − (γ + r3α)(γ − r3α) = 0,
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отс󰑧да
(1− α2)r23 = 1− γ2.

Тогда при α, γ ∈ (−1, 1) решени󰑱 дл󰑱 поло󰑨ител󰑭ных r2, r3 примут вид

r2 = r3 =

󰁵
1− γ2

1− α2
. (1.21)

И󰑬 трет󰑭его уравнени󰑱 системы (1.20) получаем

r1 = −γ −
󰁵

(1− γ2)(1 + α)

1− α
, (1.22)

которое 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭ным тогда и тол󰑭ко тогда, когда γ < 0 и γ2 > (1+α)(1−γ2)
1−α

. Последнее
неравенство равносил󰑭но неравенству (2γ2 − 1− α)/(1− α) > 0. При обращении л󰑧бого и󰑬 этих
неравенств в равенство не существует решений дл󰑱 поло󰑨ител󰑭ного r1.

Перейдем к исследовани󰑧 условий на α и γ, при которых выполн󰑱етс󰑱 неравенства (1.10) дл󰑱
квадратов длин сторон тетраэдра, равных r22+r23+2r2r3α, r

2
0+r22+2r0r2γ, r

2
0+r23+2r0r3γ, где r0 =

1, а r2, r3 определены уравнением (1.21). В нашем случае две последние величины одинаковы,
то ест󰑭 грани тетраэдра 󰯹 равнобедренные треугол󰑭ники, поэтому достаточно проверит󰑭 одно
неравенство треугол󰑭ника и󰑬 трёх

2
󰁴

r20 + r23 + 2r0r3γ >
󰁴

r22 + r23 + 2r2r3α.

Перепишем его в виде
4(r20 + r23 + 2r0r3γ) > (r22 + r23 + 2r2r3α)

и, воспол󰑭󰑬овавшис󰑭 тем, что r0 = 1, r2 = r3, получим

(1− α)r23 + 2 + 4r3γ > 0. (1.23)

Очевидно, что последнее неравенство верно при γ ≥ 0, но тогда и󰑬 (1.22) следует, что r1 прини-
мает неполо󰑨ител󰑭ные 󰑬начени󰑱. Остаетс󰑱 исследоват󰑭 случай γ < 0. Тогда неравенство (1.23)
примет вид

2 +
1− γ2

1 + α
> −4γ

󰁵
1− γ2

1− α2
. (1.24)

Дока󰑨ем, что услови󰑱 γ < 0 и 2γ2 − 1 − α > 0 при α ∈ (−1, 1), γ ∈ (−1, 0) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
достаточными дл󰑱 выполнени󰑱 последнего неравенства. В самом деле, перепишем неравенство
(1.24) в виде

9 + 3α− 8α2 − 4α3 − 22γ2 − 14αγ2 + 4α2γ2 + 17γ4 + 15αγ4

(1− α)(1 + α2)2
> 0. (1.25)

Воспол󰑭󰑬овавшис󰑭 󰑬аменой t = γ2, сведем 󰑬адачу к дока󰑬ател󰑭ству неравенства

9 + 3α− 8α2 − 4α3 − 22γ2 − 14αγ2 + 4α2γ2 + 17γ4 + 15αγ4 > 0.
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при условии, что 󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

t ∈ (0, 1)

α > −1,

2t− α− 1 > 0.

(1.26)

Сделаем еще одну 󰑬амену t = (b− 2)/k + 1, b = α − 1. Тогда ограничени󰑱 (1.26) принима󰑧т
простой вид: b ∈ (0, 2), k > 2; в то 󰑨е врем󰑱 наше неравенство перепишем в виде

(2− b)(4k2b2 − 4kb2 − 15b2 + 28b− 8bk + 4)

k2
> 0.

Таким обра󰑬ом, достаточно проверит󰑭, что неравенство 4b2k2 − 4(b2 + 2b)k − 15b2 + 28b + 4 > 0

верно при b ∈ (0, 2), k > 2. Дл󰑱 фиксированного b ≥ 2
3

функци󰑱 f(k) = 4b2k2 − 4(b2 + 2b)k −
15b2 + 28b + 4 во󰑬растает при k ≥ 2 и упрощаетс󰑱 до квадратного трёхчлена −7b2 + 12b + 4

при k = 2, который принимает 󰑬начени󰑱 бол󰑭ше нул󰑱 если b ∈ (0, 2). Если 0 < b < 2
3
, то

функци󰑱 f(k) = 4b2k2 − 4(b2 + 2b)k − 15b2 + 28b+ 4 имеет минимум при k = b+2
2b

, который равен
8(3 − 2b)b и поло󰑨ителен при 0 < b < 2

3
. Наконец осталос󰑭 искл󰑧чит󰑭 случай, когда величина

r1, определенна󰑱 формулой (1.22), совпадает с величинами r2 = r3, определенными формулой
(1.21). Приравн󰑱ем правые части этих двух формул и, воспол󰑭󰑬овавшис󰑭 ограничением γ < 0,
с помощ󰑭󰑧 элементарных преобра󰑬ований получим

γ2(5 + 4α)− α2 − 4α− 4

1− α2
= 0.

Случай 3. Пуст󰑭 все числа r1, r2, r3 попарно ра󰑬личны. Тогда систему (1.19) мо󰑨но перепи-
сат󰑭 в виде 󰀻

󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

r20 − r23 + r0γ(r1 + r2)− r3α(r1 + r2) = 0,

r1 + r2 + r0γ + r3α = 0,

r2 + r3 + r0γ + r1α = 0.

(1.27)

Вычтем и󰑬 второго уравнени󰑱 трет󰑭е, получим соотношение

r1 + αr3 − r3 − αr1 = 0,

откуда при α ∕= 1 получаем r1 = r3, что противоречит исходному допущени󰑧 о том, что все
числа r1, r2, r3 попарно ра󰑬личны.

󰑪амечание 2. На рис. 1.4 и󰑬обра󰑨ены границы областей с ра󰑬личным количеством поло󰑨ений
равновеси󰑱 вместе с кривой DKMN , 󰑬аданной уравнением γ = −

󰁴
1−α
2

, отдел󰑱󰑧щей област󰑭
и󰑬менени󰑱 весов α, γ, дл󰑱 которой Rw = R4

+.
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Рис. 1.4: Граница области, дл󰑱 которой R = Rα,γ = R4
+, определ󰑱етс󰑱 кривой DKMN .

1.2.3 Нескол󰑭ко 󰑬амечаний о траектори󰑱х комбинаторного потока

Риччи

В данном пункте приведены ре󰑬ул󰑭таты численного моделировани󰑱 нормали󰑬ованного ком-
бинаторного потока Риччи на тетраэдре с весами w01 = w23 = α, w02 = w03 = ω12 = w13 = γ 󰯹
это случай, исследованный в пункте 1.2.1. Интерес представл󰑱ет ра󰑬личие поведени󰑱 траекто-
рий потока Риччи при (α, γ), принадле󰑨ащих ра󰑬ным област󰑱м на диаграмме 1.1. Аналогичный
ре󰑬ул󰑭тат нетрудно получит󰑭 дл󰑱 распределени󰑱 весов, исследованного в пункте 1.2.2. Как у󰑨е

было ска󰑬ано, прои󰑬ведение
i=N󰁔
i=1

ri(t) 󰑱вл󰑱етс󰑱 первым интегралом нормали󰑬ованного комбина-

торного потока Риччи. Опишем траектории с условием
i=N󰁔
i=1

ri(t) = 1, остал󰑭ные случаи мо󰑨но

получит󰑭 и󰑬 данного соответству󰑧щим масштабированием. На рисунках отобра󰑨ены нескол󰑭ко
траекторий после проекции (r0, r1, r2, r3) 󰀁→ (r1/r0, r2/r0, r3/r0) гиперповерхности r0r1r2r3 = 1 на
R3.

Сначала рассмотрим 󰑬начени󰑱 (α, γ) и󰑬 области ABC (см. теорему 1.3), дл󰑱 которых име󰑧тс󰑱
п󰑱т󰑭 точек поло󰑨ений равновеси󰑱 комбинаторного потока Риччи. Численное моделирование
пока󰑬ывает, что одно и󰑬 них (а именно, r0 = r1 = r2 = r3) 󰑱вл󰑱етс󰑱 стоком, в то врем󰑱 как
остал󰑭ные четыре (r0 = r1, r0 ∕= r2 ∕= r3 ∕= r1 или r2 ∕= r0 ∕= r1 ∕= r3, r2 = r3 ) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 седловыми
точками. На рис. 1.5 и󰑬обра󰑨ены нескол󰑭ко типичных траекторий дл󰑱 данного случа󰑱.

Стоит отметит󰑭, что существует мно󰑨ество начал󰑭ных метрик, име󰑧щих поло󰑨ител󰑭ну󰑧
меру, дл󰑱 которых траектории сход󰑱тс󰑱 к стоку. Эвол󰑧ци󰑱 тетраэдра дл󰑱 подобных траекторий
и󰑬обра󰑨ена на рис. 1.6.

Так󰑨е набл󰑧даетс󰑱 мно󰑨ество начал󰑭ных метрик, име󰑧щих поло󰑨ител󰑭ну󰑧 меру, дл󰑱 кото-
рых траектории стрем󰑱тс󰑱 к бесконечности, отдал󰑱󰑱с󰑭 от поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱. Ока󰑬ываетс󰑱,
во всех этих случа󰑱х криви󰑬ны име󰑧т определенный предел. Данное набл󰑧дение ока󰑬алос󰑭 кл󰑧-
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Рис. 1.5: Типовые траектории в области поло󰑨ений равновесий при α = −0.8, γ = −0.7. 󰑪дес󰑭
A󰯹 сток, а B,C и D 󰯹 седловые, п󰑱тое поло󰑨ение равновеси󰑱 не отобра󰑨ено.

чевым дл󰑱 мотивировки и ре󰑬ул󰑭татов главы 3. Эвол󰑧ци󰑱 тетраэдра дл󰑱 подобных траекторий
пока󰑬ана на рис. 1.7.

Друга󰑱 интересна󰑱 област󰑭 󰯹 это ACFD на рис. 1.3. И󰑬 леммы 1.2 и теоремы 1.3 следует, что
дл󰑱 набора (α, γ) ∈ ACFD нормали󰑬ованный комбинаторный поток Риччи имеет единственное
поло󰑨ение равновеси󰑱 r0 = r1 = r2 = r3, но при этом Rα,γ 󰃱 R4

+. Более того, моделирование
пока󰑬ывает, что пространство Rα,γ получаетс󰑱 и󰑬 R4 выбрасыванием областей, 󰑬акл󰑧ченных
ме󰑨ду двум󰑱 гиперповерхност󰑱ми. Таких областей всего четыре, одна и󰑬 которых пока󰑬ана на
рис. 1.8. Кроме того, на рис. 1.8 пока󰑬аны траектории, старту󰑧щие и󰑬 точек компоненты св󰑱󰑬но-
сти Rα,γ, не содер󰑨ащей поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱. 󰑪а конечное врем󰑱 ка󰑨да󰑱 и󰑬 этих траекторий
достигает границы выброшенной области, при этом одна и󰑬 граней тетраэдра выро󰑨даетс󰑱 в
отре󰑬ок, а поток Риччи дал󰑭ше не продол󰑨аетс󰑱 см. рис. 1.9. Тем самым, дл󰑱 описанных на-
чал󰑭ных условий теорема сходимости потока Риччи не мо󰑨ет выполн󰑱т󰑭с󰑱.
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(a) t = 0 (b) t = 0.5 (c) t = 2

(d) t = 2.5 (e) t = 5

Рис. 1.6: Эвол󰑧ци󰑱 тетраэдра при α = −0.8, γ = −0.7 и начал󰑭ных 󰑬начени󰑱х r0 = 0.99915635,
r1 = 0.6003817, r2 = 1.249603, r3 = 1.344204. Траектори󰑱 проходит вбли󰑬и одного и󰑬 сёдел, после
чего падает в сток r0 = r1 = r2 = r3 = 1.

(a) t = 0 (b) t = 0.2 (c) t = 0.6

(d) t = 3 (e) t = 7

Рис. 1.7: Эвол󰑧ци󰑱 ра󰑬вити󰑱 тетраэдра при α = −0.8, γ = −0.7 и начал󰑭ных 󰑬начени󰑱х r0 =

0.99915635, r1 = 0.6003817, r2 = 1.249603, r3 = 1.344204. Траектори󰑱 проход󰑱т вбли󰑬и одного и󰑬
сёдел и продол󰑨аетс󰑱 вдол󰑭 сепаратрисы таким обра󰑬ом, что r3 устремл󰑱етс󰑱 к нул󰑧.
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Рис. 1.8: Метрика посто󰑱нной криви󰑬ны единственна󰑱 и Rα,γ 󰃱 R4
+

�

(a) t = 0

�

(b) t = 0.2

�

(c) t = 0.6
�

(d) t = 3

Рис. 1.9: Эвол󰑧ци󰑱 тетраэдра при α = 0.8, γ = −0.45 и начал󰑭ных 󰑬начени󰑱 r0 = 1.109733,
r1 = 2.963189, r2 = 2.990186, r3 = 0.1016562. Траектори󰑱 󰑬а конечное врем󰑱 достигает границы
Rα,γ, как пока󰑬ано на рис. 1.8
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Глава 2

Пространство метрик, выпуклост󰑭
функции F

В этой главе мы исследуем два вопроса, каса󰑧щиес󰑱 представлени󰑱 потока Риччи в виде
отрицател󰑭ного градиентного потока некоторой выпуклой функции F . Дело в том, что после
подход󰑱щей 󰑬амены переменных (см. 3.3) и евклидов поток Риччи, и гиперболический поток
Риччи привод󰑱тс󰑱 к виду dui

dt
= −Ki(u), причем ∂Ki

∂uj
=

∂Kj

∂ui
. Общий случай этого равенства

дока󰑬али Чоу и Луо [2], опира󰑱с󰑭 на частный случай, который дока󰑬ал Колан де Верд󰑭ер [19].

Отс󰑧да следует в частности, что дифференциал󰑭на󰑱 1-форма Ω =
n󰁓
i

dui 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬амкнутой.

Если пространство и󰑬менени󰑱 переменных u = (u1, . . . , un) односв󰑱󰑬ное, то существует функци󰑱
F така󰑱, что dF = Ω. В этом случае поток мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде du

dt
= −gradF . Вместо

односв󰑱󰑬ности Чоу и Луо испол󰑭󰑬овали более сил󰑭ное утвер󰑨дение, дока󰑬анное Тёрстоном, а
именно, что в предполо󰑨ении неотрицател󰑭ности весов пространство метрик Rw совпадает с
Rn

+, в частности поэтому пространство и󰑬менени󰑱 переменных u ока󰑬ываетс󰑱 ст󰑱гиваемым.
Свойство выпуклости функции F , в сво󰑧 очеред󰑭, выводитс󰑱 и󰑬 следу󰑧щего геометрического

факта, который справедлив как дл󰑱 евклидова, так и дл󰑱 гиперболического случаев.
Рассмотрим гран󰑭 △AiAjAk. Обо󰑬начим внутренние углы треугол󰑭ника △AiAjAk чере󰑬 θi, θj

и θk соответственно. Опира󰑱с󰑭 на условие неотрицател󰑭ности весов, Тёрстон дока󰑬ал, что вы-
полн󰑱󰑧тс󰑱 неравенства ∂θp

∂rp
< 0 и ∂θp

∂rq
> 0 при p, q ∈ {i, j, k}, p ∕= q.

В данной главе пока󰑬ано, что эти неравенства оста󰑧тс󰑱 верными, если на некоторых гран󰑱х
определенным обра󰑬ом ослабит󰑭 условие неотрицател󰑭ности весов. А именно, если на грани
△AiAjAk один и󰑬 весов, ска󰑨ем α, отрицателен, тогда два другие β и γ поло󰑨ител󰑭ны, причем
выполн󰑱етс󰑱 неравенство α + βγ 󰃍 0. Данное утвер󰑨дение частично отвечает на вопрос и󰑬
работы [2] о том дл󰑱 каких весовых функций теорема о сходимости потока остаетс󰑱 верной.
Ре󰑬ул󰑭таты этой главы были опубликованы в работе [21]. Эквивалентные услови󰑱 были по󰑬󰑨е
получены в работе 󰑮у[15] и испол󰑭󰑬ованы в работе С󰑧[16].
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2.1 Случай евклидовой метрики на гран󰑱х

Вы󰑱сним, при каких услови󰑱х л󰑧бой набор r = {ri > 0 | i = 1, ..., N} 󰑬адает такие длины
рёбер lij, что дл󰑱 ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T выполнены три неравенства треугол󰑭ника.
Рассмотрим одну и󰑬 таких граней, бе󰑬 ограничени󰑱 общности мо󰑨но считат󰑭, что её вершинами
󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 A1, A2, A3. 󰑪дес󰑭 и далее, в случа󰑱х, когда реч󰑭 будет идти о конкретной грани три-
ангул󰑱ции, мы будем испол󰑭󰑬оват󰑭 более простые обо󰑬начени󰑱 дл󰑱 длин её рёбер. Например,
дл󰑱 треугол󰑭ника с вершинами A1, A2, A3 поло󰑨им l1 = l23, l2 = l13, l3 = l12. Три неравенства
треугол󰑭ника на длины сторон l1, l2, l3 мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде одного неравенства

(l1 + l2 + l3)(−l1 + l2 + l3)(−l2 + l1 + l3)(l1 + l2 − l3) > 0, (2.1)

которое мо󰑨но упростит󰑭:

− (l21 + l22 + l23)
2 + 4l21l

2
2 + 4l21l

2
3 + 4l22l

2
3 > 0. (2.2)

По лемме 13.7.2 и󰑬 [5], если весова󰑱 функци󰑱 принимает неотрицател󰑭ные 󰑬начени󰑱 на рёб-
рах грани △A1A2A3, то дл󰑱 л󰑧бых r1, r2, r3 > 0 и󰑬 отре󰑬ков l1, l2, l3, длины которых определены
формулами (1.1), мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник (иными словами, l1, l2, l3 удовлетвор󰑱󰑧т неравен-
ству (2.2)). Следу󰑧ща󰑱 лемма обобщает этот ре󰑬ул󰑭тат на случай, когда некоторые 󰑬начени󰑱
весовой функции отрицател󰑭ные.

Лемма 2.1. Пуст󰑭 на грани △A1A2A3 󰑬адана весова󰑱 функци󰑱 w12 = α, w23 = β, w31 = γ

така󰑱, что β = γ ≥ 0 > α и γ, β или |α| ∕= 1. Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0.
Тогда дл󰑱 л󰑧бых r1, r2, r3 > 0 и󰑬 отре󰑬ков l1, l2, l3 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник на евклидовой
плоскости.

Дока󰑬ател󰑭ство. Подставим в леву󰑧 част󰑭 неравенства (2.2) выра󰑨ени󰑱 дл󰑱 квадратов l1, l2, l3

и󰑬 формулы (1.1), получи неравенство дл󰑱 величин r1, r2, r3:

4(1− γ2)r21r
2
2 + 4(1− γ2)r21r

2
3 + 4(1− α2)r22r

2
3 +

8r1r2r3((α + γ2)r1 + (γ + αγ)r2 + (αγ + γ)r3) > 0.

Все слагаемые полученного выра󰑨ени󰑱 бол󰑭ше нул󰑱, кроме 8r1r2r3(α+ γ2). Ра󰑬делим неравен-
ство на 4 и преобра󰑬уем

(1− α2)r22r
2
3 + 2(1 + α)γr1r2r3(r2 + r3) + r21((1− γ2)r22 + 2(α + γ2)r2r3) + (1− γ2)r23) > 0

Леву󰑧 част󰑭 неравенства мо󰑨но привести к виду

(1− α2)r22r
2
3 + 2(1 + α)γr1r2r3(r2 + r3) + r21(1− γ2)(r2 − r3)

2 + 2r21(1 + α2)r2r3,

котора󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭ной величной.
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Лемма 2.2. Пуст󰑭 на грани △A1A2A3 󰑬адана весова󰑱 функци󰑱 w12 = α, w23 = β, w31 = γ така󰑱,
что β, γ ≥ 0 > α. Кроме того, потребуем, чтобы βγ + α ≥ 0. Тогда дл󰑱 л󰑧бых r1, r2, r3 > 0 и󰑬
отре󰑬ков l1, l2, l3 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник на евклидовой плоскости.

Дока󰑬ател󰑭ство. Подставим в леву󰑧 част󰑭 неравенства (2.2) выра󰑨ени󰑱 дл󰑱 квадратов l1, l2, l3

и󰑬 формулы (1.1), тогда

4(1− γ2)r21r
2
2 + 4(1− β2)r21r

2
3 + 4(1− α2)r22r

2
3 +

8r1r2r3((α + βγ)r1 + (β + αγ)r2 + (αβ + γ)r3) > 0.

Полученное неравенство справедливо при r1 > 0, r2 > 0, r3 > 0, так как и󰑬 неравенства α+βγ ≥ 0

следует, что β + αγ ≥ 0, αβ + γ ≥ 0.

󰑪амечание 3. Нетрудно убедитс󰑱 в том, что лемма 2.2 не мо󰑨ет быт󰑭 дока󰑬ана дл󰑱 л󰑧бого
набора поло󰑨ител󰑭ных чисел r1, r2, r3 при поло󰑨ител󰑭ных β, γ и отрицател󰑭ном 󰑬начении α

бе󰑬 дополнител󰑭ного ограничени󰑱 α+βγ. Например, при α = −0.6, β = 0.9, α = 0.1 неравенство
(2.2) верно не дл󰑱 л󰑧бых поло󰑨ител󰑭ных r1, r2, r3.

Рассмотрим гран󰑭 △A1A2A3. Дл󰑱 выбранных радиусов r1, r2, r3 > 0 обо󰑬начим чере󰑬 θ1, θ2, θ3
внутренние углы при соответству󰑧щих вершинах треугол󰑭ника, а веса w12, w13, w23 обо󰑬начим
чере󰑬 γ, β и α соответственно. Внутренние углы θi, i = {1, 2, 3} 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 функци󰑱ми перемен-
ных rj, j = {1, 2, 3}, дл󰑱 которых верна следу󰑧ща󰑱

Теорема 2.3. Пуст󰑭 веса α,β,γ удовлетвор󰑱󰑧т одному и󰑬 следу󰑧щих условий: (i) все три веса
неотрицател󰑭ны; (ii) βγ + α > 0, причем веса β и γ неотрицател󰑭ны, а вес α отрицателен.
Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0;

2. ∂θj/∂ri > 0 дл󰑱 л󰑧бых j ∕= i;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂rk = 0.

Дока󰑬ател󰑭ство. Утвер󰑨дение теоремы при выполнении услови󰑱 (i) дока󰑬ано в работе [2].
Ра󰑬берем тепер󰑭 случай, когда выполн󰑱етс󰑱 второе условие. Стоит отметит󰑭, что наши рас-

су󰑨дени󰑱 да󰑧т еще одно дока󰑬ател󰑭ство утвер󰑨дени󰑱 леммы 13.7.2 и󰑬 [5] при выполнении
условий (i). Неравенства 1 и 2, согласно анали󰑬у дока󰑬ател󰑭ства Тёрстона, следу󰑧т и󰑬 того
факта, что радикал󰑭ный центр окру󰑨ностей, радиусы которых равны r1, r2, r3 с центрами в со-
ответству󰑧щих вершинах, находитс󰑱 внутри треугол󰑭ника △A1A2A3. Рассмотрим в плоскости
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треугол󰑭ника декартову систему координат с началом в точке A1 и направим её оси так, что-
бы точка A2 имела координаты (l3, 0), а A3 󰯹 координаты (l2 cos θ1, l2 sin θ1). Тогда координаты
радикал󰑭ного центра удовлетвор󰑱󰑧т системе уравнений

󰀻
󰀿

󰀽
x2 + y2 − r21 = (x− l3)

2 + y2 − r22,

x2 + y2 − r22 = (x− l2 cos θ1)
2 + (y − l2 sin θ1)

2 − r23.

И󰑬 первого уравнени󰑱 получим выра󰑨ение дл󰑱 󰑬начени󰑱 координаты x радикал󰑭ного центра

x =
r21 + r1r2γ

l3
,

и подставим его во второе уравнение, откуда легко получит󰑭 выра󰑨ение дл󰑱 координаты y

радикал󰑭ного центра

2yl2 sin θ1 = 2r21 + 2r1r3β − l22 + l23 − l21
l23

(r21 + r1r2γ).

Достаточно дока󰑬ат󰑭, что относител󰑭но пр󰑱мой, содер󰑨ащей сторону A1A2 треугол󰑭ника A1A2A3,
радикал󰑭ный центр ле󰑨ит в той 󰑨е полуплоскости, что и трет󰑭󰑱 вершина A3. То ест󰑭, и󰑬 усло-
вий (2) теоремы, ну󰑨но вывести y > 0 дл󰑱 л󰑧бых поло󰑨ител󰑭ных r1, r2, r3. Это неравенство
имеет вид

l23(2r
2
1 + 2r1r3β)− (l22 + l23 − l21)(r

2
1 + r1r2γ) > 0, (2.3)

что мо󰑨но переписат󰑭 в эквивалентной форме

2r1r2((1− γ2)r1r2 + (α + βγ)r1r3 + (β + αγ)r2r3) > 0. (2.4)

Выра󰑨ение (2.4) при всех r1, r2, r3 > 0 бол󰑭ше нул󰑱, так как β + αγ > 0 в силу 󰑬наков весов и
предполо󰑨ени󰑱 α + βγ > 0. Утвер󰑨дение о том, что радикал󰑭ный центр и вершина A2 нахо-
д󰑱тс󰑱 в одной полуплоскости относител󰑭ное пр󰑱мой, содер󰑨ащей сторону A1A3, дока󰑬ываетс󰑱
аналогично.

Тепер󰑭 пока󰑨ем, что радикал󰑭ный центр и вершина A1 наход󰑱тс󰑱 в одной полуплоскости
относител󰑭но пр󰑱мой A2A3. Дл󰑱 этого в предыдущих выкладках 󰑬аменим номера вершин и
сторон: (1, 2, 3) → (2, 3, 1), и соответству󰑧щим обра󰑬ом 󰑬аменим веса: (α, β, γ) → (β, γ,α). Таким
обра󰑬ом, дока󰑬ател󰑭ство будет окончено, если выра󰑨ение

2r2r3((1− α2)r2r3 + (β + γα)r2r1 + (γ + βα)r2r1) (2.5)

принимает поло󰑨ител󰑭ное 󰑬начение. Но в предполо󰑨ени󰑱х пункта (2) неравенства β + γα > 0

и γ + βα > 0 выполн󰑱󰑧тс󰑱, поэтому (2.5) поло󰑨ител󰑭но дл󰑱 всех r1, r2, r3 > 0.
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󰑪амечание 4. Нево󰑬мо󰑨но дока󰑬ат󰑭 утвер󰑨дение теоремы 2.3 при γ = β ≥ 0 > α бе󰑬 ограни-
чени󰑱 γ2 + α > 0. В самом деле, в этом случае неравенство (2.5) верно при л󰑧бых 󰑬начени󰑱х
r1, r2, r3. Тем не менее, неравенство (2.4) мо󰑨но переписат󰑭 в виде

2r1r2((1− γ2)r1r2 + (α + γ2)r1r3 + (γ + αγ)r2r3) > 0,

и дл󰑱 α + γ2 < 0 нетрудно подобрат󰑭 такие 󰑬начени󰑱 дл󰑱 r1, r2, r3, которые не удовлетвор󰑱󰑧т
неравенству. Например, 󰑬афиксируем r1 и r3, при этом выберем 󰑬начение r2 > 0 бесконечно
малым.

2.2 Случай гиперболической метрики на гран󰑱х

Рассмотрим случай, когда грани триангул󰑱ции име󰑧т посто󰑱нну󰑧 отрицател󰑭ну󰑧 криви󰑬ну
−1. Аналогично предыдущему пункту рассмотрим гран󰑭 △A1A2A3 и поло󰑨им w23 = α, w13 = β

и w12 = γ. Длины рёбер l12, l13, l23 грани △A1A2A3 определ󰑱󰑧тс󰑱 формулами

ch l12 = ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2, (2.6)

ch l13 = ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3, (2.7)

ch l23 = ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3. (2.8)

Следу󰑧щее утвер󰑨дение не имеет аналога в евклидовом случае, см. 󰑬амечание 4.

Лемма 2.4. Пуст󰑭 β = γ ≥ 0 ≥ α. Тогда существует треугол󰑭ник с ребрами l12, l13, l23 при
л󰑧бых r1, r2, r3 > 0.

Дока󰑬ател󰑭ство. Достаточно убедитс󰑱 в справедливости следу󰑧щих двух неравенств
󰀻
󰀿

󰀽
l13 + l12 > l23,

l13 + l23 > l12.
(2.9)

Действител󰑭но, дока󰑬ател󰑭ство неравенства l13 + l23 > l12 легко применит󰑭 дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства
неравенства l12 + l23 > l13 перестановкой весов β, γ и индексов 2 и 3.

Рассмотрим функци󰑧 ch t, котора󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 строго во󰑬раста󰑧ща󰑱 при t ∈ [0,∞). Неравен-
ства системы очевидно будут верными, если выполн󰑱󰑧тс󰑱 неравенства

ch(l13 + l12) > ch l23, (2.10)

ch(l13 + l23) > ch l12. (2.11)

Начнём с неравенства (2.10). Преобра󰑬овав леву󰑧 част󰑭 неравенства, получим:

ch l13 ch l12 + sh l13 sh l12 > ch l23.
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Далее, перейдем к дока󰑬ател󰑭ству более строгого неравенства

ch l13 ch l12 > ch l23. (2.12)

Подставим l12, l13, l23 и󰑬 формул (2.6), (2.7), (2.8) в (2.12):

(ch r1 ch r3 + γ sh r1 sh r3)(ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) = ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3. (2.13)

Испол󰑭󰑬у󰑱 ограничени󰑱 на α, γ, преобра󰑬уем это неравенство следу󰑧щим обра󰑬ом:

(ch r1 ch r3 + γ sh r1 sh r3)(ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) ≥

≥ (ch r1 ch r3)(ch r1 ch r3) >

> ch r1 ch r3 ≥ ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3.

Тепер󰑭 перейдем к дока󰑬ател󰑭ству неравенства (2.11), дл󰑱 чего перепишем его в виде

ch l13 ch l23 + sh l13 sh l23 > ch l12, (2.14)

и оценим ра󰑬ност󰑭 ch l13 ch l23 − ch l12. Имеем

ch l13 ch l23 − ch l12 =

= ch l13(ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3)− ch l12 ≥

≥ ch l13(ch r2 ch r3 − sh r2 sh r3)− ch l12 =

= (ch r1 ch r3 + γ sh r1 sh r3)(ch r2 ch r3 − sh r2 sh r3)−

− (ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) =

= (sh r1 ch r3 + γ sh r3 ch r1)(sh r1 ch r1 − ch r1 sh r2) =

= (ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1) sh(r3 − r2). (2.15)

Если r2 ≤ r3, то (2.14) следует и󰑬 (2.15). Дл󰑱 случа󰑱, когда r3 > r2 неравенство (2.14) следует
и󰑬 двух неравенств 󰀻

󰀿

󰀽
sh l13 > ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1,

sh l23 > | sh(r3 − r2)|.
(2.16)

Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства первого неравенства (2.16) 󰑬аметим, что

ch2 l13 − (ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1)
2 = ch2 r1 − γ2 sh2 r1 ≥ ch2 r1 − sh2 r1 = 1. (2.17)

Откуда
ch r1 sh r3 + γ ch r3 sh r1 ≥

󰁳
ch2 l13 − 1 = sh l13. (2.18)

Далее,

ch l23 = ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3 ≥ ch r2 ch r3 − sh r2 sh r3 = ch(r2 − r3). (2.19)
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Следовател󰑭но,

sh l23 =
󰁳

ch2 l23 − 1 ≥
󰁴

ch2(r2 − r3)− 1 = | sh(r2 − r3)|, (2.20)

что дока󰑬ывает второе неравенство системы (2.16).

Теорема 2.5. Пуст󰑭 β, γ ≥ 0 > α и βγ + α > 0 (или βγ + α = 0, но β ∕= 1 и γ ∕= 1). Тогда
и󰑬 отре󰑬ков l12, l13, l23 мо󰑨но сло󰑨ит󰑭 треугол󰑭ник на гиперболической плоскости при л󰑧бых
r1, r2, r3 > 0.

Дока󰑬ател󰑭ство. Достаточно дока󰑬ат󰑭 два неравенства l13+ l12 > l23, l13+ l23 > l12. Неравенство
l13 + l23 > l12 дока󰑬ываетс󰑱 аналогично неравенству l13 + l12 > l23. В силу того, что гиперболи-
ческий косинус строго во󰑬растает на проме󰑨утке t ∈ [0,∞), достаточно дока󰑬ат󰑭 неравенства

ch(l13 + l12) > ch l23, (2.21)

ch(l13 + l23) > ch l12. (2.22)

Начнём с неравенства (2.21). Как и в лемме 2.4, дока󰑨ем более строгое неравенство

ch l13 ch l12 > ch l23. (2.23)

Выра󰑬им l12, l13, l23 чере󰑬 r1, r2, r3 и подставим в (2.23):

(ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3)(ch r1 ch r2 + γ sh r1 sh r2) > ch r2 ch r3 + α sh r2 sh r3. (2.24)

Далее, испол󰑭󰑬у󰑱 ограничени󰑱 на α, β и γ, получим

(ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3)(ch r1 ch r1 + γ sh r1 sh r2) ≥ (ch r1 ch r3)(ch r1 ch r2) ≥ ch r2 ch r3 ≥

≥ ch r2 ch r3 + α sh r3 sh r3. (2.25)

Неравенство (2.22) более сло󰑨ное. Рассмотрим случай β ≥ γ и 󰑬аменим γ на β в выра󰑨ении
(2.22). Тогда лева󰑱 част󰑭 неравенства станет мен󰑭ше, но останетс󰑱 бол󰑭ше правой части неравен-
ства, это дока󰑬ываетс󰑱 так󰑨е как и (2.11), см. дока󰑬ател󰑭ство леммы 2.4. Тепер󰑭 пуст󰑭 γ > β.
Тогда достаточно проверит󰑭 неравенство (2.22) дл󰑱 γ = 1 и α = −β, которое в этом случае
принимает вид

sh l13 sh l23 > ch lr1 ch r2 + sh r1 sh r2−

− (ch r1 ch r3 + β sh r1 sh r3)(ch r2 ch r3 − β sh r2 sh r3). (2.26)

Праву󰑧 част󰑭 неравенства мо󰑨но привести к виду:

A = − ch r1 ch r2 sh
2 r3 + sh r1 sh r2(1 + β2 sh2 r3)− β ch r3 sh r3(sh(r1 − r2)).
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󰑪аметим, чтобы неравенство (2.26) выполнилос󰑭, достаточно дока󰑬ат󰑭 неравенство B2 > A2, где
B = sh l13 sh l23. Пуст󰑭 uj = erj , j = 1, 2, 3. Тогда имеем

16u1u2u
2
3A = −(u2

1 + 1)(u2
2 + 1)(u2

3 − 1)2+

+ (u2
1 − 1)(u2

2 − 1)(4u2
3 + β2(u2

3 − 1)2)+

+ β(u2
3 + 1)(u2

3 − 1)((u2
1 + 1)(u2

1 − 1)− (u2
1 − 1)(u2

2 + 1)). (2.27)

Таким обра󰑬ом,

B2 = (ch2 l13 − 1)(ch2 l23 − 1) =

=
[(u2

1 + 1)(u3 + 1) + β(u2
1 − 1)(u2

3 − 1)]2 − 16u2
1u

2
3

16u2
1u

2
3

×

× [(u2
2 + 1)(u2

3 + 1)− β(u2
2 − 1)(u2

3 − 1)]2 − 16u2
2u

2
3

16u2
2u

2
3

. (2.28)

Чтобы 󰑬авершит󰑭 дока󰑬ател󰑭ство, достаточно пока󰑬ат󰑭 несло󰑨ными, но об󰑫емными выкладка-
ми, что

(16u1u2u
2
3)

2(B2 − A2) = 16(1− β2)(u2
1u

2
2 − 1)2u2

3(u
2
3 − 1)2 > 0. (2.29)

Пре󰑨де чем перейти к выпуклости в гиперболическом случае, напомним некоторые фак-
ты геометрии плоскости Лобачевского. Рассмотрим на гиперболической плоскости точку P и
окру󰑨ност󰑭 C радиуса r с центром в точке O. Рассмотрим геоде󰑬ическу󰑧 пр󰑱му󰑧, котора󰑱 со-
дер󰑨ит точку P и пересекает окру󰑨ност󰑭 в двух точках A и B. Степен󰑭󰑧 точки P по отношени󰑧
к окру󰑨ности C на󰑬ыватес󰑱 прои󰑬ведение degC P = d(lAB)d(lBP ). 󰑪дес󰑭 lMN 󰯹 рассто󰑱ние ме󰑨-
ду точками M и N на гиперболической плоскости, а функци󰑱 d(l) определена формулой el−1

el+1
.

Мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что степен󰑭 точки P не 󰑬ависит от выбора пр󰑱мой, проход󰑱щей чере󰑬 точ-
ку P и пересека󰑧щей окру󰑨ност󰑭 C. Следовател󰑭но, если рассто󰑱ние от точки P до центра
окру󰑨ности C равно l, то

degC P = d(l + r)d(l − r) =
el+r − 1

el+r + 1

el−r − 1

el−r + 1
. (2.30)

Радикал󰑭ной ос󰑭󰑧 двух окру󰑨ностей C1 и C2 на󰑬ываетс󰑱 геоде󰑬ическа󰑱, котора󰑱 состоит и󰑬
мно󰑨ества точек P таких, что degC1

P = degC2
P . Радикал󰑭ным центром трёх окру󰑨ностей

C1, C2 и C3 на󰑬ываетс󰑱 точка пересечени󰑱 радикал󰑭ных осей, соответсву󰑧щие ка󰑨дой паре
окру󰑨ностей. Подробное дока󰑬ател󰑭ства этого факта см. в [18]. Дал󰑭нейшие вычислени󰑱 нам
удобно провести в модели Клейна. Напомним, что в данной модели точками 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 точки
открытого единичного круга Λ = {z ∈ C : |z| < 1}, пр󰑱мыми 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 хорды и диаметры
этого круга. Рассто󰑱ни󰑱 ме󰑨ду двум󰑱 точками A, B ∈ Λ определ󰑱󰑧тс󰑱 с помощ󰑭󰑧 логарифма
двойного отношени󰑱

lAB =
1

2
ln

󰀕
B − P

B −Q
:
A− P

A−Q

󰀖
, (2.31)
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где P и Q 󰯹 точки пересечени󰑱 пр󰑱мой AB с окру󰑨ност󰑭󰑧 |z| = 1, причем пор󰑱док на пр󰑱мой
следу󰑧щий: PABQ. Рассмотрим частный случай этой формулы, когда A совпадает с началом
координат, а B = (x, 0) 󰯹 точка на вещественной оси. Тогда P = (−1, 0), Q = (1, 0) и

lAB =
1

2
ln

󰀕
x+ 1

x− 1
:
0 + 1

0− 1

󰀖
=

1

2
ln

1 + x

1− x
, x =

e2l − 1

e2l + 1
= th l. (2.32)

Лемма 2.6. Пуст󰑭 в модели Клейна даны две окру󰑨ности: C1 радиуса r1 с центром в начале
координат и C2 радиуса r2 с центром (x, 0). Рассто󰑱ние ме󰑨ду центрами окру󰑨ностей равно
l = 1

2
ln
󰀃
1+x
1−x

󰀄
. Тогда радикал󰑭на󰑱 ос󰑭 окру󰑨ностей C1 и C2 󰑬адаетс󰑱 уравнением x = p, где

p =
ch r1 ch l − ch r2

ch r1 sh l
. (2.33)

Дока󰑬ател󰑭ство. 󰑪аметим, что искома󰑱 радикал󰑭на󰑱 ос󰑭 ортогонал󰑭на вещественной оси OX,
поэтому достаточно найти точку P = (p, 0) на вещественной оси, дл󰑱 которой degC1

P = degC2
P .

Вычислим degC1
P с помощ󰑭󰑧 формул (2.30) и (2.32):

degC1
P =

e
1
2
ln( 1+p

1−p)+r1 − 1

e
1
2
ln( 1+p

1−p)+r1 + 1
· e

1
2
ln( 1+p

1−p)−r1 − 1

e
1
2
ln( 1+p

1−p)−r1 + 1
=

=

󰁴
1+p
1−p

er1 − 1
󰁴

1+p
1−p

er1 + 1
·

󰁴
1+p
1−p

1
er1

− 1
󰁴

1+p
1−p

1
er1

+ 1
=

=
2er1 − (e2r1 + 1)

󰁳
1− p2

2er1 − (e2r1 + 1)
󰁳

1− p2
=

1−
󰁳

1− p2 ch r1

1 +
󰁳

1− p2 ch r1
. (2.34)

Подобным обра󰑬ом вычислим degC2
P с помощ󰑭󰑧 формул (2.30) и (2.32):

degC2
P =

e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)+r2 − 1

e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)+r2 − 1

· e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)−r2 − 1

e
1
2
ln( 1+x

1−x
1−p
1+p)−r2 − 1

=

=

󰁴
1+x
1−x

󰁴
1−p
1+p

er2 − 1
󰁴

1+x
1−x

󰁴
1−p
1+p

er2 − 1
·

󰁴
1+x
1−x

󰁴
1−p
1+p

er2 − 1
󰁴

1+x
1−x

󰁴
1−p
1+p

er2 − 1
=

=
2(1− xp)er2 − (e2r2 + 1)

√
1− x2

󰁳
1− p2

2(1− xp)er2 − (e2r2 + 1)
√
1− x2

󰁳
1− p2

=

=
2(1− xp)er2 − ch r2

√
1− x2

󰁳
1− p2

2(1− xp)er2 − ch r2
√
1− x2

󰁳
1− p2

. (2.35)

Приравнива󰑱 правые части формул (2.34) и (2.35), получаем уравнение на p:

1−
󰁳

1− p2 ch r1

1 +
󰁳

1− p2 ch r1
=

(1− xp)− ch r2
√
1− x2

󰁳
1− p2

(1− xp) + ch r2
√
1− x2

󰁳
1− p2

, (2.36)

откуда

p =
ch r1 ch l − ch r2

ch r1 sh l
. (2.37)
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Теорема 2.7. Пуст󰑭 дл󰑱 весов α, β и γ выполн󰑱етс󰑱 одно и󰑬 условий:

(a) все три веса неотрицател󰑭ны;

(b) два веса β и γ неотрицател󰑭ны, вес α отрицателен, βγ + α > 0;

Тогда:

1. ∂θi/∂ri < 0 при i = {1, 2, 3};

2. ∂θi/∂rj > 0 при i, j = {1, 2, 3} и i ∕= j;

3. ∂(θi + θj + θk)/∂ri < 0, при i = {1, 2, 3}.

Дока󰑬ател󰑭ство. 󰑪аметим, что в пункте (3) отре󰑬ок ljk не 󰑬ависит от ri, кроме того, выпол-
н󰑱󰑧тс󰑱 неравенства ∂θj

∂ri
> 0 при j ∕= i и ∂θk

∂ri
> 0 при k ∕= i, где i, j, k = {1, 2, 3}. Поэтому,

∂Area(△AiAjAk)

∂ri
> 0, следовател󰑭но

∂(θi + θj + θk)

∂ri
=

∂(π − Area(△AiAjAk))

∂ri
< 0.

Утвер󰑨дение теоремы при выполнении условий (a) дока󰑬ано в работе [2].
Тепер󰑭 ра󰑬берем случай, когда выполн󰑱етс󰑱 условие (b). Стоит отметит󰑭, что данное дока-

󰑬ател󰑭ство применимо и дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства пункта (a). Как и в дока󰑬ател󰑭стве теоремы 2.7,
неравенства (1) и (2) следу󰑧т и󰑬 того факта, что радикал󰑭ный центр Ω окру󰑨ностей C1, C2 и
C3 радиусов r1, r2, r3 с центрами в соответству󰑧щих вершинах A1, A2 и A3 находитс󰑱 внутри
треугол󰑭ника △A1A2A3. Дл󰑱 этого достаточно проверит󰑭, что Ω находитс󰑱 с вершиной Ak в
одной полуплоскости относител󰑭но пр󰑱мой AiAj дл󰑱 всех k = 1, 2, 3 и {i, j} = {1, 2, 3}. Сначала
рассмотрим случай k = 3. В модели Клейна располо󰑨им треугол󰑭ник так, чтобы вершина A2

была располо󰑨ена в точке 0, вершина A1 󰯹 на поло󰑨ител󰑭ной части вещественной оси, а A3 󰯹 в
верхней полуплоскости. Тогда радикал󰑭на󰑱 пр󰑱ма󰑱 окру󰑨ностей C2 и C1 по лемме 2.6 󰑬адаетс󰑱
уравнением x = p, где

p =
ch r2 ch l12 − ch r1

ch r2 sh l12
. (2.38)

Воспол󰑭󰑬овавшис󰑭 теоремой косинусов, вычислим угол ∠A1A2A3 = θ,

θ = arccos

󰀕
ch l23 ch l12 − ch l13

sh l12 sh l23

󰀖
. (2.39)

Радикал󰑭на󰑱 ос󰑭 окру󰑨ностей C2 и C3 получаетс󰑱 поворотом на угол θ против часовой стрелки
пр󰑱мой x = q, где по лемме (2.6)

q =
ch r2 ch l23 − ch r3

ch r2 sh l23
, (2.40)
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а следовател󰑭но, 󰑬адаетс󰑱 уравнением

x cos θ + y sin θ = 1. (2.41)

Таким обра󰑬ом, координаты радикал󰑭ного центра Ω 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решением системы уравнений
󰀻
󰀿

󰀽
x = p,

x cos θ + y sin θ = 1.
(2.42)

Легко проверит󰑭, что y > 0 тогда и тол󰑭ко тогда, когда q − p cos θ > 0, подставим в него
выра󰑨ение дл󰑱 p, q и cos θ:

ch r2 ch l23 − ch r3
ch r2 sh l23

− ch r2 ch l12 − ch r1
ch r2 sh l12

· ch l23 ch l12 − ch l13
sh l12 sh l23

> 0. (2.43)

Домно󰑨им (2.43) на поло󰑨ител󰑭ну󰑧 величину

ch r2 sh l23 sh
2 l12 = ch r2 sh l23(ch

2 l12 − 1), (2.44)

получим

(ch r2 ch l23 − ch r3)(ch
2 l12 − 1) − (ch r2 ch l12 − ch r)(ch l23 ch l12 − ch l13) > 0. (2.45)

Раскрыв скобки и перегруппировав слагаемые, сведем его к неравенству

ch r1(ch l23 ch l12 − ch l13) + ch r2(ch l12 ch l13 − ch l23) + ch r3(1 − ch2 l12) > 0. (2.46)

Выра󰑬ив l12, l13, l23 и󰑬 формул (2.6), (2.7),(2.8), приведем это неравенство к виду

sh r1 sh r2((1− γ2) ch r3 sh r1 sh r2 + (α + βγ) ch r2 sh r1 sh r3+

+ (β + αγ) ch r1 sh r2 sh r3) > 0. (2.47)

󰑪аметим, что при нало󰑨енных нами услови󰑱х на α, β и γ все слагаемые в левой части поло-
󰑨ител󰑭ны при л󰑧бых r1, r2, r3 ∈ R+. Аналогично дока󰑬ываетс󰑱 неравенство дл󰑱 k = 2 󰯹 в
выкладках ну󰑨но помен󰑱т󰑭 местами индексы 2 и 3.

Соответсву󰑧щее неравенство дл󰑱 k = 1 имеет вид p−q cos θ > 0, подставим в него выра󰑨ени󰑱
дл󰑱 p, q и cos θ:

ch r2 ch l12 − ch r1
ch r2 sh l12

− ch r2 ch l23 − ch r3
ch r2 sh l23

· ch l12 ch l23 − ch l13
sh l23 sh l12

> 0. (2.48)

Домно󰑨им (2.48) его на поло󰑨ител󰑭ну󰑧 величину

ch r2 sh l12 sh
2 l23 = ch r2 sh l12(ch

2 l23 − 1), (2.49)
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и получим

(ch r2 ch l12 − ch r1)(ch
2 l13 − 1) − (ch r2 ch l23 − ch r3)(ch l23 ch l12 − ch l13) > 0. (2.50)

Раскрыв скобки и перегруппировав слагаемые, сведем его к неравенству

ch r2(ch l23 ch l13 − ch l12) + ch r3(ch l12 ch l23 − ch l13) + ch r1(1 − ch2 l23) > 0. (2.51)

Выра󰑬ив l12, l13, l23 с помощ󰑭󰑧 формул (2.6), (2.7) и (2.8), приведем это неравенство к виду

sh r2 sh r3((αγ + β) ch r3 sh r1 sh r2+

+ (αβ + γ) ch r2 sh r1 sh r3 + (1− α2) ch r1 sh r2 sh r3) > 0. (2.52)

Легко видет󰑭, что при нало󰑨енных нами услови󰑱х на α, β и γ все слагаемые в левой части
поло󰑨ител󰑭ны дл󰑱 всех r1, r2, r3 ∈ R+.

49



Глава 3

Комбинаторный поток Риччи дл󰑱 метрик
упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми

3.1 Метрики упаковок кругов с выро󰑨дени󰑱ми

Рассмотрим 󰑬амкнуту󰑧 поверхност󰑭 X с триангул󰑱цией T . Предполагаетс󰑱, что подн󰑱тие
󰑬амкнутой грани или ребра в универсал󰑭ное накрытие X̃ 󰑱вл󰑱етс󰑱 вло󰑨ением. Обо󰑬начим мно-
󰑨ество вершин, ребер и граней триангул󰑱ции T чере󰑬 V , E, F соответственно. Мно󰑨ество вер-
шин V = {A1, A2, . . . , AN} триангул󰑱ции T представим в виде несв󰑱󰑬ного об󰑫единени󰑱 двух
подмно󰑨еств V = Vn

󰁉
Vd таких, что никакие две вершины и󰑬 мно󰑨ества Vd не соедин󰑱󰑧тс󰑱

ребром. Подход󰑱щим обра󰑬ом перенумеровав вершины мо󰑨ем считат󰑭, что Vn = {A1, . . . , AM},
Vd = {AM+1, . . . , AN}. Вершины и󰑬 мно󰑨ества Vn будем на󰑬ыват󰑭 невыро󰑨денными, а и󰑬 мно󰑨е-
ства Vd 󰯹 выро󰑨денными. Элемент триангул󰑱ции T (ребро или гран󰑭) на󰑬овём невыро󰑨денным
тогда и тол󰑭ко тогда, когда все его вершины невыро󰑨дены и выро󰑨денным в противном случае.
Обо󰑬начим мно󰑨ество (не)выро󰑨денных рёбер и граней чере󰑬 Ed(En) и Fd(Fn) соответственно.
Очевидно, что E = En

󰁉
Ed и F = Fn

󰁉
Fd. Иногда дл󰑱 удобства будем обо󰑬начат󰑭 подмно󰑨ество

вершин и соответству󰑧щее подмно󰑨ество индексов одним символом.
В отличие от классического случа󰑱, будем считат󰑭 что весова󰑱 функци󰑱 определена тол󰑭ко

на невыро󰑨денных рёбрах, w : En → (−1, 1]. 󰑪афиксируем тройку (X, T, w). Под метрикой
будем понимат󰑭 набор r = (r1, . . . , rN), где rj > 0 при 1 󰃑 j 󰃑 M и rj = 0 при M + 1 󰃑 j 󰃑 N .
Это определение от классического отличаетс󰑱 тем, что в некоторых (а именно, в выро󰑨денных)
вершинах радиусы rj равны нул󰑧.

Сначала рассмотрим евклидовов случай, когда все грани триангул󰑱ции T 󰯹 плоские евкли-
довы треугол󰑭ники, длины рёбер которых определены формулой

l2ij = r2i + r2j + 2wijrirj. (3.1)

󰑪аметим, что если вершина Ai ребра AiAj выро󰑨дена, то последнее слагаемое в этой формуле
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равно нул󰑧 не󰑬ависимо от 󰑬начений веса wij, именно поэтому веса на выро󰑨денных рёбрах не
󰑬аданы. Более того, если ri = 0, то lij = rj.

Криви󰑬на в вершине Ai определ󰑱етс󰑱 стандартным обра󰑬ом, а именно по формуле.

Ki = 2π −
󰁛

AiAjAk∈F

∠AjAiAk, i = 1, . . . , N. (3.2)

Если вершина 󰑱вл󰑱етс󰑱 выро󰑨денной, то криви󰑬на в ней не 󰑬ависит от r, и определ󰑱етс󰑱 весовой
функцией w. В самом деле, пуст󰑭 Ai ∈ Vd и △AiAjAk ∈ F , тогда вершины Aj, Ak ∈ Vn. Пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭
теоремой косинусов, имеем cos∠AjAiAk = −wjk, откуда угол ∠AjAiAk = π − arccos(wjk). Тем
самым, дл󰑱 выро󰑨денной вершины Ai криви󰑬на Ki 󰑱вно выра󰑨аетс󰑱 чере󰑬 веса формулой

Ki = 2π −
󰁛

△AiAjAK∈F

(π − arccos(wjk)) .

Комбинаторный поток Риччи дл󰑱 метрики с выро󰑨дени󰑱ми 󰯹 это система обыкновенных
дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −Kiri, i = 1, . . . ,M. (3.3)

󰑪аметим, что при i = M + 1,M + 2, . . . , N уравнени󰑱 (3.3) выполн󰑱етс󰑱 тривиал󰑭ным обра󰑬ом,
поэтому в уравнени󰑱х (3.3) мо󰑨но считат󰑭, что 1 󰃑 i 󰃑 N .

Введем пон󰑱тие усредненной криви󰑬ны Kav метрики с выро󰑨дени󰑱ми:

Kav =
1

M

󰀣
2πχ(X)−

N󰁛

j=M+1

Kj

󰀤
. (3.4)

Нормированным потоком Риччи будем на󰑬ыват󰑭 систему дифференциал󰑭ных уравнений

dri
dt

= −(Ki −Kav)ri, i = 1, . . . ,M. (3.5)

Нормированный и ненормированный потоки Риччи в определенном смысле эквивалентны
друг другу.

Лемма 3.1. Набор функций ri(t), i = 1, . . . ,M 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением уравнений (3.3) тогда и
тол󰑭ко тогда, когда eK

avtri(t) 󰯹 решение уравнений (3.5).

Дока󰑬ател󰑭ство. Поло󰑨им r̂(t) = eK
avtri(t). Тогда

dr̂i
dt

= KaveK
avtri(t) + eK

av

(−Kiri(t)) = (Kav −Ki)e
Kav

ri(t) = −(Ki −Kav)r̂i(t).

Вместе с тем, нормированный поток Риччи удобней ненормированного, что следует следу󰑧-
щей леммы.
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Лемма 3.2.
M󰁔
j=1

ri(t) 󰯹 первый интеграл системы уравнений (3.5).

Дока󰑬ател󰑭ство.

d

󰀣
M󰁔
j=1

rj(t)

󰀤

dt
=

󰀣
M󰁛

j=1

−(Kj −Kav)

󰀤󰀣
M󰁜

j=1

rj(t)

󰀤
= 0.

Перейдем к гиперболическому случа󰑧. Будем считат󰑭, что на гран󰑱х выбрана гиперболи-
ческа󰑱 метрика посто󰑱нной криви󰑬ны −1, а длина ребра eij, соедин󰑱󰑧щего вершины Ai и Aj,
определ󰑱етс󰑱 формулой

ch lij = ch ri ch rj + sh ri sh rjwij. (3.6)

Как и в евклидовом случае, если ребро 󰑱вл󰑱етс󰑱 выро󰑨денным, то последнее слагаемое в фор-
муле (3.6) равно нул󰑧, поэтому вес wij не определ󰑱етс󰑱. 󰑯сно, что lij = ri при ri = 0. Криви󰑬на
Ki в вершине Ai, 1 󰃑 i 󰃑 M так󰑨е определ󰑱етс󰑱 формулой (3.2). Криви󰑬на в выро󰑨денной
вершине Ai,M + 1 󰃑 i 󰃑 N определ󰑱етс󰑱 формулой (3.1).

Комбинаторным гиперболическим потоком Риччи на󰑬ываетс󰑱 система ОДУ вида

dri
dt

= −Ki sh ri, i = 1, . . . ,M. (3.7)

При i = M + 1,M + 2, . . . , N имеем ri =
dri
dt

= 0, таким обра󰑬ом, в (3.7) мо󰑨но полагат󰑭, что
1 󰃑 i 󰃑 N .

󰑪амечание 5. Уравнени󰑱 (3.1) и (3.6) пока󰑬ыва󰑧т, что требовани󰑱 того, что никакие две вы-
ро󰑨денные вершины не могут соедин󰑱т󰑭с󰑱 ребром, совершенно естественно. В самом деле, в
противном случае длина соедин󰑱󰑧щего их ребра дол󰑨на быт󰑭 равна нул󰑧. Более того, очевид-
но, что гран󰑭 с трем󰑱 выро󰑨денными вершинами ст󰑱гиваетс󰑱 в точку, а с двум󰑱 выро󰑨денными
вершинами 󰯹 ст󰑱гиваетс󰑱 в отре󰑬ок. Отс󰑧да следует, что исходну󰑧 триангул󰑱ци󰑧 ну󰑨но будет
перестроит󰑭 определенным обра󰑬ом.

Ва󰑨ной 󰑬адачей 󰑱вл󰑱етс󰑱 определение комбинаторного типа триангул󰑱ции, который мо󰑨ет
по󰑱витс󰑱 в пределе при t → ∞, когда теорема 1.1 не применима. 󰑪дес󰑭 мы этого вопроса мы
касат󰑭с󰑱 не будем.

Тройка (X, T, w) 󰑬адает пространство метрик Rw, которое в сво󰑧 очеред󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 подмно-
󰑨еством таких r и󰑬 пространства RM × (0, . . . , 0) ⊂ RN , что на ка󰑨дой грани триангул󰑱ции T

выполн󰑱󰑧тс󰑱 три неравенства треугол󰑭ника.

Лемма 3.3. Пуст󰑭 ка󰑨да󰑱 гран󰑭 триангул󰑱ции удовлетвор󰑱ет одному и󰑬 условий:
(a) гран󰑭 невыро󰑨дена и весова󰑱 функци󰑱 на её ребрах принимает неотрицател󰑭ные 󰑬начени󰑱;
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(b) гран󰑭 невыро󰑨дена, весова󰑱 функци󰑱 на одном и󰑬 ребер грани принимает 󰑬начение α < 0,
на двух других ребрах β, γ > 0, при этом выполн󰑱етс󰑱 неравенство α + βγ 󰃍 0;
(c) гран󰑭 выро󰑨дена, 󰑬начение весовой функции на невыро󰑨денном ребре грани отлично от 1.
Тогда и дл󰑱 евклидова, и дл󰑱 гиперболического случаев имеем Rw = RM

+ .

Дока󰑬ател󰑭ство. Достаточно пока󰑬ат󰑭, что гран󰑭 триангул󰑱ции удовлетвор󰑱ет неравенству
треугол󰑭ника при л󰑧бом r. При условии (a) это дока󰑬ано в работе [2] лемма 13.7.2. При условии
(b) это дока󰑬ано в теореме 2.2 и теореме 2.5. При условии (c) дл󰑱 грани △AiAjAk с выро󰑨денной
вершиной Ai утвер󰑨дение следует и󰑬 уравнений (3.1) и (3.6), так как lij = rj, lik = rk.

Будем говорит󰑭, что выполн󰑱󰑧тс󰑱 услови󰑱 (W ), если весова󰑱 функци󰑱 w удовлетвор󰑱ет
услови󰑱м леммы 3.3.

Следу󰑧щее утвер󰑨дение 󰑱вл󰑱етс󰑱 кл󰑧чевым в дока󰑬ател󰑭стве выпуклости функции, отри-
цател󰑭ный градиентный поток которой совпадает с потоком Риччи.

Лемма 3.4. Пуст󰑭 △AiAjAk 󰯹 гран󰑭 триангул󰑱ции. Углы при вершинах Ai,Aj,Ak обо󰑬начим
чере󰑬 θi, θj, θk соответственно. Предполо󰑨им, что условие (W ) выполн󰑱етс󰑱.
(a) Пуст󰑭 △AiAjAk ∈ Fn, тогда

(a1) ∂θp
∂rp

< 0, p ∈ {i, j, k};
(a2) ∂θp

∂rq
> 0, p, q ∈ {i, j, k}, p ∕= q;

(a3)
∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и ∂(θi+θj+θk)

∂rp
< 0 дл󰑱 гиперболической,

p ∈ {i, j, k}.
(b) Пуст󰑭 Ai ∈ Vd, тогда

(b1)
∂θj
∂rj

< 0 и ∂θk
∂rk

< 0;

(b2)
∂θj
∂rk

< 0 и ∂θj
∂rk

< 0;
(b3)

∂(θj+θk)

∂rp
=

∂(θi+θj+θk)

∂rp
= 0 дл󰑱 евклидовой метрики на гран󰑱х и ∂(θi+θk)

∂rp
=

∂(θj+θj+θk)

∂rp
< 0

дл󰑱 гиперболической, 󰑬дес󰑭 p ∈ {j, k}.
Более того, частные прои󰑬водные ∂θn

∂rm
󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 элементарными функци󰑱ми от ri, rj, rk, где

n,m ∈ {i, j, k}.

Дока󰑬ател󰑭ство. (a) Случай, когда весова󰑱 функци󰑱 w на ребрах грани △AiAjAk ∈ Fn прини-
мает неотрицател󰑭ные 󰑬начени󰑱 ра󰑬обран в книге [5], лемма 13.7.3. Остал󰑭ные случаи дока󰑬аны
в теоремах 2.3 и 2.7.
(b) 󰑪апишем теорему косинусов в евклидовом случае

r2k = r2j + l2jk − 2rjljk cos θj = r2j + r2j + r2k + 2wjkrjrk − 2rj

󰁴
r2j + r2k + 2wjkrkrj cos θj.

Поскол󰑭ку
∂ cos θj
∂rj

= − sin θj
∂θj
∂rj

,
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󰑬нак прои󰑬водной ∂θj
∂rj

мо󰑨но выра󰑬ит󰑭 чере󰑬 󰑬нак прои󰑬водной cos θj по rj. По формуле прои󰑬-

водной дроби 󰑬нак ∂ cos θj
∂rj

совпадает со 󰑬наком выра󰑨ени󰑱

(rj + wjkrk)
′
rj
(r2j + r2k + 2wjkrjrk)−

1

2
(rj + wjkrk)(r

2
j + r2k + 2wjkrkrj)

′
rj
=

= (r2j + r2k + 2wjkrjrk)− (rj + wjkrk)
2 =

= r2j + r2k + 2wjkrjrk − r2j − r2kw
2
jk − 2rjrkwjk = r2k(1− wjk).

Следовател󰑭но,
∂θj
∂rj

< 0.

Аналогично, 󰑬нак ∂ cos θj
∂rk

совпадает со 󰑬наком выра󰑨ени󰑱

(rj + wjkrk)
′
rk
(r2j + r2k + 2wjkrjrk)−

1

2
(rj + wjkrk)(r

2
j + r2k + 2wjkrkrj)

′
rk

=

= wjk(r
2
j + r2k + 2wjkrjrk)− (rj + wjkrk)(rk + wjkrj) =

= wjkr
2
j + wjkr

2
k + 2wjkrjrk − rjrk − wjkr

2
j − wjkr

2
k − w2

jkrkrj = rjrk(−1 + w2
jk).

Следовател󰑭но,
∂θj
∂rk

> 0.

Гиперболичекой случай исследуетс󰑱 аналогично. Детал󰑭ные вычислени󰑱 прои󰑬водных приведе-
ны в дока󰑬ател󰑭стве леммы 3.5.

Лемма 3.5. Пуст󰑭 в грани △AiAjAk вершины Aj, Ak невыро󰑨дены. Тогда

∂θk
∂rj

rj =
∂θj
∂rk

rk дл󰑱 евклидова случа󰑱,

∂θk
∂rj

sh rj =
∂θj
∂rk

sh rk дл󰑱 гиперболического случа󰑱.
(3.8)

Дока󰑬ател󰑭ство. Если все три вершины рассматриваемого треугол󰑭ника невыро󰑨дены, то дл󰑱
всех трёх пар вершин мо󰑨но написат󰑭 равенство вида (3.8). Равенства дл󰑱 такого треугол󰑭ника
дока󰑬аны в лемме 2.3 работы [2]. Тепер󰑭 предполо󰑨им, что Ai 󰯹 выро󰑨денна󰑱 вершина. Тогда
дл󰑱 евклидова случа󰑱 в обо󰑬начени󰑱х леммы 3.4 имеем

cos θj =
ri + wjkrk󰁴

r2j + r2k + 2wjkrjrk
.

Испол󰑭󰑬у󰑱 вычислени󰑱 и󰑬 дока󰑬ател󰑭ства леммы 3.4, получим

− sin θj
∂θj
∂rk

=
∂ cos θj
∂rk

=
rjrk(w

2
jk − 1)

(r2j + r2k + 2wjkrjrk)3/2
.
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Тем самым,

rk
∂θj
∂rk

= − rk
sin θj

·
rjrk(w

2
jk − 1)

(r2j + r2k + 2wjkrjrk)3/2
.

Аналогично,

rj
∂θk
∂rj

= − rj
sin θj

·
rjrk(w

2
jk − 1)

(r2j + r2k + 2wjkrjrk)3/2
.

Наконец 󰑬аметим, что по теореме синусов

rj
sin θk

=
rk

sin θj
.

Тепер󰑭 рассмотрим гиперболический случай. Обо󰑬начим чере󰑬 xi, xj, xk длины сторон тре-
угол󰑭ника △AiAjAk, противоле󰑨ащих вершинам Ai, Aj, Ak соответсвенно. И󰑬 теоремы синусов
получим соотношение Aijk = sh xi sh xk sh θk, которое симметрично по индексам i, j, k. Далее,
воспол󰑭󰑬уемс󰑱 соотношени󰑱м леммы A1 и󰑬 работы [2]:

∂θk
∂xk

=
sh xk

Aijk

и
∂θk
∂xk

= −∂θk
∂xk

cos θj.

Пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭 нашими обо󰑬начени󰑱ми, имеем xi = ljk, xj = rk, xk = rj. Таким обра󰑬ом, ∂ljk
∂rj

=
1

sh ljk

∂ ch ljk
∂rj

. Тогда

∂θk
∂rj

sh rj = sh rj
sh xk

Aijk

󰀕
1− cos θj

∂xi

∂rj

󰀖
=

=
1

Aijk sh
2 ljk

×

×
󰀃
sh2 rj sh

2 ljk − sh rj(ch rj ch ljk − ch rk)(sh rj ch rk + wjk ch rj sh rk)
󰀄
=

=
(1− w2

jk) sh
2 rj sh

2 rk

Aijk sh
2 ljk

,

где права󰑱 част󰑭 уравнени󰑱, очевидно, симметрична по индексам j, k.

Предло󰑨ение 3.1.1. Пуст󰑭 (X, T, w) 󰯹 󰑬амкнута󰑱 триангулированна󰑱 поверхност󰑭 с веса-
ми. Пуст󰑭 функции ri(t), i = 1, . . . ,M удовлетвор󰑱󰑧т системе уравнений dri

dt
= −Li(r1, . . . , rM)ri.

Тогда прои󰑬водну󰑧 внутреннего угла θjki при невыро󰑨денной вершине Ai грани △AiAjAk мо󰑨-
но представит󰑭 в следу󰑧щем виде:

1. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− Bik(Lk − Li)− BiλLi дл󰑱 грани △AiAjAk ∈ Fn;

2. dθjki
dt

= −Bij(Lj − Li)− BiλLi дл󰑱 грани △AiAjAk ∈ Fd с вершиной Ak ∈ Vd.

Более того, если весова󰑱 функци󰑱 удовлетвор󰑱ет услови󰑱м (W ), то Bij = Bji и Bi дл󰑱 всех
i, j = 1, . . . ,M, i ∕= j 󰯹 поло󰑨ител󰑭ные элементарные функции. 󰑪дес󰑭 λ = 0 дл󰑱 случа󰑱 евкли-
довой метрики на гран󰑱х и λ = −1 дл󰑱 гиперболической.
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Дока󰑬ател󰑭ство. Случай (1) подробно ра󰑬обран в работе [2], тем не менее, выпишем следу󰑧щие
выкладки и󰑬 дока󰑬ател󰑭ства:

dθjki
dt

=
∂θjki
∂ri

r′i +
dθjki
∂rj

r′j +
dθjki
∂rk

r′k = −∂θjki
∂ri

Lis(ri)−
dθjki
∂rj

Ljs(rj)−
dθjki
∂rk

Lks(rk) =

= −dθjki
∂rj

(Lj − Li)s(rj)−
dθjki
∂rk

(Lk − Li)s(rk)−
󰀣
∂θjki
∂ri

s(ri) +
∂θjki
∂rj

s(rj) +
∂θjki
∂rk

s(rk)

󰀤
Li =

= −∂θjki
∂rj

(Lj − Li)s(rj)−
∂θjki
∂rk

(Lk − Li)s(rj)−
󰀣
∂θjki
∂ri

s(ri) +
∂θiki
∂ri

s(ri) +
∂θiji
∂ri

s(ri)

󰀤
Li =

= −Bij(Lj − Li)− Bjk(Lk − Li)− BiLiλ

Дл󰑱 случа󰑱 (2), то ест󰑭 когда Ak 󰯹 выро󰑨денна󰑱 вершина грани △AiAjAk, имеем

∂θjki
∂t

=
∂θjki
∂ri

r′i +
∂θjki
∂rj

r′j = −∂θjki
∂ri

Lis(ri)−
∂θjki
∂rj

Ljs(rj) =

= −∂θjki
∂rj

(Lj − Li)s(rj)−
󰀣
∂θjki
∂ri

Lis(ri) +
∂θjki
∂rj

Lis(rj)

󰀤
= −∂θjki

∂rj
(Lj − Li)−

󰀣
∂θjki
∂ri

Lis(ri) +
θikj
∂ri

Lis(ri)

󰀤
= −∂θjki

∂rj
(Lj − Li)s(rj)−

󰀣
∂(θjki + θikj + θijk )

∂ri

󰀤
Lis(ri) =

= −Bij(Lj − Li)− BiLiλ

И󰑬 предло󰑨ени󰑱 3.1.1 нетрудно вывести формулу дл󰑱 прои󰑬водных криви󰑬н по времени в
невыро󰑨денных вершинах.

Предло󰑨ение 3.1.2. Пуст󰑭 весова󰑱 функци󰑱 w, 󰑬аданна󰑱 на рёбрах триангул󰑱ции, удовле-
твор󰑱ет услови󰑧 (W ). Тогда в услови󰑱х предло󰑨ени󰑱 3.1.1 дл󰑱 1 󰃑 i 󰃑 M выполн󰑱етс󰑱 ра-
венство

dKi

dt
=

󰁛

i∽j,j󰃑M

Cij(Lj − Li) + λCiLi,

где Cij = Cji и Cij 󰯹 поло󰑨ител󰑭ные элементарные функции переменных r1, . . . , rM , и сумми-
рование идёт по невыро󰑨денным вершинам Aj, сме󰑨ным с вершиной Ai.

Дока󰑬ател󰑭ство. Утвер󰑨дение леммы следует и󰑬 предло󰑨ени󰑱 3.1.1, так как

dKi

dt
= −

󰁛

△AiAjAk∈F

dθjki
dt

. (3.9)
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3.2 Существование решени󰑱 дл󰑱 t ∈ [0,∞)

В этом ра󰑬деле пока󰑬ано, что решение комбинаторного потока Риччи дл󰑱 метрик с выро󰑨де-
ни󰑱м существует при t ∈ [0,∞). Данное утвер󰑨дение мо󰑨но получит󰑭, пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭 принципами
максимума и минимума, как и в дока󰑬ател󰑭стве и󰑬 ра󰑬дела 3.4. работы [2]. Введем обо󰑬начени󰑱
M(t) = max(K1(t), . . . , KM(t)) и M(t) = min(K1(t), . . . , KM(t)).

Предло󰑨ение 3.2.1. Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rN(t)) 󰯹 решение уравнений (3.5) или (3.7) на
некотором интервале. Тогда
(1) дл󰑱 евклидова случа󰑱 функци󰑱 M(t) нево󰑬раста󰑧ща󰑱, а функци󰑱 M(t) 󰯹 неубываща󰑱;
(2) дл󰑱 гиперболического случа󰑱 функци󰑱 max(0,M(t)) нево󰑬раста󰑧ща󰑱, а функци󰑱 min(0,M(t))

󰯹 неубыва󰑧ща󰑱.

Это утвер󰑨дение дока󰑬ываетс󰑱 так󰑨е как следствие 3.3 и󰑬 [2].

Предло󰑨ение 3.2.2. Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rN(t)) 󰯹 решение нормали󰑬ованного потока Рич-
чи. Пуст󰑭 r(t) содер󰑨итс󰑱 в компактном подмно󰑨естве пространства RM

+ . Тогда r(t) схо-
дитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро к точке (r1, . . . , rM) ∈ RM

+ , дл󰑱 которой криви󰑬на в ка󰑨дой

невыро󰑨денной вершине равна Kav = 1
M

󰀣
2πχ(X)−

󰁓
j󰃍M+1

Kj

󰀤
.

Дока󰑬ател󰑭ство. Рассмотрим функци󰑧

g(t) =
M󰁛

j=1

(Kj(t)−Kav)2 =
M󰁛

j=1

K2
j (t)−M(Kav)2.

Её прои󰑬водна󰑱 имеет вид

g′ =
M󰁛

j=1

Kj(t)K
′
j(t).

Далее, вычислим 󰑬начение прои󰑬водной K ′
j(t). По предло󰑨ени󰑧 3.1.2 дл󰑱 Lj = (Kj −Kav)

K ′
j(t) =

󰁛

j∽i,i󰃑M

Cij((Kj −Kav)− (Ki −Kav)) =
󰁛

j∽i,i󰃑M

Cij(Kj −Ki).

Таким обра󰑬ом,

g′(t) = 2
M󰁛

j=1

󰁛

i∽j,i󰃑M

CjiKj(Ki −Kj). (3.10)

Помен󰑱в местами индексы i и j, получим

g′(t) = 2
M󰁛

i=1

󰁛

j∽i,j󰃑M

CijKi(Kj −Ki). (3.11)
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Складыва󰑱 уравнени󰑱 (3.11) и (3.10), имеем

g′(t) = −2
󰁛

i∽j󰃑M

Cij(Ki −Kj)
2.

Ва󰑨но отметит󰑭 следу󰑧щее, так как крива󰑱 ri(t) ле󰑨ит в компактном подмно󰑨естве RM
+ , то Cij

󰯹 поло󰑨ител󰑭ные функции, отличные от нул󰑱. Причем дл󰑱 л󰑧бой пары сме󰑨ных невыро󰑨ден-
ных вершин Ai, Aj : Ai ∽ Aj существует константа c1 > 0 така󰑱, что выполн󰑱етс󰑱 неравенство
Cij(r(t)) 󰃍 c1 > 0. Далее, воспол󰑭󰑬уемс󰑱 неравенством Коши

M󰁓
j=1

yj

M
󰃑

󰁹󰁸󰁸󰁸󰁷
M󰁓
j=1

y2j

M
.

Подставим в него yj = Ki −Kj. Тогда
󰀳

󰁅󰁅󰁅󰁃

M󰁓
j=1

(Kj −Ki)

M

󰀴

󰁆󰁆󰁆󰁄

2

󰃑

M󰁓
j=1

(Ki −Kj)
2

M
,

откуда

(Ki −Kav)2 󰃑

M󰁓
j=1

(Ki −Kj)
2

M
.

Суммиру󰑱 по i от 1 до M , получим:

M󰁛

i=1

(Ki −Kav)2 󰃑 1

M

M󰁛

i,j=1

(Ki −Kj)
2. (3.12)

Л󰑧бые две невыро󰑨денные вершины Ai и Aj мо󰑨но соединит󰑭 ломаной Ai, Ai1 , . . . , Aip , Aj, про-
ход󰑱щей тол󰑭ко чере󰑬 невыро󰑨денные вершины. Откуда дл󰑱 подход󰑱щей константы c2 = p+ 1

имеем
(Ki −Kj)

2 󰃑 c2
󰀃
(Ki −Ki1)

2 + (Ki1 −Ki2)
2 + . . .+ (Kip −Kj)

2
󰀄
.

Так как количество рёбер в данной последовател󰑭ности ограничено числом |Vn| − 1, то суще-
ствует константа c3 > 0, така󰑱 что

M󰁛

i,j=1

(Ki −Kj)
2 󰃑 c3

󰁛

i∽j󰃑M

(Ki −Kj)
2. (3.13)

И󰑬 уравнений (3.12) и (3.13) получаем неравенство

M󰁛

i=1

(Ki −Kav)2 󰃑 c3
M

󰁛

i∽j

(Ki −Kj),

58



откуда
󰁛

i∽j󰃑M

Cij(Ki −Kj)
2 󰃍 c1

󰁛

i∽j󰃑M

(Ki −Kj)
2 󰃍 Mc1

c3

M󰁛

j=1

(Ki −Kav)2.

Поэтому существует поло󰑨ител󰑭на󰑱 константа c4, дл󰑱 которой

g′ = −
󰁛

i∽j󰃑M

Cij(Ki −Kj)
2 󰃑 −c4

M󰁛

j=1

(Ki −Kav)2 = −c4g.

Таким обра󰑬ом,
g(t) 󰃑 c5e

−c4t,

где c4, c5 󰯹 поло󰑨ител󰑭ные константы. Следовател󰑭но,

(Ki −Kav)2 󰃑
M󰁛

i=1

(Ki −Kav)2 󰃑 c5e
−c4t.

Предло󰑨ение 3.2.3. Пуст󰑭 r(t) = (r1(t), . . . , rM(t)) 󰯹 решение потока (3.7). Если крива󰑱 r(t)

содер󰑨итс󰑱 в компактном подмно󰑨естве RM
+ , то она сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро в

точку (r1, . . . , rM) ∈ RM
+ , котора󰑱 соответствует нулевому набору криви󰑬н K1, . . . , KM .

Дока󰑬ател󰑭ство полност󰑭󰑧 аналогично дока󰑬ател󰑭ству предло󰑨ени󰑱 3.7 и󰑬 [2].

3.3 Поток Риччи как отрицател󰑭ный градиентный поток

Рассмотрим следу󰑧щу󰑧 󰑬амену переменных. Дл󰑱 евклидова случа󰑱 поло󰑨им uj = ln rj, а
дл󰑱 гиперболического случа󰑱 рассмотрим uj = ln tanh rj/2. Така󰑱 󰑬амена по󰑬вол󰑱ет привести
оба потока Риччи (3.3) и (3.7) к виду

duj

dt
= −Kj, j = 1, . . . ,M, (3.14)

где Kj 󰯹 некоторые функции переменных u1, . . . , uM . При выполнении условий (W ) точка
u = (u1, . . . , uM) мо󰑨ет быт󰑭 л󰑧бой точкой пространства U = RM в евклидовом случае и про-
странства U = (−∞, 0)M ⊂ RM в гиперболическом случае. Утвер󰑨дение леммы 3.4 󰑬апишем в
виде:

∂Ki

∂uj

=
∂Kj

∂ui

j = 1, . . . ,M. (3.15)

Следовател󰑭но, дифференциал󰑭на󰑱 форма Ω =
M󰁓
i=1

Kidui 󰑬амкнута, то ест󰑭 dΩ = 0. Так как U
󰯹 односв󰑱󰑬ное пространство, то и󰑬 леммы Пуанкаре следует, что существует гладка󰑱 функци󰑱
F (u1, u2, .., un), 󰑬аданна󰑱 на U така󰑱, что dF = Ω.
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Предло󰑨ение 3.3.1. Пуст󰑭 весова󰑱 функци󰑱 удовлетвор󰑱ет услови󰑱м (W ). Тогда
(a) в гиперболическом случае функци󰑱 F (u1, . . . , uM) строго выпукла;

(b) в евклидовом случае функци󰑱 F (u1, . . . , uM) строго выпукла на гиперплоскости
N󰁓
i=1

ui = 0.

Дока󰑬ател󰑭ство 3.3.1 такое 󰑨е как дл󰑱 предло󰑨ении 3.9 [2]. Предло󰑨ение 3.3.1 пока󰑬ывает,
что метрика определ󰑱етс󰑱 одно󰑬начно её криви󰑬ной в гиперболическом случае, а в евклидовом
случае это утвер󰑨дение верно с точност󰑭󰑧 до умно󰑨ени󰑱 метрики на скал󰑱рну󰑧 константу.
Тем самым, дока󰑬ана и 󰑨есткост󰑭 метрики упаковки кругов с выро󰑨дени󰑱ми.

3.4 Выро󰑨дение

Предло󰑨ение 3.4.1. Пуст󰑭 X 󰯹 󰑬амкнута󰑱 поверхност󰑭 с триангул󰑱цией T и весовой функ-
цией w, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 услови󰑱м (W ). Пуст󰑭 I 󰃵 VN . Обо󰑬начим чере󰑬 DI мно󰑨ество всех
выро󰑨денных вершин, сме󰑨ных с вершинами и󰑬 I. Пуст󰑭 существу󰑧т пределы последова-
тел󰑭ностей lim

n→∞
r
(n)
i = 0 при i ∈ I и lim

n→∞
r
(n)
i > 0 при i ∈ {1, . . . ,M}\I дл󰑱 гиперболического

или евклидова случаев r(n) = r
(n)
i : i = 1, . . . ,M . Тогда

lim
n→∞

󰁛

i∈I

Ki(r
(n)) +

󰁛

j∈DI

Kj = −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.16)

Более того, как в гиперболическом, так и в евклидовом случа󰑱х дл󰑱 л󰑧бого собственного под-
мно󰑨ества I 󰃵 VN выполн󰑱етс󰑱 неравенство

󰁛

i∈I

Ki(r) +
󰁛

j∈DI

Kj > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.17)

Уравнение (3.16) 󰑱вл󰑱етс󰑱 пр󰑱мым следствием рассу󰑨дений и󰑬 дока󰑬ател󰑭ства предло󰑨ени󰑱
4.1 в работе [2], или и󰑬 дока󰑬ател󰑭ства теоремы 13.7.1 в [5], с учётом того, что криви󰑬на в вы-
ро󰑨денной вершине фиксирована. Дока󰑬ател󰑭ство неравенства (3.17), при условии, что весова󰑱
функци󰑱 удовлетвор󰑱ет услови󰑧 (W ), ну󰑨даетс󰑱 в дополнител󰑭ных рассу󰑨дени󰑱х.

Обо󰑬начим чере󰑬 θjki внутренний угол при вершине Ai треугол󰑭ника △AiAjAk триангул󰑱ции
T . Грани триангул󰑱ции, вершины которых содер󰑨атс󰑱 в подмно󰑨естве I∪DI , мо󰑨но ра󰑬бит󰑭 на
три типа T1, T2, T3, где ни󰑨ний индекс s ∈ 1, 2, 3 обо󰑬начает количество вершин и󰑬 мно󰑨ества
I ∪ DI (более точно, △ ∈ Ts тогда и тол󰑭ко тогда, когда подн󰑱тие грани 󰁨△ в универсал󰑭ное
накрытие π : X̃ → X имеет в точности s вершин и󰑬 π−1(I ∪DI)). 󰑪начение криви󰑬ны в вершине
Ai 󰑬апишем как 2π − ai. Распишем сумму

󰁓
i∈I∪DI

ai в виде

󰁛

Ai∈I∪DI△AiAjAk∈T1

θjki +
󰁛

Ai,Aj∈I∪DI△AiAjAk∈T1

(θjki + θikj ) +
󰁛

Ai,Aj ,Ak∈I∪DI△AiAjAk∈T1

(θjki + θikj + θijk ).
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Пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭 дока󰑬ател󰑭ством предло󰑨ени󰑱 4.1 [2], и󰑬 формулы (3.16) получим утвер󰑨дение о
поведении предела суммы

󰁓
i∈I

Ki(r
n).

Пре󰑨де чем дока󰑬ыват󰑭 неравенство (3.17), 󰑬аметим, что сумма θjki + θikj + θijk не превышает
π при л󰑧бых 󰑬начени󰑱х r. Так󰑨е 󰑬аметим, что θjki + θikj во второй сумме мен󰑭ше π при л󰑧бых
󰑬начени󰑱х r. Перва󰑱 сумма содер󰑨ит два типа слагаемых. Если вершина Ai ∈ DI , то θjki =

π − arccoswjk. Наконец, если весова󰑱 функци󰑱 удовлетвор󰑱ет услови󰑧 (W ), то дл󰑱 вершин
Ai ∈ I имеем θjki < π − arccoswjk в силу монотонности и󰑬 леммы 3.4.

3.5 Случай евклидовой метрики на гран󰑱х

Теорема 3.6. Пуст󰑭 X 󰯹 󰑬амкнута󰑱 поверхност󰑭 с фиксированными триангул󰑱цией T и ве-
совой функцией w, удовлетвор󰑱󰑧щей услови󰑱м (W ). Решение нормали󰑬ованного потока Риччи
(3.5) сходитс󰑱, не󰑬ависимо от начал󰑭ной метрики, тогда и тол󰑭ко тогда, когда дл󰑱 л󰑧бого
собственного подмно󰑨ества I 󰃵 VN верно неравенство

|I|Kav +
󰁛

j∈DI

KI > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.18)

Кроме того, если решение сходитс󰑱, то оно сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро к единственной
метрике с набором одинаковых криви󰑬н Ki = Kav, i = 1, . . . ,M в невыро󰑨денных вершинах.

Дока󰑬ател󰑭ство. Рассмотрим мно󰑨ество метрик

Ma = {(r1, . . . , rM) | ri > 0 при всех i = 1, . . . ,M и
M󰁜

i=1

ri = a},

где a > 0. Определим отобра󰑨ение
Ξ : Ma → RM ,

где Ξ(r) = (K1(r), . . . , KM(r)). И󰑬 предло󰑨ени󰑱 3.3.1 следует, что отобра󰑨ение Ξ 󰑱вл󰑱етс󰑱 ин󰑫-
ективным. Обра󰑬 такого отобра󰑨ени󰑱 содер󰑨итс󰑱 в гиперплоскости

Π =

󰀫
(K1, . . . , KM) ∈ RM |

M󰁛

i=1

Ki = 2πξ(X)−
N󰁛

j=M+1

Kj

󰀬
.

Далее, рассмотрим открытый выпуклый многогранник PK ⊂ Π, определенный неравенством
󰁛

i∈I

Ki > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI ∪DI)−
󰁛

j∈DI

Kj,

где индекс I пробегает все подмно󰑨ества I ⊂ Vn. Таким обра󰑬ом, мы имеем ин󰑫ективное непре-
рывное отобра󰑨ение Ξ : Ma → PK ме󰑨ду гомеоморфными пространству RM−1 мно󰑨ествами
Ma и PK . По теореме инвариантности области, Ξ гомеоморфно отобра󰑨ает Ma на imΞ. И󰑬

61



предло󰑨ени󰑱 3.3.1 следует, что imΞ = PK . Следовател󰑭но, существует единственна󰑱 метрика
r(0) = (r01, . . . , r

0
m) ∈ Ma, которо󰑱 соответствует набору криви󰑬н вида Ξ(r0) = (Kav, . . . , Kav) ∈

PK . Таким обра󰑬ом, метрика посто󰑱нной криви󰑬ны существует, более того, она единственна󰑱
с точност󰑭󰑧 до скал󰑱рного умно󰑨ени󰑱. Перейдем к дока󰑬ател󰑭ству сходимости нормали󰑬ован-
ного потока Риччи. Как было ска󰑬ано выше, при 󰑬амене переменных ui = ln ri, i = 1, . . . ,M ,
нормали󰑬ованный поток Риччи примет вид

dui

dt
= −(Ki(u)−Kav). (3.19)

Кроме того, существует функци󰑱 F , така󰑱 что ∂F
∂ui

= Ki(u)−Kav. Откуда следует, что последнее
уравнение 󰑱вл󰑱етс󰑱 отрицател󰑭ным градиентным потоком функции F . Далее, 󰑬афиксируем пе-

ременну󰑧 a = 1. Ограниченна󰑱 на гиперплоскост󰑭 U0 = {u ∈ RM |
M󰁓
i=1

ui = 0} функци󰑱 F строго

выпукла. Как у󰑨е было дока󰑬ано выше, функци󰑱 F имеет единственну󰑧 критическу󰑧 точку
u(0) ∈ U0. Следовател󰑭но, данна󰑱 точка 󰑱вл󰑱етс󰑱 минимумом функции F . Если начал󰑭на󰑱 точка
отрицател󰑭ной градиентной линии функции F содер󰑨итс󰑱 в области U0, то и вс󰑱 градиентна󰑱
лини󰑱 содер󰑨итс󰑱 в U0. Пока󰑨ем, что отрицател󰑭на󰑱 градиентна󰑱 лини󰑱 сход󰑱тс󰑱 в u(0).

Рассмотрим лини󰑧 u(t), таку󰑧 что du
dt

= −grad F (u(t)). Выберем некотору󰑧 последовател󰑭-
ност󰑭 tn → +∞ и введем обо󰑬начени󰑱 u(n) = u(tn). Функци󰑱 F ограничена сни󰑬у, кроме того,
dF (u(t))

dt
= −||grad F |u=u(t)||2, поэтому при необходимости переход󰑱 к подпоследовател󰑭ности мо-

󰑨ем считат󰑭, что grad F (u(n)) → 0. Дл󰑱 последовател󰑭ности r(n), котора󰑱 соответствует после-
довател󰑭ности u(n), данное утвер󰑨дение о󰑬начает, что lim

n→+∞
Ki(r

(n)) = Kav. Так как 󰑬амыкание

окрестности точки (Kav, . . . , Kav) ∈ P содер󰑨итс󰑱 в PK , то переход󰑱 к подпоследовател󰑭ности,
мы видим, что r(n) ле󰑨ит в компактном мно󰑨естве Ma и, следовател󰑭но, содер󰑨ит сход󰑱щу󰑧-
с󰑱 подпоследовател󰑭ност󰑭. Следовател󰑭но, u(n) содер󰑨ит сход󰑱щу󰑧с󰑱 подпоследовател󰑭ност󰑭.
Таким обра󰑬ом, получаем, что все отрицател󰑭ные градиентные линии сход󰑱тс󰑱 к метрике с
набором криви󰑬н Ki = Kav, i = 1, . . . ,M .

3.6 Случай гиперболической метрики на гран󰑱х

Теорема 3.7. Пуст󰑭 T 󰯹 триангул󰑱ци󰑱 󰑬амкнутой поверхности X с отрицател󰑭ной эйле-
ровой характеристикой. Пуст󰑭 w 󰯹 весова󰑱 функци󰑱 на ребрах, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 услови󰑱м
(W ). Решение гиперболического потока Риччи (3.7) сходитс󰑱 дл󰑱 л󰑧бой начал󰑭ной метрики
тогда и тол󰑭ко тогда, когда дл󰑱 л󰑧бого подмно󰑨ества I 󰃵 VN верно неравенство

󰁛

j∈DI

Kj > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
). (3.20)

Более того, если решение сходитс󰑱, то оно сходитс󰑱 экспоненциал󰑭но быстро к метрике с
набором криви󰑬н Ki = 0, i = 1, . . . ,M .
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Дока󰑬ател󰑭ство. Рассмотрим мно󰑨ество всех метрик

M = {(r1, . . . , rM)|ri > 0 при л󰑧бых i = 1, . . . ,M}.

Рассмотрим отобра󰑨ение этого мно󰑨ества Ξ : M → RM ,Ξ(r) = (K1(r), . . . , KM(r)). Отобра󰑨е-
ние Ξ ин󰑫ективно в силу предло󰑨ени󰑱 3.3.1. По теорема Гаусса-Бонне обра󰑬 Ξ содер󰑨итс󰑱 в
полупространстве L ⊂ RM , 󰑬аданном неравенством

M󰁛

i=1

Ki > −
N󰁛

j=M+1

Kj + 2πχ(X).

Далее, рассмотрим подмно󰑨ество LK ⊂ L, 󰑬аданное неравенствами
󰁛

i∈I

Ki > −
󰁛

(e,v)∈Lk(I∪DI)

(π − arccosw(e)) + 2πχ(FI∪DI
)−

󰁛

j∈DI

Kj,

где индекс I пробегает всево󰑬мо󰑨ные собственные подмно󰑨ества I ⊂ Vn. Тогда Ξ : M → LK

󰑱вл󰑱етс󰑱 ин󰑫ективным непрерывным отобра󰑨ением, при этом ка󰑨дое и󰑬 мно󰑨еств M и LK

гомеоморфно RM .
Дока󰑨ем существовани󰑱 метрики r(0) така󰑱, что Ki(r

0) = 0 при i = 1, . . . ,M . Выберем
некотору󰑧 метрику r(0), дл󰑱 которой криви󰑬на Ki(r) бли󰑬ка к 󰑬начени󰑧 2π при i = 1, . . . ,M .
Это во󰑬мо󰑨но в силу следу󰑧щего утвер󰑨дени󰑱.

Лемма 3.8 (см.[2], лемма 3.5). Пуст󰑭 Ai ∈ Vn и услови󰑱 (W ) верны. Тогда дл󰑱 л󰑧бого 󰂃 > 0

существует такое число L, что при л󰑧бых поло󰑨ител󰑭ных ri, rj, rk и ri > L внутренний угол
θjki гиперболического треугол󰑭ника △AiAjAk мен󰑭ше 󰂃.

Дока󰑬ател󰑭ство. 󰑪афиксируем число δ > 0, при котором Ki(r(0)) < 2π−δ. Рассмотрим решение
r(t) гиперболического потока Риччи (3.5) с начал󰑭ным 󰑬начением r(0). И󰑬 принципа максимума
следует, что min(K1(r(t)), . . . , KM(r(t))) не убывает при t → +∞. Другими словами Ki(t) ≥ 0 при
t ≥ 0 и i = 1, . . . ,M.. С другой стороны, функци󰑱 max(K1(r(t)), . . . , KM(r(t)), 0) не во󰑬растает,
откуда следует, что Ki(r(t)) < 2π − δ дл󰑱 t ≥ и i = 1, . . . ,M . Следовател󰑭но, функци󰑱 K(r(t))

содер󰑨итс󰑱 в компактном подмно󰑨естве LK , а 󰑬начит и крива󰑱 r(t) содер󰑨итс󰑱 в компактном
подмно󰑨естве M . r(t) сходитс󰑱 к метрике r(0) с криви󰑬ной Ki = 0, при i = 1, . . . ,M , что 󰑱вл󰑱етс󰑱
очевидным следствием предло󰑨ени󰑱 3.2.3. Отс󰑧да мо󰑨ем 󰑬акл󰑧чит󰑭, что r(0) существует.

Тепер󰑭 дока󰑨ем сходимост󰑭 потока Риччи (3.7). Уравнение потока Риччи мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в
виде

dui

dt
= −Ki(u), (3.21)

где u ∈ U = (∞, 0)M , ui = ln th( ri
2
), i = 1, . . . ,M . Кроме того, существует выпукла󰑱 функ-

ци󰑱 F , 󰑬аданна󰑱 на U , така󰑱 что ∂F
∂ui

= Ki(u). Следовател󰑭но, последнее уравнение 󰑱вл󰑱ет-
с󰑱 отрицател󰑭ным градиентным потоком функции F . Ранее было пока󰑬ано, что функци󰑱 F
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имеет единственну󰑧 критическу󰑧 точку u(0) ∈ U , при этом эта точка 󰑱вл󰑱етс󰑱 минимумом
F . Рассмотрим решение u(t) отрицател󰑭ного градиентного потока du

dt
= −grad F (u(t)). Выбе-

рем последовател󰑭ност󰑭 tn → +∞ и поло󰑨им u(n) = u(tn). Функци󰑱 F ограничена сни󰑬у, и
dF (u(t))

dt
= −||grad F |u=u(t)||2, поэтому переход󰑱 при необходимости к подпоследовател󰑭ности мо-

󰑨ем считат󰑭, что F (u(n)) → 0. Последовател󰑭ност󰑭 r(n), котора󰑱 соответсвует последовател󰑭но-
сти u(n), имеет предел lim

n→+∞
Ki(r

(n)) = 0. Точка (0, . . . , 0) ∈ Lk имеет окрестност󰑭, 󰑬амыкание
которой компактно и содер󰑨итс󰑱 в LK . Поэтому, переход󰑱 к подпоследовател󰑭ности, мо󰑨ем
считат󰑭, что последовател󰑭ност󰑭 r(n) ле󰑨ит в компактном подмно󰑨естве в M и, следовател󰑭-
но, содер󰑨ит сход󰑱щу󰑧с󰑱 подпоследовател󰑭ност󰑭. Следовател󰑭но, u(n) содер󰑨ит сход󰑱щу󰑧с󰑱
подпоследовател󰑭ност󰑭. Отс󰑧да мо󰑨ем 󰑬акл󰑧чит󰑭, что все отрицател󰑭ные градиентные линии
сход󰑱тс󰑱 к метрике с криви󰑬ной Ki = 0, i = 1, . . . ,M .

Дл󰑱 случа󰑱 выро󰑨денной грани в лемме 3.5 приведем дока󰑬ател󰑭ство А. А. Ошемкова, ко-
торое 󰑱вл󰑱етс󰑱 общим дл󰑱 евклидова и гиперболического случаев. Дл󰑱 этого 󰑬апишем теоре-
му синусов в виде ∂θk

∂rj
sin θ =

∂θj
∂rk

sin θj, котора󰑱 применима дл󰑱 гиперболического и евклидова
случаев. Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 обо󰑬начени󰑱ми и󰑬 дока󰑬ател󰑭ства леммы 3.5, пуст󰑭 xi, xj, xk 󰯹 длины
рёбер, противоле󰑨ащие вершинам Ai, Aj, Ak в треугол󰑭нике △AiAjAk соответственно. Будем
полагат󰑭, что угол θi фиксирован. 󰑪атем, в силу фактов и󰑬 элементарной геометрии, 󰑬аметим,
что ∂xi

∂xk
= cos θj как в случае евклида так и в гиперболическом случае. Например, рассмотрим

рассмотрим правый угол треугол󰑭ника △AkAjH, где H 󰯹 точка на геоде󰑬ической пр󰑱мой AiAj,
чере󰑬 котору󰑧 проходит пр󰑱ма󰑱 AkH, перпендикул󰑱рна геоде󰑬ической AiAj.

В наших предполо󰑨ени󰑱х xi = ljk, xj = rk, xk = rj и ∂ljk
∂rj

= cos θj. Тогда ∂2ljk
∂rj∂rk

= − sin θj · ∂θj
∂rk

.

Наконец, применив теорему о равенстве смешанных прои󰑬водных, получим соотношение ∂2ljk
∂rjrk

=

− sin θk · ∂θk
∂rj

.
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Глава 4

Потоки средней криви󰑬ны на поверхност󰑱х
вращени󰑱

4.1 Дискрети󰑬аци󰑱 потока средней криви󰑬ны

Кроме потоков, учитыва󰑧щих внутренн󰑧󰑧 геометри󰑧 многообра󰑬и󰑱 [2],[8](Риччи, Калаби,
󰑯мабе), так󰑨е интерес представл󰑱󰑧т потоки, определенные внешней геометрией, например,
учитыва󰑧щие криви󰑬ну вло󰑨ени󰑱 многообра󰑬и󰑱 в евклидово пространство [6],[13]. Простейшим
и󰑬 таковых 󰑱вл󰑱етс󰑱 поток средней криви󰑬ны. Дадим необходимые определени󰑱. Пуст󰑭 Mn

󰯹 󰑬амкнутое многообра󰑬ие ра󰑬мерности n 󰃍 1. Потоком средней криви󰑬ны дл󰑱 󰑬амкнутого
многообра󰑬и󰑱 Mn на󰑬ываетс󰑱 семейство вло󰑨ений ft : M

n → Rn+1, n 󰃍 1 гладко 󰑬авис󰑱щее от
t, которое удовлетвор󰑱ет уравнени󰑧

∂f(x̄, t)

∂t
= −H(x̄, t) · n(x̄, t), (4.1)

где x̄ 󰯹 точка многообра󰑬и󰑱, n(x̄, t) и H(x̄, t) 󰯹 нормал󰑭 к вло󰑨ени󰑧 и средн󰑱󰑱 криви󰑬на по-
верхности Mn относител󰑭но вло󰑨ени󰑱 ft в точке f(x̄, t) соответственно; 󰑬дес󰑭 f(x̄, t) = ft(x̄).
Отобра󰑨ени󰑱 ft 󰑬ада󰑧т семейство вло󰑨енных многообра󰑬ий Mt ⊂ Rn+1.

Уравнение (4.1) мо󰑨но переписат󰑭 в виде

∂ft(x̄)

dt
= ∆LB(t)ft(x̄), (4.2)

где ∆LB(t) 󰯹 оператор Лапласа-Бел󰑭трами, вычисленный в индуцированной вло󰑨ением ft мет-
рике на Mn

t . С геометрической точки 󰑬рени󰑱 поток средней криви󰑬ны стремитс󰑱 󰯺ст󰑱нут󰑭󰯻
выпуклые области Mn

t , причем скорост󰑭 ст󰑱гивани󰑱 тем выше, чем бол󰑭ше 󰑬начение средней
криви󰑬ны Ht(x̄). Это нагл󰑱дное свойство 󰑱вл󰑱етс󰑱 общим дл󰑱 потока Риччи и дл󰑱 потока сред-
ней криви󰑬ны.

Помимо семейства вло󰑨ений ft(x̄), удовлетвор󰑱󰑧щего уравнени󰑧 (4.2), удобно рассматри-
ват󰑭 так на󰑬ываемый нормали󰑬ованный поток средней криви󰑬ны f̃t(x̄). Оба семейства опреде-
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лены при t ∈ [0, T ) и пропорционал󰑭ны друг другу с коэффициентом ψ(t)

f̃t(x̄) = ψ(t) · ft(x̄) (4.3)

таким, что об󰑫емы многообра󰑬ий, 󰑬аданных семейством вло󰑨ений f̃t(x̄), равны об󰑫ему много-
обра󰑬и󰑱 Mn

0 дл󰑱 всех t.
Выберем новый параметр времени t̃(t) =

󰁕 t

0
ψ2(τ)dτ ; тогда мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что f̃t̃ удовле-

твор󰑱ет уравнени󰑧

∂f̃t̃(x̄)

∂ t̃
= ∆̃t̃f̃t̃(x̄) +

1

n
h̃t̃f̃t̃(x̄); (4.4)

f̃0 = f0, (4.5)

где h̃t̃ =
󰁕
M̃t̃

H̃2
t̃
dVolt̃/

󰁕
M̃t̃

dVolt̃ 󰯹 усредненное 󰑬начение квадрата средней криви󰑬ны дл󰑱 M̃t̃.

Теорема 4.1 (см. [6]). Пуст󰑭 f0 󰯹 вло󰑨ение гладкого 󰑬амкнутого многообра󰑬и󰑱 Mn в Rn+1.
Пуст󰑭 и󰑬вестно, что собственные 󰑬начени󰑱 второй квадратичной формы подмногообра󰑬и󰑱 Mn

0

строго бол󰑭ше нул󰑱 дл󰑱 всех x̄ ∈ Mn
0 . Тогда уравнение (4.2) с начал󰑭ным условием f(x̄, 0) =

f0(x̄) имеет гладкое решение на конечном интервале времени 0 󰃑 t < T , такое что поверх-
ност󰑭 Mn

t ст󰑱гиваетс󰑱 в некотору󰑧 точку O при t → T . При этом уравнение (4.4) с начал󰑭-
ным условием f̃(x̄, 0) = f̃0(x̄) имеет гладкое решение при t̃ → ∞, при этом M̃t̃ стремитс󰑱
прин󰑱т󰑭 форму сферы площади |M0|. Подмногообра󰑬ие M̃t̃ получаетс󰑱 и󰑬 Mt гомотетией с
центром в точке O.

Будем строит󰑭 дискретный аналог уравнени󰑱 (4.2) дл󰑱 M = S2 методом конечных элементов
(см. [12]). 󰑪ададим ба󰑬исные функции Li, i = 1, 2, ..., N, на вершинах триангул󰑱ции, где N 󰯹 их
количество, следу󰑧щим обра󰑬ом:

Li(vj) = δij =

󰀫
0, если i ∕= j, то ест󰑭 vi и vj ра󰑬личны,

1, если i = j, то ест󰑭 vi совпадает с vj.
(4.6)

Кроме того, потребуем, чтобы все Li были линейны на ка󰑨дом двумерном симплексе. Уравнение
(4.2) будем решат󰑭 в слабом смысле. Это 󰑬начит, что мы ищем функци󰑧 ft(x) таку󰑧, что дл󰑱
л󰑧бой функции gt(x) выполн󰑱етс󰑱 условие

󰀟
∂ft(x)

∂t
, gt(x)

󰀠
= 〈∆LBft(x), gt(x)〉 . (4.7)

Перепишем (4.7) в виде 󰀟
∂ft(x)

∂t
, gt(x)

󰀠
= −〈∇ft(x),∇gt(x)〉 . (4.8)

󰑪аменим функции ft(x), gt(x) их дискретными аналогами

ft(x) →
N󰁛

i

fi(t)Li, gt(x) →
N󰁛

i

gi(t)Li,
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где fi(t), gi(t) 󰯹 󰑬начени󰑱 функций f и g в i-й вершине триангул󰑱ции соответственно. Подставл󰑱󰑱
эти выра󰑨ени󰑱 в уравнение (4.8), получим

󰀭
N󰁛

j=1

dfj(t)

dt
Lj,

N󰁛

i=1

giLi

󰀮
= −

󰀭
N󰁛

j=1

fj(t)∇Lj,

N󰁛

i=1

gi∇Li

󰀮
, (4.9)

откуда
N󰁛

i,j=1

dfj(t)

dt
gi(t) 〈Li, Lj〉 = −

N󰁛

i,j=1

fj(t)gi(t) 〈∇Li,∇Lj〉 . (4.10)

Дискрети󰑬аци󰑱 данного уравнени󰑱 по времени имеет вид
N󰁛

i,j=1

fn
j − fn−1

j

τ
〈Li, Lj〉 = −

N󰁛

i,j=1

fn−1
j 〈∇Li,∇Lj〉 , i = 1, 2, 3, ..., N, (4.11)

󰑬дес󰑭 и далее по тексту n 󰯹 номер шага по времени. Рассмотрим матрицы An = (〈Li, Lj〉)Ni,j=1,
Bn = (〈∇Li,∇Lj〉)Ni,j=1, а так󰑨е вектор-столбцы F n−1 = (fn−1

i )Ni=1, F n = (fn
i )

N
i=1. Тогда уравнение

(4.11) мо󰑨но переписат󰑭 в виде

AnF n = −τBnF n−1 + An−1F n−1, (4.12)

откуда
F n = −τ(An)−1Bn−1F n−1 + F n−1. (4.13)

Элементы матрицы An вычисл󰑱󰑧тс󰑱 в 󰑱вном виде (см.[12]):

Aij =

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

1

12
(|△1|+ |△2|), дл󰑱 сме󰑨ных вершин vi, vj,

1

6

󰁛

k∈deg vi

|△k|, если вершины vi, vj совпада󰑧т,

0, в остал󰑭ных случа󰑱х.

(4.14)

󰑪дес󰑭 |△| 󰯹 площад󰑭 грани △, причем △1, △2 󰯹 грани сме󰑨ные по ребру, соедин󰑱󰑧щему
вершины vi, vj, а △k пробегает набор граней, име󰑧щих vi = vj вершиной. Элементы матрицы
Bn то󰑨е могу быт󰑭 вычислены 󰑱вно (см. [12]):

Bij =

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

1

2
(ctg γp,ij + ctg γq,ij), дл󰑱 сме󰑨ных вершин vi, vj,

− 1

2

󰁛

k∈deg vi

lqp
liplqi sin γi,qp

, если vi, vj совпада󰑧т,

0, в противном случае.

(4.15)

где γi,qp 󰯹 угол при вершине vi грани △iqp, а lpq 󰯹 длина ребра, соедин󰑱󰑧щего вершины vp и vq.
󰑯вна󰑱 схема 󰑬аданна󰑱 соотношением (4.13) неустойчива, и поэтому предпочтител󰑭нее вос-

пол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 не󰑱вной схемой

F n = (Cn)−1(An−1F n−1 + τ(1− σ)Bn−1F n−1), (4.16)
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где, Cn = An − τσBn.
Как и в случае непрерывного времени удобно вместо (4.16) рассматриват󰑭 нормали󰑬ованное

уравнение. Определим дискретный аналог ξn коэффициента ψ(t) соотношением

ξn =

󰁶
Sn−1
△

Sn
△

, (4.17)

где Sn
△ и Sn−1

△ 󰯹 площади триангулированной поверхности в текущий и предыдущий момент
времени, и нормали󰑬уем уравнение (4.16):

F n = ξn(C
n)−1(An−1F n−1 + τ(1− σ)Bn−1F n−1). (4.18)

С учетом нормировочного коэффициента обща󰑱 площад󰑭 триангулированной поверхности
под действием потока (4.18) не мен󰑱етс󰑱.

4.2 󰑪амкнута󰑱 поверхност󰑭 вращени󰑱

󰑪ададим хорошу󰑧 с комбинаторной точки 󰑬рени󰑱 триангул󰑱ци󰑧 сферы, така󰑱 триангул󰑱-
ци󰑱 легко строитс󰑱, и󰑬мел󰑭чаетс󰑱 и кодируетс󰑱. Рассмотрим единичну󰑧 сферу и вписанный в
неё правил󰑭ный икосаэдр. Выберем декартовы координаты так, чтобы ос󰑭 Oz проходила чере󰑬
две вершины икосаэдра, будем на󰑬ыват󰑭 их пол󰑧сами: (0, 0,−1) 󰯹 󰑧󰑨ный, (0, 0, 1) 󰯹 северный.
Шаг и󰑬мел󰑭чени󰑱 состоит в следу󰑧щем: в ка󰑨дой грани проведем средние линии. Проделаем
ну󰑨ное количество шагов, и обо󰑬начим чере󰑬 V = {v1, v2, ..., vN} 󰯹 мно󰑨ество всех вершин три-
ангул󰑱ции, E = {lij | vivj − ребро} 󰯹 мно󰑨ество всех её ребер , а F = {△ijq | vivjvq − гран󰑭}
󰯹 мно󰑨ество граней. 󰑪аметим, что после k-го шага и󰑬мел󰑭чени󰑱 икосаэдра количество вершин,
ребер, граней триангул󰑱ции равно |V | = 2+10 ·22k, |E| = 30 ·4k, |F | = 20 ·22k соответственно. На-
󰑬овем уровнем вершины триангул󰑱ции наимен󰑭шее количество 󰑬вен󰑭ев ломаной, составленной
и󰑬 ребер триангул󰑱ции и соедин󰑱󰑧щей вершину с 󰑧󰑨ным пол󰑧сом. Тогда уровни вершин при-
нима󰑧т 󰑬начени󰑱 от 0 до 3 · 2k, где k− количество шагов и󰑬мел󰑭чени󰑱 исходной икосаэдрал󰑭ной
сетки. Рассмотрим л󰑧бу󰑧 трех󰑬венну󰑧 ломану󰑧, составленну󰑧 и󰑬 ребер исходного икосаэдра,
котора󰑱 соедин󰑱ет его северный и 󰑧󰑨ный пол󰑧са. После ну󰑨ного числа шагов ра󰑬биени󰑱, та-
ка󰑱 ломана󰑱 будет состо󰑱т󰑭 и󰑬 3 · 2k 󰑬вен󰑭ев и будет содер󰑨ат󰑭 в точности по одной вершине
ка󰑨дого уровн󰑱. Будем на󰑬ыват󰑭 такие ломаные характеристическими.

Тепер󰑭 опишем триангул󰑱ци󰑧 исходной поверхности вращени󰑱 на примере сферы. Вер-
шины одного уровн󰑱 и󰑬мел󰑭ченного икосаэдра ле󰑨ат в одной плоскости, ортогонал󰑭ной оси
Oz. Спроецировав их вдол󰑭 лучей, ле󰑨ащих в плоскости данного набора на окру󰑨ност󰑭 ра-
диуса 1/

󰁳
1− z2i с центром на оси Oz, мы получим вершины на поверхности сферы. Иными

словами, вершины и󰑬мел󰑭ченного икосаэдра (xi, yi, zi) да󰑧т на сфере точки с координатами󰀕
xi

√
1−z2i√

x2
i+y2i

,
yi
√

1−z2i√
x2
i+y2i

, zi

󰀖
(см. рис 4.1).
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(а) Вид вдол󰑭 оси вращени󰑱. (б) Вид ортогонал󰑭но оси вращени󰑱.

Рис. 4.1: Икосаэдрал󰑭на󰑱 сетка сферы единичного радиуса при k = 2.

Дл󰑱 поверхности вращени󰑱, 󰑬аданной профил󰑭ной функцией β(z), β(−1) = β(1) = 0,−1 󰃑
z 󰃑 1, β(z) > 0 при z ∕= ±1, поступим следу󰑧щим обра󰑬ом: вершине и󰑬мел󰑭ченного икосаэдра

(xi, yi, zi) ставим в соответствие вершину на поверхности вращени󰑱
󰀕

xi

√
1−z2i√

x2
i+y2i

β(zi),
yi
√

1−z2i√
x2
i+y2i

β(zi), zi

󰀖
.

Комбинаторика триангул󰑱ции остаетс󰑱 пре󰑨ней. В общем случае, когда профил󰑭на󰑱 функци󰑱
β(z) поверхности вращени󰑱 определена на некотором отре󰑬ке [a, b], её триангул󰑱ци󰑱 подход󰑱-
щими сдвигом и раст󰑱󰑨ением сводитс󰑱 к вышеописанной.

4.3 Перераспределение вершин триангулированной поверх-

ности вращени󰑱

И󰑬 геометрических сообра󰑨ений следует, что длины ребер нашей триангулированной поверх-
ности под действием потока средней криви󰑬ны и󰑬мен󰑱󰑧тс󰑱 быстрей вбли󰑬и вершин, в которых
бол󰑭ше абсол󰑧тное 󰑬начение средней криви󰑬ны. В ре󰑬ул󰑭тате этого вершины триангулирован-
ной поверхности вращени󰑱, котора󰑱 в 󰯺пол󰑱рной шапочке󰯻 имеет локал󰑭ный максимум кри-
ви󰑬ны, скаплива󰑧тс󰑱 у её оси. В качестве примера на рис. 4.2 пока󰑬ана эвол󰑧ци󰑱 триангулиро-
ванного эллипсоида вращени󰑱 с начал󰑭ным 󰑬начением полуосей a = b = 1, c = 3 под действием
дискретного (дл󰑱 σ = 1/2) потока средней криви󰑬ны (4.18). Видно, что вершины триангул󰑱ции
скаплива󰑧тс󰑱 к пол󰑧сам, что в конечном итоге приводит к неустойчивости ра󰑬ностной схе-
мы. Более того, эвол󰑧ци󰑱 триангулированной сферы единичного радиуса под действием потока
средней криви󰑬ны, пока󰑬анна󰑱 на рис.4.3, демонстрирует неустойчивост󰑭 схемы да󰑨е в случае,
когда криви󰑬на исходной поверхности посто󰑱нна.

󰑯вный вид элементов матриц An и Bn (см. формулы (4.14), (4.15)) пока󰑬ывает, что эле-
менты этих матриц определ󰑱󰑧тс󰑱 󰑬начени󰑱ми углов при вершинах триангул󰑱ции и длинами
её рёбер. Если в процессе эвол󰑧ции отношение максимал󰑭ной площади грани триангул󰑱ции к
минимал󰑭ной стремитс󰑱 к бесконечности, то число обусловленности матрицы Cn неограничен-

69



(a) 0.0 (b) 0.1 (c) 0.2

(d) 0.4 (e) 0.6 (f) 0.75

Рис. 4.2: Эвол󰑧ци󰑱 эллипсоида вращени󰑱 под действием дискретного потока средней криви󰑬ны
от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.
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(a) 0 (b) 0.5 (c) 1.0

(d) 1.5 (e) 2.0 (f) 2.9

Рис. 4.3: Эвол󰑧ци󰑱 сферы под действием дискретного потока средней криви󰑬ны от времени
t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.

но во󰑬растает и поэтому схема (4.18) ока󰑬ываетс󰑱 неустойчивой (типичное поведение потока
пока󰑬ано на рис. 4.2). Чтобы сохранит󰑭 число обусловленности вбли󰑬и 1, мы воспол󰑭󰑬уемс󰑱 сле-
ду󰑧щей идеей, происход󰑱щей и󰑬 геометрии и комбинаторики рассматриваемой триангул󰑱ции.
Иде󰑱 состоит в перераспределении вершин триангул󰑱ции по поверхности так, чтобы: 1) уровни
вершин не мен󰑱лис󰑭 2) 󰑬вен󰑭󰑱 характеристической ломаной имели одинакову󰑧 длину.

Алгоритм перераспределени󰑱 вершин триангулированной поверхности испол󰑭󰑬ует следу󰑧-
щие векторы:

Rn 󰯹 состоит и󰑬 рассто󰑱ний от вершин триангулированной поверхности vi до оси вращени󰑱,
{rni ∈ Rn | rni =

󰁴
(xn

i )
2 + (yni )

2; 1 󰃑 i 󰃑 N} ;
Hn 󰯹 состоит и󰑬 󰑬начений проекции вершин триангулированной поверхности на ос󰑭 враще-

ни󰑱, {hn
i ∈ Hn | hn

i = zni ; 1 󰃑 i 󰃑 N};
Φn 󰯹 состоит и󰑬 󰑬начений пол󰑱рных углов при вершинах триангулированной поверхности и

определ󰑱етс󰑱 соотношени󰑱ми: {xn
i = rni cosφ

n
i , y

n
i = rni cosφ

n
i ; 1 󰃑 i 󰃑 N}.

Кроме того, вспомогател󰑭ный вектор P = {pi(m) | pi(m) = i(m)/(3 · 2k), 0 󰃑 m 󰃑 3 · 2k}
ну󰑨ен в качестве параметри󰑬ации вектора Ln

0 . Так󰑨е испол󰑭󰑬уетс󰑱 вектор рассто󰑱ний вдол󰑭
характеристической ломаной от её вершин до 󰑧󰑨ного пол󰑧са: Ln

0 = {lnj | lnj =
󰁓j

m=1 d
n
m; j =

[0; 3 · 2k]}, где dnm =
󰁴

(△xn
i(m))

2 + (△yni(m))
2 + (△zni(m))

2 󰯹 рассто󰑱ние ме󰑨ду m−ой и (m− 1)−ой

вершинами характеристической ломаной (m = 1, ..., 3 · 2k), а i(m) 󰯹 номер вершины уровн󰑱 m
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характеристической ломаной в списке всех вершин триангул󰑱ции, полагаем ln0 = 0, L̂n = {l̂nm =
m
3·2k l

n
3·2k ;m = 0, ..., 3 · 2k}.
Λn 󰯹 вектор, содер󰑨ащий и󰑬менени󰑱 пол󰑱рных углов вершин характеристической ломаной

󰑬а один шаг по времени, {λn
i(m) ∈ Λn | λn

i(m) = φn
i(m) − φn−1

i(m), 0 󰃑 m 󰃑 3 · 2k)}.
С помощ󰑭󰑧 сплайновой аппроксимации вычислим вектор P̂ n такой, что соответстви󰑱 P → Ln

0

и P̂ n → L̂n 󰑬ада󰑧т одну функци󰑧, 󰑬атем, с помощ󰑭󰑧 сплайновой аппроксимацией, вычислим
новые векторы R̂n и Ĥn, как 󰑬начени󰑱 функций P̂ n → R̂n , P̂ n → Ĥn в точках вектора P̂ n со-
ответственно. Ре󰑬ул󰑭татом перераспределени󰑱 слу󰑨ат точки с координатами x̂i = r̂i cosφ

n
i ; ŷi =

r̂i sinφ
n
i ; zi = ĥi.

Общий алгоритм описываетс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

1. определит󰑭 и со󰑬дат󰑭 глобал󰑭ные данные: векторы Φn, Rn, Hn;

2. проделат󰑭 итераци󰑧 метода конечных элементов;

3. со󰑬дат󰑭 локал󰑭ный вектор Λn, элементами которого 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 углы поворота вершин ха-
рактеристической ломаной в гори󰑬онтал󰑭ной плоскости;

4. перераспределит󰑭 вершины характеристической ломаной равномерно по её длине и опре-
делит󰑭 координаты её вершин;

5. определит󰑭 координаты вершин мно󰑨ества V триангулированной поверхности дл󰑱 ка󰑨до-
го набора вершин одного уровн󰑱 с учетом поворота вершин характеристической ломаной
в гори󰑬онтал󰑭ной плоскости;

4.4 Примеры

Представленные в работе вычислени󰑱 выполнены на персонал󰑭ном комп󰑭󰑧тере с процессо-
ром i5 2,4 GHz. Код программы написан на 󰑱󰑬ыке программировани󰑱 “C++11”, с испол󰑭󰑬ованием
библиотеки “Eigen”(eigen.tuxfamily.org).

Эвол󰑧ци󰑱 триангулированной сферы единичного радиуса под действием потока средней кри-
ви󰑬ны с перераспределением её вершин пока󰑬ана на рис. 4.4. Соответству󰑧щий ей график 󰑬наче-
ни󰑱 числа обусловленности µ(Cn) пока󰑬ывает, что при t = τn > 8.0 численное решение перестает
соответствоват󰑭 точному (см. рис. 4.5).

Эвол󰑧ци󰑱 эллипсоида вращени󰑱 с полуос󰑱ми a = b = 1, c = 3 под действием нормали󰑬о-
ванного дискретного потока средней криви󰑬ны пока󰑬ана на рис. 4.6, 󰑬дес󰑭 k = 3. При этом
испол󰑭󰑬уетс󰑱 перераспределение вершин. Соответству󰑧ща󰑱 󰑬ависимост󰑭 числа обусловленно-
сти µ(Cn) от времени пока󰑬ана на рис. 4.7. Численное моделирование потока средней криви󰑬ны
в этом случае, как и в случае сферы, находитс󰑱 в полном согласии с теоремой 4.1.
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(a) 0 (b) 5 (c) 9

(d) 15 (e) 20 (f) 27.9

Рис. 4.4: Эвол󰑧ци󰑱 потока средней криви󰑬ны на сфере с перераспределением от времени t = nτ ,
при k = 3, τ = 0.01.

Под действием потока средней криви󰑬ны поверхност󰑭 вращени󰑱, име󰑧ща󰑱 вначале форму
гантели, мо󰑨ет эвол󰑧ционироват󰑭 по двум ра󰑬личным сценари󰑱м, в 󰑬ависимости от формы
профил󰑭ной кривой. Рассмотрим два типа поверхностей, име󰑧щие форму гантели. В первом
случае поверхност󰑭 ст󰑱гиваетс󰑱 к сфере (см. рис. 4.8). Во втором случае поток формирует
сингул󰑱рност󰑭 (см. рис. 4.10). Поведение числа обусловленности µ(Cn) в этих двух случа󰑱х
пока󰑬аны на рис. 4.9 и 4.11. Отметим, что к этим поверхност󰑱м теорема 4.1 не применима.

Дл󰑱 ка󰑨дой и󰑬 вышеописанных триангулированных поверхностей на рис. 4.5, 4.7, 4.9, 4.11

пока󰑬ано как мен󰑱етс󰑱 число обусловленности µ(Cn) в процессе эвол󰑧ции поверхности под дей-
ствием дискретного потока средней криви󰑬ны, если применит󰑭 алгоритм перераспределени󰑱
вершин. И󰑬 графиков видно, что увеличение числа шагов ра󰑬биени󰑱 k увеличивает устойчи-
вост󰑭 численного решени󰑱 дл󰑱 выпуклых поверхностей, 󰑬амедл󰑱󰑱 рост числа обусловленности.
Применение алгоритма перераспределени󰑱 влечет 󰑬а собой ограничение роста числа обуслов-
ленности в окрестности 󰑬начени󰑱 1.5 на 󰑬начител󰑭ный проме󰑨уток времени дл󰑱 выпуклых по-
верхностей. В случае невыпуклых поверхностей 󰑬ависимост󰑭 󰑬начени󰑱 числа обусловленности
от числа шагов ра󰑬биени󰑱 k выгл󰑱дит иначе. Отметим, что дл󰑱 гантели второго типа увеличение
числа шагов ра󰑬биений k увеличивает скорост󰑭 роста числа обусловленности µ(Cn) в процессе
эвол󰑧ции гантели под действием дискретного потока средней криви󰑬ны с перераспределением
в силу формировани󰑱 особенности.

Наконец приведём ре󰑬ул󰑭таты расчетов дл󰑱 двух типов “гантелей” при k = 4, которые лучше
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Рис. 4.5: 󰑪ависимост󰑭 числа обусловленности µ(Cn) дл󰑱 начал󰑭ной сферы от времени t = nτ

при ра󰑬личных 󰑬начени󰑱х числа шагов ра󰑬биени󰑱 k: (a) 󰯹 бе󰑬 применени󰑱 алгоритма; (б) 󰯹 с
применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.8 (c) 1.5

(d) 2.0 (e) 3.0 (f) 7.0

Рис. 4.6: Эвол󰑧ци󰑱 эллипсоида вращени󰑱 под действием дискретного потока средней криви󰑬ны
с перераспределением от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.

прибли󰑨а󰑧т точное решение потока средней криви󰑬ны чем дл󰑱 k = 1, 2, 3. Испол󰑭󰑬ование более
мощного комп󰑭󰑧тера по󰑬волит в дал󰑭нейшем увеличит󰑭 число шагов ра󰑬биени󰑱 k.
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Рис. 4.7: 󰑪ависимост󰑭 числа обусловленности µ(Cn) дл󰑱 начал󰑭ного эллипсоида вращени󰑱 от
времени t = nτ при ра󰑬личных 󰑬начени󰑱х числа шагов ра󰑬биени󰑱 k: (a) 󰯹 бе󰑬 применени󰑱
алгоритма; (б) 󰯹 с применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.05 (c) 0.1

(d) 0.3 (e) 0.99 (f) 5.0

Рис. 4.8: Эвол󰑧ци󰑱 гантели первого типа под действием дискретного потока средней криви󰑬ны
с перераспределением вершин от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.
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Рис. 4.9: 󰑪ависимост󰑭 числа обусловленности µ(Cn) дл󰑱 начал󰑭ной гантели первого типа от
времени t = nτ при ра󰑬личных 󰑬начени󰑱х числа шагов ра󰑬биени󰑱 k: (a) 󰯹 бе󰑬 применени󰑱
алгоритма; (б) 󰯹 с применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.05 (c) 0.1

(d) 0.2 (e) 0.3 (f) 0.33

Рис. 4.10: Эвол󰑧ци󰑱 гантели второго типа под действием дискретного потока средней криви󰑬ны
с перераспределением от времени t = nτ , при k = 3, τ = 0.01.
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Рис. 4.11: 󰑪ависимост󰑭 числа обусловленности µ(Cn) дл󰑱 начал󰑭ной гантели второго типа от
времени t = nτ при ра󰑬личных 󰑬начени󰑱х числа шагов ра󰑬биени󰑱 k: (a) 󰯹 бе󰑬 применени󰑱
алгоритма; (б) 󰯹 с применением алгоритма.

(a) 0 (b) 0.05 (c) 0.1

(d) 0.3 (e) 0.99 (f) 5

Рис. 4.12: Эвол󰑧ци󰑱 гантели первого типа под действием дискретного потока средней криви󰑬ны
с перераспределением по времени t = nτ , при k = 4, τ = 0.002.

77



(a) 0 (b) 0.11 (c) 0.2

(d) 0.23 (e) 0.254 (f) 0.274

Рис. 4.13: Эвол󰑧ци󰑱 гантели второго типа под действием дискретного потока средней криви󰑬ны
с перераспределением от времени t = nτ , при k = 4, τ = 0.002.
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Рис. 4.14: 󰑪ависимост󰑭 числа обусловленности µ(Cn) дл󰑱 гантелей первого (a) и второго (b) типа
от времени t = nτ при k = 4.
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