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Ââåäåíèå

Îïèñàíèå ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ îñîáåí-

íîñòåé èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Â.Â. Ñîêîëîâà (äàëåå � ñëó÷àé Ñîêîëîâà) íà

àëãåáðàõ Ëè e(3) è so(3, 1). Ýòî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû. Óêàçàííûå ñëó÷àè îòëè÷àþòñÿ îò áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ñèñòåì

òåì, ÷òî ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî

èíòåãðàëà ÿâëÿþòñÿ íåêîìïàêòíûìè, à â ñëó÷àå so(3, 1), êðîìå òîãî, ïîòîê

ãàìèëüòîíèàíà ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì.

Êàê èçâåñòíî, îñíîâû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè áûëè çàëî-

æåíû À.Ò. Ôîìåíêî â ðàáîòàõ [1], [2], [3], [4], [5] è äðóãèõ. Óêàçàííûé íî-

âûé ïîäõîä â èçó÷åíèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ïðåäëîæåííûé À.Ò. Ôîìåíêî,

áûë çàòåì ïðîäîëæåí À.Ò. Ôîìåíêî è Õ. Öèøàíãîì, ñì., íàïðèìåð, ðàáî-

òó À.Ò. Ôîìåíêî è Õ. Öèøàíãà [6]. Èìè áûë îòêðûò òîïîëîãè÷åñêèé èíâà-

ðèàíò èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (èìåíóåìûé èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî-Öèøàíãà).

Ýòî ãðàô ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì òàêèõ

ñèñòåì: äâå ñèñòåìû ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè ãðàôû
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Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñîâïàäàþò. Äàëåå øêîëà À.Ò. Ôîìåíêî ðàçðàáîòàëà ìå-

òîäû âû÷èñëåíèÿ ìå÷åíûõ ìîëåêóë, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó À.Â. Áîëñèíîâà,

Ï. Ðèõòåðà è À.Ò. Ôîìåíêî [7]. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ìíîãèõ âàæ-

íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì áûëè âû÷èñëåíû Ì.Ï. Õàðëàìîâûì â êíèãå [8].

Â ñåðèè ðàáîò À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [9], À.À. Îøåìêîâà [10],

Ï. Å. Ðÿáîâà [11] è äðóãèõ áûëè íàéäåíû êëàññèôèöèðóþùèå èíâàðèàíòû

äëÿ ìíîãèõ êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Êàê ïðàâèëî, â òàêèõ ñèñòåìàõ ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ

êîìïàêòíû. Ðåçóëüòàòû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, ïîëó÷åííûå

øêîëîé À.Ò. Ôîìåíêî, ïîäðîáíî èçëîæåíû À.Â. Áîëñèíîâûì è À.Ò. Ôîìåíêî

â êíèãå [12].

Îäíàêî òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåêîìïàêòûõ ñèñòåì äî ñèõ

ïîð íå ðàçðàáîòàíà, íàïðèìåð, íåò êîíå÷íîãî ñïèñêà àòîìîâ äàííîé ñëîæíî-

ñòè (äàæå ñàìî ïîíÿòèå ñëîæíîñòè â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå ïîêà ÷òî íå îïðå-

äåëåíî). Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñìîãóò áûòü

ïîëåçíû ïðè ïîñòðîåíèè òàêîé òåîðèè.

Ïðè àíàëèçå íåêîìïàêòíûõ ñèñòåì ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ ïðîáëåìîé

ïîëíîòû ïîëåé. Ïîëíîòà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì â Òåîðåìå Ëè-

óâèëëÿ, â êîìïàêòíîì ñëó÷àå îíà ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Â îòñóòñòâèè

ïîëíîòû (à â ñëó÷àå Ñîêîëîâà íà so(3, 1) òàê è ïðîèñõîäèò) ñâÿçíûå êîì-

ïîíåíòû ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî

èíòåãðàëà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ òîðàìè, öèëèíäðàìè èëè ïëîñêîñòÿìè.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè â ðàáîòå Ò.À. Ëåïñêîãî [13].
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Çàìåòèì, ÷òî äàæå òîãäà, êîãäà ïîòîêè ïîëíû, äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà

ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû íåò îáùèõ ìåòîäîâ,

íàïðèìåð, êðèòåðèé òîãî, êîãäà îäíîðîäíîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå â R2 ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì, ïîÿâèëñÿ ñîâñåì íåäàâíî (ñì. ðàáîòó [14]). Àâòîðó íåèçâåñòíû ðàáî-

òû, ãäå ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè ïîëíîòû äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

ñòåïåíè > 2. Ñðåäè ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äîêàçàòåëüñòâó ïîëíîòû ïîòîêîâ,

îòìåòèì äèññåðòàöèþ À.Þ. Ìîñêâèíà [15], â êîòîðîé èññëåäóåòñÿ ïîëíîòà

ïîòîêîâ èíòåãðàëîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ñàäýòîâà.

Äðóãèì ïðåïÿòñòâèåì ïðè àíàëèçå íåêîìïàêòíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü íåêðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ

(íàïðèìåð, òàê îêàçûâàåòñÿ â èçó÷àåìîì ñëó÷àå Ñîêîëîâà íà e(3)). Ñîîò-

âåòñòâåííî äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íåäîñòàòî÷íî íàéòè

êðèòè÷åñêèå òî÷êè è èõ îáðàçû. Íåîáõîäèìî èçó÷àòü, êàê óñòðîåíà ñîâìåñò-

íàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ.

Ñàìà îáùàÿ çàäà÷à îïðåäåëèòü è êëàññèôèöèðîâàòü íåêîìïàêòíûå ïå-

ðåñòðîéêè (ïî àíàëîãèè ñ êîìïàêòíîé êëàññèôèêàöèåé), â ðàìêàõ êîòîðîé

â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà, ïîñòàâëåíà

À.Ò. Ôîìåíêî.

Öåëè èññëåäîâàíèÿ

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå îñíîâíûå öåëè:

1. Èññëåäîâàíèå òîïîëîãèè ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3).

2. Èññëåäîâàíèå òîïîëîãèè ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1).
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôè-

êàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ðàçðàáîòàííîé À.Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëîé, à

òàêæå ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, ðàçðàáîòàííûå Ì.Ï. Õàðëàìîâûì.

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, ìåòî-

äû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ëèíåéíîé àëãåá-

ðû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3)

• îïèñàíà òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíèàíà (ñì.

Òåîðåìó 2);

• íàéäåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ãàìèëü-

òîíèàíîì (ñì. Óòâåðæäåíèå 1.2.3), è îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ñì. Òåîðåìó

5);

• âû÷èñëåíû èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (ñì. Óòâåðæäåíèå 1.5.1);

• îïèñàíû ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëü-

íîãî èíòåãðàëà (ñì. Òåîðåìó 6);

• äîêàçàíà ïîëíîòà ïîëåé sgradH è sgradK, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëî-

âèåì â òåîðåìå Ëèóâèëëÿ (ñì. ïàðàãðàô 1.6).

2. äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1)
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• îïèñàíà òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíèàíà (ñì.

Òåîðåìó 7);

• íàéäåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ãàìèëü-

òîíèàíîì (ñì. Óòâåðæäåíèå 2.2), è îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ñì. Òåîðåìó

8);

• íàéäåíû èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (ñì. Óòâåðæäåíèå 2.6.1);

• îïèñàíû ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëü-

íîãî èíòåãðàëà (ñì. Òåîðåìó 9);

• äîêàçàíî, ÷òî ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ, îòâå÷àþùåãî ãàìèëüòîíèàíó, íåïî-

ëîí (ñì. ïàðàãðàô 2.5).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðåä-

ëîæåíû ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,

àíàëèçà òîïîëîãèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè

óðîâíÿ, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå íåïîëíîòû ïîòîêîâ. Îïèñàííûå ïðèìåðû ñèñòåì

ñ íåêîìïàêòíûìè îñîáåííîñòÿìè ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè

íåêîìïàêòíûõ îñîáåííîñòåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü

• íà êîíôåðåíöèè ¾Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ìîñêâà, c 30 ìàÿ ïî 02

èþíÿ 2006 ã.);
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• íà êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ìîñêâà, c 17 ïî 27 àïðåëÿ

2006 ã.);

• íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Di�erential and Functional Di�erential

Equations 2008¿ (Ìîñêâà, ñ 17 ïî 24 àâãóñòà 2008 ã.);

• íà ñåìèíàðå â Óíèâåðñèòåòå ã. Áîõóì (Ãåðìàíèÿ, ìàé 2008 ã.);

• íà êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâ¿ (Ìîñêâà, ñ 11 ïî 15 àïðåëÿ 2011 ã.);

• íà ñåìèíàðå èìåíè Â.Â. Ðóìÿíöåâà ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè

óñòîé÷èâîñòè ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Â.Â. Áåëåöêîãî è ïðîô.

À.Â. Êàðàïåòÿíà (Ìîñêâà, 23 îêòÿáðÿ 2013 ã.);

• íåîäíîêðàòíî íà ñåìèíàðå ¾Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû¿ ïîä

ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò.Ôîìåíêî è ïðîô. À.Ñ.Ìèùåíêî (ìåõìàò ÌÃÓ

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà).

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 5 ðàáîò [16], [17], [18], [19], [20], èç íèõ

2 â èçäàíèÿõ ïî ïåðå÷íþ ÂÀÊ. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è äâóõ ãëàâ. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí

íà 106 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 32 íàèìåíîâàíèÿ.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êðàòêî èçëàãàþòñÿ íåîáõî-

äèìûå ïîíÿòèÿ, äàåòñÿ îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç 8 ïàðàãðàôîâ è ñîäåðæèò èññëåäîâàíèå ñëó÷àÿ Ñîêî-

ëîâà íà e(3).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå êðàòêî èçëàãàþòñÿ ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 1 ðåçóëüòàòû.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå íàõîäÿòñÿ áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèà-

íà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà � ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.2.3 Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñëó÷àÿ Ñî-

êîëîâà íà e(3) (ïðè κ = 0) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè êðèâûìè íà ïëîñêîñòè

(g, h):

1. h = 0, g ∈ R;

2. h =
4α2g2 − 1

4α
, g ∈ R;

3. h = − 1

4α
, g ∈ R,

ïðè÷åì òî÷êè âèäà 1−2 ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, à òî÷êè âèäà

3 � íåêðèòè÷åñêèìè áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè.

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà èçîýíåð-

ãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2 Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ Q3
g,h ñëó÷àÿ

Ñîêîëîâà íà e(3) ïðè ðåãóëÿðíûõ, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ áèôóðêàöèîí-

íûì çíà÷åíèÿì ãàìèëüòîíèàíà H, (g, h) èìååò ñëåäóþùèé òèï:

1. 2R3 ïðè h < − 1

4α
;

2. Äâóìåðíûé äèñê ñ òðåìÿ äûðêàìè, óìíîæåííûé íà R, ïðè h > − 1

4α
,
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h 6= 4α2g2 − 1

4α
, h 6= 0.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå íàõîäèòñÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæå-

íèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3). Â íåì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñëó÷àÿ Ñîêî-

ëîâà íà e(3) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êðèâûõ:

1) ëó÷à k = −h+ αg2, h >
4α2g2 − 1

4α
,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå ïîëó÷àþòñÿ 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè;

2) ïàðàáîëû k = −αh2 − h, h ∈ R,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå 2 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå;

3) îòðåçêà k =
1

4α
, − 1

2α
6 h 6

4α2g2 − 1

4α
,

ïðè h < − 1

4α
â ïðîîáðàçå áóäóò 4 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå, à ïðè h > − 1

4α
�

2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè;

4) ëó÷à k = −h, h > − 1

4α
.

Ïðè÷åì òèïû (1−3) ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, à òèï 4 � íåêðè-

òè÷åñêèìè áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ èíäåêñîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Åãî

ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.5.1 Èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3)

èìåþò ñëåäóþùèé òèï:

1. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h, h < − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 2;

2. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h, h > − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 1;

3. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −h+ αg2, h >
4α2g2 − 1

4α
èìåþò èíäåêñ 2;

4. Ïðîîáðàçû êðèâîé k =
1

4α
, − 1

2α
< h <

4α2g2 − 1

4α
èìåþò èíäåêñ 2.
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Â øåñòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà âåêòîðíûõ ïîëåé sgradH è

sgradK.

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñîâìåñòíîé ïîâåðõ-

íîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà K. Åãî îñíîâ-

íîé ðåçóëüòàò � ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6 Ïðè ðåãóëÿðíûõ, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, (h, k) ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ

H è K äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3) èìååò ñëåäóþùèé òèï:

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî íàä âåðõíåé ãðàíèöåé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû;

2. Äâà öèëèíäðà ïîä ïàðàáîëîé k = −αh2 − h;

3. ×åòûðå öèëèíäðà íàä ïàðàáîëîé k = −αh2 − h, íî ïîä ëó÷îì k = −h;

4. Äâà òîðà íàä ëó÷îì k = −h, íî ïîä ëó÷îì k = −h+ αg2.

Âîñüìîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ïåðåñòðîåê ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà

e(3).

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1) è ñîñòîèò

èç ñåìè ïàðàãðàôîâ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå êðàòêî èçëàãàþòñÿ ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 2 ðåçóëüòàòû.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå íàõîäÿòñÿ áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèà-

íà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.2.3 Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñëó÷àÿ Ñî-

êîëîâà íà so(3, 1) (ïðè κ < 0) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè êðèâûìè íà ïëîñêîñòè

(g, h):

1. h = 0, g ∈ R;

2. h =
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
, g ∈ R,
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ïðè÷åì ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå íàõîäèòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7 Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
g,h äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ñëó÷àÿ

Ñîêîëîâà íà so(3, 1), h 6= 0, h 6=
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
, äèôôåîìîðôíà

îòêðûòîìó äâóìåðíîìó äèñêó ñ 3 äûðêàìè.

×åòâåðíûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí íàõîæäåíèþ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Â íåì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 8 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñëó÷àÿ Ñîêî-

ëîâà íà so(3, 1) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êóñêîâ:

1) êóñêà ïàðàáîëû k = κ
αh

2 − h+ αg2, h >
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå ïîëó÷àþòñÿ 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (0, S2, 0, Q1, 0, Q3).

2) ïàðàáîëû k = −αh2 − h− κg2

α
, h ∈ R,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå 2 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå (S1, 0, 0, 0, Q2, Q3).

3) îòðåçêà k =
1− 4κg2

4α
, − 1

2α
6 h 6

α−
√

(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå áóäóò 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (S1, S2, S3, 0, Q2,
q

2α
).

4) èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè h = k = 0.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ñëó÷àÿ

Ñîêîëîâà íà so(3, 1) íåïîëíî.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå íàõîäÿòñÿ èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Äîêàçàíî ñëå-

äóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.6.1Èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1)

èìåþò ñëåäóþùèé òèï:
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1. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h− κg2

α
, h < − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 2;

2. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h− κg2

α
, h > − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 1;

3. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = κ
αh

2 − h + αg2, h >
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
èìåþò èíäåêñ 2;

4. Ïðîîáðàçû êðèâîé k =
1− 4κg2

4α
, − 1

2α
< h <

α−
√

(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
èìåþò èíäåêñ 2.

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå íàéäåí òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè

óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà K. Äîêàçàíà ñëåäó-

þùàÿ

Òåîðåìà 9 Ïðè ðåãóëÿðíûõ, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, (h, k) ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ

H è K ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1) èìååò ñëåäóþùèé òèï:

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè k > −αh2−h− κ
αg

2 è h < − 1
2α , ïóñòîå ìíîæåñòâî

ïðè k >
1− 4κg2

4α
, ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè k > κ

αh
2 − h+ αg2;

2. Äâå äâóìåðíûå ñôåðû ñ ÷åòûðüìÿ ïðîêîëàìè êàæäàÿ ïðè k < −αh2 −

h− κ
αg

2, (h, k) 6= (0, 0) ïðè g 6= 0;

3. Äâà äâóìåðíûõ òîðà ïðè k > −αh2 − h− κ
αg

2 è k < κ
αh

2 − h+ αg2.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M,ω) � ýòî ãëàäêîå 2n-

ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ çàäàííîé íà íåì íåâûðîæäåííîé çàìêíóòîé 2-

ôîðìîé ω, íàçûâàåìîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè H íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíî-
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ãîîáðàçèè (M,ω) âåêòîðíîå ïîëå êîñîé ãðàäèåíò ôóíêöèè H (îáîçíà÷àåòñÿ

sgradH) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

v(H) = ω(v, sgradH),

ãäå v � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà M .

Îïðåäåëåíèå 3. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèè M ðàçìåðíîñòè 2n, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðíîìó ïîëþ sgradH, íà-

çûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è n ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x1, · · · , x2n) íà M îíà èìååò âèä

ẋi = (sgradH)i = (ω−1)ij
∂H

∂xj
,

ãäå ω−1 � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñêîáêîé Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíàÿ êîñîñèììåò-

ðè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M , îïðåäåëÿåìàÿ

ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

{f, g} = (ω−1)ij
∂f

∂xi
∂g

∂xj
.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà â òåðìèíàõ ñêîáêè Ïóàññîíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ẋi = {xi, H}.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ (ïåðâûì) èíòåãðàëîì ãàìèëüòî-

íîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H, åñëè F ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëü-

íûõ òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû.

ßñíî, ÷òî F � ïåðâûé èíòåãðàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {F,H} = 0
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Îïðåäåëåíèå 6. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèè M 2n íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð

ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, · · · fn íà M 2n òàêèõ, ÷òî:

1) f1, · · · fn � ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû;

2) f1, · · · , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M 2n, òî åñòü ïî÷òè âñþäó

íà M 2n èõ ãðàäèåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû (òî÷êè, â êîòîðûõ ãðàäèåíòû

ëèíåéíî çàâèñèìû, íàçûâàþòñÿ îñîáûìè);

3) {fi, fj} = 0 äëÿ ëþáûõ i è j îò 1 äî n;

4) âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad fi ïîëíû äëÿ âñåõ i îò 1 äî n, ò. å. åñòåñòâåí-

íûé ïàðàìåòð íà èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåëåí íà âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé.

Òåîðåìà 1. (Ëèóâèëëÿ) Ïóñòü v = sgradH - èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèë-

ëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M 2n ñ èíòå-

ãðàëàìè f1, · · · , fn. Òîãäà íåîñîáàÿ (òî åñòü íå ñîäåðæàùàÿ îñîáûõ òî÷åê)

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, · · · , fn

äèôôåîìîðôíà T k × Rn−k, ãäå T k � k-ìåðíûé òîð.

Îïðåäåëåíèå 7. Îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà äëÿ èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòî-

íîâîé ñèñòåìû ñ èíòåãðàëàìè f1, · · · , fn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå F : M →

Rn, çàäàííîå ôîðìóëîé F (x) = (f1(x), · · · , fn(x)).

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü F : X → Y � äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå ìíî-

ãîîáðàçèé. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûì íàä òî÷êîé

y0 ∈ Y , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè y0 â Y , ÷òî F
−1(U)

äèôôåîìîðôíî F−1(y0)×U , è ýòîò äèôôåîìîðôèçì ϕ çàìûêàåò äèàãðàììó
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(p2 � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü)

F−1(U)
ϕ //

F
��

F−1(y0)× U
p2

vvnnnnnnnnnnnnnn

U

Îïðåäåëåíèå 9. Áèôóðêàöèîííûì ìíîæåñòâîì, èëè áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììîé, Σ îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî áèôóðêàöèîííûõ çíà-

÷åíèé, òî åñòü òåõ òî÷åê y ∈ Y , íàä êîòîðûìè F íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-

òðèâèàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 10. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ îòîáðàæå-

íèÿ F , åñëè ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x íå ìàêñèìàëåí.

Êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè íàçûâàþò îáðàçû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðè îòîá-

ðàæåíèè F .

Çàìå÷àíèå 1. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà x ∈ X � êðèòè÷åñêàÿ äëÿ îòîá-

ðàæåíèÿ F , òî ïî îïðåäåëåíèþ ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x

íå ìàêñèìàëåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îòîáðàæåíèå F ëîêàëüíî-òðèâèàëüíî

íàä òî÷êîé y = F (x), òî F ðàâíî p2◦ϕ â íåêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Íî p2◦ϕ

� îòîáðàæåíèå ïîñòîÿííîãî ðàíãà, ðàâíîãî ðàçìåðíîñòè Y . Â êðèòè÷åñêîé æå

òî÷êå x ðàíã F ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü Y .

Îïðåäåëåíèå 11. Èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ Q3 ãàìèëüòîíîâîé ñè-

ñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ãàìèëü-

òîíèàíà H.
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Îïðåäåëåíèå 12. Ñëîåíèå íà M , îáðàçîâàííîå ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè

ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, · · · , fn, íàçûâàåòñÿ ñëîå-

íèåì Ëèóâèëëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîé ñèñòåìå.

Ïóñòü g � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ñ áàçèñîì e1, . . . , en, à g? � ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ êîàëãåáðà ñ äóàëüíûì áàçèñîì ε1, . . . , εn, òî åñòü εi(ej) = δij. Ïóñòü

x1, . . . , xn � àôôèííûå êîîðäèíàòû íà g?, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñó e1, · · · , en,

à ckij � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè g: [ei, ej] = ckijek.

Îïðåäåëåíèå 13. Ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè íà ïðîñòðàíñòâå g? çàäàåòñÿ ñëå-

äóþùåé ôîðìóëîé:

{f, g}(x) = ckijxk
∂f

∂xi

∂g

∂xj
,

ãäå f è g - ãëàäêèå ôóíêöèè íà g?.

Îïðåäåëåíèå 14. Óðàâíåíèÿ

ẋi = {xi, H},

çàäàþùèå äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà g?, ãäå H � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (ãàìèëü-

òîíèàí) íà g?, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà íà êîàëãåáðå Ëè g?.

Îíè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ìåõàíèêå è ôèçèêå. Íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå çàäà÷è

î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà íà êîàëãåáðå Ëè

e(3)?.

Îïðåäåëåíèå 15. Ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ÿäðó ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè, íà-

çûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ñêîáîê Ïóàññîíà-Ëè íà ïðîñòðàíñòâåR6:

{Si, Sj} = εijkSk, {Si, Rj} = εijkRk, {Ri, Rj} = κεijkSk,

ãäå Si èRi � êîìïîíåíòû òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ S èR, εijk � çíàê ïåðåñòàíîâêè

(123)→ (ijk), à κ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïðè κ > 0 (κ = 1)

ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîáêà ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðå Ëè so(4), ïðè κ = 0 � àëãåáðå

Ëè e(3), à ïðè κ < 0 (κ = −1) � àëãåáðå Ëè so(3, 1). Ôóíêöèè Êàçèìèðà:

f1 = κS2 +R2, f2 = 〈S,R〉,

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R3.

Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè íà ýòîì ñåìåéñòâå àëãåáð Ëè âêëþ-

÷àþò ñëó÷àè Ýéëåðà:

H = 〈AS, S〉,

K = 〈S, S〉,

Ëàãðàíæà:

H =
1

2
(S2

1 + S2
2 + βS2

3) + αR3,

K = S3,

Êîâàëåâñêîé:

H =
1

2
(S2

1 + S2
2 + 2S2

3) + αR1,

K =

(
S2

1 − S2
2

2
− αR1

)2

+ κα2
(
S2

1 − S2
2

2
− αR1

)
+ (S1S2 − αR2)

2.
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Çäåñü A � ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, α, β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâè-

òåëüíûå ïàðàìåòðû.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàíû âèäà

H = 〈AS, S〉+ 〈b, S ×R〉,

ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, b 6= 0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð, × -

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïîäîáíûå ãàìèëüòîíèàíû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòå-

ðåñ, íàïðèìåð, â ðàìêàõ ìîäåëè Ïóàíêàðå-Æóêîâñêîãî, îïèñûâàþùåé äâèæå-

íèå òâåðäîãî òåëà ñ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòüþ, çàïîëíåííîé âèõðåâîé æèä-

êîñòüþ, ñì. ðàáîòó À. Ïóàíêàðå [21]. Äðóãèå âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ êâàä-

ðàòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ îáñóæäàþòñÿ â êíèãå À.Â. Áîðèñîâà è È.Ñ. Ìà-

ìàåâà [22].

Íîâûå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ êâàäðàòè÷íûì ãàìèëü-

òîíèàíîì è èíòåãðàëîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íà ýòîì ñåìåéñòâå àëãåáð Ëè áû-

ëè íàéäåíû À.Â. Áîðèñîâûì, È.Ñ. Ìàìàåâûì è Â.Â. Ñîêîëîâûì â ðàáî-

òàõ [23, 24, 25]. Ñëó÷àé Ñîêîëîâà:

H1 = −κ
α
S2

1 + αS2
2 + S1R2 − S2R1,

K1 = Q3(κS2 −R2)− αQ2
1 +

κ
α
Q2

2 + (
κ
α
− α)Q2

3 , ãäå Q = S ×R.

Ñëó÷àé Áîðèñîâà-Ìàìàåâà:

H2 = (α− κ
4α

)S2
1 + 2αS2

2 + αS2
3 + S1R2 − S2R1,

K2 = 4α2S2
2S

2 + 4αS2(S2Q3 − S3Q2) +Q2
2 +Q2

3 − S2
1R

2 , ãäå Q = S ×R.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî κ ðàâíî 1, −1 èëè 0. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà R′ = 1√
|κ|
R

è α′ = α√
|κ|
, ïðè κ 6= 0, ïðèâîäèò íàñ ê ýòîìó ñëó÷àþ.
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Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, êíèãó Â.Â. Òðîôèìîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [26]),

îãðàíè÷åíèå ñêîáêè Ïóàññîíà-Ëè íà îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîïðèñîåäè-

íåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè çàäàåò ãàìèëüòîíîâó ñè-

ñòåìó íà M 4
c,g = { (S,R) | f1(S,R) = c, f2(S,R) = g }, c 6= 0. Â íàøåì ñëó÷àå

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c = ±1. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà S =
√
|c|S ′, R =

√
|c|R′

ïðèâîäèò íàñ ê ýòîìó ñëó÷àþ, ïðè ýòîì âåêòîðíîå ïîëå sgradH ïðîñòî óìíî-

æàåòñÿ íà
√
|c|3. Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.

Ïîýòîìó â ýòîé ðàáîòå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî c = 1.

Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ ðàáîòå À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27], áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî g > 0, ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå

(S1, S2, S3, R1, R2, R3)→ (−S1, S2, S3, R1,−R2,−R3)

f1, H, K ñîõðàíÿþòñÿ, f2 ìåíÿåò çíàê.

Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α > 0, òàê êàê çàìåíà S1 → −S1, R1 → −R1,

α→ −α ïðèâîäèò íàñ ê ýòîìó ñëó÷àþ.

Êàê è â ðàáîòå À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27], ïðè κ > 0 ìîæíî èñ-

ñëåäîâàòü òîëüêî ñëó÷àé 0 < α 6
√

κ, òàê êàê ïðè çàìåíå S1 ↔ S2, R1 ↔ R2,

α → κ
α
èíâàðèàíòû f1, f2 ñîõðàíÿþòñÿ, à ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé

èíòåãðàë ìåíÿþò çíàê (÷òî íå âëèÿåò íà òîïîëîãèþ).

Ïîä èçó÷åíèåì ñèñòåìû ìû ïîíèìàåì èññëåäîâàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ,

ñëîÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ãàìèëü-

òîíèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñëó÷àÿ Áîðèñîâà-

Ìàìàåâà íà e(3) èññëåäîâàíî â ðàáîòå Ï.Å. Ðÿáîâà [11], ãäå óêàçàííûé ñëó-

÷àé íàçâàí ñëó÷àåì Ñîêîëîâà. Ëèóâèëëåâî ñëîåíèå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû

Ñîêîëîâà íà àëãåáðå Ëè so(4) îïèñàíî â ðàáîòå À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàò-
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äóñòà [27], à òàêæå â ðàáîòàõ Ã.Õàãèãàòäóñòà [28] è [29]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ìû áóäåì èçó÷àòü ñòðîåíèå èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà îñòàâøèõñÿ

â óêàçàííîì ñåìåéñòâå íåêîìïàêòíûõ àëãåáðàõ Ëè e(3) è so(3, 1).

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü À.Ò. Ôîìåíêî è À.À. Îøåìêî-

âó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîìîùü. Êðîìå òîãî, õîòå-

ëîñü áû âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü Ì.Ï. Õàðëàìîâó çà öåííûå îáñóæäåíèÿ

è ïîääåðæêó. Áåç ïîìîùè óêàçàííûõ ëþäåé ýòà ðàáîòà íèêîãäà áû íå áûëà

íàïèñàíà.

21



Ãëàâà 1

Ñëó÷àé Ñîêîëîâà íà e(3)

1.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èçó÷àòü ñòðîåíèå èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà

íà àëãåáðå Ëè e(3). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â èññëåäóåìîì ñëó÷àå ñâÿçíûå êîìïî-

íåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî

èíòåãðàëà ìîãóò áûòü òîðàìè èëè öèëèíäðàìè. Ìû îïèøåì òîïîëîãèþ èçî-

ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíèàíà (ñì. Òåîðåìó 2), áèôóðêàöèîí-

íûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ãàìèëüòîíèàíîì (ñì. Óòâåðæäåíèå

1.2.3), è îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ñì. Òåîðåìó 5), èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

(ñì. Óòâåðæäåíèå 1.5.1), à òàêæå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòî-

íèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà (ñì. Òåîðåìó 6) äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà

e(3). Îòìåòèì òàêæå è òî, ÷òî íàì óäàëîñü äîêàçàòü ïîëíîòó ïîëåé sgradH

è sgradK, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì â òåîðåìå Ëèóâèëëÿ (ñì. ïàðà-

ãðàô 1.6).

Èçó÷àåìûé ñëó÷àé õàðàêòåðåí òåì, ÷òî, â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà èçâåñò-

íûõ ñëó÷àåâ, íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå êðîìå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
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áóäóò è íåêðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, áîëüøîé èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò è àíàëèç ïåðåñòðîåê ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà e(3), êîòîðûé

ìû òîæå ïðîâîäèì (ñì. ïàðàãðàô 1.8).

Â íàñòîÿùåé ãëàâå òàêæå èññëåäîâàíî, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ðåòðàêöèè ñ

so(4) íà e(3) ñ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ãà-

ìèëüòîíèàíîì (ñì. ïàðàãðàô 1.2), è äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ñì. ïàðà-

ãðàô 1.4). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ áèôóðêàöèîííûå äèàãðàì-

ìû ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèåì áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, ïîëó÷åííûõ ïðè ïî-

ìîùè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ñ îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ (ñì.

Çàìå÷åíèÿ 3 è 5).

1.2 Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà � çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ áè-

ôóðêàöèîííûìè äëÿ îòîáðàæåíèÿ H : M 4
1,g → R(h). Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè

ãàìèëüòîíèàíà ÿâëÿþòñÿ òå òî÷êè, ãäå êîñîé ãðàäèåíò ãàìèëüòîíèàíà ðàâåí

íóëþ.

Âûïèøåì ÿâíî ïîëå sgradH:

{S1, H} = 2αS2S3 + S1R3 −R1S3, {R1, H} = 2αS2R3 + κS1S3 −R1R3,

{S2, H} =
2κ
α
S1S3 + S2R3 −R2S3, {R2, H} =

2κ
α
S1R3 + κS2S3 −R2R3,

{S3, H} = −2(α +
κ
α

)S1S2, {R3, H} = −2(αR1S2 +
κ
α
S1R2) +R2

1 +R2
2−

− κS2
1 − κS2

2 .

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè κ = 1 (ñëó÷àé so(4)?) ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè
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ôîðìóëû (5) èç ðàáîòû À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27].

Ïðèðàâíÿâ íóëþ sgradH, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî κ 6= −α2 êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãà-

ìèëüòîíèàíà îáðàçóþò ñëåäóþùèå äâóïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà. Ïðè ýòîì

sgradK â ýòèõ òî÷êàõ òîæå ðàâåí íóëþ.

1) (0, 0, S3, 0, 0, R3);

2) (0, S2, 0, R1, R2, 0), ãäå R2
1 +R2

2 − κS2
2 − 2αR1S2 = 0;

3) (0, S2, S3, 2αS2,±
√

κS2,±
√

κS3) ïðè κ > 0;

4) (S1, 0, 0, R1, R2, 0), ãäå R2
1 +R2

2 − κS2
1 −

2κ
α
R2S1 = 0;

5) (S1, 0, S3,±
√

κS1,
2κ
α
S1,±

√
κS3) ïðè κ > 0.

Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå 1.2.1 � ýòî îáîáùåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 1 èç ñòà-

òüè À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27].

Âûïèøåì îòäåëüíî ïðèâåäåííûå âûøå ñåìåéñòâà äëÿ ñëó÷àÿ e(3)? (κ = 0):

1) (0, 0, S3, 0, 0, R3);

2) (0, S2, 0, R1, R2, 0), ãäå R2
1 +R2

2 − 2αR1S2 = 0;

3) (0, S2, S3, 2αS2, 0, 0);

4) (S1, 0, S3, 0, 0, 0);

Ìû èçó÷àåì ñèñòåìó íà M 4
1,g, ïîýòîìó íàäî äîáàâèòü åùå óñëîâèÿ f1 = 1,

f2 = g.

Ðàññìîòðèì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè ðåòðàêöèè so(4)? ê e(3)?, òî åñòü

ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïðè κ → +0. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâàòü Ïðåä-

ëîæåíèå 2 èç ðàáîòû À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27] äëÿ ñëó÷àÿ ïðî-

èçâîëüíîãî κ > 0.
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Óòâåðæäåíèå 1.2.2. Äëÿ ëþáîãî κ > 0 êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãàìèëüòîíèà-

íà íà M 4
1,g ïåðå÷èñëåíû íèæå:

1) ïðè âñåõ 0 6 g 6
1

2
√

κ
èìåþòñÿ 4 òî÷êè âèäà

(0, 0, S3, 0, 0, R3), ãäå κS2
3 +R2

3 = 1, S3R3 = g,

ïðè ýòîì h = k = 0;

2) ïðè âñåõ 0 6 g 6
1

2
√

κ
èìåþòñÿ 4 òî÷êè âèäà

(0, S2, 0,
1

2αS2
− κ
α
S2,

g

S2
, 0), ãäå S2

2 =
1

2κ
±

√
α2(1− 4κg2)

4κ2(α2 + κ)

ïðè ýòîì h =
α±

√
(κ + α2)(1− 4κg2)

2κ
è k =

1

4α
(1− 4κg2);

3) ïðè âñåõ g >

√
κ

2κ + 4α2 èìåþòñÿ 4 òî÷êè âèäà

(0, S2, S3, 2αS2,
√

κS2,
√

κS3), ãäå S
2
2 =

1− 2
√

κg
4α2 è S2

3 =
g(2κ + 4α2)−

√
κ

4
√

κα2 ,

ïðè ýòîì h = − 1

4α
(1− 2

√
κg) è k =

1

4α
(1− 4κg2);

4) ïðè âñåõ 0 6 g 6
1

2
√

κ
èìåþòñÿ 4 òî÷êè âèäà

(S1, 0, 0,
g

S1
,

α

2κS1
− αS1, 0), ãäå S2

1 =
1

2κ
±

√
1− 4κg2

4κ(κ + α2)
,

ïðè ýòîì h =
−
√

κ ∓
√

(κ + α2)(1− 4κg2)

2
√

κα
è k = − α

4κ
(1− 4κg2);

5) ïðè g >
α2

2
√

κ(α2 + 2κ)
èìåþòñÿ 4 òî÷êè âèäà:

(S1, 0, S3,
√

κS1,
2κ
α
S1,
√

κS3), ãäå S
2
1 =

α2(1− 2κg)

4κ2 è S2
3 =

g
√

κ(2α2 + 4κ)− α2

4κ2 ,

ïðè ýòîì h =
α

4κ
(1− 2

√
κg) è k = − α

4κ
(1− 4κg2).

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ýòèìè òî÷êàìè ïðè ïðåäåëüíîì ïå-

ðåõîäå κ → +0.

1) ýòà ñåðèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñîõðàíÿåòñÿ, lim
κ→+0

1

2κ
= +∞, ïîýòîìó äëÿ

ëþáîãî g > 0 ïîëó÷àåì 2 êðèòè÷åñêèõ òî÷êè âèäà (0, 0,±g, 0, 0,±1), ïðè ýòîì
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h = k = 0;

2) lim
κ→+0

1

2κ
+

√
α2(1− 4κg2)

4κ2(α2 + κ)
= +∞, lim

κ→+0

1

2κ
−

√
α2(1− 4κg2)

4κ2(α2 + κ)
=

4α2g2 + 1

4α2 ,

lim
κ→+0

α +
√

(κ + α2)(1− 4κg2)

2κ
= +∞, lim

κ→+0

α−
√

(κ + α2)(1− 4κg2)

2κ
=

4α2g2 − 1

4α
,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî g > 0 áóäóò 2 êðèòè÷åñêèõ òî÷êè âèäà

(0, S2, 0,
1

2αS2
,
g

S2
, 0),

ãäå S2
2 =

4α2g2 + 1

4α2 , ïðè ýòîì h =
4α2g2 − 1

4α
è k =

1

4α
;

3) lim
κ→+0

√
κ

2κ + 4α2 = 0, lim
κ→+0

1− 2
√

κg
4α2 =

1

4α2 , lim
κ→+0

g(2κ + 4α2)−
√

κ
4
√

κα2 =

+∞, ïîýòîìó ïðè g > 0 ìû ïîëó÷àåì íåêðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå çíà-

÷åíèÿ h = − 1

4α
, k =

1

4α
;

4) lim
κ→+0

−
√

κ ∓
√

(κ + α2)(1− 4κg2)

2
√

κα
= ∓∞, lim

κ→+0

α

4κ
(1 − 4κg2) = −∞,

çäåñü íåò òî÷åê áèôóðêàöèè;

5) lim
κ→+0

α

4κ
(1 − 2

√
κg) = +∞, lim

κ→+0

α

4κ
(1 − 4κg2) = −∞, ïîýòîìó çäåñü

òîæå íåò òî÷åê áèôóðêàöèè.

Èòàê, íà îñíîâàíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ìû ïîëó÷èëè íåêèé ñïèñîê çíà-

÷åíèé, ïîäîçðèòåëüíûõ íà áèôóðêàöèîííûå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå

çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè è äðóãèõ áèôóðêàöè-

îííûõ çíà÷åíèé íåò, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.2.3. Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñëó÷àÿ Ñî-

êîëîâà íà e(3) (ïðè κ = 0) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè êðèâûìè íà ïëîñêîñòè

(g, h):

1. h = 0, g ∈ R;
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2. h =
4α2g2 − 1

4α
, g ∈ R;

3. h = − 1

4α
, g ∈ R,

ïðè÷åì òî÷êè âèäà 1− 2 ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, à òî÷êè

âèäà 3 � íåêðèòè÷åñêèìè áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè èìåþò óêà-

çàííûé âûøå âèä. Èç {S3, H} = −2αS1S2 = 0 ñëåäóåò, ÷òî S1 = 0 èëè S2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ äâà ýòèõ ñëó÷àÿ è ïðèðàâíèâàÿ sgradH íóëþ, ìû è ïîëó÷àåì

ïðèâåäåííûå âûøå 4 ñåðèè. Äîáàâëÿÿ óñëîâèÿ f1 = 1, f2 = g, ïîëó÷àåì ñåðèè

(1) è (2).

Òî, ÷òî òî÷êè âèäà 3 ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè, ñëåäóåò

èç Òåîðåìû 2, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êè âèäà 3 ìåíÿåòñÿ

òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Çàìå÷àíèå 3. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ãàìèëü-

òîíèàíîì H è èíòåãðàëîì ïëîùàäåé f2, ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ðåòðàêöèè c so(4), ñ îáðàçîì

îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ãàìèëüòîíèàíîì è èíòåãðàëîì ïëîùàäåé.

Íà Ðèñóíêå 1.1 ïðåäñòàâëåíû áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà.

Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, ïóíêòèðîì � íåêðè-

òè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ.
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Ðèñ. 1.1: Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

1.3 Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Áóäåì òåïåðü èñêàòü òîïîëîãèþ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
g,h =

{ (S,R) | f1(S,R) = 1, f2(S,R) = g,H(S,R) = h }, òî åñòü äëÿ ñëó÷àÿ Ñî-

êîëîâà ïðè ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèÿõ (g, h), ò. å. (g, h) íå ïðèíàäëåæàùèõ áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììå. Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå âåêòîðà S = (S1, S2, S3) è

ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî R ñèñòåìó:
S1R1 + S2R2 + S3R3 = g,

S2R1 − S1R2 = −κ
α
S2

1 + αS2
2 − h.

(1.3.1)

Îíà çàäàåò ïðÿìóþ l â ïðîñòðàíñòâåR3(R), åñëè âåêòîðû (S1, S2, S3) è (S2,−S1, 0)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. À îíè çàâèñèìû òîëüêî, åñëè S1 = S2 = 0. Â ýòîì ñëó-

÷àå h = 0. Íî òî÷êà ïðÿìàÿ h = 0 âñåãäà ïðèíàäëåæèò áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ñôåðó R2 = 1 − κS2 íå áîëåå ÷åì â äâóõ

òî÷êàõ. Ìíîæåñòâî òî÷åê S, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèå, åñòü îáðàç

ïîâåðõíîñòè Q3
g,h ïðè ïðîåêöèè Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç P 3

g,h. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêà-

åò ñôåðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(ρ(0, l))2 6 1− κS2. (1.3.2)
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(ρ(0, l))2 =
g2

S2 +
(αS2

2 −
κ
α
S2

1 − h)2

S2
1 + S2

2
6 1− κS2, (1.3.3)

ãäå ρ(0, l) � ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé l äî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðè÷åì ðàâåíñòâî

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñôåðîé ïî îäíîé òî÷êå,

à ñòðîãîå íåðàâåíñòâî - ïî äâóì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî P 3
g,h çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

S2(αS2
2 −

κ
α
S2

1 − h)2 + (κS4 − S2 + g2)(S2
1 + S2

2) 6 0. (1.3.4)

Îáîçíà÷èì

v = αS2
2 −

κ
α
S2

1 − h, u = S2
1 + S2

2 , z = S2
3 .

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ íåðàâåíñòâî (1.3.4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

κuz2 + (2κu2 − u+ v2)z + u(v2 + g2 + κu2 − u) 6 0. (1.3.5)

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì κ = 0.

Íåðàâåíñòâî (1.3.5) ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå:

(v2 − u)z + u(v2 − u+ g2) 6 0. (1.3.6)

Åñëè v2 − u > 0, òî z = u = 0, îòêóäà S = 0.

Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò, êîãäà v2 − u = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ug2 = 0.

Åñëè g 6= 0, òî ïîëó÷àåì u = v = 0, îòêóäà S1 = S2 = 0 è h = 0. Ìû óæå

çíàåì, ÷òî ïðÿìàÿ h = 0 ïðèíàäëåæèò áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, íî îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ íå âëèÿåò íà òèï Q3
g,h. Òî åñòü òèï Q

3
g,h äëÿ òî÷åê

(g, h), ëåæàùèõ â îäíîé êàìåðå îòíîñèòåëüíî äâóõ äðóãèõ êðèâûõ, ñîâïàäà-

åò, íåçàâèñèìî îò çíàêà h â ýòèõ òî÷êàõ. Äàëüøå ñ÷èòàåì, ÷òî v2 − u < 0.
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Ïîñêîëüêó z, u > 0, òî ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê (v, u, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ

(1.3.6), íà ïëîñêîñòü (v, u) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

v2 − u < 0 (1.3.7)

Ïðè ýòîì åñëè v2 − u + g2 6 0, òî z > 0, åñëè v2 − u + g2 > 0, òî z >

−u(v2 − u+ g2)

v2 − u
.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïåðåìåííûì S1, S2 è ïîñìîòðèì, êàê íåðàâåíñòâî (1.3.7)

ïåðåïèøåòñÿ â íèõ:

S2
1 + S2

2 > (αS2
2 − h)2. (1.3.8)

Òî åñòü ïðîåêöèÿ πS1,S2(P
3
g,h) ìíîæåñòâà P

3
g,h íà ïëîñêîñòü (S1, S2) çàäàåòñÿ

íåðàâåíñòâîì:

S2
1 > (αS2

2 − h)2 − S2
2 . (1.3.9)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (S1, S2) � ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (1.3.9), òî è

(−S1, S2), (S1,−S2), (−S1,−S2) � òîæå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìàòðèâàòü S1, S2 > 0.

Îáîçíà÷èì x = S2
2 , y = S2

1 . Òîãäà â êîîðäèíàòàõ (x, y) îáëàñòü, çàäàííàÿ

íåðàâåíñòâîì (1.3.9), îãðàíè÷åíà ãðàôèêîì ôóíêöèè y = (αx− h)2− x. Ïðè-

÷åì åñëè y > (αx − h)2 − x + g2, òî z > 0, åñëè æå (αx − h)2 − x < y <

(αx− h)2 − x+ g2, òî z > −u(v2 − u+ g2)

v2 − u
.

Äèñêðèìèíàíò òðåõ÷ëåíà y1 = (αx − h)2 − x ðàâåí 4αh + 1. Äèñêðèìè-

íàíò òðåõ÷ëåíà y2 = (αx − h)2 − x + g2 ðàâåí 4αh + 1 − 4g2. Ìû ïîëó÷èëè

óæå èçâåñòíûå íàì áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ. Ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ïåðâîãî

òðåõ÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíî, ñóììà êîðíåé ðàâíà 2αh+ 1.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ðàñïîëîæåíèÿ ãðàôèêîâ (è

ñîîòâåòñòâåííî ðàçíûå òèïû Q3
g,h):
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Ðèñ. 1.2: Ïðîåêöèÿ P 3
g,h íà ïëîñêîñòü (S2, S1) ïðè h < −

1

4α

1. h < − 1

4α
. Îáà äèñêðèìèíàíòà îòðèöàòåëüíû. Ïðîåêöèÿ P 3

g,h íà ïëîñ-

êîñòü (S2, S1) ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñóíêå 1.2. Ïðè ýòîì íàä îáëàñòüþ, çàêðà-

øåííîé ñâåòëûì, íàõîäÿòñÿ 2 ëó÷à |S3| >
√
−u(v2 − u+ g2)

v2 − u
, íàä îáëàñòüþ,

çàêðàøåííîé òåìíûì, íàõîäèòñÿ ïðÿìàÿ S3 ∈ R, íàä íåçàêðàøåííîé îáëà-

ñòüþ íàõîäèòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.

P 3
g,h äèôôåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ Q3
g,h íàì íóæíî ñêëåèòü äâà ýêçåìïëÿðà P 3

g,h ïî èõ ãðàíèöå. Ïðè

ñêëåèâàíèè äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ïî ãðàíèöå ïîëó÷àåòñÿ R3, ïîýòîìó Q3
g,h

äèôôåîìîðôíî 2R3.

2. − 1

4α
< h <

4α2g2 − 1

4α
, h 6= 0. Äèñêðèìèíàíò òðåõ÷ëåíà y1 ïîëîæèòåëåí,

à òðåõ÷ëåíà y2 îòðèöàòåëåí. Ïðîåêöèÿ P
3
g,h íà ïëîñêîñòü (S2, S1) ïðåäñòàâëåíà

íà Ðèñóíêå 1.3. Ïðè ýòîì íàä îáëàñòüþ, çàêðàøåííîé ñâåòëûì, íàõîäÿòñÿ 2

ëó÷à |S3| >
√
−u(v2 − u+ g2)

v2 − u
, íàä îáëàñòüþ, çàêðàøåííîé òåìíûì, íàõîäèò-

ñÿ ïðÿìàÿ S3 ∈ R, íàä íåçàêðàøåííîé îáëàñòüþ íàõîäèòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Ðèñ. 1.3: Ïðîåêöèÿ P 3
g,h íà ïëîñêîñòü (S2, S1) ïðè −

1

4α
< h <

4α2g2 − 1

4α
, h 6= 0

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî P 3
g,h â äàííîì ñëó÷àå äèôôåîìîðôíî R3(S1, S2, S3)

ñ âûáðîøåííîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòüþ êîîðäèíàòíîãî êðåñòà 0S2S3. Ïðè

ñêëåéêå äâóõ ýêçåìïëÿðîâ P 3
g,h ìû ïîëó÷èì äâóìåðíûé äèñê ñ òðåìÿ äûðêà-

ìè, óìíîæåííûé íà R. ×òîáû ïîíÿòü ýòî, íàäî ðàçáèòü P 3
g,h íà ÷àñòè, ëåæà-

ùèå â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè 0S2. Ñíà÷àëà ýòî áóäåò ïëîñêîñòü

áåç äèñêà, çàòåì äâå ïîëóïëîñêîñòè, ïîñëå ýòîãî îïÿòü ïëîñêîñòü áåç äèñêà.

Ïðè ñêëåéêå äâóõ ïëîñêîñòåé áåç äèñêà ïîëó÷àåòñÿ òîæå ïëîñêîñòü áåç äèñêà,

êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öèëèíäð S1 × R. Ïðè ñêëåéêå äâóõ ïî-

ëóïëîñêîñòåé ïîëó÷àþòñÿ äâå ïëîñêîñòè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

öèëèíäð áåç äâóõ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì öèëèíäð,

óìíîæåííûé íà èíòåðâàë, èç êîòîðîãî âûêèíóëè äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå

îñè öèëèíäðà, èëè îòêðûòûé äèñê ñ òðåìÿ äûðêàìè, óìíîæåííûé íà R.

3. h >
4α2g2 − 1

4α
. Ïðîåêöèÿ P 3

g,h íà ïëîñêîñòü (S2, S1) ïðåäñòàâëåíà íà

Ðèñóíêå 1.4. Ïðè ýòîì íàä îáëàñòüþ, çàêðàøåííîé ñâåòëûì, íàõîäÿòñÿ 2 ëó÷à

|S3| >
√
−u(v2 − u+ g2)

v2 − u
, íàä îáëàñòüþ, çàêðàøåííîé òåìíûì, íàõîäèòñÿ

ïðÿìàÿ S3 ∈ R, íàä íåçàêðàøåííîé îáëàñòüþ íàõîäèòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Ðèñ. 1.4: Ïðîåêöèÿ P 3
g,h íà ïëîñêîñòü (S2, S1) ïðè h >

4α2g2 − 1

4α

Äèôôåîìîðôèçìîì ìîæíî ïðåâðàòèòü P 3
g,h â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ôèãó-

ðû, èçîáðàæåííîé íà Ðèñóíêå 1.5, íà R. Ïðè ñêëåéêå äâóõ ôèãóð, èçîáðàæåí-

íûõ íà Ðèñóíêå 1.5, ïî ãðàíèöå, îáîçíà÷åííîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé, ïîëó÷àåòñÿ

äâóìåðíûé òîð T 2 ñ âûêîëîòûìè äâóìÿ òî÷êàìè. ×òîáû ïîíÿòü ýòî, íóæ-

íî íà÷àòü ñêëåèâàòü äâå ôèãóðû ïî ðàäèóñàì, îáîçíà÷åííûì ïóíêòèðíûìè

ñòðåëêàìè íà Ðèñóíêå 1.5. Ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè áóäóò ñêëåèâàòüñÿ îòðåçêè

ïî äâóì òî÷êàì è ïîëó÷àòüñÿ îêðóæíîñòè, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà ðàäèóñû ÿâ-

ëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûìè ëó÷àìè, èçîáðàæåííûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Ïðè

ñêëåéêå ýòèõ ëó÷åé ïî îäíîé òî÷êå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïðÿìàÿ, òî åñòü îêðóæ-

íîñòü áåç òî÷êè. Â èòîãå ïîëó÷àåì òîð ñ âûêîëîòûìè äâóìÿ òî÷êàìè. ×òîáû

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èòü Q3
g,h, íóæíî åùå óìíîæèòü ïîëó÷åííûé òîð áåç äâóõ

òî÷åê íà ïðÿìóþ. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî

äèñêó ñ òðåìÿ äûðêàìè, óìíîæåííîìó íà R, òî åñòü Q3
g,h èç ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîð êàê ñôåðó ñ ðó÷êîé. Òîð áåç îäíîé òî÷êè

� ýòî ñôåðà áåç òî÷êè ñ ðó÷êîé, èëè ïëîñêîñòü ñ ðó÷êîé. Ïðè óòîëùåíèè
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ïëîñêîñòè ñ ðó÷êîé ìû ïîëó÷èì äèñê ñ äâóìÿ äûðêàìè (âñå îòêðûòîå). Íî ó

íàñ óòîëùåííûé òîð ñ äâóìÿ âûáðîøåííûìè òî÷êàìè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî

è äèñê ñ òðåìÿ äûðêàìè, óìíîæåííûìè íà R.

Ðèñ. 1.5: Ôèãóðà èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Èòàê, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ Q3
g,h ïðè ðå-

ãóëÿðíûõ, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèÿì ãàìèëü-

òîíèàíà H, (g, h) èìååò ñëåäóþùèé òèï:

1. 2R3 ïðè h < − 1

4α
;

2. Äâóìåðíûé äèñê ñ òðåìÿ äûðêàìè, óìíîæåííûé íà R, ïðè h > − 1

4α
,

h 6= 4α2g2 − 1

4α
, h 6= 0.
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1.4 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ ÑîêîëîâàH×K : { (S,R) |

f1(S,R) = 1, f2(S,R) = g } → R2(h, k), çàäàííîå ôîðìóëîé (H ×K)(S,R) =

(H(S,R), K(S,R)). Òî÷êà (S,R) áóäåò êðèòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà sgradH è sgradK áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Óäîáíî ïåðåéòè îò ïåðå-

ìåííûõ S èR ê ïåðåìåííûì S èQ. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå

À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè S 6= 0 ýòî

áóäåò äèôôåîìîðôèçì M 4
1,g íà ñâîé îáðàç. Ïîýòîìó áèôóðêàöèîííóþ äèà-

ãðàììó ìîæíî èñêàòü â ïåðåìåííûõ (S,Q). Ïðè ýòîì ñêîáêà ïåðåïèøåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{Si, Sj} = εijkSk, {Si, Qj} = εijkQk, {Qi, Qj} = qεijkSk, ãäå q = κS2 −

R2 = 2κS2 − 1.

Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïîëåçíîå òîæäåñòâî:

Q2 = S2R2 − g2 =
1− q2

4κ
− g2,κ 6= 0.

Ïðè κ = 0 ýòî òîæäåñòâî âûãëÿäèò òàê:

Q2 = S2 − g2.

Îáîçíà÷èì 2αQ3 − q ÷åðåç A, q + 2
κ
α
Q3 ÷åðåç B.

Íàéäåì êîîðäèíàòû sgradH è sgradK:

{S1, H} = 2αS2S3 −Q2,

{S2, H} =
2κ
α
S1S3 +Q1,

{S3, H} = −2(
κ
α

+ α)S1S2,
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{Q1, H} = S2A,

{Q2, H} = S1B,

{Q3, H} = −2(
κ
α
S1Q2 + αS2Q1),

{S1, K} = Q2A,

{S2, K} = Q1B,

{S3, K} = −2(
κ
α

+ α)Q1Q2,

{Q1, K} = [2
κ
α

(S2Q3 − S3Q2) + qS2]A,

{Q2, K} = [2α(S3Q1 − S1Q3) + qS1]B,

{Q3, K} = 4κQ3(S1Q2 − S2Q1)− 2q(αS2Q1 +
κ
α
S1Q2).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâàòü Òåîðåìó 2 è Òåîðåìó 3 èç ðàáîòû

À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî κ > 0.

Òåîðåìà 3. Ïðè g = 0 è κ > 0 áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç

÷àñòåé äâóõ ïàðàáîë P1 è P2 (êàñàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò) è äâóõ ãîðè-

çîíòàëüíûõ îòðåçêîâ U è L (êàñàþùèõñÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîë â èõ

âåðøèíàõ):

P1 =

{
(h, k) | k =

κ
α
h2 − h;

α−
√
α2 + κ

2κ
6 h 6

α +
√
α2 + κ

2κ

}
,

P2 =
{

(h, k) | k = −αh2 − h; −
√

κ−
√
α2+κ

2
√

κα 6 h 6 −
√

κ+
√
α2+κ

2
√

κα

}
,

U =

{
(h, k) | k =

1

4α
;− 1

2α
6 h 6

α +
√
α2 + κ

2κ

}
,

L =

{
(h, k) | k = − α

4κ
;
−
√

κ −
√
α2 + κ

2
√

κα
6 h 6

α

2κ

}
.
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Òåîðåìà 4. Ïðè g > 0, κ > 0 è α >
√

κ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èìååò

îäèí èç òðåõ âèäîâ (a), (b), (c).

P1 =

{
k =

κ
α
h2 − h+ αg2;

α−
√

(α2+κ)(1−4κg2)

2κ
≤ h ≤

α +
√

(α2+κ)(1−4κg2)

2κ

}
,

P2 =

{
k = −αh2 − h− κg2

α
; κ(2αh+ 1)2 6 (α2+κ)(1− 4κg2)

}
,

U =

{
k =

1− 4κg2

4α
; − 1

2α
≤ h ≤

α +
√

(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ

}
,

L =

{
k = −α(1− 4κg2)

4κ
;
−
√

κ −
√

(α2 + κ)(1− 4κg2)

2
√

κα
≤ h ≤ α

2κ

}
,

E1 =
{
k = −(1− 2

√
κg)h; −

√
κg
α
≤ h ≤ αg√

κ

}
,

E2 =
{
k = −(1 + 2

√
κg)h; h1 ≤ h ≤ h2

}
,

ãäå äëÿ h1 è h2, çàäàþùèõ êîíöû îòðåçêà E2, âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè

ñëó÷àÿ:

(a) åñëè 0 < g 6

√
κ

2κ + 4α2 , òî h1 = − α√
κ
g è h2 =

√
κ
α
g,

(b) åñëè

√
κ

2κ + 4α2 6 g 6
α2

2
√

κ(α2 + 2κ)
, òî h1 = −1− 2

√
κg

4α
è h2 =

√
κ
α
g.

(c) åñëè
α2

2
√

κ(α2 + 2κ)
< g <

1

2
√

κ
, òî h1 = − α√

κ
g è h2 =

α

4κ
(1− 2

√
κg),

Çàìå÷àíèå 4. Â ðàáîòå À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27] óêàçàí-

íàÿ Òåîðåìà 4 ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ 0 < α 6 1 è κ = 1. Ïðè ïîäñòàíîâêå

ïðîèçâîëüíîãî κ > 0 óñëîâèå 0 < α 6 1 ïåðåéäåò â óñëîâèå 0 < α 6
√

κ.

Îäíàêî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå κ → +0 óñëîâèå 0 < α 6
√

κ íàðóøàåòñÿ,

ïîýòîìó íàì íóæíî áûëî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýòó òåîðåìó äëÿ α >
√

κ,

äëÿ ýòîãî íóæíî ñäåëàòü çàìåíû α′ =
κ
α
, h′ = −h, k′ = −k è g′ = g. Ïðè

ýòîì P1 ↔ P2, U ↔ L, E1 ↔ E1, à âèä E2 èçìåíèòñÿ.
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Ðèñ. 1.6: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ so(4), ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ñëó÷àþ (b)

Íà Ðèñóíêå 1.6 èçîáðàæåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêî-

ëîâà íà so(4), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ (b) â Òåîðåìå.

Â ïðåäåëå ïðè κ → +0 ìû ïîëó÷àåì ïðè g = 0 ñëåäóþùåå:

P1 =

{
(h, k) | k = −h;h > − 1

4α

}
,

P2 =
{

(h, k) | k = −αh2 − h;h ∈ R
}
,

U =

{
(h, k) | k =

1

4α
;h > − 1

2α

}
.

Îòðåçîê L ïðîïàäàåò, òàê êàê óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.

Ïðè g > 0, κ > 0 è α >
√

κ â ïðåäåëå ïðè κ → +0 èìååì:

P1 =

{
(h, k) | k = −h+ αg2;h >

4α2g2 − 1

4α

}
,

P2 =
{

(h, k) | k = −αh2 − h;h ∈ R
}
,

U =

{
(h, k) | k =

1

4α
;h > − 1

2α

}
,

E1 = { (h, k) | k = −h;h > 0 },

E2 =

{
(h, k) | k = −h;− 1

4α
6 h 6 0,

}
.
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Ðèñ. 1.7: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåòðàêöèè

Çäåñü îòðåçîê L òîæå óøåë íà áåñêîíå÷íîñòü, à â E2 ïðè ïðåäåëüíîì ïå-

ðåõîäå âîçíèêàåò ñëó÷àé (b).

Çàìåòèì, ÷òî E1 è E2 ìîæíî îáúåäèíèòü â îäèí ëó÷

E =

{
(h, k) | k = −h;h > − 1

4α

}
.

Îñíîâûâàÿñü íà ðåòðàêöèè, ìû îæèäàåì, ÷òî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

áóäåò ñîñòîÿòü èç ìíîæåñòâ P1, P2, U , E (ñì. Ðèñóíîê 1.7)

Ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì ñëó÷àè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè sgradH è sgradK ïðè

κ = 0, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êóñêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòîáðàæå-

íèÿ ìîìåíòà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè êðèâûõ ïîðÿäêà íå âûøå 2, ïðè÷åì òî, ÷òî â

ýòèõ ñëó÷àÿõ êîñûå ãðàäèåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, áóäåò ïðîâåðåíî íåïîñðåä-

ñòâåííî. Çàòåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âñå âîçìîæíîñòè, êîãäà êîñûå ãðàäèåíòû

ëèíåéíî çàâèñèìû, ñâîäÿòñÿ ê ýòèì èëè æå ïðèâîäÿò ê òî÷êå (0, 0).

1) S1 = S3 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q2 = S3R1 − S1R3 = 0. Ïðè ýòîì

ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîñûõ ãðàäèåíòîâ, ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
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0 Q1 0 S2A 0 −2αS2Q1

0 Q1B 0 S2AB 0 −2αS2Q1B

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî sgradH è sgradK â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíî çàâèñèìû, òàê êàê

îíè ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíû ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ðàâ-

íûì B.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü h è k íà äàííîì êóñêå áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k =
κ
α
h2 − h+ αg2. (1.4.1)

Íàéäåì òåïåðü êðèòè÷åñêèå òî÷êè è îáëàñòü èçìåíåíèÿ h. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó, çàäàþùóþ êðèòè÷åñêèå òî÷êè:


S2R2 = g,

αS2
2 − S2R1 = h,

κS2
2 +R2

1 +R2
2 +R2

3 = 1.

(1.4.2)

Îíà èìååò ðåøåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì S2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà

g2

S2
2

+
(h− αS2

2)2

S2
2

6 1− κS2
2 . (1.4.3)

Â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà èìååì 2 òî÷êè è 1 òî÷êó â ïðîîáðàçå ïðè

ïðîåêöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà (1.4.3) â ñëó÷àå ðàâåíñòâà.

Îáîçíà÷èì S2
2 ÷åðåç y. Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.4.3) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
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(α2 + κ)y2 − (2αh+ 1)y + g2 + h2 6 0. (1.4.4)

Íåðàâåíñòâî (1.4.4) èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 
D = (2αh+ 1)2 − 4(α2 + κ)(g2 + h2) > 0,

2αh+ 1 > 0.
(1.4.5)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî α2 + κ > 0 â íàøåì ñëó÷àå (ïðè κ = 0).

Èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (1.4.5) ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü èçìåíåíèÿ h ïðè κ = 0

èìååò âèä:

h >
4α2g2 − 1

4α
. (1.4.6)

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ðîâíî òî æå, ÷òî è ïðè ðåòðàêöèè ñ so(4)?.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùèé êóñîê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû çà-

äàåòñÿ ñèñòåìîé (1.4.1), (1.4.6). ×òîáû ïîíÿòü, ÷òî æå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

êðèòè÷åñêèå òî÷êè, çàìåòèì, ÷òî íóæíî ñêëåèòü 2 ýêçåìïëÿðà îäíîìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé (1.4.3), îòâå÷àþùèõ âñåâîçìîæíûì S, ïî ãðàíèöå (òàì, ãäå

â íåðàâåíñòâå (1.4.3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â íàøåì

ñëó÷àå ìíîæåñòâî òî÷åê èç (1.4.3) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ îòðåçêîâ.

Ïîñêîëüêó ïðè ñêëåéêå äâóõ îòðåçêîâ ïî èõ ãðàíèöå (ïî äâóì òî÷êàì) ïî-

ëó÷àåòñÿ îêðóæíîñòü, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè îáðàçóþò 2

îêðóæíîñòè (ñì. Ðèñóíîê 1.8).

Ðèñ. 1.8: Ñêëåéêà äâóõ îòðåçêîâ
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2) S2 = S3 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q1 = S2R3 − S3R2 = 0. Ìàòðèöà

êîñûõ ãðàäèåíòîâ ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−Q2 0 0 0 S1B −2
κ
α
S1Q2

Q2A 0 0 0 −S1BA 2
κ
α
S1Q2A

 .

Ïðè ýòîì k íà ýòîì êóñêå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

h ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k = −αh2 − h− κ
α
g2. (1.4.7)

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïóíêòó ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
S1R1 = g,

−κ
α
S2

1 + S1R2 = h,

κS2
1 +R2

1 +R2
2 +R2

3 = 1.

(1.4.8)

Îíà èìååò ðåøåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì S1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g2

S2
1

+
(h+ κ

αS
2
1)2

S2
1

6 1− κS2
1 . (1.4.9)

Îáîçíà÷èì S2
1 ÷åðåç x. Íóæíî, ÷òîáû ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî èìåëî íåîòðè-

öàòåëüíûå ðåøåíèÿ:

− κ
α2 + κ
α2 x2 + (1− 2κh

α
)x− (g2 + h2) > 0. (1.4.10)

Ïðè κ = 0 èìååì:

S2
1 − (g2 + h2) > 0. (1.4.11)

Îíî èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì h ∈ R. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû èìååì 2 êðèòè-

÷åñêèå ïðÿìûå.

Òîò æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí è ïðè ðåòðàêöèè (ïðè κ → +0).
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3) Q1 = 0, A = 2αQ3 − q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå sgradK = 0.

k =
1

4α
(1− 4κg2)

Ïðè κ = 0 èìååì: q = −1, îòêóäà Q3 = − 1

2α
. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó:


Q2

2 +Q2
3 = S2

1 + S2
2 + S2

3 − g2,

S2Q2 −
1

2α
S3 = 0.

Âûÿñíèì, â êàêèõ ïðåäåëàõ ìåíÿåòñÿ h.

h = αS2
2 +Q3 = αS2

2 −
1

2α
, îòêóäà h > − 1

2α
.

Äàëåå S3 = 2αS2Q2. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ: Q
2
2 + 1

4α2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 − g2.

Îòñþäà S2
2 =

Q2
2 + 1

4α2 + g2 − S2
1

1 + 4α2Q2
2

6
Q2

2 + 1
4α2 + g2

1 + 4α2Q2
2

=
1

4α2 (1 +
4g2α2

1 + 4α2Q2
2
) 6

1 + 4g2α2

4α2

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ, òàê æå, êàê è âñå ïðîìåæóòî÷-

íûå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî S2
2 ∈

[
0; 1+4g2α2

4α2

]
. Îòñþäà h ∈

[
− 1

2α ; 4α2g2−1
4α2

]
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî íå ñîâñåì òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü ïðè ðåòðàêöèè. Òàì áûëî

k = −h, h > − 1

2α
. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãîðèçîíòàëüíûé

îòðåçîê U â ñëó÷àå so(4) øåë îò âåðøèíû ïàðàáîëû k = −αh2−h− κ
α
g2, íà-

ïðàâëåííîé âåòâÿìè âíèç, äî äàëüíåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé
κ
α
h2 −

h+αg2, íàïðàâëåííîé âåòâÿìè ââåðõ. Ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå âòîðàÿ ïàðà-

áîëà âûðîæäàåòñÿ â ëó÷ k = −h+αg2. Ïðè ýòîì äàëüíÿÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà ñ íåé óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, à áëèæíÿÿ òî÷êà êàê

ðàç ñòðåìèòñÿ ê
4α2g2 − 1

4α
. Ïîýòîìó òî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè íå ëó÷ h > − 1

2α
, à

îòðåçîê − 1

2α
6 h 6

4α2g2 − 1

4α
.
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Âûÿñíèì, êàêîå ìíîãîîáðàçèå îáðàçóþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Ïðè h > − 1
2α

ìîæíî âûáðàòü S2 äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñî çíàêîì + è ñî çíàêîì -. Ïðè âûáðàí-

íîì S2 äëÿ S1 è Q2 èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

S2
1 + (4α2S2

2 − 1)Q2
2 = g2 +

1

4α2 − S
2
2 .

4α2S2
2 − 1 = 4αh + 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà:

g2 + 1
4α2 − S2

2 = g2 − 4αh+ 1

4α2 > 0, ò.ê. h 6
4α2g2 − 1

4α
.

Ïðè 4αh + 1 > 0 ýòî ñîîòíîøåíèå çàäàåò ýëëèïñ, òîïîëîãè÷åñêè îêðóæ-

íîñòü, à ïðè 4αh + 1 < 0 � ãèïåðáîëó, òîïîëîãè÷åñêè 2 ïðÿìûå. Ñ ó÷åòîì

âîçìîæíîñòè âûáîðà S2 äâóìÿ ñïîñîáàìè ïîëó÷àåì, ÷òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè

ïðè h > − 1
4α îáðàçóþò 2 îêðóæíîñòè, à ïðè h < − 1

4α � 4 ïðÿìûå.

4) Q2 = 0, B = q + 2
κ
α
Q3 = 0.

k = − α

4κ
(1− 4κg2)

Ýòî ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò ïðè κ = 0.

5) 
(2αS2S3 −Q2)Q1 = S1S2A,

S1S2 +Q1Q2 = 0,

Q1Q2 6= 0.

Ïåðåïèñûâàåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì âòîðîãî:
2α(S2S3Q1 − S1S2Q3) = 0,

S1S2 +Q1Q2 = 0

Q1Q2 6= 0.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ìîæíî ïîäåëèòü íà S2, òàê êàê S2 6= 0 (èíà÷å èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ Q1 = 0 èëè Q2 = 0).
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: 
S3Q1 − S1Q3 = 0,

S1S2 +Q1Q2 = 0

Q1Q2 6= 0.

Âûðàæàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ S3, èç âòîðîãî � Q2 è ïîäñòàâëÿÿ â òîæ-

äåñòâî 〈S,Q〉 = 0, ïîëó÷àåì:

S2
2 = Q2

1 +Q2
3. (1.4.12)

Îòñþäà k = −h è h > − 1
4α .

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ S2
1S

2
2 = Q2

1Q
2
2. Ïîäñòàâëÿåì â íåãî S2

2 = Q2
1 +Q2

3:

S2
1(Q2

1 +Q2
3) = Q2

1Q
2
2. (1.4.13)

Äàëåå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ S2
1Q

2
3 = S2

3Q
2
1. Ïîäñòàâëÿåì ýòî â (1.4.13):

Q2
1(S

2
1 + S2

3 −Q2
2) = 0. (1.4.14)

Q1 6= 0, çíà÷èò,

Q2
2 = S2

1 + S2
3 . (1.4.15)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì S2 = Q2− g2. Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî (1.4.12) è

(1.4.15), ìû ïîëó÷èì g = 0. Ïðè ýòîì k = −h, h > − 1

4α
. Ðîâíî òî æå ñàìîå

ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå g = 0 è ñëó÷àå (1), òî åñòü íè÷åãî íîâîãî ýòîò

ñëó÷àé íàì íå äàåò.

6) Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ìû ïåðå÷èñëèëè âñå íåòðèâèàëüíûå ñëó÷àè, êîãäà

êîñûå ãðàäèåíòûH èK ëèíåéíî çàâèñèìû. Îñòàëüíûå (òðèâèàëüíûå) ñëó÷àè
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ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðèâîäÿò ê òî÷êå (0, 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ij ìèíîðû

2× 6 ìàòðèöû

sgradH
sgradK

.
Ïðèðàâíÿâ ìèíîðû ∆13 è ∆23 ê íóëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå: èç ∆13 = 0

ñëåäóåò, ÷òî Q2[(2αS2S3 − Q2)Q1 − S1S2A] = 0, à èç ∆23 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

Q1(S1S2 +Q1Q2) = 0.

Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ àëüòåðíàòèâó: ëèáî Q1 èëè Q2 ðàâíî 0, ëèáî

âûïîëíåíî 5). Ðàçáåðåìñÿ òåïåðü ñ òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà Q1 èëè Q2

ðàâíî 0.

I. Q1 = 0, A 6= 0 (ñëó÷àé Q1 = 0, A = 0 ðàçîáðàí â 3). Èç ∆34 ñëåäóåò, ÷òî

S1S2 = 0 Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè:

1) S1 = 0, S3 6= 0 (S1 = S3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ 1 â òåîðåìå). Â ýòîì

ñëó÷àå íåíóëåâûì ìîæåò áûòü òîëüêî ìèíîð ∆14. Q3 = −S2R1, Q2 = S3R1.

∆14 =

∣∣∣∣∣∣2αS2S3 −Q2 S2A

αQ2A −S2A

∣∣∣∣∣∣ = −S2A(2αS2S3 −Q2 +Q2A) =

= −S2A (2αS2S3 −Q2 +Q2(2αQ3 + 1)) = −2αS2A(S2S3 +Q2Q3).

Ïî óñëîâèþ, A 6= 0, çíà÷èò, ëèáî S2 = 0, ëèáî S2S3 +Q2Q3 = 0.

a) S2 = 0, òîãäà Q3 = 0 è h = k = 0.

b) S2S3 + Q2Q3 = 0. Çäåñü óäîáíåå âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííûì (S,R). Q3 =

−S2R1, Q2 = S3R1, òàê êàê S1 = 0. S2S3 +Q2Q3 = S2S3− S2S3R
2
1 = S2S3(1−

R2
1). S3 6= 0, ñëó÷àé S2 = 0 ðàçîáðàí â ï. (a), ïîýòîìó R2

1 = 1, îòêóäà R2 =

R3 = 0. Ïðè ýòîì g = 0, è k = −h, òî åñòü ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àé 5 â òåîðåìå.

2) S2 = 0, S3 6= 0 (S2 = S3 = 0 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ 2 â òåîðåìå)

Èç òîæäåñòâà S1Q1 + S2Q2 + S3Q3 = 0 è óñëîâèÿ S3 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî
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Q3 = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî h = k = 0.

II. Q2 = 0. Èç ∆23 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî S1S2Q1 = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî

ðàññìîòðèì ðÿä ñëó÷àåâ.

1) Q1 = 0. ∆34 = 2αS1S
2
2A. Íî ñëó÷àè Q1 = S1 = 0, Q1 = S2 = 0,

Q1 = A = 0 óæå ðàçîáðàíû âûøå.

2) S2 = 0. ∆25 = 2αQ1(S1Q3 − S3Q1). Íî Q1 6= 0 (ñëó÷àé Q1 = S2 = 0

ðàçîáðàí âûøå), ïîýòîìó S1Q3 − S3Q1 = 0. Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì (S,R).

Q1 = −S3R2, Q3 = S1R2, òàê êàê S2 = 0. S1Q3 − S3Q1 = S2
1R2 + S2

3R2 =

(S2
1 + S2

3)R2. Ëèáî R2 = 0, ëèáî S = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ h = k = 0.

3) S1 = 0, ∆12 = −2αS2S3Q1 äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Íî ñëó÷àé S1 =

S3 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ï. 1 òåîðåìû, à ñëó÷àè Q1 = S1 = 0 Q2 = S2 = 0 áûëè

ðàçîáðàíû âûøå.

Ñëó÷àé áèôóðêàöèîííûõ íåêðèòè÷åñêèõ òî÷åê áóäåò ðàçîáðàí íèæå â ïà-

ðàãðàôå 1.7.

Èòàê, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Ðàññìîòðèì M 4
1,g, g ∈ R. Òîãäà

Ïðè κ = 0 áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîñòîèò

èç ñëåäóþùèõ êðèâûõ:

1) ëó÷à k = −h+ αg2, h >
4α2g2 − 1

4α
,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå ïîëó÷àþòñÿ 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè;

2) ïàðàáîëû k = −αh2 − h, h ∈ R,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå 2 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå;

3) îòðåçêà k =
1

4α
, − 1

2α
6 h 6

4α2g2 − 1

4α
,

ïðè h < − 1

4α
â ïðîîáðàçå áóäóò 4 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå, à ïðè h > − 1

4α
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Ðèñ. 1.9: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

� 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè;

4) ëó÷à k = −h, h > − 1

4α
.

Ïðè÷åì òèïû (1 − 3) ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, à òèï 4 �

íåêðèòè÷åñêèìè áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè.

Çàìå÷àíèå 5. Ïðè κ = 0 áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìî-

ìåíòà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ïîëó÷åííîé ñ

ïîìîùüþ ðåòðàêöèè c so(4), ñ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

Íà Ðèñóíêå 1.9 èçîáðàæåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìî-

ìåíòà. Ïðè ýòîì ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, à

ïóíêòèðíîé ëèíèåé � íåêðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ.

1.5 Èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

Áóäåì ïî-ïðåæíåìó ðàáîòàòü â êîîðäèíàòàõ (S,Q). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

M 4
1,g ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèé f1 = 〈S,Q〉 = 0, f2 = S2−Q2 =

g2. Âåêòîðû gradH, grad f1, grad f2 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
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gradH = (0, 2αS2, 0, 0, 0, 1),

grad f1 = (Q1, Q2, Q3, S1, S2, S3),

grad f2 = (2S1, 2S2, 2S3,−2Q1,−2Q2,−2Q3).

Ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ GK , GH è Gf2 ôóíêöèé K, H è f2

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

GK =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −2α 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −2α


,

GH =



0 0 0 0 0 0

0 2α 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


,
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Gf2 =



2 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 −2 0 0

0 0 0 0 −2 0

0 0 0 0 0 −2


.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íóæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå:

1. Íàõîäèì çàâèñèìîñòü gradK, gradH, grad f1 è grad f2 â êðèòè÷åñêîé

òî÷êå. Ïóñòü gradK = A(S,Q)gradH +B(S,Q)grad f1 + C(S,Q)grad f2.

2. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó G = GK − A(S,Q)GH −B(S,Q)Gf1 − C(S,Q)Gf2.

3. Íàõîäèì áàçèñ e1, e2, e3 â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â êðèòè÷åñêîé òî÷-

êå. Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè 3 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà, îðòîãîíàëüíûõ

âåêòîðàì gradH, grad f1 è grad f2 â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îáú-

åìëþùåì R6.

4. Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó ôîðìû G̃ � îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû G íà ïðîñòðàí-

ñòâî, íàòÿíóòîå íà e1, e2, e3.

5. Îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû G̃ áóäåò 0. Íóæíî íàéòè çíà-

êè äâóõ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû G̃. ×èñëî åå îòðèöàòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è áóäåò èíäåêñîì êðèòè÷åñêîé òî÷êè.

6. Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå ìàòðèöà G̃ áóäåò 3×3 ìàòðèöåé, òî óðàâíåíèå

íà åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

λ3 − tr G̃λ2 + ∆λ+ det G̃,

ãäå ∆ = ∆11 + ∆22 + ∆33 � ñóììà ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû G̃.
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Ó íàñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû G̃ ÿâëÿåòñÿ 0, ñëåäîâàòåëüíî,

det G̃ = 0, à çíà÷èò, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàâøèõñÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ó íàñ

åñòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

λ2 − tr G̃λ+ ∆ = 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêîâ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü çíàêè tr G̃ è ∆. Åñëè ∆ < 0, òî êîðíè áóäóò ðàçíûõ çíàêîâ è èí-

äåêñ áóäåò ðàâåí 1; åñëè ∆ > 0, tr G̃ < 0, òî îáà êîðíÿ áóäóò îòðèöàòåëüíûìè,

èíäåêñ ðàâåí 2; åñëè ∆ > 0, tr G̃ > 0, òî îáà êîðíÿ áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè,

èíäåêñ ðàâåí 0.

1. Ðàññìîòðèì òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà ïàðàáîëå k = −αh2− h. Ýòî òî÷êè,

ãäå S2 = S3 = Q1 = 0, à S1, Q2, Q3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: h = Q3,

S2
1 −Q2

2 −Q2
3 = g2. Êàê ìû óæå âûÿñíèëè, ýòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè îáðàçóþò

2 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå. Ìû èìååì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó gradK è

gradH:

gradK = −(2αh+ 1)gradH = −(2αQ3 + 1)gradH

Ìàòðèöà G = GK + (2αQ3 + 1)GH áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

G =



0 0 0 0 0 0

0 2α(2αQ3 + 1) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 −2α 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −2α


.
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Íàì íóæíî íàéòè çíàêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîé ìàòðèöû, îãðàíè÷åííîé

íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê Q3
g,h â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

gradH = (0, 0, 0, 0, 0, 1),

grad f1 = (0, Q2, Q3, S1, 0, 0),

grad f2 = (2S1, 0, 0, 0,−2Q2,−2Q3).

Â êà÷åñòâå áàçèñà â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ìîæíî

âçÿòü ñëåäóþùèå âåêòîðû:

e1 = (0, Q3,−Q2, 0, 0, 0),

e2 = (0, S1, 0,−Q2, 0, 0),

e3 = (Q2, 0, 0, 0, S1, 0).

Ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ ôîðìû G íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåí-

íîå âåêòîðàìè e1, e2 è e3, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G̃ = 2α


2Q2

3(2αQ3 + 1) 2S1Q3(2αQ3 + 1) 0

2S1Q3(2αQ3 + 1) −2Q2
2 + 2 (1 + 2αQ3)S

2
1 0

0 0 0


Î÷åâèäíî, ÷òî 0 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.

tr G̃ = 2α
(
−Q2

2 + (1 + 2αQ3)
(
Q2

3 + S2
1
))
, ∆G̃ = −4α2Q2

2Q
2
3 (1 + 2αQ3).

Åñëè 2αQ3 + 1 > 0, ò.å. h > − 1
2α , òî ∆ < 0, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ ðàâåí 1.

Åñëè æå 2αQ3 + 1 < 0, òî tr G̃ < 0 è ∆ > 0, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ ðàâåí 2.

2. Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êè íà ëó÷å k = −h + αg2, h >
4α2g2 − 1

4α
. Çàâè-

ñèìîñòü ãðàäèåíòîâ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

grad K = 2αgrad f2 − grad H
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Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû G = GK +GH − 2αGf2 áóäåò ñëåäóþùåé:

G =



−2α 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −2α 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2α 0

0 0 0 0 0 0


.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: S1 = S3 = Q2 =

0. Ãðàäèåíòû â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

gradH = (0, 2αS2, 0, 0, 0, 1),

grad f1 = (Q1, 0, Q3, 0, S2, 0),

grad f2 = (0, 2S2, 0,−2Q1, 0,−2Q3).

Áàçèñ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e1 = (Q3, 0,−Q1, 0, 0, 0),

e2 = (S2, 0, 0, 0,−Q1, 0),

e3 = (0, 0, S2, 0,−Q3, 0).
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Îãðàíè÷åíèå G íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè e1,

e2, e3, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G̃ = 2α


−Q2

1 −Q2
3 −S2Q3 S2Q1

−S2Q3 Q2
1 − S2

2 Q1Q3

S2Q1 Q1Q3 Q2
3 − S2

2

.
Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàòðèöà G̃ äåéñòâèòåëüíî âûðîæäåííàÿ, òî åñòü

îäíèì èç åå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë áóäåò 0.

Íàéäåì ñóììó ãëàâíûõ ìèíîðîâ:

∆=4α2 ((Q2
1−S2

2)(Q2
3−S2

2)−Q2
1Q

2
3−(Q2

1+Q
2
3)(Q

2
3−S2

2)−S2
2Q

2
1−(Q2

1+Q
2
3)(Q

2
1−S2

2)−S2
2Q

2
3
)

=

=4α2 ((Q2
1 +Q2

3 + S2
2)(S2

2 −Q2
1 −Q2

3)
)

= 4α2g2(Q2
1 +Q2

2 + S2
1) > 0.

tr G̃ = −4αS2
2 < 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíäåêñ ðàâåí 2.

3. Ðàññìîòðèì òî÷êè, ëåæàùèå íà îòðåçêå k = 1
4α , −

1
2α 6 h 6 − 1

4α . Íà

íèõ gradK = 0. Ýòè òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: Q1 = 0, Q3 = − 1
2α ,

S3 = 2αS2Q2.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ãðàäèåíòû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

gradH = (0, 2αS2, 0, 0, 0, 1),

grad f1 = (0, Q2,−
1

2α
, S1, S2, 2αS2Q2),

grad f2 = (2S1, 2S2, 4αS2Q2, 0,−2Q2,
1

α
).

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçèñíûõ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü

ñëåäóþùèå âåêòîðû:

e1 = (Q2, 0, 0,−S2, S1, 0),

e2 = (−4α2S2Q2, 0, 2αS1, 1, 0, 0),
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e3 = (0,−S1, 0, Q2 − 4α2S2
2Q2, 0, 2αS1S2).

Ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà G̃ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G̃ = 2α


−S2

2 S2 S2(Q2 − 4α2S2
2Q2)

S2 −1 −(Q2 − 4α2S2
2Q2)

S2(Q2 − 4α2S2
2Q2) −(Q2 − 4α2S2

2Q2) −4α2S2
1S

2
2 − (Q2 − 4α2S2

2Q2)
2

 .

Ó íåå

tr G̃ = 2α
(
−1−

(
1 + 4α2S2

1
)
S2

2 −Q2
2
(
1− 4α2S2

2
) 2) < 0,

∆ = 16α4S2
1S

2
2
(
1 + S2

2
)
> 0,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ ðàâåí 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.5.1. Èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èìåþò ñëåäóþùèé òèï:

1. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h, h < − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 2;

2. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h, h > − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 1;

3. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −h+ αg2, h >
4α2g2 − 1

4α
èìåþò èíäåêñ 2;

4. Ïðîîáðàçû êðèâîé k =
1

4α
, − 1

2α
< h <

4α2g2 − 1

4α
èìåþò èíäåêñ 2.

1.6 Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad H è

sgrad K

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíûå ïîëÿ sgradH è sgradK â êîîðäèíà-

òàõ (S,Q).

Ïðèâåäåì êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ïîëåé äëÿ ñëó÷àÿ e(3) (κ = 0):

sgradH = (2αS2S3 −Q2, Q1,−2αS1S2, (2αQ3 + 1)S2,−S1,−2αS2Q1),
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sgradK = (Q2(2αQ3+1),−Q1,−2αQ1Q2,−(2αQ3+1)S2,−2α(S3Q1−S1Q3)+S1, 2αS2Q1).

Îïðåäåëåíèå 16. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé, åñëè ïðî-

îáðàç ëþáîãî êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradH íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.6.1. (ñì. ðàáîòó Ó. Ãîðäîíà [30])Ïóñòü ξ � íåïðåðûâíîå âåêòîð-

íîå ïîëå íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà ξ ïîëíî, åñëè íà M ñóùåñòâóåò

ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ E, ñîáñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f è êîíñòàíòû a,

b, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ x ∈M âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. |ξ(E(x)| 6 a|E(x)|,

2. |f(x)| 6 b|E(x)|.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû sgradK íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå êëàñ-

ñè÷åñêîå

Óòâåðæäåíèå 1.6.1. (ñì., íàïðèìåð, êíèãó À.Ô. Ôèëèïïîâà [31]) Ïóñòü

äàíà ñèñòåìà y′(x) = f(y, x), y ∈ Rn, x ∈ R. Åñëè f íåïðåðûâíà è ïðè

âñåõ (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |f(x, y)| 6 a(x)|y| + b(x), ãäå ôóíêöèè

a è b íåïðåðûâíû, òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (x0, y0) ñóùåñòâóåò

ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.

Ñëåäñòâèå 1.6.1. Åñëè f íåïðåðûâíà è ëèíåéíà ïî y, òî âåêòîðíîå ïîëå

f(y, x) ïîëíî.

Âîçüìåì f = E = S2
1 + S2

2 + S2
3 + Q2

1 + Q2
2 + Q2

3. Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé.
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|sgradH(f)| = |(sgradH)1 ∂f

∂S1
+ (sgradH)2 ∂f

∂S2
+ (sgradH)3 ∂f

∂S3
+ (sgradH)4 ∂f

∂Q1
+

+ (sgradH)5 ∂f

∂Q2
+ (sgradH)6 ∂f

∂Q3
| = |(2αS2S3 −Q2) · 2S1 +Q1 · 2S2−

− 2αS1S2 · 2S3 + (2αQ3 + 1)S2 · 2Q1 − S1 · 2Q2 − 2αS2Q1 · 2Q3| =

= |2(2αS1S2S3 − S1Q2 + S2Q1 − 2αS1S2S3 + 2αS2Q1Q3 + S2Q1 − S1Q2−

− 2αS2Q1Q3)| = 4|S2Q1 − S1Q2| 6 2(S2
1 + S2

2 +Q2
1 +Q2

2) 6 2(S2
1 + S2

2+

+ S2
3 +Q2

1 +Q2
2 +Q2

3) = 2f.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî S2(t), Q1(t), Q3(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè

ôóíêöèÿìè âðåìåíè, îïðåäåëåííûìè äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè, à ïîòîì

äëÿ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ S1, S3, Q2 ïðèìåíèì ñëåäñòâèå.

Îáîçíà÷èì 2αQ3 + 1 ÷åðåç Q̃3, 2αh+ 1 ÷åðåç h̃.

˙̃
3Q = 2αQ̇3 = 4α2S2Q1.

h = αS2
2 +Q3, h̃ = 2αh+ 1 = 2α2S2

2 + Q̃3.

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååì:

sgradK = (Q2Q̃3,−Q1,−2αQ1Q2,−S2Q̃3, S1Q̃3 − 2αS3Q1, 4α
2S2Q1)


Ṡ2 = −Q1

Q̇1 = −S2Q̃3

˙̃
3Q = 4α2S2Q1

S̈2 = −Q̇1 = S2Q̃3 = S2(h̃− 2α2S2
2).

S̈2Ṡ2 = S2(h̃− 2α2S2
2)Ṡ2,
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d

dt

Ṡ2
2

2
=

d

dt

∫
S2(h̃− 2α2S2

2) dS2,

Ṡ2 = ±

√
2

∫
S2(h̃− 2α2S2

2) dS2 + C1,

Ṡ2 = ±

√
−(h̃− 2α2S2

2)2

4α
+ C,∫

dS2√
−(h̃− 2α2S2

2)2

4α
+ C

= ±t+D,

Ìû âèäèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå ñòîèò êîðåíü èç ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè,

èìåþùåãî ðàçëè÷íûå êîðíè ïðè h̃ 6= 0 è C 6= 0. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,

êíèãó À. Ãóðâèöà è Ð. Êóðàíòà [32]), ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Îíî ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè

è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì è ïåðèîäè÷åñêèì.

Q3(t) = h − αS2
2(t), ïîýòîìó Q3 òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé,

îïðåäåëåííîé äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Q1(t) = −Ṡ2(t), çíà÷èò, Q1 � íåïðåðûâíàÿ âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ôóíêöèè S1, S3 è Q2 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó îáûêíîâåí-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:
Ṡ1 = Q̃3Q2

Ṡ3 = −2αQ1Q2

Q̇2 = Q̃3S1 − 2αQ1S3

Ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî t, ñëåäîâàòåëüíî, S1, S3 è Q2 ñóùå-

ñòâóþò ïðè ëþáîì ìîìåíòå âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå sgradK ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì.

58



1.7 Òîïîëîãèÿ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ H è K

Ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãèè ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíàH

è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà K ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ëèóâèëëÿ

(ñì. Òåîðåìó 1). Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîòà âåêòîðíûõ ïîëåé sgradH è sgradK

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì â ýòîé òåîðåìå. Â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâî-

áîäû è ïîëíîòû óêàçàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé òåîðåìà Ëèóâèëëÿ óòâåðæäàåò,

÷òî ñâÿçíûå ðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëü-

íîãî èíòåãðàëà äèôôåîìîðôíû äâóìåðíîìó òîðó, öèëèíäðó èëè ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 6. Ïðè ðåãóëÿðíûõ, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, (h, k) ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâ-

íÿ H è K èìååò ñëåäóþùèé òèï (ñì. Ðèñóíîê 1.10):

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî â êàìåðå 1;

2. Äâà öèëèíäðà â êàìåðå 2 (ïîä ïàðàáîëîé);

3. ×åòûðå öèëèíäðà â êàìåðàõ 3 è 4 (íàä ïàðàáîëîé, íî ïîä ëó÷îì k =

−h);

4. Äâà òîðà â êàìåðå 5 (íàä ëó÷îì k = −h, íî ïîä ëó÷îì k = −h+ αg2).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî êàìåðå 1 ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Êàìåðà 1 îãðàíè÷åíà êðèâûìè k =
1

4α
, k = −h+ αg2 è k = −αh2 − h.

Äîêàæåì, ÷òî k 6
1

4α
.

αk = −αQ3 − α2(Q2
1 +Q2

3) 6 −αQ3 − α2Q2
3 = −(αQ3 +

1

2
)2 +

1

4
6

1

4
.

Äîêàæåì, ÷òî k 6 −h+ αg2.

k+h−αg2 = −Q3−α(Q2
1 +Q2

3) +αS2
2 +Q3−αg2 = α(S2

2−Q2
1−Q2

3−g2) =

α(Q2
2 − S2

1 − S2
3) = α

(
(S3R1 − S1R3)

2 − S2
1 − S2

3
)

= α(S2
3R

2
1 − 2S1S3R1R3 +
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S2
1R

2
3 − S2

1 − S2
3) = −α

(
(1−R2

3)S
2
1 + 2S1S3R1R3 + (1−R2

1)S
2
3
)
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Q2 = S2R2 − g è R2 = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî (1−R2
3)S

2
1 + 2S1S3R1R3 + (1−R2

1)S
2
3 íå ìåíüøå, ÷åì

(
√

1−R2
3S1±

√
1−R2

1S3)
2 (íóæíî âûáðàòü çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó

S1S3) è, çíà÷èò, íåîòðèöàòåëüíî.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè S1S3 > 0. Òîãäà

(
√

1−R2
3S1−

√
1−R2

1S3)
2 = (1−R2

3)S
2
1−2

√
(1−R2

1)(1−R2
3)S1S3+(1−R2

1)S
2
3 =

= (1−R2
3)S

2
1−2

√
1−R2

1−R2
3+R

2
1R

2
3S1S3+(1−R2

1)S
2
3 =

= (1−R2
3)S

2
1−2

√
R2

2+R
2
1R

2
3S1S3 + (1−R2

1)S
2
3 6

6 (1−R2
3)S

2
1+2S1S3R1R3+(1−R2

1)S
2
3 ,

òàê êàê −
√
R2

2 +R2
1R

2
3 6 −|R1R3| 6 R1R3.

Åñëè æå S1S3 < 0, òî

(1−R2
3)S

2
1 + 2S1S3R1R3 + (1−R2

1)S
2
3 > (

√
1−R2

3S1 +
√

1−R2
1S3)

2 > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî k 6 −αh2 − h ïðè h 6 − 1
2α .

k = −Q3−α(Q2
1 +Q2

3) 6 −Q3−αQ2
3 6 −h−αh2, òàê êàê Q3 = h−αS2

2 6

h 6 − 1
2α , à ôóíêöèÿ x− αx

2 âîçðàñòàåò ïðè x 6 − 1
2α , α > 0.

2. Ìû èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó, çàäàþùóþ M 2
h,k:

h = αS2
2 +Q3,

k = −Q3 − α(Q2
1 +Q2

3),

S1Q1 + S2Q2 + S3Q3 = 0,

Q2
1 +Q2

2 +Q2
3 = S2

1 + S2
2 + S2

3 − g2.

(1.7.1)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì:
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0 6 αQ2
1 = −(Q3 + αQ2

3 + k), (1.7.2)

îòêóäà

αQ2
3 +Q3 + k 6 0 (1.7.3)

Åñëè â ôîðìóëå (1.7.3) ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî ïîëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ äëÿ

Q1, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì, åñëè æå â ôîðìóëå (1.7.3) ðàâåíñòâî, òî Q1 = 0.

Âûðàçèâ Q3 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7.2) è ïîäñòàâèâ â íåðàâåí-

ñòâî (1.7.3), ïîëó÷àåì:

(h− αS2
2) + α(h− αS2

2)2 + k 6 0, (1.7.4)

èëè

h− αS2
2 + αh2 − 2α2hS2

2 + α3S4
2 + k 6 0. (1.7.5)

Îáîçíà÷èì S2
2 ÷åðåç x.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.7.5) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

α3x2 − α(2αh+ 1)x+ k + αh2 + h 6 0. (1.7.6)

Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ

α3x2 − α(2αh+ 1)x+ k + αh2 + h = 0, (1.7.7)

ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâó (1.7.6), ðàâíûé α2(1− 4αk), íåîòðèöàòåëåí.

Åñëè k+αh2 +h < 0, òî êîðíè óðàâíåíèÿ (1.7.7) èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî |S2| 6 C(h, k), ïðè÷åì, åñëè |S2| < C(h, k), òî äëÿ Q1 èìååì

äâà çíà÷åíèÿ, ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêîì. Åñëè æå |S2| = C(h, k), òî Q1 = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è

äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà íà ïëîñêîñòü (S2, Q1) ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ.
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Åñëè k + αh2 + h > 0, òî 0 < C1(h, k) 6 |S2| 6 C2(h, k). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïðîåêöèÿ M 2
h,k íà ïëîñêîñòü (S2, Q1) ÿâëÿåòñÿ äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè.

Ôèêñèðóåì S2, Q1, S2 6= 0 (çàìåòèì, ÷òî S2 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî

ïðè k < −αh2 − h). Òîãäà ñèñòåìà (2.7.2) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

Q3 = h− αS2
2 ,

k = −Q3 − α(Q2
1 +Q2

3),

Q2 = −S1Q1 + S3Q3

S2
,

Q2
1 +Q2

2 +Q2
3 = S2

1 + S2
2 + S2

3 − g2.

(1.7.8)

Âûðàçèâ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.7.8) Q3, çàòåì èç òðåòüåãî óðàâ-

íåíèÿ Q2, ìû ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå íà S1 è S3. Îíî çàäàåò íàì ñëîé íàä

òî÷êîé (S2, Q1). Ïîäñòàâèì â ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.7.8) âûðàæåíèÿ

äëÿ Q2 è Q3:

Q2
1 +

(S1Q1 + S3Q3)
2

S2
2

+Q2
3 = S2

1 + S2
2 + S2

3 − g2,

S2
2Q

2
1 + S2

1Q
2
1 + 2S1S3Q1Q3 + S2

3Q
2
3 + S2

2Q
2
3 = (S2

1 + S2
2 + S2

3 − g2)S2
2 ,

(Q2
1 − S2

2)S2
1 + 2Q1Q3S1S3 + (Q2

3 − S2
3)S2

3 = (S2
2 −Q2

1 −Q2
3 − g2)S2

2 ,

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà (
h+ k

α
− g2)S2

2 < 0, òàê êàê k < −h − αg2 (ýòî ìû

äîêàçàëè â ï.1).

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü êàê êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-

íûõ S1 è S3. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò ñëåäóþùèé âèä:Q2
1 − S2

2 Q1Q3

Q1Q3 Q2
3 − S2

2
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Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí S2
2(S2

2 − Q2
1 − Q2

3) = S2
2(
h+ k

α
). Ñëåä

ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâåí Q2
1 +Q2

3 − 2S2
2 = −k + h

α
− S2

2 .

Åñëè k > −h, òî îïðåäåëèòåëü ïîëîæèòåëåí, à ñëåä îòðèöàòåëåí, è óðàâ-

íåíèå çàäàåò ýëëèïñ, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêè îêðóæíîñòü. Åñëè æå k < −h, òî

óðàâíåíèå çàäàåò ãèïåðáîëó, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêè äâå ïðÿìûå.

Ïðè S2 = 0 ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

h = Q3,

k = −Q3 − α(Q2
1 +Q2

3),

S1Q1 + S3Q3 = 0,

Q2
1 +Q2

2 +Q2
3 = S2

1 + S2
3 − g2.

(1.7.9)

S3 = −S1Q1

h
.

−k + h

α
+Q2

2 = S2
1 +

S2
1Q

2
1

h2 − g2.

Q2
1 = −k + αh2 + h

α
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì:

Q2
2 +

k + h

αh2 S
2
1 =

k + h− αg2

α

Ïðàâàÿ ÷àñòü ìåíüøå 0, òàê êàê k < −h+ αg2.

k + h < 0, òàê êàê k < −αh2 − h (S2 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîëüêî ïðè

k < −αh2 − h ).

Óðàâíåíèå çàäàåò ãèïåðáîëó, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêè äâå ïðÿìûå.

Â èòîãå, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.
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Ïðè k < −αh2−h ìû èìååì ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì äâå ïðÿ-

ìûå. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðî-

âàííîé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî ìîæåò áûòü ëèáî öèëèíäð, ëèáî äâà öèëèíäðà.

Íî ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ðàâíî â ýòîì ñëó÷àå äâóì, òàê êàê ñîâìåñòíàÿ

ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ íà êóñêå ïàðàáîëû k = −αh2 − h, h < − 1

2α
ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé äâå êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå èíäåêñà 2. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå M 2
h,k

äèôôåîìîðôíî 2C2.

Ïðè −αh2 − h < k < −h ó íàñ ðàññëîåíèå íàä äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè ñî

ñëîåì äâå ïðÿìûå. Ó÷èòûâàÿ îðèåíòèðîâàííîñòü M 2
h,k, à òàêæå òî, ÷òî ïðè

k =
1

4α
, − 1

2α
6 h <

1

4α
ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ

êðèòè÷åñêèìè ïðÿìûìè èíäåêñà 2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî M 2
h,k äèôôåîìîðôíî

4C2.

Íàêîíåö ïðè k > −h ìû èìååì ðàññëîåíèå íàä äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè ñî

ñëîåì îêðóæíîñòü. Èç-çà îðèåíòèðóåìîñòèM 2
h,k è òîãî, ÷òî ïðè k =

1

4α
,

1

4α
<

h 6
4α2g2 − 1

4α
ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè

îêðóæíîñòÿìè èíäåêñà 2, M 2
h,k äèôôåîìîðôíî 2T 2.

Ìû âèäèì, ÷òî ïîìèìî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå

òàêæå ïðèíàäëåæèò è ëó÷ k = −h (h > − 1

4α
), òàê êàê òîïîëîãèÿ ñîâìåñòíîé

ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòîò ëó÷.

Íà Ðèñóíêå 1.10 ïðåäñòàâëåíî ðàñïîëîæåíèå êàìåð, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì

ñîâìåñòíûì ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ H è K. Íîìåðà êàìåð ñîîòâåòñòâóþò íî-

ìåðàì â Òåîðåìå 6.
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Ðèñ. 1.10: Ðàñïîëîæåíèå êàìåð, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì ñîâìåñòíûì ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ H

è K

1.8 Ïåðåñòðîéêè

Ìû îïèøåì ïåðåñòðîéêè òîðîâ è öèëèíäðîâ Ëèóâèëëÿ èçó÷àåìîãî ñëó÷àÿ

Ñîêîëîâà.

1. Íà ãðàíèöå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âîçíèêàåò ïåðåñòðîéêè âèäà

∅ T 2 èëè ∅ C2 (ðîæäåíèå òîðà è öèëèíäðà ñîîòâåòñòâåííî). Ïåðâàÿ èç

íèõ îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî A (ñì. êíèãó À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [12]),

âòîðàÿ æå ïîëó÷àåòñÿ èçA çàìåíîé îêðóæíîñòè íà ïðÿìóþ (âìåñòî òîðà T 2 =

S1 × S1 çäåñü áóäåò öèëèíäð C2 = S1 ×R1, âìåñòî êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè

� êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ). Îáîçíà÷èì âòîðóþ ïåðåñòðîéêó
◦
A. Êàê ýòî ïðèíÿòî

â êîìïàêòíîé òåîðèè, ÷èñëî ïåðåä áóêâîé, îçíà÷àþùåé ïåðåñòðîéêó, áóäåò

îçíà÷àòü, ÷òî îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò íåñêîëüêî áèôóðêàöèé òàêîãî ðîäà.

2. Â èçó÷àåìîé ñèñòåìå âñòðå÷àåòñÿ åùå îäèí àíàëîã õîðîøî èçâåñòíîé

ïåðåñòðîéêè B (T 2  2T 2). Ïåðåñòðîéêó B ìîæíî îïèñàòü òàê (ñì. êíèãó

À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [12]): èñõîäíàÿ îêðóæíîñòü ïåðåòÿãèâàåòñÿ,

âîçíèêàåò ïåðåìû÷êà, ïîëó÷àåòñÿ âîñüìåðêà, êîòîðàÿ çàòåì ðàñïàäàåòñÿ íà
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äâå îêðóæíîñòè. Âñÿ ýòà êàðòèíêà óìíîæàåòñÿ íà îêðóæíîñòü. Ó íàñ æå

êàðòèíêà áóäåò óìíîæàòüñÿ íà ïðÿìóþ, à íå íà îêðóæíîñòü. Ìû ïîëó÷èì

íîâóþ ïåðåñòðîéêó C2  2C2, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
◦
B.

3. Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå Ñîêîëîâà ïðèñóòñòâóåò íåêîìïàêòíàÿ ïåðå-

ñòðîéêà, äëÿ êîòîðîé íåò êîìïàêòíîãî àíàëîãà. Ýòî ïåðåñòðîéêà áåç êðè-

òè÷åñêèõ òî÷åê. Òîð ïåðåñòðàèâàåòñÿ â äâà öèëèíäðà. Ïåðåñòðîéêó ìîæíî

îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ôóíêöèþ f , çàäàííóþ

íåÿâíî â âèäå

(x+ cy)2 + (1− c2)y2 = 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè c2 < 1, òî ëèíèåé óðîâíÿ f áóäåò ãèïåðáîëà, òî åñòü

òîïîëîãè÷åñêè äâå ïðÿìûå. Ïðè |c| = 1 ëèíèåé óðîâíÿ áóäóò äâå ïàðàëëåëü-

íûå ïðÿìûå. Ïðè c2 > 1 ëèíèåé óðîâíÿ áóäåò ýëëèïñ, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêè

îêðóæíîñòü. Êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ó ôóíêöèè f íåò. Îïèñàííàÿ ïåðåñòðîéêà

(äâå ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòü) ïðîèñõîäèò áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Óìíîæàåì îïèñàííóþ ïåðåñòðîéêó
”
äâå ïðÿìûå  îêðóæíîñòü“ íà îêðóæ-

íîñòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïåðåñòðîéêó T 2  2C2, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

S.

Íà Ðèñóíêå 1.11 ïðåäñòàâëåíû ïåðåñòðîéêè òîðîâ è öèëèíäðîâ Ëèóâèëëÿ

äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà
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Ðèñ. 1.11: Ïåðåñòðîéêè òîðîâ è öèëèíäðîâ Ëèóâèëëÿ
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Ãëàâà 2

Ñëó÷àé Ñîêîëîâà íà so(3, 1)

2.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1).

Îïèñàíà òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíèàíà (ñì. Òåî-

ðåìó 7), áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ãàìèëüòîíèà-

íîì (ñì. Óòâåðæäåíèå 2.2), è îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ñì. Òåîðåìó 8), èíäåêñû

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (ñì. Óòâåðæäåíèå 2.6.1), à òàêæå ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè

óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà (ñì. Òåîðåìó 9). Òàê-

æå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ, îòâå÷àþùåãî ãàìèëüòîíèàíó,

íåïîëîí (ñì. ïàðàãðàô 2.5).

2.2 Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà � çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ áè-

ôóðêàöèîííûìè äëÿ îòîáðàæåíèÿ H : M 4
1,g → R(h). Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè

ãàìèëüòîíèàíà ÿâëÿþòñÿ òå òî÷êè, ãäå êîñîé ãðàäèåíò ãàìèëüòîíèàíà ðàâåí

íóëþ.
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Âûïèøåì ÿâíî ïîëå sgrad H:

{S1, H} = 2αS2S3 + S1R3 −R1S3, {R1, H} = 2αS2R3 + κS1S3 −R1R3,

{S2, H} =
2κ
α
S1S3 + S2R3 −R2S3, {R2, H} =

2κ
α
S1R3 + κS2S3 −R2R3,

{S3, H} = −2(α +
κ
α

)S1S2, {R3, H} = −2(αR1S2 +
κ
α
S1R2) +R2

1 +R2
2−

− κS2
1 − κS2

2 .

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè κ = 1 (ñëó÷àé so(4)?) ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè

ôîðìóëû (5) èç ðàáîòû À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27].

Ïðèðàâíÿâ íóëþ sgrad H, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî κ 6= −α2 êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãà-

ìèëüòîíèàíà îáðàçóþò ñëåäóþùèå äâóïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà. Ïðè ýòîì

sgradK â ýòèõ òî÷êàõ òîæå ðàâåí íóëþ.

1) (0, 0, S3, 0, 0, R3);

2) (0, S2, 0, R1, R2, 0), ãäå R2
1 +R2

2 − κS2
2 − 2αR1S2 = 0;

3) (0, S2, S3, 2αS2,±
√

κS2,±
√

κS3) ïðè κ > 0;

4) (S1, 0, 0, R1, R2, 0), ãäå R2
1 +R2

2 − κS2
1 −

2κ
α
R2S1 = 0;

5) (S1, 0, S3,±
√

κS1,
2κ
α
S1,±

√
κS3) ïðè κ > 0.

Çàìå÷àíèå 6. Óòâåðæäåíèå 2.2.1 � ýòî îáîáùåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 1 èç ñòà-

òüè À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27].

Ìû èçó÷àåì ñèñòåìó íà M 4
1,g, ïîýòîìó íàäî äîáàâèòü åùå óñëîâèÿ f1 = 1,

f2 = g.
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Óòâåðæäåíèå 2.2.2. Äëÿ ëþáîãî κ < 0 êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãàìèëüòîíèà-

íà íà M 4
1,g ïåðå÷èñëåíû íèæå:

1) ïðè âñåõ g ∈ R èìåþòñÿ 4 òî÷êè âèäà

(0, 0, S3, 0, 0, R3), ãäå κS2
3 +R2

3 = 1, S3R3 = g,

ïðè ýòîì h = k = 0;

2) ïðè âñåõ g ∈ R èìåþòñÿ 2 òî÷êè âèäà

(0, S2, 0,
1

2αS2
− κ
α
S2,

g

S2
, 0), ãäå S2

2 =
1

2κ
+

√
α2(1− 4κg2)

4κ2(α2 + κ)

ïðè ýòîì h =
α−

√
(κ + α2)(1− 4κg2)

2κ
è k =

1− 4κg2

4α
.

Èçâåñòíî, ÷òî â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå ïîìèìî êðèòè÷åñêèõ áèôóðêàöèîí-

íûõ çíà÷åíèé ìîãóò áûòü íåêðèòè÷åñêèå (ñì. ïðèìåð â Ãëàâå 1). Íî â íàøåì

ñëó÷àå âûïîëíåíî

Óòâåðæäåíèå 2.2.3. Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñëó÷àÿ Ñî-

êîëîâà íà so(3, 1) (ïðè κ < 0) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè êðèâûìè íà ïëîñêîñòè

(g, h):

1. h = 0, g ∈ R;

2. h =
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
, g ∈ R,

ïðè÷åì ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè.

Íà Ðèñóíêå 2.1 ïðåäñòàâëåíû áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà.
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g
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0.2

h

Ðèñ. 2.1: Áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

2.3 Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Òåïåðü èññëåäóåì òîïîëîãèþ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
g,h ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ g è h. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D2
k îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê ñ k

äûðêàìè.

Òåîðåìà 7. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
g,h äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ñëó-

÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1) (κ < 0), h 6= 0, h 6=
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
,

äèôôåîìîðôíà D2
3 × R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî κ = −1. Ôèêñèðó-

åì çíà÷åíèå âåêòîðà S = (S1, S2, S3) è ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî R ñèñòåìó:
S1R1 + S2R2 + S3R3 = g,

S2R1 − S1R2 = −κ
α
S2

1 + αS2
2 − h.

Îíà çàäàåò ïðÿìóþ l â ïðîñòðàíñòâåR3(R), åñëè âåêòîðû (S1, S2, S3) è (S2,−S1, 0)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. À îíè çàâèñèìû òîëüêî, åñëè S1 = S2 = 0. Â ýòîì ñëó-

÷àå h = 0. Íî çíà÷åíèå h = 0 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì (ñì. Óòâåðæäå-

íèå 2.2.3). Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ñôåðó R2 = 1−κS2 íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷-
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êàõ. Ìíîæåñòâî òî÷åê S, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèå, åñòü îáðàç ïî-

âåðõíîñòè Q3
g,h ïðè ïðîåêöèè (S,R) 7→ S. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç P 3

g,h ⊂ R3(S).

Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ñôåðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(ρ(0, l))2 6 1− κS2,

ãäå ρ(0, l) � ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé l äî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðè÷åì ðàâåíñòâî

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñôåðîé ïî îäíîé òî÷êå,

à ñòðîãîå íåðàâåíñòâî � ïî äâóì.

Âû÷èñëÿÿ ρ(0, l), ïîëó÷àåì:

(ρ(0, l))2 =
g2

S2 +
(αS2

2 −
κ
α
S2

1 − h)2

S2
1 + S2

2
6 1− κS2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî P 3
g,h çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

S2(αS2
2 −

κ
α
S2

1 − h)2 + (κS4 − S2 + g2)(S2
1 + S2

2) 6 0. (2.3.1)

Îáîçíà÷èì

v = αS2
2 −

κ
α
S2

1 − h, u = S2
1 + S2

2 , z = S2
3 .

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ u, v, z íåðàâåíñòâî (2.3.1) ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå:

κuz2 + (2κu2 − u+ v2)z + u(v2 + g2 + κu2 − u) 6 0. (2.3.2)

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì κ = −1. Òîãäà êâàäðàòè÷íîå ïî z íåðàâåíñòâî (2.3.2)

ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uz2 + (2u2 + u− v2)z + u(u2 + u− v2 − g2) > 0. (2.3.3)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà u = 0. Ïîñêîëüêó u = S2
1 + S2

2 , òî èç

ðàâåíñòâà u íóëþ ñëåäóåò, ÷òî S1 = S2 = 0, îòêóäà â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò,
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÷òî h = 0. Íî, êàê ìû óæå çíàåì, çíà÷åíèå h = 0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì

(ñì. Òåîðåìó 1). Ïðè ýòîì òàêæå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñàìà ïðÿìàÿ h = 0 íå

âëèÿåò íà òîïîëîãèþ Q3
g,h, òî åñòü ïðè ïðîõîäå íà ïëîñêîñòè R2(g, h) ÷åðåç

ïðÿìóþ h = 0, íå ïåðåñåêàÿ âåòâè ãèïåðáîëû h = −α
2

+
1

2

√
(α2 − 1)(4g2 + 1),

òîïîëîãè÷åñêèé òèï Q3
g,h íå ìåíÿåòñÿ. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ íàáëþäàëàñü è íà

so(4) (ñì. ðàáîòó À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27]), è íà e(3)(ñì. Ãëàâó

1). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî u > 0.

Íàéäåì äèñêðèìèíàíò D óðàâíåíèÿ

uz2 + (2u2 + u− v2)z + u(u2 + u− v2 − g2) = 0, (2.3.4)

ñîîòâåòñòâóþùåãî òîìó ñëó÷àþ, êîãäà â íåðàâåíñòâå (2.3.3) ñòîèò ðàâåíñòâî:

D = (2u2 + u− v2)2 − 4u2(u2 + u− v2 − g2) = (v2 − u)2 + 4u2g2 > 0.

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.3.4) âñåãäà èìååò êîðíè z1, z2. Ïîñêîëüêó

z > 0, òî íóæíî âû÷èñëèòü, êîãäà íåðàâåíñòâî (2.3.3) èìååò íåîòðèöàòåëüíûå

ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ êîðíåé çíàêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò-

ñÿ çíàêàìè ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ êîðíåé.

Ðàçáèðàÿ âñå âàðèàíòû, ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàç P 3
g,h ïðè ïðîåêöèè íà ïëîñ-

êîñòü S1, S2 ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê (S1, S2), òàêèõ, ÷òî (S1, S2) 6= (0, 0). Ïðî-

îáðàçîì ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè (S1, S2) ∈ π(P 3
g,h) ïðè ïðîåêöèè π : P 3 →

R2(S1, S2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ èëè æå äîïîëíåíèå ê èíòåðâàëó

(−
√
z+(S1, S2),

√
z+(S1, S2)) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà u

2+u−v2−g2 (åñëè çíàê

�+�, òî � ïðÿìàÿ, åñëè �−�, òî � äîïîëíåíèå ê èíòåðâàëó), ãäå z+(S1, S2) �

åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.3.4) (ïðè u2+u−v2−g2 <

0).
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Íàì îñòàëîñü îïðåäåëèòü ïðè ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðíûõ (g, h) âèä îáëàñòè

íà ïëîñêîñòè R2(S1, S2), çàäàâàåìîé íåðàâåíñòâîì u2 + u − v2 − g2 < 0. Â

ïåðåìåííûõ S îíî ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(S2
1 + S2

2)2 + S2
1 + S2

2 − (
1

α
S2

1 + αS2
2 − h)2 − g2 6 0.

Ïåðåïèñûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé S1, ïîëó÷à-

åì íåðàâåíñòâî:(
α2 − 1

)
α2 S4

1 +

(
1 +

2h

α

)
S2

1 +
(
1− α2)S4

2 + (1 + 2αh)S2
2 − g2 − h2 6 0,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

− α

√(S2
2 +

1 + 2αh

2(1−α2)

)2

+
4g2 + 1

4(α2−1)
+

α + 2h

2(α2−1)

 6 S2
1 , (2.3.5)

S2
1 6 α

√(S2
2 +

1 + 2αh

2(1−α2)

)2

+
4g2 + 1

4(α2−1)
− α + 2h

2(α2−1)

 . (2.3.6)

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü âñåãäà ìåíüøå íóëÿ. Ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò áîëüøå

íóëÿ ïðè âñåõ S2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h < −
α

2
+

1

2

√
(α2 − 1)(4g2 + 1).

Åñëè h > −α
2

+
1

2

√
(α2 − 1)(4g2 + 1), òî ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò ïîëîæèòåëüíà ïðè

|S2| > const, const çàâèñèò îò g è h. Â ñëó÷àå h = −α
2

+
1

2

√
(α2 − 1)(4g2 + 1)

ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò áîëüøå íóëÿ ïðè S2 6= 0 è ðàâíà íóëþ ïðè S2 = 0. P 3
g,h

áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé òèï:

1) ïðè h 6= 0 è h < −α
2

+
1

2

√
(α2 − 1)(4g2 + 1) èìååì ïðîñòðàíñòâî R3(S) ñ

âûðåçàííûìè èç íåãî ¾îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì¿ è ïðÿìîé S1 = S2 =

0, ïðè h = 0 ýòà ïðÿìàÿ ¾âêëåèâàåòñÿ¿;

2) ïðè h 6= 0 è h > −α
2

+
1

2

√
(α2 − 1)(4g2 + 1) èìååì ïðîñòðàíñòâî R3(S) ñ
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âûðåçàííûìè èç íåãî ¾äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì¿ è ïðÿìîé S1 = S2 = 0,

ïðè h = 0 ýòà ïðÿìàÿ ¾âêëåèâàåòñÿ¿.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ñêëåèòü äâà

ýêçåìïëÿðà ìíîãîîáðàçèé P 3
g,h, îïèñàííûõ âûøå, ïî èõ ãðàíèöå. Òåîðåìà äî-

êàçàíà.

2.4 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1)

H ×K : { (S,R) | f1(S,R) = 1, f2(S,R) = g } → R2(h, k), çàäàííîå ôîðìóëîé

(H ×K)(S,R) = (H(S,R), K(S,R)). Òî÷êà (S,R) áóäåò êðèòè÷åñêîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà sgradH è sgradK áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Óäîáíî

ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ S è R ê ïåðåìåííûì S è Q. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî

ñäåëàíî â ðàáîòå À.À. Îøåìêîâà è Ã. Õàãèãàòäóñòà [27], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ïðè S 6= 0 ýòî áóäåò äèôôåîìîðôèçì M 4
1,g íà ñâîé îáðàç. Ïîýòîìó áèôóð-

êàöèîííóþ äèàãðàììó ìîæíî èñêàòü â ïåðåìåííûõ (S,Q). Ïðè ýòîì ñêîáêà

ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{Si, Sj} = εijkSk, {Si, Qj} = εijkQk, {Qi, Qj} = qεijkSk, ãäå q = κS2 −

R2 = 2κS2 − 1.

Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïîëåçíîå òîæäåñòâî:

Q2 = S2R2 − g2 =
1− q2

4κ
− g2,κ 6= 0.

Òåîðåìà 8. Ðàññìîòðèì M 4
1,g, g ∈ R. Òîãäà

ïðè κ < 0 êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîñòîÿò èç

ñëåäóþùèõ êóñêîâ:
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1) êóñêà ïàðàáîëû k = κ
αh

2 − h+ αg2, h >
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå ïîëó÷àþòñÿ 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (0, S2, 0, Q1, 0, Q3).

2) ïàðàáîëû k = −αh2 − h− κg2

α
, h ∈ R,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå 2 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå (S1, 0, 0, 0, Q2, Q3).

3) îòðåçêà k =
1− 4κg2

4α
, − 1

2α
6 h 6

α−
√

(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
,

ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå áóäóò 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (S1, S2, S3, 0, Q2,
q

2α
).

4) èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè h = k = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì 2αQ3 − q ÷åðåç A, q + 2
κ
α
Q3 ÷åðåç B.

Âûïèøåì êîîðäèíàòû sgradH è sgradK:

{S1, H} = 2αS2S3 −Q2,

{S2, H} =
2κ
α
S1S3 +Q1,

{S3, H} = −2(
κ
α

+ α)S1S2,

{Q1, H} = S2A,

{Q2, H} = S1B,

{Q3, H} = −2(
κ
α
S1Q2 + αS2Q1),

{S1, K} = Q2A,

{S2, K} = Q1B,

{S3, K} = −2(
κ
α

+ α)Q1Q2,

{Q1, K} = [2
κ
α

(S2Q3 − S3Q2) + qS2]A,

{Q2, K} = [2α(S3Q1 − S1Q3) + qS1]B,

{Q3, K} = 4κQ3(S1Q2 − S2Q1)− 2q(αS2Q1 +
κ
α
S1Q2).
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Ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì ñëó÷àè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè sgradH è sgradK

ïðè κ < 0, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êóñêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè êðèâûõ ïîðÿäêà íå âûøå 2, ïðè÷åì òî,

÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ êîñûå ãðàäèåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, áóäåò ïðîâåðåíî

íåïîñðåäñòâåííî. Çàòåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âñå âîçìîæíîñòè, êîãäà êîñûå

ãðàäèåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, ñâîäÿòñÿ ê ýòèì èëè æå ïðèâîäÿò ê òî÷êå (0, 0).

1) S1 = S3 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q2 = S3R1 − S1R3 = 0. Ïðè ýòîì

ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîñûõ ãðàäèåíòîâ, ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

0 Q1 0 S2A 0 −2αS2Q1

0 Q1B 0 S2AB 0 −2αS2Q1B

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî sgradH è sgradK â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíî çàâèñèìû, òàê êàê

îíè ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíû ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ðàâ-

íûì B.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü h è k íà äàííîì êóñêå áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k =
κ
α
h2 − h+ αg2. (2.4.1)

Íàéäåì òåïåðü êðèòè÷åñêèå òî÷êè è îáëàñòü èçìåíåíèÿ h. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó, çàäàþùóþ êðèòè÷åñêèå òî÷êè:


S2R2 = g,

αS2
2 − S2R1 = h,

κS2
2 +R2

1 +R2
2 +R2

3 = 1.

(2.4.2)

Îíà èìååò ðåøåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì S2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà
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g2

S2
2

+
(h− αS2

2)2

S2
2

6 1− κS2
2 . (2.4.3)

Â ñëó÷àå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà èìååì 2 òî÷êè è 1 òî÷êó â ïðîîáðàçå ïðè

ïðîåêöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà (2.4.3) â ñëó÷àå ðàâåíñòâà.

Îáîçíà÷èì S2
2 ÷åðåç y. Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.4.3) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(α2 + κ)y2 − (2αh+ 1)y + g2 + h2 6 0. (2.4.4)

Íåðàâåíñòâî (2.4.4) èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 
D = (2αh+ 1)2 − 4(α2 + κ)(g2 + h2) > 0,

2αh+ 1 > 0.
(2.4.5)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî α2 + κ > 0.

Èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (2.4.5) ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü èçìåíåíèÿ h ïðè κ < 0

èìååò âèä: 

h >
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
,

h 6
α +

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
,

h > − 1

2α
.

(2.4.6)

Íî
α +

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
< − 1

2α
ïðè α2 + κ > 0, ïîýòîìó ñèñòå-

ìà (2.4.6) ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó h >
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
. Ïîëó÷àåì

äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

2) S2 = S3 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q1 = S2R3 − S3R2 = 0. Ìàòðèöà

êîñûõ ãðàäèåíòîâ ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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−Q2 0 0 0 S1B −2
κ
α
S1Q2

Q2A 0 0 0 −S1BA 2
κ
α
S1Q2A

 .

Ïðè ýòîì k íà ýòîì êóñêå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

h ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k = −αh2 − h− κ
α
g2. (2.4.7)

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ïóíêòó ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
S1R1 = g,

−κ
α
S2

1 + S1R2 = h,

κS2
1 +R2

1 +R2
2 +R2

3 = 1.

(2.4.8)

Îíà èìååò ðåøåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì S1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g2

S2
1

+
(h+ κ

αS
2
1)2

S2
1

6 1− κS2
1 . (2.4.9)

Îáîçíà÷èì S2
1 ÷åðåç x. Íóæíî, ÷òîáû ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî èìåëî íåîòðè-

öàòåëüíûå ðåøåíèÿ:

− κ
α2 + κ
α2 x2 + (1− 2κh

α
)x− (g2 + h2) > 0. (2.4.10)

Ïðè κ < 0 äèñêðèìèíàíò ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí, ïîýòî-

ìó íåðàâåíñòâî (2.4.10) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì h ∈ R.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû èìååì 2 êðèòè÷åñêèå ïðÿìûå.

3) Q1 = 0, A = 2αQ3 − q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå sgradK = 0.

k =
1

4α
(1− 4κg2)

Íèæå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 9) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â êðèòè÷åñêèå

òî÷êè îáðàçóþò ïðè ýòîì äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè.
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4) Q2 = 0, B = q + 2
κ
α
Q3 = 0.

k = − α

4κ
(1− 4κg2) >

1− 4κg2

4α
.

Ýòî ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò ïðè κ < 0, òàê êàê îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìî-

ìåíòà íà ïëîñêîñòè R2(h, k) íå ëåæèò âûøå ïðÿìîé k =
1− 4κg2

4α
(ýòî áóäåò

ïîêàçàíî íèæå, ñì. äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.7).

5) 
(2αS2S3 −Q2)Q1 = S1S2A,

(
2κ
α
S1S3 +Q1)Q2 = S1S2B,

Q1Q2 6= 0.

6) Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ìû ïåðå÷èñëèëè âñå íåòðèâèàëüíûå ñëó÷àè, êîãäà

êîñûå ãðàäèåíòûH èK ëèíåéíî çàâèñèìû. Îñòàëüíûå (òðèâèàëüíûå) ñëó÷àè

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïðèâîäÿò ê òî÷êå (0, 0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ij ìèíîðû

2× 6 ìàòðèöû

sgradH
sgradK

.
Ïðèðàâíÿâ ìèíîðû ∆13 è ∆23 ê íóëþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå: èç ∆13 = 0

ñëåäóåò, ÷òî Q2[(2αS2S3 − Q2)Q1 − S1S2A] = 0, à èç ∆23 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

Q1[(
2κ
α S1S3 +Q1)Q2 − S1S2B] = 0.

Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ àëüòåðíàòèâó: ëèáî Q1 èëè Q2 ðàâíî 0, ëèáî

âûïîëíåíî 5). Ðàçáåðåìñÿ òåïåðü ñ òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà Q1 èëè Q2

ðàâíî 0.

I. Q1 = 0, A 6= 0 (ñëó÷àé Q1 = A = 0 ðàçîáðàí âûøå). Èç ∆13 = 0 ñëåäóåò,

÷òî S1S2Q2 = 0 Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè:

1) S1 = 0, S3 6= 0 (ñëó÷àé S1 = S3 = 0 ðàçîáðàí âûøå). Â ýòîì ñëó÷àå
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íåíóëåâûì ìîæåò áûòü òîëüêî ìèíîð ∆14. Q3 = −S2R1, Q2 = S3R1.

∆14 =

∣∣∣∣∣∣2αS2S3 −Q2 S2A

Q2A
(2κ
α (S2Q3 − S3Q2) + q

)
S2A

∣∣∣∣∣∣
2) S2 = 0, S3 6= 0, S1 6= 0 (ñëó÷àè S1 = Q1 = 0 è S2 = S3 = 0 ðàçîáðàíû

âûøå).

Èç òîæäåñòâà S1Q1 + S2Q2 + S3Q3 = 0 è óñëîâèÿ S3 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî

Q3 = 0. Èç ðàâåíñòâà íóëþ ìèíîðà ∆14 ñëåäóåò, ÷òî Q2 = 0, äàëåå èç ∆25 = 0

ñëåäóåò, ÷òî B = 0. Íî ñëó÷àé Q2 = B = 0 ðàçîáðàí âûøå.

3) Q1 = 0, òîãäà ∆34 = −2(κ
α + α)S1S

2
2AB = 0. Íî ñëó÷àè S1 = Q1 = 0,

S2 = Q1 = 0, Q1 = A = 0 óæå ðàçîáðàíû âûøå.

II. Q2 = 0, Q1 6= 0, B 6= 0 (ñëó÷àè Q1 = Q2 = 0 è Q2 = B = 0 ðàçîáðàíû

âûøå). Èç ∆23 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî S1S2 = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì ðÿä

ñëó÷àåâ:

1) S2 = 0, òîãäà ∆25 = 2αQ1(S1Q3 − S3Q1) = 0, îòêóäà S1Q3 − S3Q1 = 0.

Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì (S,R): Q1 = −S3R2, Q3 = S1R2, òàê êàê S2 = 0.

S1Q3−S3Q1 = S2
1R2 +S2

3R2 = (S2
1 +S2

3)R2. Ëèáî R2 = 0, ëèáî S = 0. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ h = k = 0.

2) S1 = 0, òîãäà ∆12 = 2αS2S3Q1B = 0, îòêóäà S2 = 0 èëè S3 = 0. Íî

ñëó÷àè S1 = S3 = 0 è S2 = S3 = 0 áûëè ðàçîáðàíû âûøå.

Íà Ðèñóíêå 2.2 èçîáðàæåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìî-

ìåíòà ñëó÷àÿ Ñîêîëîâà íà so(3, 1).
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2 4 6 8
h

-6

-4

-2

-7

Ðèñ. 2.2: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

Êàê è â ñëó÷àå ñ áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè ãàìèëüòîíèàíà, îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà â ñëó÷àå Ñîêîëîâà

íà so(3, 1) ñîâïàäàþò ñ êðèòè÷åñêèìè (ñì. ïàðàãðàô 2.7).

2.5 Íåïîëíîòà ïîëÿ sgradH

Ìû ïîêàæåì, ÷òî êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ÿâëÿþùèåñÿ ïðÿìûìè, íåïîë-

íû, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìó Ëèóâèëëÿ ïðèìåíÿòü íåëüçÿ.

Ïîëå sgradH èìååò ñëåäóþùèé âèä:

{S1, H} = 2αS2S3 −Q2,

{S2, H} =
2κ
α
S1S3 +Q1,

{S3, H} = −2(
κ
α

+ α)S1S2,

{Q1, H} = S2A,

{Q2, H} = S1B,

{Q3, H} = −2(
κ
α
S1Q2 + αS2Q1).
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Ïîäñòàâèâ â íåãî S2 = S3 = Q1 = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
Ṡ1 = −Q2,

Q̇2 = S1B = S1(q +
2κ
α
Q3) = S1(2κS2

1 − 1 +
2κ
α
Q3),

Q̇3 = −2κ
α
S1Q2.

Âûðàçèâ Q3 èç óñëîâèÿ h = −κ
αS

2
1 + Q3 è ïîäñòàâèâ âî âòîðîå óðàâíåíèå,

èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
Ṡ1 = −Q2,

Q̇2 = S1

(
2κS2

1 − 1 +
2κ
α

(h+
κ
α
S2

1)

)
= S1

(
2

κ
α2S

2
1(α2 + κ)− 1 +

2κ
α
h

)
.

(2.5.1)

Èç ñèñòåìû (2.5.1) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà S1:

S̈1 = −Q̇2 = S1(−2
κ
α2S

2
1(α2 + κ) + 1− 2κ

α
h).

S̈1Ṡ1 = S1(−2
κ
α2S

2
1(α2 + κ) + 1− 2κ

α
h)Ṡ1,

d

dt

Ṡ2
1

2
=

d

dt

∫
S1(−2

κ
α2S

2
1(α2 + κ) + 1− 2κ

α
h) dS1,

Ṡ1 = ±

√
2

∫
S1(−2

κ
α2S

2
1(α2 + κ) + 1− 2κ

α
h) dS1 + C1,

Ṡ1 = ±

√√√√√(−2
κ
α2S

2
1(α2 + κ) + 1− 2κ

α h
)2

−2 κ
α2 (α2 + κ)

+ C,

Âèäíî, ÷òî ïðè κ < 0 ïðîèçâîäíàÿ S1 àñèìïòîòè÷åñêè ðàñòåò êâàäðàòè÷íî,

ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
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2.6 Èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ñëó÷àÿ e(3), ìîæíî äîêàçàòü ñëå-

äóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.6.1. Èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èìåþò ñëåäóþùèé òèï:

1. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h− κg2

α
, h < − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 2;

2. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = −αh2 − h− κg2

α
, h > − 1

2α
èìåþò èíäåêñ 1;

3. Ïðîîáðàçû êðèâîé k = κ
αh

2 − h + αg2, h >
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
èìåþò èíäåêñ 2;

4. Ïðîîáðàçû êðèâîé k =
1− 4κg2

4α
, − 1

2α
< h <

α−
√

(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ
èìåþò èíäåêñ 2.

2.7 Òîïîëîãèÿ ñîâìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ H è K

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S2
k äâóìåðíóþ ñôåðó ñ k ïðîêîëàìè.

Òåîðåìà 9. Ïðè ðåãóëÿðíûõ, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, (h, k) ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâ-

íÿ H è K, îáîçíà÷àåìàÿM 2
h,k èìååò ñëåäóþùèé òèï: 1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî

ïðè k > −αh2 − h− κ
αg

2 è h < − 1
2α, ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè k > 1−4κg2

4α , ïó-

ñòîå ìíîæåñòâî ïðè k > κ
αh

2 − h+ αg2;

2. 2S2
4 ïðè k < −αh2 − h− κ

αg
2, (h, k) 6= (0, 0) ïðè g 6= 0;

3. 2T 2 ïðè k > −αh2 − h− κ
αg

2 è k < κ
αh

2 − h+ αg2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå 2.7.1. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè R2(x, y) äàí ýëëèïñ ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò, çàäàííûé óðàâíåíèåì ax2 +bxy+cy2 = d, ãäå b2−4ac < 0,

ad > 0, è ýëëèïñ, çàäàííûé óðàâíåíèåì px2 + qy2 = r, ãäå p, q, r > 0. Òîãäà

óêàçàííûå ýëëèïñû ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(
(b2 − 4ac)r + 2d(aq + cp)

)2
6 4d2 ((aq − cp)2 + b2pq

)
, (2.7.1)

ïðè ýòîì åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, òî ýëëèïñû ñîâïàäàþò, åñëè íåðà-

âåíñòâî â (2.7.1) ñòðîãîå, òî ýëëèïñû ïåðåñåêàþòñÿ ïî ÷åòûðåì ðàçëè÷íûì

òî÷êàì, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà è íåíóëåâîé ïðàâîé ÷àñòè (2.7.1) � êàñàþòñÿ

ïî äâóì òî÷êàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàìåòðèçóåì ýëëèïñ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x =

√
r

p
cosϕ,

y =

√
r

q
sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π). Ïîäñòàâëÿÿ ïàðàìåòðèçîâàííûå çíà÷åíèÿ â óðàâ-

íåíèå ïåðâîé êðèâîé, ïîëó÷àåì:

ar

p
cos2 ϕ+

br
√
pq

sinϕ cosϕ+
cr

q
sin2 ϕ = d.

Ïåðåõîäÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ê äâîéíîìó àðãóìåíòó, èìååì:

ar

2
(1 + cos 2ϕ) +

br

2
√
pq

sin 2ϕ+
cr

2q
(1− cos 2ϕ) = d,

(
a

p
− c

q
) cos 2ϕ+

b
√
pq

sin 2ϕ =
2d

r
− a

p
− c

q
.

Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ A sin t + B cos t ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò −
√
A2 +B2

äî
√
A2 +B2, ïðè÷åì äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê äàííîãî îòðåçêà ñóùåñòâóåò äâà

ðàçëè÷íûõ ïðîîáðàçà íà [0, 2π), à äëÿ òî÷åê ±
√
A2 +B2 ñóùåñòâóåò îäèí
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ïðîîáðàç íà [0, 2π). Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå äâóõ êðèâûõ ñóùå-

ñòâîâàëî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

(
2d

r
− a

p
− c

q
)2 6 (

a

p
− c

q
)2 +

b2

pq
,

4d2

r2 +
a2

p2 +
c2

q2 −
4ad

pr
− 4

cd

qr
+

2ac

pq
6
a2

p2 −
2ac

pq
+
c2

q2 +
b2

pq
,

4d

r
(
d

r
− a

p
− c

q
) 6

b2 − 4ac

pq
,

4d2pq − 4d(aq + cp)r 6 (b2 − 4ac)r2

(b2 − 4ac)r2 + 4d(aq + cp)r − 4d2pq > 0.

ÄèñêðèìèíàíòD ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 16d2(aq+cp)2+16d2pq(b2−

4ac) = 16d2(a2q2 + 2acpq + c2p2 + b2pq − 4acpq) = 16d2(a2q2 − 2acpq + c2p2 +

b2pq) = 16d2((aq − cp)2 + b2pq) > 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b2 − 4ac < 0, ïîëó÷àåì:

−4d(aq + cp) + 4|d|
√

(aq − cp)2 + b2pq

2(b2 − 4ac)
6 r 6

−4d(aq + cp)− 4|d|
√

(aq − cp)2 + b2pq

2(b2 − 4ac)
,

èëè (
(b2 − 4ac)r + 2d(aq + cp)

)2
6 4d2 ((aq − cp)2 + b2pq

)
.

Ñëåäñòâèå 2.7.1. Ýëëèïñ
x2

a2 +
y2

b2
= 1 (b > a > 0) è îêðóæíîñòü x2 + y2 =

R2 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 6 R2 6 b2, ïðè÷åì åñëè

a2 = R2 = b2, òî êðèâûå ñîâïàäàþò, åñëè îáà íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, òî

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ÷åòûðå, èíà÷å � äâå.
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Ìû èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó, çàäàþùóþ M 2
h,k:

h = −κ
α
S2

1 + αS2
2 +Q3,

k = Q3q − αQ2
1 +

κ
α
Q2

2 + (
κ
α
− α)Q2

3,

S1Q1 + S2Q2 + S3Q3 = 0,

Q2
1 +Q2

2 +Q2
3 =

1− q2

4κ
− g2,

q = 2κ(S2
1 + S2

2 + S2
3)− 1.

(2.7.2)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèþ M 2
h,k íà ïëîñêîñòü R2(Q3, q).

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7.2) ñëåäóåò, ÷òî q 6 −1. Ðàçáåðåì

ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà q = −1.

Èç ïÿòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7.2) ñëåäóåò, ÷òî S1 = S2 = S3 = 0, à èç

÷åòâåðòîãî, ÷òî Q1 = Q2 = Q3 = 0 è g = 0.Ýòî îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0. Äàëåå

ñ÷èòàåì, ÷òî q < −1.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7.2) ñëåäóåò, ÷òî h > Q3. Ðàçáåðåì ñëó-

÷àé Q3 = h.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.7.2) ñëåäóåò, ÷òî S1 = S2 = 0. Îòñþäà è

èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ S3Q3 = 0, S3 6= 0, èíà÷å q = −1, ïîýòîìó h = Q3 = 0,

ïîëó÷èëè òî÷êè ðàíãà 0. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî Q3 < h.

Èç âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ìîæíî âûðàçèòü Q1 è Q2.
αQ2

1 −
κ
α
Q2

2 = Q3q − k + (
κ
α
− α)Q2

3,

Q2
1 +Q2

2 =
1− q2

4κ
− g2 −Q2

3.

(2.7.3)

Ïðèìåíèâ ñëåäñòâèå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ íà Q3 è q,
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äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò Q1 è Q2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå (2.7.3):
(κQ3 +

αq

2
)2 > kκα +

α2

4
− α2κg2,

(αQ3 −
q

2
)2 6

1

4
− κg2 − αk.

(2.7.4)

Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû

k 6
1− 4κg2

4α
, (2.7.5)

îòêóäà kκα >
κ − 4κ2g2

4
>

4α2κg2 − α2

4
, òî åñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî íåðà-

âåíñòâà â ñèñòåìå (2.7.4) íåîòðèöàòåëüíà.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî çàäàåò íà ïëîñêîñòè (Q3, q) òî÷êè, íå íàõîäÿùèåñÿ

ìåæäó ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

q =
2

α

(
−κQ3 ±

√
kκα +

α2

4
− α2κg2

)
(2.7.6)

Áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü ýòè ïðÿìûå ¾ñïëîøíûìè¿ (îíè áóäóò îáîçíà-

÷àòüñÿ íà ðèñóíêàõ ñïëîøíûìè ëèíèÿìè).

Âòîðîå íåðàâåíñòâî çàäàåò íà ïëîñêîñòè (Q3, q) òî÷êè ìåæäó ïàðîé ïàðàë-

ëåëüíûõ ïðÿìûõ

q = 2

(
αQ3 ±

√
1

4
− κg2 − αk

)
. (2.7.7)

Áóäåì íàçûâàòü ýòè ïðÿìûå ¾ïóíêòèðíûìè¿, íà ðèñóíêàõ îíè áóäóò îáîçíà-

÷àòüñÿ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.

Ñèñòåìà (2.7.4) çàäàåò íà ïëîñêîñòè (Q3, q) äâå ïîëîñû, ãðàíèöà êàæäîé

èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé è îòðåçêà, ïðè÷åì âíóòðåí-

íèì òî÷êàì ñîîòâåòñòâóò 4 òî÷êè (Q1, Q2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå (2.7.3),

ãðàíè÷íûì òî÷êàì (çà èñêëþ÷åíèåì óãëîâûõ) � 2, à óãëîâûì òî÷êàì � 1.
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Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.7.3) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (Q3, q) ëåæàëè âíå ¾ñïëîøíûõ¿ è âíóòðè ¾ïóíêòèðíûõ¿

ïðÿìûõ.

Ïóñòü Q3 6= 0. Òîãäà âûðàçèì S3 èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèì â

ïÿòîå. Ïîëó÷èì:

S2
1 + S2

2 + S2
3 =

q + 1

2κ
,

S2
1 + S2

2 +
(S1Q1 + S2Q2)

2

Q2
3

=
q + 1

2κ
,

(Q2
1 +Q2

3)S
2
1 + 2Q1Q2S1S2 + (Q2

2 +Q2
3)S

2
2 =

Q2
3(q + 1)

2κ
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè Q3 6= 0 ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé,

ñîñòàâëåííîé èç ïåðâîãî, òðåòüåãî è ïÿòîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.7.2), ýêâè-

âàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèé ó ñëåäóþùåé ñèñòåìû:
− κ
α
S2

1 + αS2
2 = h−Q3,

(Q2
1 +Q2

3)S
2
1 + 2Q1Q2S1S2 + (Q2

2 +Q2
3)S

2
2 =

Q2
3(q + 1)

2κ
.

(2.7.8)

Ïðèìåíÿåì Óòâåðæäåíèå 2.7.1. Çäåñü a = Q2
1 + Q2

3, b = 2Q1Q2, c = Q2
2 + Q2

3,

d =
Q2

3(q + 1)

2κ
, p = −κ

α
, q = α, r = h−Q3.

b2−4ac = 4Q2
1Q

2
2−4(Q2

1+Q
2
3)(Q

2
2+Q

2
3) = −4Q2

3(Q
2
1+Q

2
2+Q

2
3) = −4Q2

3(
1− q2

4κ
−g2) < 0,

ad > 0, ïîýòîìó óñëîâèÿ Óòâåðæäåíèÿ 2.7.1 âûïîëíåíû.

aq + cp = (Q2
1 +Q2

3)α+ (Q2
2 +Q2

3)
−κ
α

= αQ2
1 −

κ
α
Q2

2 + (α− κ
α

)Q2
3 = Q3q − k.
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Ïîýòîìó

r(b2 − 4ac) + 2d(aq + cp) = (Q3 − h)4Q2
3(

1− q2

4κ
− g2) +

Q2
3(q + 1)

κ
(Q3q − k) =

=
Q2

3

κ
(
(Q3 − h)(1− q2 − 4κg2) + (q + 1)(Q3q − k)

)
.

(2.7.9)

aq − cp = (Q2
1 +Q2

3)α− (Q2
2 +Q2

3)
−κ
α

= αQ2
1 +

κ
α
Q2

2 + (α +
κ
α

)Q2
3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(aq − cp)2 + b2pq = α2Q4
1 +

κ2

α2Q
4
2 + (α +

κ
α

)2Q4
3 + 2κQ2

1Q
2
2 + 2(α2 + κ)Q2

1Q
2
3+

+ 2
α2κ + κ2

α2 Q2
2Q

2
3 − 4κQ2

1Q
2
2 =

= α2Q4
1 +

κ2

α2Q
4
2 + (α +

κ
α

)2Q4
3 − 2κQ2

1Q
2
2+

+ 2(α2 + κ)Q2
1Q

2
3 + 2

α2κ + κ2

α2 Q2
2Q

2
3.

(Q3q − k)2 =
(
αQ1 −

κ
α
Q2

2 + (α− κ
α

)Q2
3

)2
=

= α2Q4
1 +

κ2

α2Q
4
2 + (α− κ

α
)2Q4

3 − 2κQ2
1Q

2
2 + 2(α2 − κ)Q2

1Q
2
3+

+ 2
−α2κ + κ2

α2 Q2
2Q

2
3 = α2Q4

1 +
κ2

α2Q
4
2 + (α +

κ
α

)2Q4
3 − 2κQ2

1Q
2
2+

+ 2(α2 + κ)Q2
1Q

2
3 + 2

α2κ + κ2

α2 Q2
2Q

2
3 − 4κQ4

3 − 4κQ2
1Q

2
3 − 4κQ2

2Q
2
3 =

= (aq − cp)2 + b2pq − 4κQ2
3(Q

2
1 +Q2

2 +Q2
3) =

= (aq − cp)2 + b2pq − 4κQ2
3(

1− q2

4κ
− g2).

Îòñþäà

(ap− cq)2 + b2pq = (Q3q − k)2 +Q2
3(1− q2 − 4κg2).
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Íåðàâåíñòâî (2.7.1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

Q2
3

κ2

(
(Q3 − h)(1− q2 − 4κg2) + (q + 1)(Q3q − k)

)2
6

6
Q4

3

κ2 (q + 1)2 ((Q3q − k)2 +Q2
3(1− q2 − 4κg2)

)
,

èëè

(Q3 − h)2(1− q2 − 4κg2)2 + 2(Q3 − h)(1− q2 − 4κg2)(q + 1)(Q3q − k)+

+ (q + 1)2(Q3q − k)2 6 (q + 1)2(Q3q − k)2 + (q + 1)2Q2
3(1− q2 − 4κg2).

Óíè÷òîæèâ îäèíàêîâîå ñëàãàåìîå (q+ 1)2(Q3q−k)2 â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ,

à òàêæå ñîêðàòèâ íà (1− q2 − 4κg2) = 4κ(Q2
1 +Q2

2 +Q2
3) < 0 è ïåðåíåñÿ âñå

â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì:

(Q3−h)2(1− q2−4κg2)+2(Q3−h)(q+1)(Q3q−k)− (q+1)2Q2
3 > 0. (2.7.10)

Îáîçíà÷èì h−Q3 ÷åðåç x, q+1 ÷åðåç y. Òîãäà q = y−1, 1−q2 = −y2 +2y,

íåðàâåíñòâî (2.7.10) ïåðåïèøåòñÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ òàê:

x2(−y2 + 2y − 4κg2) + 2xy(Q3(y − 1)− k)− y2Q2
3 > 0. (2.7.11)

Ñãðóïïèðóåì (2.7.11) ïî ñòåïåíÿì y:

(2xQ3 −Q2
3 − x2)y2 − 2x(x− k −Q3)y − 4κg2x2 > 0. (2.7.12)

Çàìåòèì, ÷òî 2xQ3 − Q2
3 − x2 = 2(h − Q3)Q3 − Q2

3 − (h − Q3)
2 = −h2,

x− k −Q3 = −h− k.

Íåðàâåíñòâî (2.7.12) ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

h2y2 − 2(h−Q3)(h+ k)y + 4κg2(h−Q3)
2 6 0,

îòêóäà

91



(h−Q3)
(
h+k−

√
(h+k)2−4κg2h2

)
h2 6 y 6

(h−Q3)
(
h+k+

√
(h+k)2−4κg2h2

)
h2 .

(2.7.13)

Íî y = q+1 < 0, à ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâ (2.7.13) íåîòðèöàòåëüíà, ïîýòîìó

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñèñòåìó

(h−Q3)
(
h+ k −

√
(h+ k)2 − 4κg2h2

)
h2 6 y < 0.

Èòàê, ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè (Q3, q), ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (2.7.8)

èìååò ðåøåíèå, èìååò âèä óãëà (ñ âíóòðåííîñòüþ) ìåæäó ëó÷àìè q = −1,

Q3 6 h è

q + 1 =

(
−(h+ k) +

√
(h+ k)2 − 4κg2h2

)
(Q3 − h)

h2 , Q3 6 h, (2.7.14)

ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå (h,−1). Ïîñëåäíèé ëó÷ íàçîâåì ¾òî÷å÷íûì¿, îí

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íà ðèñóíêàõ òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè. Ïðè ýòîì âíóòðåííèì

òî÷êàì óãëà ñîîòâåòñòâóþò 4 òî÷êè (S1, S2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå (2.7.8),

¾òî÷å÷íîìó¿ ëó÷ó � 2 òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî lim
h→0

−h− k +
√

(h+ k)2 − 4κg2h2

h2 =


∞, åñëè k 6 0;

−2κg2

k
, åñëè k > 0.

.

Ïîýòîìó ïðè h = 0 è k 6 0 ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ ñòàíåò âåðòèêàëüíûì ëó÷îì

q 6 −1, Q3 = 0, à ïðè h = 0, k > 0, ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ áóäåò èìåòü âèä

q + 1 = −2κg2

k
Q3.

Ïîñìîòðèì, êîãäà ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ íèæ-

íåé ¾ïóíêòèðíîé¿ è íèæíåé ¾ñïëîøíîé¿ ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì òî÷êó èõ ïåðå-

ñå÷åíèÿ (Q?
3, q

?). Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå ¾òî÷å÷íîé¿ ïðÿìîé äîëæíî ñîâïàäàòü
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ñ óðàâíåíèåì ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (h,−1) è (Q?
3, q

?). Óðàâíåíèå

ýòîé ïðÿìîé:
q + 1

−1− q?
=
Q3 − h
h−Q?

3
,

èëè

q + 1 = − q? + 1

h−Q?
3
(Q3 − h). (2.7.15)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè Q3 − h â (2.7.14) è (2.7.15), ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå óðàâíåíèå:

−h− k +
√

(h+ k)2 − 4κg2h2

h2 = − q? + 1

h−Q?
3
,

îòêóäà

(h−Q?
3)(−h− k +

√
(h+ k)2 − 4κg2h2) = −h2(q? + 1).

Ïîñëå ïåðåíîñà ñëàãàåìîãî ñ êîðíåì â ëåâóþ ÷àñòü, à îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ

â ïðàâóþ è âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé â êâàäðàò ïîëó÷àåì:

(h−Q?
3)

2 ((h+ k)2 − 4κg2h2)
)

= (h−Q?
3)

2(h+k)2−2(h−Q?
3)(h+k)h2(1+q?)+h4(1+q?)2,

îòêóäà

−4κ(h−Q?
3)

2g2h2 = −2(h−Q?
3)(h+ k)h2(1 + q?) + h4(1 + q?)2.

Ïóñòü h 6= 0. Ñîêðàòèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà h2:

− 4κ(h−Q?
3)

2g2 = −2(h−Q?
3)(h+ k)(1 + q?) + h2(1 + q?)2. (2.7.16)

Îáîçíà÷èì h−Q?
3 ÷åðåç x

?, óðàâíåíèå (2.7.16) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

−4κ(x?)2g2 = −2x?(x? +Q?
3 + k)(1 + q?) + (x? +Q?

3)
2(1 + q?)2,
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èëè(
4κg2 − 2(1 + q?) + (1 + q?)2) (x?)2−2x?(1+q?) (Q?

3 + k −Q3(1 + q?))+Q2
3(1+q?)2 = 0.

Ñãðóïïèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïî ñòåïåíÿì x?:

(4κg2 − 2q? + (q?)2)(x?)2 − 2x?(1 + q?)(k −Q3q
?) + (Q?

3)
2(1 + q?)2 = 0.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè Q3 = Q?
3 è q = q? ñèñòåìà (2.7.3) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Q1 = Q2 = 0. Ïîýòîìó k − Q?
3q
? = (

κ
α
− α)(Q?

3)
2 è

1− (q?)2

4κ
− g2 − (Q?

3)
2 = 0, îòêóäà

−4κ(Q?
3)

2(x?)2 − 2x?(1 + q?)(
κ
α
− α)(Q?

3)
2 + (Q?

3)
2(1 + q?)2 = 0.

Òàê êàê Q?
3 6= 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

− 4κ(x?)2 − 2x?(1 + q?)(
κ
α
− α) + (1 + q?)2 = 0. (2.7.17)

Q?
3 è q

? íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû:
q? = 2

(
αQ?

3 −
√

1

4
− κg2 − αk

)
,

q? =
2

α

(
−κQ?

3 −
√
kκα +

α2

4
− α2κg2

)
.

(2.7.18)

Ðàññìîòðèì äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (2.7.17), êîòîðûé îáîçíà÷èì D:

D

4
= (1 + q?)2(

κ
α
− α)2 + 4κ(1 + q?)2 = (1 + q?)2(

κ
α

+ α)2.

x?1 = h1 − Q?
3 =

(1 + q?)(κ
α − α) + (1 + q?)(κ

α + α)

−4κ
=

1 + q?

−2α
, îòêóäà h1 =

− 1

2α
−Q?

3 +
1

α

√
1
4 − κg2 − αk +Q?

3 = − 1

2α
+

1

α

√
1
4 − κg2 − αk.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà (h1, k) ëåæèò íà ïðàâîé âåòâè ïàðàáîëû k = −αh2 −

h− κ
αg

2.
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x?2 = h2 − Q?
3 =

(1 + q?)(κ
α − α)− (1 + q?)(κ

α + α)

−4κ
=

(1 + q?)α

2κ
, îòêóäà

h2 =
α

2κ
−Q?

3 −
1

κ

√
kκα + α2

4 − α2κg2 +Q?
3 =

α

2κ
− 1

κ

√
kκα + α2

4 − α2κg2.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà (h2, k) ëåæèò íà êóñêå ïàðàáîëû k = κ
αh

2 − h+ αg2.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ è íèæíèå ¾ïóíêòèðíàÿ¿ è ¾ñïëîø-

íàÿ¿ ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

h è k, ëåæàùèõ íà êóñêàõ ïàðàáîë, ñîñòàâëÿþùèõ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ èìååò áîëüøèé óãîë

íàêëîíà, ÷åì ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (h,−1) è (Q?
3, q

?), ïðè çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ h è k, ëåæàùèõ â îáëàñòè ïîä êóñêàìè ïàðàáîë íà áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììå, è áîëüøèé óãîë íàêëîíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ h è k

âíå äàííîé îáëàñòè.

Ïîñìîòðèì, êàê ðàñïîëîæåíû ¾ñïëîøíûå¿ è ¾ïóíêòèðíûå¿ ïðÿìûå, à òàê-

æå ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Âî-ïåðâûõ, îíè âñå èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû íàêëîíà, òàê

êàê 2α > 0,
−2κ
α

> 0,
−h− k +

√
(h+ k)2 − 4κg2h2

h2 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî
−h− k +

√
(h+ k)2 − 4κg2h2

h2 < 2α òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà k > −αh2 − h − κ
αg

2. Ïîýòîìó ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ èìååò ìåíüøèé óãîë

íàêëîíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ h è k íàä ïàðàáîëîé k = −αh2− h− κ
αg

2

è áîëüøèé óãîë íàêëîíà ïðè çíà÷åíèÿõ h è k ïîä äàííîé ïàðàáîëîé, ÷åì

¾ïóíêòèðíûå¿ ïðÿìûå.

Çàìåòèì, ÷òî
−h− k +

√
(h+ k)2 − 4κg2h2

h2 <
−2κ
α

òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà k > κ
αh

2 − h − αg2. Ïîýòîìó ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ èìååò ìåíüøèé

óãîë íàêëîíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ h è k, ëåæàùèõ íàä ïàðàáîëîé
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Ðèñ. 2.3: Ñëó÷àé 2

k = −αh2 − h = κ
αg

2, è áîëüøèé óãîë íàêëîíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

h è k ïîä äàííîé ïàðàáîëîé, ÷åì ¾ñïëîøíûå¿ ïðÿìûå.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Ïðè k >
1− 4κg2

4α
ñèñòåìà (2.7.3) íå èìååò ðåøåíèé â ñèëó (2.7.5), ïî-

ýòîìó M 2
h,k ïóñòî.

2. Ïðè k =
1− 4κg2

4α
äâå ïàðàëëåëüíûå ¾ïóíêòèðíûå¿ ïðÿìûå

q = 2

(
αQ3 ±

√
1

4
− κg2 − αk

)
ñëèâàþòñÿ â îäíó ïðÿìóþ q = 2αQ3. Ïðè

ýòîì ïðè h íå èç îòðåçêà

[
− 1

2α
;
α−

√
(α2 + κ)(1− 4κg2)

2κ

]
¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷

ïåðåñåêàåò ¾ïóíêòèðíóþ¿ ïðÿìóþ ìåæäó ¾ñïëîøíûìè¿ ïðÿìûìè, à âíóòðè

îòðåçêà � íèæå ¾ñïëîøíûõ¿ ïðÿìûõ (ñì. Ðèñ. 2.3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M 2
h,k â

ïåðâîì ñëó÷àå ïóñòî, à âî âòîðîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 2 êðèòè÷åñêèõ îêðóæ-

íîñòè.

3. Ïðè k > −αh2 − h − κg2

α
è h < − 1

2α
óãîë è ïîëîñà íå ïåðåñåêàþòñÿ (ñì.

Ðèñ. 2.4), ïîýòîìó M 2
h,k ïóñòî.
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Ðèñ. 2.4: Ñëó÷àé 3

Ðèñ. 2.5: Ñëó÷àé 4

4. Ïðè k = −αh2 − h− κg2

α
è h < − 1

2α
óãîë è ïîëîñà èìåþò îáùóþ ñòîðîíó

(ñì. Ðèñ. 2.7). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ëó÷, íàä âíóòðåííåé òî÷êîé ëó÷à

íàõîäÿòñÿ 4 òî÷êè ïðè ïðîåêöèè M 2
h,k íà ïëîñêîñòü (Q3, q), à íàä âåðøèíîé

� 2. Òàêèì îáðàçîì, M 2
h,k ñîñòîèò èõ äâóõ êðèòè÷åñêèõ ïðÿìûõ.

5. Ïðè k < −αh2 − h− κg2

α
è (h, k) 6= (0, 0) óãîë è ïîëîñà ïåðåñåêàþòñÿ òàê,

êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.6, ïðîåêöèåé M 2
h,k íà ïëîñêîñòü R2(Q3, q) ÿâëÿåòñÿ

çàêðàøåííîå ìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì íàä âíóòðåííèìè òî÷êàìè íàõîäèòñÿ 16
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Ðèñ. 2.6: Ñëó÷àé 5

òî÷åê, íàä ñòîðîíàìè � 8, íàä âåðøèíàìè � 4. ×òîáû ïîëó÷èòü òèï M 2
h,k â

ýòîì ñëó÷àå, íåîáõîäèìî ñêëåèòü 16 ýêçåìïëÿðîâ çàêðàøåííîãî ìíîæåñòâà ïî

ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ

2S2
4 .

6. Ïðè k = −αh2 − h− κg2

α
è h > − 1

2α
¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ ñîâïàäàåò ñ íèæíåé

¾ïóíêòèðíîé¿ ïðÿìîé, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.7. Çàêðàøåíî ìíîæåñòâî, ÿâ-

ëÿþùååñÿ îáðàçîì ïðîåêöèè M 2
h,k íà ïëîñêîñòü R2(Q3, q). Íàä âíóòðåííèìè

òî÷êàìè íàõîäÿòñÿ 16 òî÷åê, íàä âíóòðåííèìè òî÷êàìè âåðõíåãî ¾ñïëîøíî-

ãî¿ îòðåçêà � 4, íàä âíóòðåííèìè òî÷êàìè âåðõíåãî ¾ïóíêòèðíîãî¿ ëó÷à � 4

òî÷êè, íàä âíóòðåííèìè òî÷êàìè íèæíåãî ëó÷à � 2, íàä óãëîâûìè òî÷êàìè 2

(íà âåðõíåé) è 1 (íà íèæíåé). Â ýòîì ñëó÷àå M 2
h,k ÿâëÿåòñÿ îñîáîé ïîâåðõíî-

ñòüþ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå ïàðû öèëèíäðîâ, ñêëååííûõ ïî îáðàçóþùåé

(îäíà ïàðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾âîñüìåðêó¿, óìíîæåííóþ íà ïðÿìóþ).

7. Ïðè k > −αh2 − h − κg2

α
è k <

κ
α
h2 − h + αg2 ìíîæåñòâî ïðîåêöèè
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Ðèñ. 2.7: Ñëó÷àé 6

Ðèñ. 2.8: Ñëó÷àé 7

ïðåäñòàâëÿåì ñîáîé ÷åòûðåõóãîëüíèê, èçîáðàæåííûé íà Ðèñ. 2.8. Íàä âíóò-

ðåííèìè òî÷êàìè íàõîäÿòñÿ 16 òî÷åê, íàä ñòîðîíàìè � 8, íàä âåðøèíàìè � 4.

Ñêëåèâ 16 çàêðàøåííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì,

ïîëó÷àåì 2T 2.

8. Ïðè k =
κ
α
h2 − h + αg2 òî÷êà (h,−1) íàõîäèòñÿ íà íèæíåé ¾ñïëîøíîé¿

ïðÿìîé ñïðàâà îò ¾ïóíêòèðíûõ¿ ïðÿìûõ, à óãîë íàêëîíà ¾òî÷å÷íîãî¿ ëó÷à

è ¾ñïëîøíûõ¿ ïðÿìûõ ñîâïàäàåò, òî åñòü ¾òî÷å÷íûé¿ ëó÷ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì íèæíåé ¾ñïëîøíûé¿ ïðÿìîé. Îáðàçîì ïðîåêöèè ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê,
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íà âíóòðåííèìè òî÷êàìè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ 4 òî÷êè, à íàä êîíöåâûìè � 2,

îòêóäà M 2
h,k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 2 êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

9. Ïðè k >
κ
α
h2 − h + αg2 òî÷êà (h,−1) íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò ¾ïóíêòèð-

íûõ¿ ïðÿìûõ è ìåæäó ¾ñïëîøíûìè¿ ïðÿìûìè. Ïðè ýòîì óãîë íàêëîíà ó

¾ñïëîøíîé¿ ïðÿìîé áîëüøå, ÷åì ó ¾òî÷å÷íîãî¿ ëó÷à. Ïîýòîìó óãîë è ïîëîñà

íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü M 2
h,k ïóñòî â ýòîì ñëó÷àå.
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