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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîãî êëàññè÷åñêîãî èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ äèíà-

ìèêè òâ¼ðäîãî òåëà.

Â 1902 ãîäó Ñ.À. ×àïëûãèíûì [54] áûë îáíàðóæåí íîâûé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè â çàäà÷å

î äâèæåíèè òâ¼ðäîãî òåëà â æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü èäåàëüíàÿ, íåñæèìàåìàÿ,

çàïîëíÿåò áåñêîíå÷íûé îáú¼ì, îáëàäàåò îäíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòåé è ïîêîèòñÿ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé øåñòè îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè Êèðõãîôà. Â ãàìèëüòîíîâîé

ôîðìå ýòà ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ṡ = s× ∂H

∂s
+ r× ∂H

∂r
;

ṙ = r× ∂H

∂s
.

(0.0.1)

Çäåñü s = (s1, s2, s3), r = (r1, r2, r3) � òð¼õìåðíûå âåêòîðû èìïóëüñèâíîãî ìîìåíòà è èìïóëüñèâ-

íîé ñèëû â ïðîåêöèÿõ íà îñè, æ¼ñòêî ñâÿçàííûå ñ òåëîì. Ýòè âåêòîðû ñâÿçàíû ñîîòâåòñòâåííî

ñ óãëîâîé è ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ òâ¼ðäîãî òåëà ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Ãàìèëüòîíèàí H

èìååò ñìûñë ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà è æèäêîñòè è çàïèñûâàåòñÿ â ïåðåìåííûõ

s, r â âèäå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

H =
1

2
(As, s) + (Bs, r) +

1

2
(Cr, r),

ãäå A,B,C � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, ïðè÷¼ì â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òâ¼ð-

äûì òåëîì, ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà, à B � ñèììåòðè÷íà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ìàòðèö A,B,C

ñâÿçàí ñ ïðèñîåäèí¼ííûìè ìàññàìè è ìîìåíòàìè èíåðöèè òåëà â æèäêîñòè.

Âûâîä óðàâíåíèé Êèðõãîôà ñîäåðæòñÿ, íàïðèìåð, â [13].

Â íàéäåííîì Ñ.À. ×àïëûãèíûì èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
1

2
(s2

1 + s2
2 + 2s2

3 + c(r2
1 − r2

2)), (0.0.2)

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â òîé æå ðàáîòå [54] Ñ.À. ×àïëûãèíûì íàéäåíî âåùåñòâåííîå

ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùåå ðåøèòü çàäà÷ó â êâàäðàòóðàõ.
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Â 1916 ãîäó Ä.Í. Ãîðÿ÷åâûì [17] áûë îáíàðóæåí íîâûé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé

Ýéëåðà, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è óðàâíåíèÿ (0.0.1), íî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð s èìååò

ñìûñë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, à r � íåïîäâèæíûé â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå åäèíè÷íûé

âåêòîð, çàïèñàííûé â ñèñòåìå êîîðäèíàò, æ¼ñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì. Â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå,

íàéäåííîì Ãîðÿ÷åâûì, ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

U =
1

2

(
c(r2

1 − r2
2) +

b

r2
3

)
,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí â äàííîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ãàìèëüòîíèàíà (0.0.2) ëèøü

ñëàãàåìûì
b

2r2
3

. Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîì ñëó÷àå b = 0 ñèñòåìà Ãîðÿ÷åâà ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòå-

ìó ×àïëûãèíà. Ïàðàìåòð c â îáåèõ çàäà÷àõ ìîæíî èñêëþ÷èòü íàäëåæàùåé ëèíåéíîé çàìåíîé

ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà � ýòî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì, çàäàâàåìîå

ïàðàìåòðîì b. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ñåìåéñòâî ñèñòåì ñèñòåìàìè òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà

è âûäåëÿòü òðè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ: b = 0 (ñëó÷àé ×àïëûãèíà), b > 0 (ñëó÷àé

Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè) è b < 0 (ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè

ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè).

Â äàííîé ðàáîòå ñèñòåìû òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà èçó÷àþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè òîïî-

ëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

ñîçäàííîé À.Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëîé. Îñíîâû ýòîé òåîðèè çàëîæåíû â ðàáîòàõ [48, 6, 49], à

íàèáîëåå ïîëíîå å¼ èçëîæåíèå â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè [8]. Îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè À.Ò. Ôîìåíêî ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíèåì ïîëíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èí-

âàðèàíòà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà èíâàðèàíò-

íîì 3-ìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè. Íàïîìíèì, ÷òî ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì èíòåãðèóåìîé

ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïî-

âåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Â òèïè÷íîì (íåðåçîíàíñíîì) ñëó÷àå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíâàðèàíòîì ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèì ïîíÿòü ìíîãèå å¼ êà÷åñòâåííûå õàðàê-

òåðèñòèêè (òàêèå êàê óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òðàåêòîðèé, ñìåíà ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ è

äð.). Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, â êîìïàêòíîì ñëó÷àå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ òðè-

âèàëüíî â îêðåñòíîñòè ïî÷òè âñåõ ñëî¼â, îäíàêî íàëè÷èå îñîáûõ ñëî¼â äåëàåò åãî ãëîáàëüíî

íåòðèâèàëüíûì. Ïîýòîìó âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñëîåíèÿ Ëèóâèë-

ëÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå áèôóðêàöèé ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â ÷åðåç îñîáûå. Îêîí÷àòåëüíûé èíâàðèàíò

ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èìååò âèä ãðàôà (ìîëåêóëû) ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè, ð¼áðà êîòîðîãî îòâå÷àþò

ñåìåéñòâàì ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, à âåðøèíû � èõ ïåðåñòðîéêàì (àòîìàì).

Èíâàðèàíòû, ïîñòðîåííûå â òåîðèè Ôîìåíêî, áûëè ïðèìåíåíû åãî ó÷åíèêàìè è äðóãè-

ìè àâòîðàìè ê òîïîëîãè÷åñêîìó àíàëèçó ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ èíòåãðè-

ðóåìûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (À.À. Îøåì-

êîâ [35, 34, 33, 68], À.Â. Áîëñèíîâ [56], Ï.É. Òîïàëîâ [42], Ï.Â. Ìîðîçîâ [26, 27], Í.Ñ. Ñëàâè-
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íà [39] è äð.), èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ (Ò. Ç. Íãóåí, Ë.Ñ. Ïîëÿêîâà, Å.Í. Ñåëè-

âàíîâà [71, 37, 66, 28], Â. Â. Êàëàøíèêîâ (ìë.) [18], Â.Ñ. Ìàòâååâ [64, 65]), èíòåãðèðóåìûõ áèë-

ëèàðäîâ (Â.Â. Âåäþøêèíà (Ôîêè÷åâà) [44, 14, 15, 16]). Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîãèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ÷àñòî èìåþùèõ ðàçíîå ôèçè÷åñêîå ïðîèñõîæ-

äåíèå.

Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ñåìåéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà áûë íà÷àò

Î.Å. Îð¼ë è Ï.Å. Ðÿáîâûì â ðàáîòàõ [67, 36]. Äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà (b = 0) [67] èìè áûëà

íàéäåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, îïðåäåëåíû òîïîëîãè÷åñêèå òèïû

íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, èññëåäîâàíû áèôóðêàöèè ëèóâèëëåâûõ òîðîâ è ïî-

ñòðîåí ãðóáûé ëèóâèëëåâ èíâàðèàíò (ìîëåêóëà). Ï. Å. Ðÿáîâûì [36] áûë èññëåäîâàí ñëó÷àé

Ãîðÿ÷åâà ïðè b > 0: íàéäåíî âåùåñòâåííîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ (äàþùåå ðåøåíèå çàäà÷è â

êâàäðàòóðàõ), íàéäåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, èçó÷åíû òèïû îñî-

áûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ðàíãà 0 è 1, èññëåäîâàíû áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñèñòåì òèïà ×àïëû-

ãèíà�Ãîðÿ÷åâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b ∈ R. Â ñëó÷àå b ≥ 0 äëÿ âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè-

÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíåé ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíûé èíâàðèàíò ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíî-

ñòè (èíâàðèàíò Ôîìåíêî�Öèøàíãà, èëè ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà). Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå b = 0 âû÷èñ-

ëÿþòñÿ èíâàðèàíòû òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàê îêàçàëîñü, ñëó÷àé ×àïëûãèíà (b = 0)

íà âñåõ íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí õîðîøî èçâåñòíîìó ñëó÷àþ Ýé-

ëåðà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà, à ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ � òàêæå ñèñòåìå ßêîáè (ãåîäåçè÷åñêî-

ìó ïîòîêó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà). Êðîìå òîãî, íà ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè ñèñòåìà

×àïëûãèíà îêàçûâàåòñÿ òàêæå òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìàì Ýéëåðà è ßêîáè (òî÷íóþ

ôîðìóëèðîâêó ñì. íèæå).

Ñëó÷àé b < 0 èíòåðåñåí òåì, ÷òî âñå ëèóâèëëåâû ñëîè îêàçûâàþòñÿ íåêîìïàêòíûìè. Îò-

ìåòèì, ÷òî òåîðèÿ À.Ò. Ôîìåíêî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò êîìïàêòíîñòü ñëî¼â. Ïîïûòêàì å¼

îáîáùåíèÿ íà íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé ïîñâÿùåíî äîâîëüíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. [60, 19,

21, 20, 1]). Ýòî íàïðàâëåíèå ñåé÷àñ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàåòñÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì áîëüøîãî

÷èñëà ðåàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ñëîåíèÿìè Ëèóâèëëÿ. Ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà

ïðè b < 0 ïîïîëíÿåò ýòîò ñïèñîê. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ãðóáûé ëèóâèëëåâ

àíàëèç, íà âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ èíâàðèàíò

Ôîìåíêî (ìîëåêóëà).

Îäíèì èç îñíîâíûì ìåòîäîâ òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, èñïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿ-

åòñÿ ìåòîä áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà [50], ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü òî-

ïîëîãèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðè ýòîì

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôàçîâûå ïåðåìåííûå �äîñòàòî÷íî õîðîøî� âûðàæàëèñü ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàç-

äåëåíèÿ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íàõîæäåíèå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, à òàêæå ÷èñëà ëèóâèëëå-

âûõ ñëî¼â â ïðîîáðàçå åãî òî÷åê ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó íåêîòîðîé ñèñòåìû Z2-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè:

1. ëèóâèëëåâà è òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàåêòîðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåìû ×àïëûãèíà (b = 0) íà

íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêó-

ëû) è Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëû);

2. ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè

(b > 0) íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà

Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêóëû);

3. ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâû-

ìè ñëîÿìè (b < 0) íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè â òåðìèíàõ

èíâàðèàíòà Ôîìåíêî (ìîëåêóëû);

4. âûÿâëåíèå ñðåäè èññëåäîâàííûõ ñèñòåì ëèóâèëëåâûõ è òðàåêòîðíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ

ðàíåå èçó÷åííûìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Âïåðâûå äå-

ìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîíêèõ

èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè è âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó:

1) äëÿ ñèñòåìû ×àïëûãèíà (b = 0):

• èìååòñÿ 6 îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü, äâå èç êîòîðûõ íåâûðîæäåíû;

• ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ èíâàðèàíòàìè Ôîìåíêî�

Öèøàíãà (ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè) òð¼õ òèïîâ;

• òîïîëîãè÷åñêèé òðàåêòîðíûé ïîðòðåò íà íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ èí-

âàðèàíòàìè Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëàìè) ÷åòûð¼õ òèïîâ;

2) äëÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè (b > 0):

• ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè îïèñûâà-

åòñÿ èíâàðèàíòàìè Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè) òð¼õ òèïîâ;

3) äëÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè (b < 0):
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• ïðè b ∈ (−1, 0) èìååòñÿ øåñòü, à ïðè b ≤ −1 � äâå îñîáûå òî÷êè ðàíãà íîëü, êîòîðûå

íåâûðîæäåíû ïðè b 6= −1 è âûðîæäåíû ïðè b = −1;

• áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàáîë, äâóõ ëó-

÷åé, êàñàþùèõñÿ ïàðàáîë â èõ âåðøèíàõ, è îòðåçêà, êàñàþùåãîñÿ îáåèõ ïàðàáîë;

• ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè (ãðóáî)

îïèñûâàåòñÿ èíâàðèàíòàìè Ôîìåíêî (ìîëåêóëàìè) ñåìè òèïîâ;

4) ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñèñòåìû ×àïëûãèíà è Ãîðÿ÷åâà ïðè b > 0 ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíû îñíîâíûì êëàññè÷åñêèì ñëó÷àÿì èíòåãðèðóåìîñòè â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òå-

ëà (ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé�ßõüè, Ñðåòåíñêîãî, Æóêîâñêîãî, Êëåáøà,

Ñîêîëîâà), à òàêæå íåêîòîðûì èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷å-

íèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ ýòèõ ñèñòåì);

5) ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñèñòåìà ×àïëûãèíà òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâà-

ëåíòíà ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå

òâ¼ðäîãî òåëà (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ ýòèõ ñèñòåì).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåá-

ðû è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé èñïîëüçóþòñÿ

ìåòîäû òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ñîçäàííîé À.Ò. Ôîìåíêî

è åãî øêîëîé, à òàêæå ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, ðàçðàáîòàííûå Ì.Ï. Õàðëàìîâûì. Äëÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà ôóíêöèé âðàùåíèÿ ïðèâëåêàåòñÿ ïðîãðàììíûé ïàêåò �Wolfram

Mathematica�.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óñòàíîâ-

ëåíèÿ èçîìîðôèçìîâ ëèóâèëëåâûõ ñëîåíèé ðàçëè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Èñïîëüçîâàííûå

â äèññåðòàöèè ïðè¼ìû âû÷èñëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè äðóãèõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ. Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû íåêîìïàêòíûõ ëèóâèëëå-

âûõ ñëîåíèé ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáîñíîâàíû â âèäå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ

è ïðîøëè àïðîáàöèþ íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:
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• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïî-

ñâÿù¼ííàÿ 110-îé ãîäîâùèíå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà È. Ã. Ïåòðîâñêîãî

(Ìîñêâà, 30 ìàÿ � 4 èþíÿ, 2011);

• International Topological Conference �Alexandro� Readings� (Moscow, May 21-25, 2012);

• XVII Geometrical Seminar (Zlatibor, Serbia, Sebtember 3-8, 2012);

• XX ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-

2013¿ (Ìîñêâà, 8-12 àïðåëÿ 2013 ã.);

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà èì. Ñ. Ã. Êðåé-

íà� (Âîðîíåæ, 26-31 ÿíâàðÿ 2014 ã.);

• XXI ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-

2014¿ (Ìîñêâà, 7-11 àïðåëÿ 2014 ã.);

• XIII Serbian Mathematical Congress (Vrnja�cka Banja, Serbia, May 22-25, 2014);

• XVIII Geometrical Seminar (Vrnja�cka Banja, Serbia, May 25-28, 2014);

• XXII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-

2015¿ (Ìîñêâà, 13-17 àïðåëÿ 2015 ã.);

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà èì. Ñ. Ã. Êðåé-

íà� (Âîðîíåæ, 25-31 ÿíâàðÿ 2016 ã.);

• 4th International Workshop �Geometry, Analysis and Probability� (Moscow, September 26 �

October 1, 2016);

• 4th International Conference on Finite Dimensional Integrable Systems in Geometry and Mathe-

matical Physics (Barcelona, Spain, July 3-7, 2017);

• International Conference on Topology and its Applications (Nafpaktos, Greece, July 7-11, 2018);

• 5th International Conference on Finite Dimensional Integrable Systems in Geometry and Mathe-

matical Physics (Shanghai, China, May 6-12, 2019);

• International Conference �Scienti�c Heritage of Sergey A. Chaplygin (Nonholonomic Mechanics,

Vortex Structures and Hydrodynamics)� (Cheboksary, June 2-6, 2019);

• ñåìèíàð �Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôî-

ìåíêî (ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà);
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• cåìèíàð �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî,

ïðîô. À.Ñ. Ìèùåíêî, ïðîô. À.Â. Áîëñèíîâà, ïðîô. À.À. Îøåìêîâà, ïðîô. Å.À. Êóä-

ðÿâöåâîé, äîö. È.Ì. Íèêîíîâà, äîö. À.Þ. Êîíÿåâà, àññ. Â.Â. Âåäþøêèíîé (ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà);

• ñåìèíàð �Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Ñ. Ìè-

ùåíêî, ïðîô. Â.Ì. Ìàíóéëîâà, ïðîô. È.Ê. Áàáåíêî, äîö. À.À. Èðìàòîâà (ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà).

Ïóáëèêàöèè àâòîðà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ [74, 75, 76, 77, 78], ïÿòü èç

êîòîðûõ îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïóíêòó 2.3 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæäåíèè

ó÷¼íûõ ñòåïåíåé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 189 ñòðàíèöàõ, ñîäåðæèò 4 òàáëèöû è 93 ðèñóíêà. Áèáëèîãðàôè-

÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 94 íàèìåíîâàíèÿ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè ðàáîòû, êðàòêî èçëàãàþòñÿ å¼ ðåçóëüòàòû è ñîäåðæàíèå.

Â ãëàâå 1 äà¼òñÿ êðàòêèé îáçîð òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì À.Ò. Ôîìåíêî. Ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, èí-

òåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ, ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà, åãî îñîáûõ òî÷åê è áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, àòîìà, èíâàðèàíòà Ôîìåíêî (ìîëå-

êóëû), èíâàðèàíòà Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêóëû), òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, èí-

âàðèàíòà Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëû). Äà¼òñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ìåòîäà áóëåâûõ ôóíêöèé

Ì.Ï. Õàðëàìîâà, à òàêæå àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà èçîýíåðãåòè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 0.0.1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû � ýòî òðîéêà (M2n, ω,H),

ãäå

• M2n � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω;

• H ∈ C∞(M2n) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàí), ïîðîæäàþùàÿ ãàìèëüòîíîâî âåê-

òîðíîå ïîëå sgradH = ω−1dH.
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Îïðåäåëåíèå 0.0.2. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (M2n, ω,H) íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî

Ëèóâèëëþ, åñëè îíà îáëàäàåò n ïåðâûìè èíòåãðàëàìè f1, . . . , fn, òàêèìè, ÷òî

1. f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M2n (ò.å. èõ äèôôåðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî

íåçàâèñèìû ïî÷òè âñþäó íà M2n);

2. {fi, fj} = 0, i, j = 1, . . . , n (ò.å. èíòåãðàëû f1, . . . , fn íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî

ñêîáêè Ïóàññîíà, ïîðîæä¼ííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω).

Çàìå÷àíèå 0.0.1. ×àñòî â îïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ âêëþ÷àþò òðåáîâàíèå,

÷òîáû ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè, ïîðîæä¼ííûå âåêòîðíûìè ïîëÿìè sgrad f1, . . . , sgrad fn, áûëè ïîë-

íû, ò. å. ÷òîáû åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð (âðåìÿ) íà èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ áûë îïðåäåë¼í

íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Îïðåäåëåíèå 0.0.3. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãà-

ìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåí-

òû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn, íàçûâàåìûå ëèóâèëëåâûìè

ñëîÿìè.

Îïðåäåëåíèå 0.0.4. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2n
1 , ω1, H1) è (M2n

2 , ω2, H2)

íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî (èëè òîïîëîãè÷åñêè) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîð-

ôèçì M2n
1 íà M2n

2 , ïåðåâîäÿùèé ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïåðâîé ñèñòåìû â ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ âòîðîé

ñèñòåìû. Èìååò ñìûñë òàêæå ãîâîðèòü î ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì, îãðàíè÷åííûõ

íà íåêîòîðûå èíâàðèàíòíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ (íàïðèìåð, èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

{H = const}).

Îïðåäåëåíèå 0.0.5. Ñëîé L ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, èëè íåîñîáûì, åñëè

äèôôåðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî íåçàâèñèìû âñþäó íà L. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëîé íàçûâà-

åòñÿ îñîáûì.

Êàê ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ òðèâèàëüíî â îêðåñòíî-

ñòè íåîñîáîãî êîìïàêòíîãî ñëîÿ. Îäíàêî èç-çà íàëè÷èÿ îñîáûõ ñëî¼â îíî íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ, ãëîáàëüíî òðèâèàëüíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèå îñîáûõ ñëî¼â ñîñòàâëÿåò íàèáîëåå

ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü çàäà÷è îïèñàíèÿ ãëîáàëüíîé òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Â ñëó÷àå ïîëíîòû ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ, ïîðîæä¼ííûõ ïîëÿìè sgrad f1, . . . , sgrad fn, íà

êàæäîì ëèóâèëëåâîì ñëîå îïðåäåëåíî ãàìèëüòîíîâî äåéñòâèå ãðóïïû Rn ñäâèãàìè âäîëü èíòå-

ãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ýòèõ ïîëåé. Êàæäûé ñëîé ñîñòîèò èç îäíîé èëè íåñêîëüêèõ îðáèò ýòîãî

äåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì íåîñîáûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ îðáèòó.

Îïðåäåëåíèå 0.0.6. Îòîáðàæåíèå F = (f1, . . . , fn) : M2n → Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìî-

ìåíòà.
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Îïðåäåëåíèå 0.0.7. Òî÷êà P ∈ M2n íàçûâàåòñÿ îñîáîé, åñëè rank dF(P ) < n, òî åñòü äèôôå-

ðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî çàâèñèìû â òî÷êå P . ×èñëî rank dF(P ) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì îñîáîé

òî÷êè P . Òàêæå ìîæíî ãîâîðèòü î ðàíãå îñîáîé îðáèòû ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ ãðóïïû Rn.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Îïðåäåëåíèå 0.0.8. Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íàçûâàåòñÿ îáðàç

F(C) ⊂ R2 ìíîæåñòâà C åãî îñîáûõ òî÷åê.

Êàê ïðàâèëî, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ãëàäêèõ äóã, ðàçáèâàþ-

ùèõ îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà íåñêîëüêî îáëàñòåé (êàìåð), è îñîáûõ òî÷åê. Ïðîîáðàçû

òî÷åê êàìåð ñîñòîÿò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, â òî âðåìÿ êàê ïðîîáðàçû òî÷åê

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âñåãäà ñîäåðæàò îñîáûå ñëîè. Ñìûñë áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû

ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïðîèñõîäÿò

ïåðåñòðîéêè (áèôóðêàöèè) ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â.

Äàëåå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ýíåðãèè (ò. å. ôèê-

ñèðîâàííîì çíà÷åíèè ãàìèëüòîíèàíà). Ïóñòü (M4, ω,H) � èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, è K � å¼ äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë.

Îïðåäåëåíèå 0.0.9. Ïîäìíîãîîáðàçèå Q3
h = {x ∈ M4 | H(x) = h} íàçûâàåòñÿ èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèì ìíîãîîáðàçèåì (èëè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ).

Èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3
h íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè dH|x 6= 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè

x ∈ Q3
h.

Îïðåäåëåíèå 0.0.10. Èíòåãðàë K íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà íà íåîñîáîì èçîýíåðãåòè÷å-

ñêîì ìíîãîîáðàçèè Q3
h, åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê åãî îãðàíè÷åíèÿ K|Q3

h
ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåâûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Íåâûðîæäåííîñòü

îçíà÷àåò, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà òðàíñâåðñàëÿõ ê êðèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèÿì

âî âñåõ èõ òî÷êàõ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ñîäåðæàùèåñÿ â Q3
h îðáèòû ðàíãà 1 ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ ãðóïïû R2

ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òî ýòî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷¼ò áîòòîâîñòü èíòåãðàëà K íà Q3
h.

Îïðåäåëåíèå 0.0.11. Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, îãðàíè÷åííàÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðà-

çèå Q3
h (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ýíåðãèè h), íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîé,

åñëè òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè âîçìóùåíèè çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h (ò. å. ñèñòå-

ìû íà áëèçêèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû äàííîé).

Âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q3
h � ñâÿçíîå íåîñîáîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû c áîòòîâñêèì äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì, âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãî-

îáðàçèÿ ôóíêöèè KQ3
h
îäíîìåðíû, à ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâà íà Q3

h.
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Îïðåäåëåíèå 0.0.12. 3-àòîìîì íàçûâàåòñÿ ìàëàÿ ñâÿçíàÿ èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü â Q3
h

îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà.

Òàêèì îáðàçîì, 3-àòîì � ýòî èíâàðèàíò ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âáëèçè îñîáîãî ñëîÿ, îïèñûâàþ-

ùèé áèôóðêàöèþ (ïåðåñòðîéêó) ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àòîì ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ

ñëî¼â. Êàê ïîêàçàíî À.Ò. Ôîìåíêî [47], èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó 3-àòîìàìè è 2-àòîìàìè, îïèñûâàþùèìè, ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåñòðîéêè ñëîåíèé

äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé Ìîðñà. À èìåííî, êàæäûé êîìïàêòíûé 3-

àòîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññëîåíèå Çåéôåðòà íàä íåêîòîðûì êîìïàêòíûì 2-àòîìîì, êîòîðûé

ìîæåò ñîäåðæàòü îòìå÷åííûå òî÷êè (�çâ¼çäî÷êè�). Ïðèìåðû àòîìîâ áóäóò ïðèâåäåíû íèæå.

Ðàññìîòðèì ãðàô Êðîíðîäà�Ðèáà ôóíêöèè K íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Q3
h, ò. å.

ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h ïî òàêîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: òî÷êè x, y ∈ Q3

h

ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñëîþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ð¼áðà ãðàôà îòâå÷àþò

îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, à âåðøèíû � îñîáûì ñëîÿì. Ñîïîñòàâèì

òåïåðü êàæäîé âåðøèíå ãðàôà àòîì, êîäèðóþùèé ïåðåñòðîéêó ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â âáëèçè ñî-

îòâåòñòâóþùåãî îñîáîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîäðàçóìåâàåòñÿ âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíöèäåíòíûìè åé ð¼áðàìè è êîìïîíåíòàìè êðàÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

àòîìà. Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ãðàô ñ âåðøèíàìè�àòîìàìè íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôî-

ìåíêî, èëè ìîëåêóëîé.

Îïðåäåëåíèå 0.0.13. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ãðóáî ëèóâèëëå-

âî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé

Ëèóâèëëÿ, êîòîðûé â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè áàçû ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîð-

ôèçìà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

Ìîëåêóëà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ò. å. äâå èí-

òåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìîëåêóëû ñîâïàäþò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîëåêóëó èíîãäà

íàçûâàþò ãðóáûì ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì, à êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóáîé ëèóâèë-

ëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè � ãðóáûì ëèóâèëëåâûì àíàëèçîì.

Åñëè ìíîãîîáðàçèå Q3
h êîìïàêòíî, òî ÷òîáû ñíàáäèòü ìîëåêóëó ïîëíîé èíôîðìàöèåé î òî-

ïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, íóæíî äîáàâèòü ê íåé íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ìåòêè ri ∈ Q/Z ∪ {∞},
εi = ±1, nk ∈ Z, ïîêàçûâàþùèå, êàê èìåííî îòäåëüíûå àòîìû �ñêëåèâàþòñÿ� âäîëü ð¼áåð ìîëå-

êóëû. Ìîëåêóëà, ñíàáæ¼ííàÿ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè ri, εi, nk, íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî�

Öèøàíãà (èëè ìå÷åíîé ìîëåêóëîé) èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà äàííîì èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíî-

ãîîáðàçèè.

Òåîðåìà 0.1 (À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã [49]). Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà íåîñîáûõ òð¼õ-

ìåðíûõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.
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Â ñèëó òåîðåìû 1.4 ìå÷åíóþ ìîëåêóëó ÷àñòî íàçûâàþò òîíêèì ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì

(ïðîòèâîïîñòàâëÿÿ å¼ ãðóáîìó èíâàðèàíòó � ìîëåêóëå), à êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ëè-

óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè � òîíêèì ëèóâèëëåâûì àíàëèçîì.

Îïðåäåëåíèå 0.0.14. Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè (ãëàäêî) òðàåê-

òîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (äèôôåîìîðôèçì) ìåæäó èõ ôàçîâû-

ìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïåðåâîäÿùèé îðèåíòèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïåðâîé ñèñòåìû â

îðèåíòèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âòîðîé ñèñòåìû. Ïàðàìåòð íà òðàåêòîðèÿõ (âðåìÿ)

ïðè ýòîì íå îáÿçàí ñîõðàíÿòüñÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî òðàåêòîðíîãî èíâàðèàíòà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè-

÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ê ìå÷åíîé ìîëåêóëå íóæíî äîáàâèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå èíâà-

ðèàíòû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì t-ìîëåêóëó (èíâàðèàíò Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî) â òîïîëîãè÷åñêîì

ñëó÷àå [11, 12] è st-ìîëåêóëó â ãëàäêîì [3]. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå t-ìîëåêóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ìå-

÷åíîé ìîëåêóëû äîáàâëåíèåì èíâàðèàíòîâ äâóõ òèïîâ: R-èíâàðèàíòîâ íà ð¼áðàõ ìîëåêóëû è

b-èíâàðèàíòîâ íà íåêîòîðûõ ãðóïïàõ àòîìîâ. Áîëåå ïîäðîáíî îá èíâàðèàíòàõ ëèóâèëëåâîé è

òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñì. íèæå.

Â ãëàâå 2 ñòàâèòñÿ çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà ñåìåéñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì òèïà

×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì èññëåäóþòñÿ îñîáûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ðàíãà

0 è 1, íàõîäèòñÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, îïðåäåëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå òèïû íåîñîáûõ

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà äâîéñòâåííîì ïðî-

ñòðàíñòâå e(3)∗ ê àëãåáðå Ëè e(3), ñíàáæ¼ííîì ñòàíäàðòíîé ñêîáêîé Ëè�Ïóàññîíà. Â ïîäõîäÿùèõ

êîîðäèíàòàõ s1, s2, s3, r1, r2, r3 íà e(3)∗ ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà çàäà¼òñÿ ôîðìóëàìè

{si, sj} = −εijksk, {si, rj} = −εijkrk, {ri, rj} = 0, i, j, k = 1, 2, 3, (0.0.3)

ãäå εijk =
1

2
(i−j)(j−k)(k−i), è èìååò äâå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Êàçèìèðà (ò. å. òàêèå ôóíêöèè,

ñêîáêà êîòîðûõ ñ ëþáîé äðóãîé ôóíêöèåé ðàâíà íóëþ):

f1 = r2
1 + r2

2 + r2
3,

f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà e(3)∗ (êàê è íà âñÿêîì ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè) èìååò

âèä:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H}, i = 1, 2, 3, (0.0.4)

ãäå H � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàí).

Ôóíêöèè f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà e(3)∗ è

íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì è èíòåãðàëîì ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâåííî. Íà 4-ìåðíûõ
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ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ M4
a,g = {x ∈ e(3)∗ | f1(x) = a, f2(x) = g}, a > 0, ñêîáêà (0.0.3) îïðåäå-

ëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ïðè ýòîì íà M4
a,g ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èç îïðåäåëåíèÿ 0.0.1

ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (0.0.4). Îãðàíè÷åíèå òåíçîðà Ïóàññîíà íà M4
a,g (êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå

â ñèëó òîãî, ÷òî f1, f2 � ôóíêöèè Êàçèìèðà, è çàäàâàåìîå ìàòðèöåé, îáðàòíîé ê ìàòðèöå ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé ôîðìû) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A.

Ðàññìàòðèâàåìîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà íà e(3)∗ çà-

äà¼òñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
1

2

(
s2

1 + s2
2 + 2s2

3 + r2
1 − r2

2 +
b

r2
3

)
.

Íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå M4
1,g ýòè ñèñòåìû èìåþò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè íóëåâîì çíà-

÷åíèè èíòåãðàëà ïëîùàäåé (ò.å. íà M4
1,0) îíè èíòåãðèðóåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî èíòå-

ãðàëà

K =

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

)2

+ 2(s2
1 − s2

2)r2
3 + r4

3.

Â ñåìåéñòâå ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà âûäåëÿåòñÿ òðè ñëó÷àÿ:

• b = 0 � ñëó÷àé ×àïëûãèíà;

• b > 0 � êîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà;

• b < 0 � íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà.

Òåîðåìà 0.2 (ñì. òåîðåìó 2.1; Ï. Å. Ðÿáîâ [36] (b > 0), Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75] (b ≤ 0)).

1. Ãàìèëüòîíèàí H èìååò íà ìíîãîîáðàçèè M4
1,0 ñëåäóþùèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

P±±1 (0, 0, 0,±
√

1−
√
−b, 0,± 4

√
−b) ïðè −1 ≤ b ≤ 0;

P±±2 (0, 0, 0, 0,±
√

1−
√
b,± 4
√
b) ïðè 0 ≤ b ≤ 1;

P±3 (0, 0, 0, 0, 0,±1) ïðè b ∈ R.

2. Ýòè òî÷êè êðèòè÷åñêèå òàêæå äëÿ èíòåãðàëà K, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè

òî÷êàìè ðàíãà íîëü îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F = (H,K). Äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü

íåò.

3. Òî÷êè P±±1 èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî ïðè −1 < b < 0 è âûðîæäåíû ïðè b = −1 è b = 0;

òî÷êè P±±2 èìåþò òèï öåíòð-öåíòð ïðè 0 < b < 1 è âûðîæäåíû ïðè b = 0 è b = 1;

òî÷êè P±3 èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî ïðè b < −1, öåíòð-ñåäëî ïðè −1 < b < 1, öåíòð-öåíòð

ïðè b > 1 è âûðîæäåíû ïðè b = −1 è b = 1.

4. Íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå òî÷êàì P±±1 , P±±2 , P±3 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè

F(P±±1 ) =

(
1

2
−
√
−b,−2b

)
; F(P±±2 ) =

(
−1

2
+
√
b, 2b

)
; F(P±3 ) =

(
b

2
, b2 + 1

)
.
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Ïîëîæèì:

• l+ = {(h, k) ∈ R2 | k = 2b};

• l− = {(h, k) ∈ R2 | k = −2b};

• l = {(h, k) ∈ R2 | k = 4bh− b2};

• π+ = {(h, k) ∈ R2 | k = (2h+ 1)2 − 2b};

• π− = {(h, k) ∈ R2 | k = (2h− 1)2 + 2b}.

Òåîðåìà 0.3 (ñì. òåîðåìó 2.2; Î. Å. Îð¼ë, Ï. Å. Ðÿáîâ [67] (b = 0), Ï. Å. Ðÿáîâ [36] (b > 0),

Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [78] (b < 0)). Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåì

òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2(h, k) çíà÷åíèé ïåð-

âûõ èíòåãðàëîâ H,K:

ïðè b = 0:

π+ ïðè h ≥ −1

2
; π− ïðè h ≥ 0; l ïðè h ≥ −1

2
;

ïðè 0 < b < 1:

π+ ïðè h ≥
√
b− 1

2
; π− ïðè h ≥ b

2
;

l+ ïðè h ∈
[√

b− 1

2
,
1

2

]
; l ïðè h ≥ b+ 1

2
;

ïðè b ≥ 1:

π+ ïðè h ≥ b

2
; π− ïðè h ≥ b

2
; l ïðè h ≥ b+ 1

2
;

ïðè b < 0:

π+ ïðè h ∈ R; π− ïðè h ∈ R;

l+ ïðè h ≥ 1

2
; l− ïðè h ≥ −1

2
; l ïðè h ∈

[
b− 1

2
,
b+ 1

2

]
.

Òåîðåìà 0.4 (ñì. òåîðåìó 2.8; Ï. Å. Ðÿáîâ [36] (b > 0), Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75] (b ≤ 0)).

1. Â ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà (b 6= 0) îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå òî÷åê êàñàíèÿ ïðÿìûõ

l, l+, l− ñ ïàðàáîëàìè π+, π− íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Âñå

îñòàëüíûå îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.
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2. Â ñëó÷àå ×àïëûãèíà (b = 0) îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå ïðÿìîé l íà áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Âñå îñòàëüíûå îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 ÿâëÿ-

þòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Çàìå÷àíèå 0.0.2. Ïðè b = 0 îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå ïðÿìîé l ïðè h ∈ (−1/2, 1/2)∪
(1/2,+∞) ñòàíîâÿòñÿ íåâûðîæäåííûìè, åñëè â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ðàññìîò-

ðåòü ôóíêöèþ
√
K.

Ñëåäñòâèå 0.0.1. Íà âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè èíòåãðàë K

(èëè
√
K ïðè b = 0) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà.

Â ãëàâå 3 ïðîâîäèòñÿ òîíêèé ëèóâèëëåâ è òðàåêòîðíûé àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà

(b = 0). Âû÷èñëÿþòñÿ èíâàðèàíòû ëèóâèëëåâîé (ìå÷åíûå ìîëåêóëû) è òîïîëîãè÷åñêîé òðà-

åêòîðíîé (t-ìîëåêóëû) ýêâèâàëåíòíîñòè íà âñåõ íåîñîáûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ

ëèóâèëëåâà è òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåìû ×àïëûãèíà íåêîòîðûì äðóãèì ðàíåå èçó-

÷åííûì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâ¼ð-

äîãî òåëà è ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà.

Â ñëó÷àå ×àïëûãèíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè R2(h, k) ðàçáèâàåò îáðàç îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà íà òðè îáëàñòè (êàìåðû) I, II, III (ðèñ. 1):

I : h > 1/2, 0 < k < (2h− 1)2;

II : h > 0, (2h− 1)2 < k < (2h+ 1)2;

III : − 1/2 < h < 1/2, 0 < k < min{(2h− 1)2, (2h+ 1)2}.

Π-

Π+

l

2T2

2T2

2T2

2A

2A

2A 2A

C2

C2

III

II

I

-0.5 0.5 1.0
h

1

2

3

4

5

k

Ðèñ. 1: Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé äëÿ ñëó-

÷àÿ ×àïëûãèíà
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Ìîæíî âûäåëèòü òðè çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1) = (−1/2, 0), (2) = (0, 1/2), (3) = (1/2,+∞).

Òåîðåìà 0.5 (Î.Å. Îð¼ë, Ï. Å. Ðÿáîâ [67]). Ïàðàáîëå π+ è ïðÿìîé l íà áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå â ñëó÷àå ×àïëûãèíà ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèè òèïà àòîìà A, à ïàðàáîëå π− � áè-

ôóðêàöèè òèïà àòîìà C2. Ïðîîáðàçû òî÷åê êàæäîé èç òð¼õ êàìåð I, II, III ñîñòîÿò èç äâóõ

òîðîâ Ëèóâèëëÿ (ðèñ. 1).

Òåîðåìà 0.6 (ñì. òåîðåìó 3.2; [2]). Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ñèñòåìû ×àïëûãèíà, îòâå÷àþùèå

çîíàì ýíåðãèè (1), (2), (3), èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 3.3.

C2

AA

AA

C2

AA

AA

A

A

H1L H2L H3L

r=¥
¶=1

r=¥
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1 n=2

Ðèñ. 2: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Îäíî èç íèõ îñíîâàíî íà íåêîòîðûõ

ñòàíäàðòíûõ ïðè¼ìàõ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê (ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë [7], ôîðìóëà Òîïàëîâà [42]).

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ÿâíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Òàêæå ïîêàçàíî,

êàê íåêîòîðûå ìåòêè ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà.

Ñëåäñòâèå 0.0.2.

à) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (1), ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ìíîãèì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, â ÷àñòíîñòè,

ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, Ñðåòåíñêîãî, Êëåáøà, Ñîêîëîâà â

äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (ðàññìàòðèâàåìûì ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ

ïàðàìåòðîâ ýòèõ ñèñòåì), à òàêæå èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ,

îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ôî-

êàëüíîé ïðÿìîé.

á) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (2), ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Êëåáøà è Ñîêîëîâà (ïðè ïîäõîäÿùèõ

çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå ãåîäåçè÷åñêîìó áèëëèàðäó â ýëëèïñîèäàëüíîé

îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíôîêàëüíûì ãèïåðáîëîèäîì;
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â) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (3), ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ Êëåáøà (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåð-

ãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó äâóìåðíîãî ýëëèïñîèäà.

Òåîðåìà 0.7 (ñì. òåîðåìó 3.22; [76]). Äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà èìååòñÿ 4 òèïà t-ìîëåêóë, êî-

òîðûå ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 3, 4, 5, 6.

A

A

r=0, ¶=1

R=H1+mHhL, 2L K

Ðèñ. 3: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (1)

C2

A

A

A

A

b=-2H1+@nHhLDL

r=¥, ¶=1

R=H-¥, -nHhL mod 1L
r=¥, ¶=1

R=H-¥, -nHhL mod 1L

r=0, ¶=1
R=H+¥, 2L

r=0, ¶=1
R=H+¥, 2L

K

Ðèñ. 4: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (2)

C2

A

A

A

A

b=n=2

r=0, ¶=1
R=H+¥, ΞHhL, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, ΞHhL, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

K

Ðèñ. 5: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (3) : h < h0
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C2

A

A

A

A

b=n=2

r=0, ¶=1
R=H+¥, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

K

Ðèñ. 6: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (3) : h ≥ h0

Çäåñü

m(h) =
2

π

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− (2h+ 1)t2)

,

n(h) =
2

π

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2h+ 1− t2)

,

h0 > 1/2 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ξ(h) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè âðàùåíèÿ ïðè h ∈
(1/2, h0).

Òåîðåìû 0.6 è 0.7 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î ðàçëè÷íûõ

òèïàõ ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåìû ×àïëûãèíà ñèñòåìàì òèïà Ýéëåðà, îïèñûâàþùèì äâèæåíèå

òâ¼ðäîãî òåëà, çàêðåïë¼ííîãî â öåíòðå ìàññ, â ïîëå òÿæåñòè, è ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó äâóìåð-

íîãî ýëëèïñîèäà (çàäà÷à ßêîáè). Ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû Ýéëåðà ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå âåëè÷èíû

A,B,C ê ãëàâíûì ìîìåíòàì èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà, à ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ßêîáè � êâàäðàòû

ïîëóîñåé a, b, c ýëëèïñîèäà. Êàê è â ñëó÷àå ×àïëûãèíà, â ñëó÷àå Ýéëåðà ìîæíî âûäåëèòü òðè

çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè (1)E, (2)E, (3)E (íîìåð âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòàíèåì ýíåðãèè).

Òåîðåìà 0.8 (ñì. òåîðåìó 3.21; [76]). Ïóñòü vCh(h) è vE(A,B,C, χ) � ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìû

×àïëûãèíà è Ýéëåðà íà ðåãóëÿðíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ {HCh = h} è {HE = χ}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h è χ ïðèíàäëåæàò çîíàì ñ îäíèì è òåì æå íîìåðîì.

Ïóñòü vJ(a, b, c) � ñèñòåìà ßêîáè íà íåíóëåâîì óðîâíå ýíåðãèè (òðîéêè (A,B,C) è (a, b, c) ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

1) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (1), òî îíà ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C, χ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C è äëÿ

ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè χ èç çîíû (1)E. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà vE(A,B(A), C = 1, χ(A)), òðàåêòîðíî (òîïîëîãè÷åñêè è ãëàäêî)

ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h). Ýòà òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò
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áûòü ïðîäîëæåíà íà 4-ìåðíûå îêðåñòíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Íî äëÿ

ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C, χ ñèñòåìû vCh(h) è vE(A,B,C, χ) íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæ¼ííûìè (ò. å. íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçìà, ïåðåâîäÿùåãî ôàçîâûé ïîòîê ñè-

ñòåìû ×àïëûãèíà â ôàçîâûé ïîòîê ñèñòåìû Ýéëåðà).

2) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (2), òî îíà ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C, χ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C è äëÿ

ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè χ èç çîíû (2)E. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà vE(A,B(A), C = 1, χ(A)), òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâà-

ëåíòíûõ ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h). Íî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C, χ ñèñòåìû vCh(h)

è vE(A,B,C, χ) íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè (äàæå â ñìûñëå C1-

ãëàäêîñòè) è íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûìè.

3) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (3), òî îíà ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C (ñî çíà-

÷åíèåì ýíåðãèè èç çîíû (3)E) è ñèñòåìå ßêîáè vJ(a, b, c) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a, b, c. Ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ h ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-

íàëüíîñòè òðîéêè (A,B,C) è (a, b, c) òàêèå, ÷òî ñèñòåìà ×àïëûãèíà vCh(h) òîïîëîãè÷å-

ñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C) è ñèñòåìå ßêîáè vJ(a, b, c). Íî

ýòó òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íåëüçÿ ñäåëàòü ãëàäêîé (äàæå â ñìûñëå C1-ãëàäêîñ-

òè). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ òðîåê çíà÷åíèé ñèñòåìà ×àïëûãèíà vCh(h) íå ÿâëÿåòñÿ

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé íè ñ ñèñòåìîé Ýéëåðà vE(A,B,C), íè ñ ñèñòåìîé ßêîáè

vJ(a, b, c).

Â ãëàâå 4 ïðîâîäèòñÿ òîíêèé ëèóâèëëåâ àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ñ êîìïàêòíûìè ëè-

óâèëëåâûìè ñëîÿìè (b > 0). Íà âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè

âû÷èñëÿþòñÿ èíâàðèàíòû ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ìå÷åíûå ìîëåêóëû).

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ïðè 0 < b < 1

ðàçáèâàåò îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà òðè êàìåðû (ðèñ. 7):

I : h > (b+ 1)/2, 4bh− b2 < k < (2h− 1)2 + 2b;

II : h > b/2, (2h− 1)2 + 2b < k < (2h+ 1)2 − 2b;

III :
√
b− 1/2 < h < 1/2, 0 < k < min{(2h− 1)2 + 2b, (2h+ 1)2 − 2b}.

Ìîæíî âûäåëèòü ÷åòûðå çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1) =

(√
b− 1

2
,
b

2

)
, (2) =

(
b

2
,
1

2

)
, (3) =

(
1

2
,
b+ 1

2

)
, (4) =

(
b+ 1

2
,+∞

)
.

Òåîðåìà 0.9 (Ï.Å. Ðÿáîâ [36]). Äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè îá-

ðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ò.å. ðàçäåëÿþùèå êàìåðû), îòâå÷àþò ñåäëîâûì ïåðåñòðîéêàì
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Ðèñ. 7: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

ëèóâèëëåâûõ òîðîâ òèïà àòîìà B. Äóãè íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîîòâåò-

ñòâóþò âûðîæäåíèþ òîðîâ â îêðóæíîñòü (ò.å. îòâå÷àþò àòîìó A). Ïðîîáðàçû òî÷åê êà-

ìåð I è III ñîñòîÿò èç äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ, êàìåðû II � èç îäíîãî òîðà (ðèñ. 7).

Â ñëó÷àå b ≥ 1 èñ÷åçàþò êàìåðà III è çîíû ýíåðãèè (1) è (2). Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

äëÿ çîí (3) è (4) ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 0.10 (ñì. òåîðåìó 4.2; [77]). Ìå÷åíûå ìîëåêóëû â êîìïàêòíîì ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà äëÿ

÷åòûð¼õ çîí ýíåðãèè (1)− (4) èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 8.

B

A

AA

A

A

H1L, H3L H2L H4L

B

A

AA

r=¥
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1 n=1

Ðèñ. 8: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

21



Ñëåäñòâèå 0.0.3.

à) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè

èç çîí (1), (3), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ìíîãèì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòå-

ìàì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, Ñðåòåíñêîãî,

Êëåáøà, ×àïëûãèíà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (ðàññìàòðèâàåìûì ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà-

÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ), à òàêæå èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ

îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî-

÷åê ñ ôîêàëüíîé ïðÿìîé.

á) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè

èç çîíû (2), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ Æóêîâñêîãî (ïðè ïîäõî-

äÿùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ), à òàêæå äâóì èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ

îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè: ýëëèïñîì è äâóìÿ ãèïåðáîëàìè ëèáî

äâóìÿ ýëëèïñàìè è îäíîé âåòâüþ ãèïåðáîëû.

â) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè

èç çîíû (4), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Êëåáøà, Ñîêîëîâà, Êîâà-

ëåâñêîé�ßõüè (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ), à òàêæå èíòåãðèðóåìîìó áèë-

ëèàðäó â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì.

Â ãëàâå 5 ïðîâîäèòñÿ ãðóáûé ëèóâèëëåâ àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ñ íåêîìïàêòíûìè ëè-

óâèëëåâûìè ñëîÿìè (b < 0). Íàõîäèòñÿ îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, âû÷èñëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîîáðàçå åãî òî÷åê, à òàêæå èññëåäóþòñÿ òèïû áèôóðêàöèé ðåãóëÿðíûõ

ñëî¼â, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü èíâàðèàíòû Ôîìåíêî ïðè ôèêñèðîâàííûõ íåîñîáûõ òîïîëîãè-

÷åñêè óñòîé÷èâûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè.

Òåîðåìà 0.11 (ñì. òåîðåìû 5.1, 5.2; [78]).

à) Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ïðè b < 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëå-

äóþùåå ìíîæåñòâî:{
k ≥ (2h+ 1)2 − 2b, h ≤ b− 1

2

}
∪
{
k ≥ 4bh− b2,

b− 1

2
< h ≤ b+ 1

2

}
∪

∪
{
k ≥ (2h− 1)2 + 2b,

b+ 1

2
< h ≤ 1

2

}
∪
{
k ≥ 2b, h >

1

2

}
(ðèñ. 9, 10).

á) Ïðîîáðàç ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F ñîñòîèò èç äâóõ èëè

÷åòûð¼õ öèëèíäðîâ S1 × R1 â çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè â ImF (ñì. ðèñ. 9, 10).

â) Áèôóðêàöèè ðåãóëÿðíûõ öèëèíäðîâ èìåþò òèï àòîìîâ A, B, C2, P 4 è B
′′ (ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó êðèâûìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è àòîìàìè óêàçàíî íà ðèñóíêàõ 9, 10). Çäåñü

3-àòîìû A, B, C2, P 4 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 2-àòîìîâ A, B, C2, P4
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(ðèñ. 1.1) è ïðÿìîé R1, à 3-àòîì B′′ � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåêîìïàêòíîãî 2-àòîìà B′′

(ðèñ. 1.2) è îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 9: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé, b ∈ (−1, 0)

Òåîðåìà 0.11 ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ãðóáûå ëèóâèëëåâû èíâàðèàíòû íà íåîñîáûõ òîïîëîãè÷å-

ñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè.

Ïîëîæèì

I1 =

(
−∞, b− 1

2

)
, I2 =

(
b− 1

2
,
min{−1, b}

2

)
, I3 =

(
−1

2
,
b

2

)
,

I4 =

(
b

2
,
1

2
−
√
−b
)

(â ñëó÷àå − 1 < b < 0), I5 =

(
b

2
,
1 + min{−2, b}

2

)
,

I6 =

(
max

{
1

2
−
√
−b,−1

2

}
,
b+ 1

2

)
, I7 =

(
b+ 1

2
,−1

2

)
,

I8 =

(
1 + max{−2, b}

2
,
1

2

)
, I9 =

(
1

2
,
1

2
+
√
−b
)
, I10 =

(
1

2
+
√
−b,+∞

)
.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çîíû íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè

óñòîé÷èâûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

I1, I2, I3, I4, I6, I8, I9, I10 ïðè − 1 < b < 0; I1, I2, I6, I8, I9, I10 ïðè b = −1;

I1, I2, I5, I6, I8, I9, I10 ïðè − 2 < b < −1; I1, I2, I5, I8, I9, I10 ïðè b = −2;

I1, I2, I5, I7, I8, I9, I10 ïðè b < −2.

23



Ðèñ. 10: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé, b < −1

Ñëåäñòâèå 0.0.4. Ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

ïðè b < 0, ñîîòâåòñòâóþùèõ çîíàì ýíåðãèè I1�I10, îïèñûâàþòñÿ ìîëåêóëàìè ñåìè òèïîâ,

ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñóíêàõ 11-17.

Ðèñ. 11: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I1, I7 Ðèñ. 12: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I2, I5

Ðèñ. 13: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I6, I9 Ðèñ. 14: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I8
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Ðèñ. 15: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I3 Ðèñ. 16: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I4

Ðèñ. 17: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I10

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäèòñÿ èòîã ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì, à òàêæå íàìå÷àþòñÿ äàëüíåéøèå

íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

àêàäåìèêó ÐÀÍ À.Ò. Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê

ðàáîòå, à òàêæå çà òåðïåíèå è èñêðåííåå îòíîøåíèå.

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Å.À. Êóäðÿâöåâó è ïðîôåññîðà À.À. Îøåìêîâà çà ìíîãî÷èñ-

ëåííûå ïëîäîòâîðíûå äèñêóññèè è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. Àâòîð áëàãîäàðåí òàêæå ïðîôåññîðó

À.Â. Áîëñèíîâó è assistant professor À.Ì. Èçîñèìîâó çà ðÿä öåííûõ èäåé è êîììåíòàðèåâ.
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Àâòîð áëàãîäàðèò âåñü êîëëåêòèâ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà ò¼ïëóþ, äîáðîæåëàòåëüíóþ àòìîñôåðó, ñïîñîá-

ñòâîâàâøóþ íàïèñàíèþ ðàáîòû.

Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò ñâîåãî ó÷èòåëÿ À.À. Àìèðøàäÿíà çà îòêðûòèå ìèðà ìàòåìàòèêè è

ïîääåðæàíèå èíòåðåñà ê ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â øêîëüíûå ãîäû.

Íàêîíåö, àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåé ñóïðóãå Êñåíèè Íèêîëàåíêî, à òàêæå ñâîèì ðîäèòåëÿì

Âèêòîðèè è Ñåðãåþ Íèêîëàåíêî çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è ïîìîùü â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè

íàïèñàíèÿ äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êëàññè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè òàêèõ ñèñòåì, ñîçäàííîé

À.Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëîé. Íàèáîëåå ïîëíîå èõ èçëîæåíèå ñ ñîâðåìåííîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî

íàéòè â [8].

1.1 Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íàçûâàåòñÿ òðîéêà

(M2n, ω,H), ãäå

• M2n � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω;

• H ∈ C∞(M2n) � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàí), ïîðîæäàþùàÿ ãàìèëüòîíîâî âåê-

òîðíîå ïîëå sgradH = ω−1dH.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (M2n, ω,H) íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî

Ëèóâèëëþ, åñëè îíà îáëàäàåò n ïåðâûìè èíòåãðàëàìè f1, . . . , fn, òàêèìè, ÷òî

1. f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M2n (ò.å. èõ äèôôåðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî

íåçàâèñèìû ïî÷òè âñþäó íà M2n);

2. {fi, fj} = 0, i, j = 1, . . . , n (ò.å. èíòåãðàëû f1, . . . , fn íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî

ñêîáêè Ïóàññîíà, ïîðîæä¼ííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω).

Çàìå÷àíèå 1.1.1. ×àñòî â îïðåäåëåíèè èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ òðåáóþò óñëîâèå ïîë-

íîòû ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ, ïîðîæäàåìûõ ïîëÿìè sgrad f1, . . . , sgrad fn (ïîëíîòà îçíà÷àåò,
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÷òî åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð (âðåìÿ) íà èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåë¼í íà âñåé ÷èñ-

ëîâîé ïðÿìîé). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîìïàêòíîñòè ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ óñëîâèå ïîëíîòû

âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí H ñàì ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì çàäàâàåìîé èì

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, òî ìîæíî âñåãäà ïîëàãàòü f1 = H. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé

ñâîáîäû èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ îçíà÷àåò íàëè÷èå îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà

ñèñòåìû, ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìîãî ñ H.

1.2 Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü

è òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèì âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2n íà ñâÿçíûå êîìïî-

íåíòû ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn, íàçûâàåìûå ñëîÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (M2n
1 , ω1, H1) è (M2n

2 , ω2, H2)

íàçûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî (èëè òîïîëîãè÷åñêè) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîð-

ôèçì M2n
1 íà M2n

2 , ïåðåâîäÿùèé ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïåðâîé ñèñòåìû â ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ âòîðîé

ñèñòåìû. Èìååò ñìûñë òàêæå ãîâîðèòü î ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì, îãðàíè÷åííûõ

íà íåêîòîðûå èíâàðèàíòíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ (íàïðèìåð, èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

{H = const}).

Â òèïè÷íîì (íåðåçîíàíñíîì) ñëó÷àå ïî÷òè âñå ñëîè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ÿâëÿþòñÿ çàìûêà-

íèÿìè èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ èíâà-

ðèàíòîì èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, äàþùèì âîçìîæíîñòü ïîíÿòü ìíîãèå å¼ êà÷åñòâåííûå õàðàê-

òåðèñòèêè (óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òðàåêòîðèé, èçìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ è äð.).

Çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïîäðàçóìåâàåò

îïèñàíèå òîïîëîãèè å¼ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ñëîé L ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, èëè íåîñîáûì, åñëè

äèôôåðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî íåçàâèñèìû âñþäó íà L. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëîé íàçûâà-

åòñÿ îñîáûì.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè íåîñîáîãî êîìïàêòíîãî ñëîÿ

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1.1 (Ëèóâèëëü). Ïóñòü T � ðåãóëÿðíàÿ ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ïåðâûõ èí-

òåãðàëîâ f1, . . . , fn âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M2n, ω,H).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè, ïîðîæäàåìûå ïîëÿìè sgrad f1, . . . , sgrad fn, ïîëíû.

Òîãäà:
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1) T � ãëàäêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâûõ ïî-

òîêîâ sgradH è sgrad f1, . . . , sgrad fn;

2) åñëè T ñâÿçíî, òî îíî äèôôåîìîðôíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâó Rn/Γ, ãäå Γ � ðåø¼òêà (äèñ-

êðåòíàÿ ïîäãðóïïà â Rn, èçîìîðôíàÿ Zk ïðè íåêîòîðîì k ≤ n); â ÷àñòíîñòè, åñëè T

êîìïàêòíî, òî îíî äèôôåîìîðôíî n-ìåðíîìó òîðó Tn (íàçûâàåìîìó òîðîì Ëèóâèëëÿ);

3) ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(T ) òîðà Ëèóâèëëÿ T òðèâèàëüíî, òî åñòü

U(T ) ïîñëîéíî äèôôåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà Tn è îòêðûòîãî äèñêà Dn;

4) â îêðåñòíîñòè U(T ) ∼= Tn×Dn òîðà Ëèóâèëëÿ T ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò s1, . . . , sn,

ϕ1, . . . , ϕn (íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûìè äåéñòâèå�óãîë) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) s1, . . . , sn � êîîðäèíàòû íà äèñêå Dn, ϕ1, . . . , ϕn � ñòàíäàðòíûå óãëîâûå êîîðäèíàòû

íà òîðå Tn, ϕi ∈ R/2πZ, i = 1, . . . , n;

á) â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�óãîë ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðèîáðåòàåò êàíîíè÷åñêèé

âèä: ω =
∑n

i=1 dϕi ∧ dsi;

â) ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ si ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn;

ã) â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�óãîë ãàìèëüòîíîâ ïîòîê sgradH âûïðÿìëÿåòñÿ íà êàæäîì

òîðå Ëèóâèëëÿ èç îêðåñòíîñòè U(T ), ò.å. ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò

âèä

ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, . . . , sn), i = 1, . . . , n.

Èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ òðèâèàëüíî â îêðåñòíîñòè íåîñîáîãî

êîìïàêòíîãî ñëîÿ. Îòìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ àíàëîãè ýòîãî ðåçóëüòàòà è äëÿ íåêîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ

(ñì. [60, 19, 20, 21, 1]). Îäíàêî èç-çà íàëè÷èÿ îñîáûõ ñëî¼â ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ, ãëîáàëüíî òðèâèàëüíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëåäîâàíèå îñîáûõ ñëî¼â ñîñòàâëÿåò íàèáîëåå

ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü çàäà÷è îïèñàíèÿ ãëîáàëüíîé òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Âñëåäñòâèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ è ïîëíîòû ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ, ïîðîæ-

ä¼ííûõ ïîëÿìè sgrad f1, . . . , sgrad fn, íà êàæäîì ñëîå îïðåäåëåíî ãàìèëüòîíîâî äåéñòâèå ãðóïïû

Rn ñäâèãàìè âäîëü èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé. Êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñîñòîèò èç

îäíîé èëè íåñêîëüêèõ îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ. Ïðè ýòîì íåîñîáûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèí-

ñòâåííóþ îðáèòó.

1.3 Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà è åãî îñîáûå òî÷êè

Ïóñòü (M2n, ω,H) � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, è f1, . . . , fn � å¼

ïåðâûå èíòåãðàëû.
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Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Îòîáðàæåíèå F = (f1, . . . , fn) : M2n → Rn íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìî-

ìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Òî÷êà P ∈ M2n íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, åñ-

ëè rank dF(P ) < n, òî åñòü äèôôåðåíöèàëû df1, . . . , dfn ëèíåéíî çàâèñèìû â òî÷êå P . ×èñëî

rank dF(P ) íàçûâàåòñÿ ðàíãîì îñîáîé òî÷êè P .

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ îðáèòà ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ ãðóïïû Rn öåëèêîì

ñîñòîèò ëèáî èç íåîñîáûõ, ëèáî èç îñîáûõ òî÷åê, ïðè÷¼ì âî âòîðîì ñëó÷àå îíè èìåþò îäèí è òîò

æå ðàíã. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ðàíãå íå òîëüêî îñîáîé òî÷êè, íî è îñîáîé îðáèòû.

ßñíî òàêæå, ÷òî ðàçìåðíîñòü îñîáîé îðáèòû ðàâíà å¼ ðàíãó.

Ïóñòü P ∈ M2n � îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà k. Ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî èíòåãðàëîâ fi èõ ëèíåéíûå

êîìáèíàöèè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî df1 = . . . = dfn−k = 0 â òî÷êå P .

Òîãäà ëèíåéíûå ÷àñòè A1, . . . , An−k âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad f1, . . . , sgrad fn−k â òî÷êå P ÿâëÿþò-

ñÿ êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L′/L, ãäå L

� ïîäïðîñòðàíñòâî â TPM2n, ïîðîæä¼ííîå âåêòîðàìè sgrad fn−k+1, . . . , sgrad fn, à L′ � êîñîîðòî-

ãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L â ñìûñëå ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû ω (ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ýòîãî

ôàêòà ìîæíî íàéòè â [8, òîì 1, 1.10.3]). Îòìåòèì, ÷òî dimL′/L = (2n − k) − k = 2(n − k).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû A1, . . . , An−k ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè sp(2(n − k),R)

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp(2(n− k),R).

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Îñîáàÿ òî÷êà P íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè êîììóòàòèâíàÿ ïîäàë-

ãåáðà, ïîðîæäàåìàÿ îïåðàòîðàìè A1, . . . , An−k, ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðîé â sp(2(n −
k),R).

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Äëÿ îïåðàòîðîâ Ai ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ai = ω−1d2fi|L′/L.

Çàìå÷àíèå 1.3.3. Îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîñòè îñîáîé òî÷êè ðàíãà k ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

îïåðàòîðû ω−1d2fi, i = 1, . . . , n − k, ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è ñðåäè èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

èìååòñÿ îïåðàòîð ñ n− k ðàçëè÷íûìè íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Âñþäó äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïîÿñíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ïîíÿòèå íåâûðîæäåííîñòè îñîáîé òî÷êè. Ïóñòü H � ãà-

ìèëüòîíèàí ñèñòåìû, K � äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë.

1.3.1 Îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0

Â ýòîì ñëó÷àå L = {0}, L′ = TPM
4, ïîýòîìó íåâûðîæäåííîñòü îñîáîé òî÷êè P ðàíãà íîëü

îçíà÷àåò, ÷òî âòîðûå äèôôåðåíöèàëû d2H, d2K ëèíåéíî íåçàâèñèìû è íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ λω−1d2H + µω−1d2K èìååò ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â çàâè-

ñèìîñòè îò òèïà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàçëè÷àþò 4 òèïà íåâûðîæäåííûõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà
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íîëü (êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûð¼ì ïîïàðíî íåñîïðÿæ¼ííûì êàðòàíîâñêèì ïîäàëãåáðàì â

sp(4,R)):

1) ñëó÷àé öåíòð�öåíòð � ÷èñòî ìíèìûå êîðíè iα,−iα, iβ,−iβ;

2) ñëó÷àé öåíòð�ñåäëî � äâà âåùåñòâåííûõ è äâà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíÿ α,−α, iβ,−iβ;

3) ñëó÷àé ñåäëî�ñåäëî � âåùåñòâåííûå êîðíè α,−α, β,−β;

4) ñëó÷àé ôîêóñ�ôîêóñ � êîìïëåêñíûå êîðíè α + iβ, α− iβ,−α + iβ,−α− iβ.

1.3.2 Îñîáûå òî÷êè ðàíãà 1

Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëû dH è dK â îñîáîé òî÷êå P ñâÿçàíû íåòðèâèàëüíûì ëèíåéíûì

ñîîòíîøåíèåì λdH + µdK = 0. Åñëè, ê ïðèìåðó, µ 6= 0, òî L =< sgradH > è L′ = TPQ
3,

ãäå Q3 = {x ∈ M4 | H(x) = const} � èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

åäèíñòâåííûé îïåðàòîð A = ω−1(λd2H + µd2K). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí èìååò ðàçëè÷íûå

íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå L′/L â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàíã

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (λd2H + µd2K) íà ïðîñòðàíñòâå L′ = TPQ
3 ðàâåí äâóì. Ýòî â òî÷íîñòè

îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë K ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà òðàíñâåðñàëè ê äàííîé îðáèòå â Q3.

Â çàâèñèìîñòè îò èíäåêñîâ èíåðöèè ôîðìû (λd2H + µd2K) |TPQ3 ðàçëè÷àþò ýëëèïòè÷åñêèå è

ãèïåðáîëè÷åñêèå íåâûðîæäåííûå îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1.

1.3.3 Îñîáûå òî÷êè ïîäìíîãîîáðàçèé â Rn

Â äàëüíåéøåì íàì ïðèä¼òñÿ èìåòü äåëî ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ìíîãîîáðàçèå M4 çàäàíî â R6

äâóìÿ óðàâíåíèÿìè f1 = const, f2 = const, ãäå f1, f2 � ãëàäêèå ôóíêöèè â R6 c ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûìè äèôôåðåíöèàëàìè df1, df2. Â ýòîì ñëó÷àå íàì ïîíàäîáèòñÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà, ïîç-

âîëÿþùàÿ íàõîäèòü îñîáûå òî÷êè îãðàíè÷åíèÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè íà M4, à òàêæå å¼

âòîðîé äèôôåðåíöèàë â îñîáûõ òî÷êàõ.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü f, f1, f2 ∈ C∞(R6), M4 = {x ∈ R6 | f1(x) = c1, f2(x) = c2} è äèôôåðåíöèàëû

df1, df2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû âñþäó íà M4. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) òî÷êà x0 ∈M4 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ ôóíêöèè f |M4 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äèôôå-

ðåíöèàëû df, df1, df2 ëèíåéíî çàâèñèìû (â ñìûñëå R6) â òî÷êå x0, ò. å. â íåé âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå df = λ1df1 + λ2df2 äëÿ íåêîòîðûõ λ1, λ2 ∈ R;
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2) äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè f |M4 â îñîáîé òî÷êå x0 (êàê êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà

ïðîñòðàíñòâå Tx0M
4) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

d2(f |M4) = (d2f − λ1d
2f1 − λ2d

2f2)|Tx0M4 , (1.3.1)

ãäå λ1, λ2 � êîýôôèöèåíòû èç ïóíêòà 1).

1.4 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Ïóñòü H è K � ñîîòâåòñòâåííî ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë èíòåãðè-

ðóåìîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, F = (H,K) � îòîáðàæåíèå ìîìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íàçûâàåòñÿ îáðàç

F(C) ⊂ R2 ìíîæåñòâà C åãî îñîáûõ òî÷åê.

Êàê ïðàâèëî, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ãëàäêèõ äóã, ðàçáèâàþ-

ùèõ îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà íåñêîëüêî îáëàñòåé (êàìåð), è îñîáûõ òî÷åê. Ïðîîáðàçû

òî÷åê êàìåð ñîñòîÿò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â, â òî âðåìÿ êàê ïðîîáðàçû òî÷åê

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âñåãäà ñîäåðæàò îñîáûå ñëîè. Ñìûñë áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû

ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïðîèñõîäÿò

ïåðåñòðîéêè (áèôóðêàöèè) ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â.

1.5 Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, áîòòîâîñòü è òîïîëî-

ãè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èçó÷àòü òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå

ýíåðãèè (ò. å. ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ãàìèëüòîíèàíà). Ïóñòü (M4, ω,H) � èíòåãðèðóåìàÿ ãà-

ìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Ïîäìíîãîîáðàçèå Q3
h = {x ∈ M4 | H(x) = h} íàçûâàåòñÿ èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèì ìíîãîîáðàçèåì (èëè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ).

Îïðåäåëåíèå 1.5.2. Èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3
h (è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ýíåð-

ãèè h) íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè dH|x 6= 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Q3
h.

Ïóñòü K � äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 1.5.3. ÈíòåãðàëK íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà íà íåîñîáîì èçîýíåðãåòè÷åñêîì

ìíîãîîáðàçèè Q3
h, åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê åãî îãðàíè÷åíèÿ K|Q3

h
ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåâûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Íåâûðîæäåííîñòü

îçíà÷àåò, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà òðàíñâåðñàëÿõ ê êðèòè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèÿì

âî âñåõ èõ òî÷êàõ.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ñîäåðæàùèåñÿ â Q3
h îðáèòû ðàíãà 1 ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ ãðóïïû R2

ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òî ýòî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷¼ò áîòòîâîñòü èíòåãðàëà K íà Q3
h.

Îïðåäåëåíèå 1.5.4. Èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, îãðàíè÷åííàÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðà-

çèå Q3
h (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ýíåðãèè h), íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîé,

åñëè òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè âîçìóùåíèè çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h (ò. å. ñèñòå-

ìû íà áëèçêèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû äàííîé).

Îïðåäåëåíèå 1.5.5. Èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3
h (è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ýíåð-

ãèè h) áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì, åñëè Q3
h � íåîñîáîå, ôóíêöèÿ KQ3

h
� áîòòîâñêèé èíòåãðàë, à

ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâà íà Q3
h.

1.6 3-àòîìû è 2-àòîìû

Îòíûíå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Q3
h � ñâÿçíîå ðåãóëÿðíîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå èíòå-

ãðèðóåìîé ñèñòåìû, à âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ôóíêöèè KQ3
h
îäíîìåðíû.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. 3-àòîìîì íàçûâàåòñÿ ìàëàÿ ñâÿçíàÿ èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü â Q3
h

îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà.

Òàêèì îáðàçîì, 3-àòîì � ýòî èíâàðèàíò ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âáëèçè îñîáîãî ñëîÿ, îïèñûâàþ-

ùèé áèôóðêàöèþ (ïåðåñòðîéêó) ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àòîì ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ

ñëî¼â. Â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî 3-àòîìà òåîðåìà À.Ò. Ôîìåíêî óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó 3-àòîìàìè è 2-àòîìàìè, îïèñûâàþùèìè ïåðåñòðîéêè ñëîåíèé äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé íà

ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé Ìîðñà. Äàäèì áîëåå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.6.2. Ïóñòü N2 � äâóìåðíîå îðèåíòèðóåìîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, f ∈ C∞(N2)

� ôóíêöèÿ Ìîðñà. Ïóñòü C � îñîáûé ñëîé ñëîåíèÿ, çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé f íà N2, òî åñòü

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà {f = const}, ñîäåðæàùàÿ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ôóíêöèè f . 2-

àòîìîì íàçûâàåòñÿ ìàëàÿ ñâÿçíàÿ èíâàðèàíòíàÿ îêðåñòíîñòü îñîáîãî ñëîÿ C, ðàññìàòðèâàåìàÿ

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå 1.6.3. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè, f � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà äâóìåð-

íîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè, L � ïðîèçâîëüíûé (îñîáûé èëè íåîñîáûé) ñëîé çàäàâàåìîãî

åþ ñëîåíèÿ. Îòìåòèì íà ñëîå L êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê (�çâ¼çäî÷åê�), îòëè÷íûõ îò êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê ôóíêöèè f . 2-àòîìîì ñî çâ¼çäî÷êàìè íàçûâàåòñÿ ìàëàÿ ñâÿçíàÿ èíâàðèàíòíàÿ îêðåñò-

íîñòü ñëîÿ L, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ôîìåíêî, ââåä¼ì ïîíÿòèå ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà.

33



Ðàññìîòðèì öèëèíäðD2×[0, 1] (ãäåD2 � äâóìåðíûé äèñê) è ñêëåèì åãî îñíîâàíèÿ ïî äèôôåî-

ìîðôèçìó, ÿâëÿþùåìóñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 2πν/α, ãäå ν, α ∈ N, (ν, α) = 1, α > 1. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ðàññëîåííîå ïîëíîòîðèå, öåíòðàëüíûé ñëîé êîòîðîãî íàçûâàåòñÿ îñîáûì ñëîåì òèïà

(α, ν). Åñëè æå ñêëåèòü îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ïî òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìó, òî ïîëó÷èì

òðèâèàëüíî ðàññëîåííîå ïîëíîòîðèå.

Îïðåäåëåíèå 1.6.4. Îðèåíòèðóåìîå 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ðàçáèòîå íà ïðîñòûå çàìêíóòûå

íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâûå (ñëîè), íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà, åñëè êàæäûé ñëîé èìååò

èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü, ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíóþ ðàññëîåííîìó (òðèâèàëüíî èëè íåòðèâè-

àëüíî) ïîëíîòîðèþ.

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî çíàêîìñòâà ñ ðàññëîåíèÿìè Çåéôåðòà ñì. [24].

Òåîðåìà 1.3 (À.Ò. Ôîìåíêî [47]). Ëþáîé êîìïàêòíûé 3-àòîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîãëàñîâàí-

íîå ñî ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ ðàññëîåíèå Çåéôåðòà ñ îñîáûìè ñëîÿìè òèïà (2, 1), áàçîé êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé êîìïàêòíûé 2-àòîì (ñî çâ¼çäî÷êàìè èëè áåç), ïðè÷¼ì çâ¼çäî÷êàì ñîîò-

âåòñòâóþò îñîáûå ñëîè. Óñòàíàâëèâàåìîå òàêèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó 3-àòîìàìè

è 2-àòîìàìè (ñî çâ¼çäî÷êàìè èëè áåç) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Íà ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåíû ïðèìåðû êîìïàêòíûõ 2-àòîìîâ. 2-àòîì A ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñ-

íûì, ò. å. ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó èëè ìàêñèìóìó ôóíêöèè f , çàäàþùåé ñëîåíèå.

Äðóãèõ êîìïàêòíûõ ìèíèìàêñíûõ àòîìîâ íåò. Â ÷àñòíîñòè, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñóíêå 1.1 2-

àòîìû B, C2, P4 ñîäåðæàò ëèøü ñåäëîâûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f . Íà ðèñóíêå 1.2 èçîá-

ðàæ¼í ïðèìåð íåêîìïàêòíîãî 2-àòîìà B′′, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îêðåñòíîñòü íåâûðîæäåííîé

ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè. 3-àòîìû, îòâå÷àþùèå 2-àòîìàì íà ðèñóíêàõ 1.1, 1.2, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ îêðóæíîñòüþ. Ïðèìåðû àòîìîâ ñî çâ¼çäî÷êàìè ìîæíî íàéòè â [8],

îäíàêî â íàøåé ðàáîòå òàêèå àòîìû íå âñòðå÷àþòñÿ.

Â ñèëó îïèñàííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó 2-àòîìàìè è 3-àòîìàìè óêàçàíèå èõ ðàçìåðíîñòè

÷àñòî áóäåì îïóñêàòü è ãîâîðèòü ïðîñòî �àòîì�, à 3-àòîìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè,

÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå 2-àòîìû.

1.7 Èíâàðèàíò Ôîìåíêî (ìîëåêóëà)

Ïóñòü Q3
h � íåîñîáîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ áîòòîâñêèì èíòåãðàëîì K, ïðè÷¼ì

âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ îäíîìåðíû. Ðàññìîòðèì ãðàô Êðîíðîäà�Ðèáà ôóíêöèè K

íà Q3
h, ò. å. ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ Q

3
h ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè:

òî÷êè x, y ∈ Q3
h ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà

K = const, ò. å. îäíîìó ñëîþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Èíûìè ñëîâàìè, äàííûé ãðàô � áàçà ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ íà Q3
h. Ð¼áðà ãðàôà îòâå÷àþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì ðåãóëÿðíûõ ñëî-

¼â, à âåðøèíû � îñîáûì ñëîÿì. Ñîïîñòàâèì òåïåðü êàæäîé âåðøèíå ãðàôà àòîì, êîäèðóþùèé
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Ðèñ. 1.1: Ïðèìåðû êîìïàêòíûõ 2-àòîìîâ

Ðèñ. 1.2: Íåêîìïàêòíûé 2-àòîì B′′

ïåðåñòðîéêó ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùåãî îñîáîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé

âåðøèíû ïîäðàçóìåâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíöèäåíòíûìè åé ð¼áðàìè

è êîìïîíåíòàìè êðàÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà. Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ãðàô ñ âåðøèíàìè�

àòîìàìè íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî, èëè ìîëåêóëîé.

Îïðåäåëåíèå 1.7.1. Äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ãðóáî ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé Ëè-

óâèëëÿ, êîòîðûé â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè áàçû ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà

ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìîëåêóëû ñëåäóåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ãðóáîé ëèóâèë-

ëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìûå íà èçî-

ýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ (óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì), ãðóáî ëèóâèë-

ëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ìîëåêóëû ñîâïàäþò. Â ñâÿçè
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ñ ýòèì ìîëåêóëó èíîãäà íàçûâàþò ãðóáûì ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì, à êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷-

íîñòüþ äî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè � ãðóáûì ëèóâèëëåâûì àíàëèçîì.

1.8 Èíâàðèàíò Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà)

Ìîëåêóëà íå ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, ïîëíûì èíâàðèàíòîì ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè: îíà ïî-

êàçûâàåò, èç êàêèõ àòîìîâ �ñøèâàåòñÿ� ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà äàííîì èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãî-

îáðàçèè Q3
h, íî íå äà¼ò èíôîðìàöèè, êàê èìåííî �ñêëåèâàþòñÿ� äðóã ñ äðóãîì àòîìû, ñòîÿùèå

â âåðøèíàõ, ñîåäèí¼ííûõ ð¼áðàìè. Îïèøåì, êàê ñíàáäèòü ìîëåêóëó ïîëíîé èíôîðìàöèåé î

òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå Q3
h êîìïàêòíî. Â ýòîì ñëó÷àå âñå

ðåãóëÿðíûå ñëîè (â ÷àñòíîñòè, êîìïîíåíòû ãðàíèö âñåõ àòîìîâ) ÿâëÿþòñÿ òîðàìè Ëèóâèëëÿ.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îðèåíòàöèþ íà ìíîãîîáðàçèè Q3
h, à òàêæå íà âñåõ ð¼áðàõ

ìîëåêóëû. Òîãäà âîçíèêíåò èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ íà âñåõ àòîìàõ, à ïîòîìó è íà âñåõ èõ

ãðàíè÷íûõ òîðàõ. Ââåä¼ì íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ âñåõ àòîìîâ íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì

ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùóþ îðèåíòàöèè òîðîâ (êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè òàêèõ ñèñòåì

êîîðäèíàò îïèøåì ÷óòü íèæå). Äâà ãðàíè÷íûõ òîðà, îòâå÷àþùèõ îäíîìó ðåáðó, íî ðàçëè÷íûì

àòîìàì ìîëåêóëû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí è òîò æå òîð â ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ. Íà ýòîì

òîðå, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàþò äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïåðåõîäà îò îäíîé

èç íèõ ê äðóãîé (ìàòðèöó ñêëåéêè). Ýòî öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì -1,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñêëåèâàþùèé ãðàíè÷íûå òîðû äèôôåîìîðôèçì îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîòîïèè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïðîèçâîëà â âûáîðå äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò íà ãðàíè÷íûõ

òîðàõ, ïî ìàòðèöàì ñêëåéêè îïðåäåëÿþòñÿ òðè òèïà ÷èñåë (ìåòîê): ri ∈ Q/Z ∪ {∞}, εi = ±1,

nk ∈ Z. Ìåòêè ri, εi îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî ðåáðà ìîëåêóëû, ÷èñëà nk � äëÿ íåêîòîðûõ

ãðóïï àòîìîâ (ñåìåé).

Ïðèâåä¼ì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìåòîê. Ïóñòü

(
αi βi

γi δi

)
� ìàòðèöà ñêëåéêè íà ðåáðå ei.

Îïðåäåëåíèå 1.8.1. Ðàöèîíàëüíîé ìåòêîé ri íà ðåáðå ei íàçûâàåòñÿ:

ri =


αi
βi

mod 1 ∈ Q/Z, åñëè βi 6= 0,

∞, åñëè βi = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.8.2. Öåëî÷èñëåííîé ìåòêîé εi íà ðåáðå ei íàçûâàåòñÿ:

εi =

{
sign βi, åñëè βi 6= 0,

signαi, åñëè βi = 0.

Îïðåäåëèì òåïåðü ìåòêó nk. Åñëè ðàçðåçàòü ìîëåêóëó ïî âñåì ð¼áðàì ñ êîíå÷íîé r-ìåòêîé,

òî îíà ðàñïàä¼òñÿ íà íåñêîëüêî ñâÿçíûõ êóñêîâ. Íàçîâ¼ì ñåìüÿìè òå èç íèõ, êîòîðûå íå ñîäåð-

æàò àòîìîâ A. Ðàññìîòðèì òåïåðü îòäåëüíóþ ñåìüþ. Âñå ð¼áðà, èìåþùèå â íåé õîòÿ áû îäíó
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âåðøèíó, ìîæíî ðàçäåëèòü íà 3 êëàññà (ñ ó÷¼òîì èìåþùåéñÿ íà íèõ îðèåíòàöèè): âõîäÿùèå,

âûõîäÿùèå è âíóòðåííèå.

Îïðåäåëåíèå 1.8.3. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðåáðó ei äàííîé ñåìüè öåëîå ÷èñëî θi ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:

θi =



[αi
βi

]
, åñëè ei � âûõîäÿùåå ðåáðî,[

− δi
βi

]
, åñëè ei � âõîäÿùåå ðåáðî,[

− γi
αi

]
, åñëè ei � âíóòðåííåå ðåáðî.

Ìåòêà nk, îòâå÷àþùàÿ äàííîé ñåìüå, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ÷èñåë θi ïî âñåì ð¼áðàì ýòîé

ñåìüè.

Îïðåäåëåíèå 1.8.4. Ìîëåêóëà, ñíàáæ¼ííàÿ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè ri, εi, nk, íàçûâàåòñÿ èíâàðè-

àíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà (èëè ìå÷åíîé ìîëåêóëîé) èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà äàííîì èçî-

ýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè.

Ñìûñë ìåòîê ri, εi, nk ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü ìàòðèöû ñêëåéêè îä-

íîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî äîïóñòèìûõ çàìåí êîîðäèíàò. Îòòîãî ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé óæå ïîëíûé èíâàðèàíò ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 1.4 (À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã [49]). Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà íåîñîáûõ òð¼õ-

ìåðíûõ êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Â ñèëó òåîðåìû 1.4 ìå÷åíóþ ìîëåêóëó ÷àñòî íàçûâàþò òîíêèì ëèóâèëëåâûì èíâàðèàíòîì

(ïðîòèâîïîñòàâëÿÿ å¼ ãðóáîìó èíâàðèàíòó � ìîëåêóëå), à êëàññèôèêàöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ëè-

óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè � òîíêèì ëèóâèëëåâûì àíàëèçîì.

Îïèøåì òåïåðü ôîðìàëüíûå ïðàâèëà âûáîðà áàçèñíûõ öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ

â ñëó÷àå àòîìîâ áåç çâ¼çäî÷åê (òîëüêî òàêèå àòîìû âñòðåòÿòñÿ ó íàñ â äàëüíåéøåì). Áîëåå

ïîäðîáíî ýòè ïðàâèëà îïèñàíû â [8].

1) Äëÿ àòîìà A, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíîòîðèåì, â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà åãî åäèí-

ñòâåííîì ãðàíè÷íîì òîðå ñëåäóåò âçÿòü ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ (ò. å. öèêë, ñòÿãèâàþùèéñÿ â

òî÷êó âíóòðè ïîëíîòîðèÿ). Â êà÷åñòâå âòîðîãî öèêëà ìîæíî âçÿòü ëþáîé öèêë, äîïîëíÿþùèé

ïåðâûé äî áàçèñà (îí áóäåò èçîòîïåí êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè). Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ âòîðî-

ãî öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, çàäàâàåìîé ãà-

ìèëüòîíîâûì ïîòîêîì. Îðèåíòàöèþ ïåðâîãî öèêëà îïðåäåëÿåì îðèåíòàöèåé èçîýíåðãåòè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ (îïðåäåëÿþùåé îðèåíòàöèþ âñåõ àòîìîâ è èõ ãðàíèö), òðåáóÿ, ÷òîáû âûáðàííûé

áàçèñ íà òîðå èìåë ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ.

2) Äëÿ ñåäëîâîãî àòîìà áåç çâ¼çäî÷åê (â ÷àñòíîñòè, àòîìîâ B è C2) â êà÷åñòâå ïåðâîãî áà-

çèñíîãî öèêëà áåð¼òñÿ ñëîé ñîîòâåòñòâóþùåãî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Îí èçîòîïåí
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êðèòè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì è ïîòîìó èìååò åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ. Âòîðûå öèêëû íà êàæ-

äîì èç ãðàíè÷íûõ òîðîâ äîëæíû âûñåêàòüñÿ ãëîáàëüíûì ñå÷åíèåì àòîìà (êàê òðèâèàëüíîãî

ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà). Îðèåíòàöèÿ íà âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëàõ îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé èçî-

ýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.8.1. Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ìåòîê, îíè çàâèñÿò îò âûáîðà îðèåíòàöèè èçî-

ýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå îðèåíòàöèè ð¼áåð ìîëåêóëû. Ïðè èçìåíåíèè êàêîé-ëèáî

èç ýòèõ îðèåíòàöèé ìåòêè, âîîáùå ãîâîðÿ ïîìåíÿþòñÿ (ïðàâèëà èçìåíåíèÿ ìåòîê ïðè çàìåíå

îðèåíòàöèé îïèñàíû â [8]). Â äàëüíåéøåì, ïðåäúÿâëÿÿ êîíêðåòíóþ ìå÷åíóþ ìîëåêóëó äëÿ òîé

èëè èíîé ñèñòåìû, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî îðèåíòàöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ

è ð¼áåð ìîëåêóëû íåêîòîðûì îáðàçîì ôèêñèðîâàíû.

1.9 Òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå 1.9.1. Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè (ãëàäêî) òðàåê-

òîðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (äèôôåîìîðôèçì) ìåæäó èõ ôàçîâû-

ìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïåðåâîäÿùèé îðèåíòèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïåðâîé ñèñòåìû â

îðèåíòèðîâàííûå èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âòîðîé ñèñòåìû. Ïàðàìåòð íà òðàåêòîðèÿõ (âðåìÿ)

ïðè ýòîì íå îáÿçàí ñîõðàíÿòüñÿ.

Â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå

ñèëüíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷åì ëèóâèëëåâà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîë-

íîãî òðàåêòîðíîãî èíâàðèàíòà èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ê

ìå÷åíîé ìîëåêóëå íóæíî äîáàâèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå èíâàðèàíòû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-

÷èì t-ìîëåêóëó (èíâàðèàíò Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî) â òîïîëîãè÷åñêîì ñëó÷àå [11, 12] è st-ìîëåêóëó

â ãëàäêîì [3].

Òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû, äîáàâëÿåìûå ê ìå÷åíîé ìîëåêóëå, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà:

ð¼áåðíûå (íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ) è àòîìíûå.

Îñíîâíûì òðàåêòîðíûì èíâàðèàíòîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ âðàùåíèÿ ρ(t), ïðèïèñû-

âàåìàÿ êàæäîìó ðåáðó ìîëåêóëû (t � ïàðàìåòð íà ðåáðå). Ïî îïðåäåëåíèþ ρ(t) = q1(t)/q2(t), ãäå

q1(t), q2(t) � ÷àñòîòû íà ñîîòâåòñòâóþùåì òîðå Ëèóâèëëÿ T 2(t) (ñì. òåîðåìó 1.1). Ýòî îòíîøå-

íèå ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òðàåêòîðíûì èíâàðèàíòîì íà äàííîì òîðå Ëèóâèëëÿ, à ôóíêöèÿ

âðàùåíèÿ � íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Îäíàêî ôóíêöèÿ ρ(t) îïðåäå-

ëåíà íåîäíîçíà÷íî: îíà çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðà t, à òàêæå áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðå T 2(t).

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïåðâîé çàâèñèìîñòè, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êëàññà ñèñòåì ñ �äîñòà-

òî÷íî õîðîøèìè� ôóíêöèÿìè âðàùåíèÿ. À èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè âðàùåíèÿ íà

êàæäîì ðåáðå ìîëåêóëû èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è òî÷åê ñ áåñêîíå÷íûìè

çíà÷åíèÿìè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ρ(t) íà ïðîèçâîëüíîì ðåáðå è ïîñòðîèì ïî íåé êîíå÷íóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ñèìâîëîâ ±∞ (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
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÷òî ïàðàìåòð t ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1). Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ïåðâîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè R ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ôóíêöèè ρ(t) ïðè t → +0. Äàëåå ïðè èçìåíåíèè

ïàðàìåòðà t îò 0 äî 1 ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèøåì ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, ìàêñèìóìû è áåñêî-

íå÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ρ(t). Ïðè ýòîì äëÿ òî÷åê ñ áåñêîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè âûïèñûâàþòñÿ

ïî äâà ñèìâîëà (+∞ èëè −∞), ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëàì ñëåâà è ñïðàâà. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R � ïðåäåë ρ(t) ïðè t → 1 − 0. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R íàçûâàåò-

ñÿ âåêòîðîì âðàùåíèÿ (R-âåêòîðîì) íà äàííîì ðåáðå ìîëåêóëû. Îíà ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü

ôóíêöèþ âðàùåíèÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìîíîòîííûõ íåïðåðûâíûõ çàìåí ïàðàìåòðà.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê èçáàâèòüñÿ îò çàâèñèìîñòè îò âûáîðà áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðàõ Ëè-

óâèëëÿ. Ðàññìîòðèì íà ïðîèçâîëüíîì òîðå äàííîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà äâå ïàðû

áàçèñíûõ öèêëîâ (λ−, µ−) è (λ+, µ+), ò. å. äâà áàçèñà â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå òîðà. Ýòè áàçè-

ñû îòâå÷àþò äâóì àòîìàì íà êîíöàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà ìîëåêóëû, äëÿ êîòîðûõ äàííûé

òîð ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì. Áàçèñû (λ−, µ−), (λ+, µ+) ñâÿçàíû ìàòðèöåé ñêëåéêè:(
λ+

µ+

)
=

(
α β

γ δ

)(
λ−

µ−

)
.

Ïîëîæèì R = βR− − α, åñëè β 6= 0, è R = R− mod 1, åñëè β = 0, ãäå R− � âåêòîð âðàùåíèÿ,

ïîñòðîåííûé â áàçèñå (λ−, µ−) (â ïåðâîì ñëó÷àå ÷èñëî α âû÷èòàåòñÿ èç êàæäîé êîìïîíåíòû

âåêòîðà βR−). Âåêòîð R íàçûâàåòñÿ R-èíâàðèàíòîì íà äàííîì ðåáðå ìîëåêóëû. Îí óæå íå

çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ è ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì òîïî-

ëîãè÷åñêîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà äàííîì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå òîðîâ.

Àòîìíûå èíâàðèàíòû, îïèñûâàþùèå òðàåêòîðíûé ïîðòðåò ñèñòåìû âáëèçè îñîáîãî ñëîÿ, â

îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ äîâîëüíî ñëîæíî. Îäíàêî îíè ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå äëÿ

ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ëèøü àòîìû ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ

ïðîñòûìè.

Ðàçðåæåì ìîëåêóëó âäîëü âñåõ ð¼áåð ñ êîíå÷íîé r-ìåòêîé (ñì. ðàçäåë 1.8), à òàêæå âñåõ

ð¼áåð ñ áåñêîíå÷íîé r-ìåòêîé è R-èíâàðèàíòîì, èìåþùèì õîòÿ áû îäíó êîíå÷íóþ êîìïîíåíòó.

Â ðåçóëüòàòå ìîëåêóëà ðàñïàä¼òñÿ íà íåñêîëüêî ñâÿçíûõ ïîäãðàôîâ. Òå èç íèõ, êîòîðûå íå

ñîäåðæàò àòîìîâ A, íàçûâàþòñÿ ðàäèêàëàìè. Ñîïîñòàâèì òåïåðü êàæäîìó ðåáðó ei ìîëåêóëû,

èíöèäåíòíîìó ñ äàííûì ðàäèêàëîì U , öåëîå ÷èñëî [Θ]i ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

[Θ]i =



[αi/βi] åñëè ei èìååò êîíå÷íóþ r-ìåòêó è âûõîäèò èç ðàäèêàëà U,

[−δi/βi] åñëè ei èìååò êîíå÷íóþ r-ìåòêó è âõîäèò â ðàäèêàë U,

[MR+
i ] åñëè ei èìååò áåñêîíå÷íóþ r-ìåòêó è âõîäèò â ðàäèêàë U,

−[−MR−i ] åñëè ei èìååò áåñêîíå÷íóþ r-ìåòêó è âûõîäèò èç ðàäèêàëà U,

−γi/αi åñëè ei � âíóòðåííåå ðåáðî ðàäèêàëà U.

Çäåñü α, β, γ, δ � êîìïîíåíòû ìàòðèöû ñêëåéêè íà ðåáðå ei, àMR−i èMR+
i � ñðåäíèå àðèôìåòè-

÷åñêèå êîíå÷íûõ êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ âðàùåíèÿR−i èR+
i . ×èñëî b(U) =

∑
[Θ]j
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íàçûâàåòñÿ b-èíâàðèàíòîì ðàäèêàëà U .

Çàìå÷àíèå 1.9.1. Êàæäàÿ ñåìüÿ (ñì. ðàçäåë 1.8) ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ðàäèêàëîâ, ïðè

ýòîì ñóììà èõ b-èíâàðèàíòîâ ðàâíà ìåòêå n, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé ñåìüå.

Îïðåäåëåíèå 1.9.2. Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà, ñíàáæ¼ííàÿR-èíâàðèàíòàìè âñåõ ð¼áåð è b-èíâàðèàíòàìè

âñåõ ðàäèêàëîâ, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé t-ìîëåêóëîé, îòâå÷àþùåé äàííîé ïðîñòîé èíòåãðèðóåìîé

ñèñòåìå íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Q3
h.

Òåîðåìà 1.5 (À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî [12]). Äâå ïðîñòûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà èõ ïðîñòûå t-ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 1.9.2. Â äåéñòâèòåëüíîñòè êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ïðîñòàÿ ìî-

ëåêóëà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì òîïîëîãè÷åñêîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, íåñêîëüêî

øèðå, ÷åì êëàññ ïðîñòûõ ñèñòåì. À èìåííî, ê íèì ìîæíî äîáàâèòü ñèñòåìû ñ àòîìàìè, èìå-

þùèìè ëèáî îäíó, ëèáî äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè, íî âî âòîðîì ñëó÷àå íà àòîìå äîëæíà

ñóùåñòâîâàòü èíâîëþöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ãàìèëüòîíîâî ïîëå è ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè êðèòè÷åñêèå

îêðóæíîñòè. Ýòî çàìå÷àíèå ïðèãîäèòñÿ íàì â ãëàâå 3.

Àíàëîã t-ìîëåêóëû ìîæíî ïðåäúÿâèòü è äëÿ ãëàäêîé òðàåêòîðíîé êëàññèôèêàöèè, òîëüêî

îí áóäåò óñòðîåí áîëåå ñëîæíî. Âïðî÷åì, åñëè ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à äîêàçàòü îòñóòñòâèå

ãëàäêîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, òî íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êàêîé-òî îäèí äîïîëíè-

òåëüíûé ðàçëè÷àþùèé èíâàðèàíò. Ïðèìåð òàêîãî èíâàðèàíòà � òàê íàçûâàåìûé Λ-èíâàðèàíò.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âðàùåíèÿ ρ(t) íà íåêîòîðîì ðåáðå ìîëåêóëû (t � ïàðàìåòð íà ðåá-

ðå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè t → t0 ëèóâèëëåâû òîðû T 2(t) ñòðåìÿòñÿ ê îñîáîìó ñëîþ è ÷òî

ýòîò îñîáûé ñëîé ñîäåðæèò çàìêíóòóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå ìîëåêóëû, èíöèäåíòíîé äàííîìó ðåáðó, íàõîäèòñÿ

ñåäëîâîé àòîì. Ïóñòü ôóíêöèÿ ρ(t) çàïèñàíà â äîïóñòèìîì áàçèñå, ñîîòâåòñòâóþùåì äàííîìó

ñåäëîâîìó àòîìó. Òîãäà ïðè t→ t0 äëÿ íå¼ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ([4, ðàçäåë 5,

ïðåäëîæåíèå 6]):

ρ(t) = Λ ln |t− t0|+ q(t),

ãäå q(t) íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå t0 ôóíêöèÿ. ×èñëî Λ íå ìåíÿåòñÿ ïðè C1-ãëàäêèõ òðàåêòîðíûõ

èçîìîðôèçìàõ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãëàäêîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ñì. [4]).

Îíî íàçûâàåòñÿ Λ-èíâàðèàíòîì.

1.10 Ñîïðÿæ¼ííîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå 1.10.1. Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (íå îáÿçàòåëüíî ãàìèëüòîíîâû) íàçûâàþòñÿ

òîïîëîãè÷åñêè (ãëàäêî) ñîïðÿæ¼ííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (äèôôåîìîðôèçì) èõ

ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïåðåâîäÿùèé ôàçîâûé ïîòîê îäíîé ñèñòåìû â ôàçîâûé ïîòîê äðóãîé.

40



Ñîïðÿæ¼ííîñòü ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñèëüíûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì (îíà îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìû ïðîñòî ñîâïàäàþò). Â êà÷åñòâå ðàçëè÷àþùåãî èíâàðèàíòà äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé (èëè ãëàäêîé) ñîïðÿæ¼ííîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü

âðåìÿ äâèæåíèÿ âäîëü çàìêíóòûõ îñîáûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû.

1.11 Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü 4-ìåðíîå ôàçîâîå ìíîãîîáðàçèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

çàäàíî â ïðîñòðàíñòâå R6 ñ êîîðäèíàòàìè (s1, s2, s3, r1, r2, r3) óðàâíåíèÿìè f1 = 1, f2 = g (g ∈ R),
ãäå

f1 = r2
1 + r2

2 + r2
3, f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3, (1.11.1)

à ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

H =
(s1 + λ1)2

2A1

+
(s2 + λ2)2

2A2

+
(s1 + λ1)2

2A3

+ U(r1, r2, r3),

ãäå A1, A2, A3 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à U(r1, r2, r3) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Îïèøåì àëãîðèòìè÷å-

ñêóþ ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

òàêèõ ñèñòåì (íå îáÿçàòåëüíî èíòåãðèðóåìûõ). Ýòà ïðîöåäóðà ñîñòîèò â èçó÷åíèè ïðîåêöèè π

èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q3
g,h = {f1 = 1, f2 = g, H = h} íà òàê íàçûâàåìóþ ñôåðó

Ïóàññîíà S2
P = {f1 = 1}.

Êîììåíòàðèé 1. Ñèñòåìû òàêîãî òèïà îáû÷íî âîçíèêàþò â çàäà÷àõ äèíàìèêè òâ¼ðäîãî òåëà.

Ïðîñòðàíñòâî R6(s1, s2, s3, r1, r2, r3) ïðè ýòîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì

e(3)∗ ãðóïïû äâèæåíèé 3-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. ×èñëà A1, A2, A3 èìåþò ñìûñë ãëàâ-

íûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà, ôóíêöèÿ U � ïîòåíöèàëüíîé, à H � ïîëíîé ýíåðãèè

ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ f1 íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì, à f2 � èíòåãðàëîì ïëîùàäåé.

Ñì. òàêæå ïîäðàçäåë 3.5.

Ïóñòü r = (r1, r2, r3) ∈ S2
P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ñôåðå Ïóàññîíà. Å¼ ïðîîáðàç π−1(r)

çàäà¼òñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè

〈s, r〉 = g, (1.11.2)

〈A−1(s+ λ), s+ λ〉 = 2(h− U(r)), (1.11.3)

ãäå s = (s1, s2, s3), λ = (λ1, λ2, λ3), A = diag(A1, A2, A3), 〈·, ·〉 � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå â R3. Òàêèì îáðàçîì, ñëîé π−1(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòè 1.11.2 ñ

ýëëèïñîì 1.11.3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè èëè òî÷êå, ëèáî ïóñò. Ïðè÷¼ì

îí ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà r ∈ Int(π(Q3
g,h)). Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ðàññëîåíèå, çàäàâàåìîå ïðîåêöèåé π íàä ìíîæåñòâîì Int(π(Q3
g,h)), ýêâèâàëåíòíî ðàññëîåíèþ
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åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó ìíîãîîáðàçèå Q3
g,h ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì âîñ-

ñòàíîâèòü ïî ïðîåêöèè π. Íóæíî âçÿòü åãî îáðàç π(Q3
g,h) è ðàññìîòðåòü ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ

êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ íàä íèì, à çàòåì âñå ñëîè íàä ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè â π(Q3
g,h) ñòÿíóòü â

òî÷êó. Â ÷àñòíîñòè, âåðåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.6 (C. Ñìåéë [40]). Ïóñòü îáðàç π(Q3
g,h) çàìêíóò è ãîìåîìîðôåí ñôåðå ñm �äûðêàìè�.

Òîãäà:

1. åñëè m = 0, òî Q3
g,h ãîìåîìîðôíî RP 3;

2. åñëè m = 1, òî Q3
g,h ãîìåîìîðôíî S

3;

3. åñëè m > 1, òî Q3
g,h ãîìåîìîðôíî ñâÿçíîé ñóììå (m− 1) ýêçåìïëÿðîâ S2 × S1.

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáðàç π(Q3
g,h) çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîì ϕg(r) ≤ h, ãäå

ϕg(r) =
(g + 〈λ, r〉)2

2〈Ar, r〉
+ U(r) � ïðèâåä¼ííûé ïîòåíöèàë, (1.11.4)

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, îòâå÷àåò ãðàíè÷íûì òî÷êàì â π(Q3
g,h). Òàêèì îáðàçîì, èçëîæåííàÿ

ïðîöåäóðà äîñòàâëÿåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì îïèñàíèÿ òîïîëîãèè èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ Q3
g,h.

Êàê îòìåòèë À.Ò. Ôîìåíêî, áûëî áû õîðîøî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã òåîðåìû 1.6 äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà îáðàç èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ñôåðå Ïóàññîíà íåêîìïàêòåí.

1.12 Ìåòîä áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ìåòîäà áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà [50],

ïîçâîëÿþùåãî ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü òîïîëîãèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôàçîâûå ïåðåìåííûå �äîñòàòî÷-

íî õîðîøî� âûðàæàëèñü ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íàõîæäåíèå îáðàçà

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, à òàêæå ÷èñëà ëèóâèëëåâûõ ñëî¼â â ïðîîáðàçå åãî òî÷åê ñâîäèòñÿ ê àíà-

ëèçó íåêîòîðîé ñèñòåìû Z2-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ

êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè â êà÷åñòâå áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ óäîáíî âû-

áèðàòü ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííûõ ðàçäåëåíèÿ. Òîãäà òèï èõ áèôóðêàöèé âûâîäèòñÿ èç àíàëèçà

ôîðìóë, ñâÿçûâàþùèõ ôàçîâûå ïåðåìåííûå ñ ïåðåìåííûìè ðàçäåëåíèÿ. Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü

ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà, âûïèñûâàÿ ìàòðèöû ñêëåéêè â ÿâíîì

âèäå.
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1.12.1 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è áóëåâû ôóíêöèè

Ïóñòü èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ 2n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, èíòåãðèðóåìàÿ ïðè ïîìîùè

èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn. Ôàêò ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì ñëîå ñëîåíèÿ Ëè-

óâèëëÿ ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå âèäà

u̇i =
√
Pi(ui), i = 1, . . . , n, (1.12.1)

ãäå Pi � ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè, ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò çíà÷åíèé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì (ñì. [50]), åñëè âñå ôàçîâûå ïåðåìåííûå

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ ui êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò ðàäèêàëîâ âèäà
√
ui − αj ñ êîýôôèöèåíòàìè, ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò f1, . . . , fn. Çäåñü {αj} � íåêîòîðûé êîíå÷íûé

íàáîð ÷èñåë (çàâèñÿùèé îò f1, . . . , fn), êîòîðûé, êàê ïðàâèëî, èñ÷åðïûâàåòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëå-

íîâ Pi.

Îáîçíà÷èì íàáîð âñåõ ðàäèêàëîâ âèäà
√
ui − αj ÷åðåç r1, . . . , rm. Ïîëîæèì

bsgn(x) =

0, åñëè x ≥ 0;

1, åñëè x < 0,

Ïóñòü zi = bsgn(r2
i ), z = (z1, . . . , zm). Òîãäà íàõîæäåíèå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîñòîèò

â ïðîâåðêå âåùåñòâåííîñòè ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, âûðàæàþùèõ ôàçîâûå ïåðåìåííûå ÷åðåç

ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû

Z2-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà Az = b, ãäå A � áóëåâà k×m-ìàòðèöà, à b � áóëåâ ñòîëáåö âûñîòû

k. Ñëîæåíèå ïîíèìàåòñÿ ïî ìîäóëþ 2. Ïîÿñíèì, ÷òî k � ýòî îáùåå ÷èñëî ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ

â ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, âûðàæàþùèå ôàçîâûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ.

Êàæäîìó ìîíîìó îòâå÷àåò Z2-ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ zi, âûðàæàþùåå

óñëîâèå åãî âåùåñòâåííîñòè. Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàõîäèòü ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîîáðàçå

êàêîãî-ëèáî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

1.12.2 Ïðèìåð: ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà îáùåãî

ïîëîæåíèÿ

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ì.Ï. Õàðëàìîâà íà ïðèìåðå îäíîé êëàññè÷åñêîé çà-

äà÷è, à èìåííî, ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ýëëèïñîèäà.

Ðàññìîòðèì â Rn+1 ýëëèïñîèä En = {
∑n+1

i=1
x2i
ai

= 1}, 0 < a1 ≤ . . . ≤ an+1. Èçâåñòíî, ÷òî åãî

ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íà T ∗En,

ò.å. äîïóñêàåò n ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ (ïî÷òè âñþäó) ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â èíâîëþöèè.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèíàäëåæèò ßêîáè [63] è îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçäåëåíèè ïå-

ðåìåííûõ â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Äðóãîé ïîäõîä ïðåäñòàâëåí â [25]. Òàêèì îáðàçîì, íà
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T ∗En îïðåäåëåíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, ñëîÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñò-

íûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F1, . . . , Fn. Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ãåîäåçè-

÷åñêîãî ïîòîêà ýëëèïñîèäà èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, â [10] äëÿ n = 2, â [57, 58]

äëÿ n = 3, â [73] äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î êîëè÷åñòâå ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (òîðîâ Ëèóâèëëÿ) â ïðîîáðàçå ðåãóëÿð-

íîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ (a1 < . . . < an+1), ÿâëÿþùå-

ãîñÿ íåðåçîíàíñíûì. Ýòî êîëè÷åñòâî óæå çàâèñèò îò âûáîðà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è âû÷èñëÿåòñÿ

äëÿ êîíêðåòíîãî èõ íàáîðà, êîòîðûé áóäåò ïðåäúÿâëåí íèæå. Ðàññìàòðèâàåìûé ðåçóëüòàò íå

ÿâëÿåòñÿ íîâûì (ñì., íàïðèìåð, [55]). Çäåñü æå äëÿ åãî ðåøåíèÿ ìû äåìîíñòðèðóåì ìåòîä áó-

ëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà [50], ïî-âèäèìîìó, ðàíåå íå èñïîëüçîâàâøèéñÿ äëÿ ðåøåíèÿ

äàííîé çàäà÷è.

Íàïîìíèì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè íà En íàçûâàåòñÿ íàáîð (λ1, . . . , λn) ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ
∑n+1

i=1
x2i
ai−λ = 1 ñî ñâîéñòâîì λj ∈ [aj, aj+1]. Ýòè êîîðäèíàòû ëîêàëüíî ðåãóëÿðíû íà

En\Z, ãäå Z = {∃j : λj−1 = aj = λj} (â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Z ñîñòîèò èç îìáèëè÷åñêèõ

òî÷åê). Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [63]):

xm = ±

√
am(am − λ1)(am − λ2) . . . (am − λn)∏

i 6=m(am − ai)
, m = 1, . . . , n+ 1. (1.12.2)

Ëîãàðèôìèðîâàíèåì, à çàòåì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà

ñêîðîñòè:

ẋm = ±1

2

√
am
∏n

i=1(am − λi)∏
i 6=m(am − ai)

n∑
j=1

λ̇j
λj − am

, m = 1, . . . , n+ 1. (1.12.3)

Ìåòðèêà ýëëèïñîèäà â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò íà En\Z ñëåäóþùèé âèä (ñì. [63]):

ds2 = −
n∑
j=1

λj
∏

k 6=j(λk − λj)∏n+1
k=1(ak − λj)

dλ2
j .

Êàê ïîêàçàíî â [73], ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íà n-ìåðíîì òîðå

T n = S1
1 × . . .× S1

n, ðàçâåòâë¼ííî íàêðûâàþùåì E
n. Ýòî íàêðûòèå óñòðîåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî

ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ îòîáðàæàåòñÿ íà Z, à êàæäàÿ ôóíêöèÿ λj, ïîäíÿòàÿ íà T n, îêàçû-

âàåòñÿ çàâèñÿùåé òîëüêî îò êîîðäèíàòû íà îêðóæíîñòè S1
j è èìååò íà íåé äâå òî÷êè ìèíèìóìà

è äâå òî÷êè ìàêñèìóìà ñî çíà÷åíèÿìè aj è aj+1 ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ïîëó÷èòü ðàçäåëåíèå ïå-

ðåìåííûõ, ââåäåì, ñëåäóÿ [73], íà êàæäîé îêðóæíîñòè S1
j ïåðèîäè÷åñêóþ êîîðäèíàòó qj, òàêóþ,

÷òî

dλj
dqj

= ±

(
(−1)j

λj

n+1∏
k=1

(ak − λj)

)1/2

. (1.12.4)

Òîãäà â êîîðäèíàòàõ qj ìåòðèêà ýëëèïñîèäà ïðèìåò âèä ds2 =
∑n

j=1 Nj(q)dq
2
j , ãäå

Nj(q) = (−1)j+1
∏
k 6=j

(λk − λj).
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Ïóñòü pj = Nj(q)q̇j � èìïóëüñû, îòâå÷àþùèå êîîðäèíàòàì qj. Îáîçíà÷èì íàêðûòèå T n → En

÷åðåç ρ. Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, ïîäíÿòûé åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà T ∗Kn, ãäå Kn = T n\ρ−1(Z),

èìååò ãàìèëüòîíèàí H =
∑n

j=1

p2j
Nj(q)

. Ýòîò âèä ãàìèëüòîíèàíà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïîòîê

êàê øòåêêåëåâó ñèñòåìó (ñì., íàïðèìåð, [2]) è ïîëó÷èòü ïåðâûå èíòåãðàëû F1, . . . , Fn èç ñëåäó-

þùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

n∑
k=1

ϕjk(qj)Fk = fj(qj, pj), j = 1, . . . , n, (1.12.5)

ãäå ϕjk = λk−1
j (qj), fj(qj, pj) = (−1)n−jp2

j . (Ïðè ýòîì Fn = H.)

Ïîëîæèì DF (x) =
∑n

k=1 Fkx
k−1. Òîãäà ñèñòåìà 1.12.5 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

pj = ±
√

(−1)n−jDF (λj), j = 1, . . . , n, (1.12.6)

÷òî äîñòàâëÿåò èñêîìîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Fk ôèêñèðîâàíû è çàäàþò íåïóñòîå ìíîæåñòâî â T ∗Kn. Òîãäà èç

óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè pj ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí DF (x) èìååò (n − 1) âåùåñòâåííûõ êîðíåé

I1, . . . , In−1, òàêèõ, ÷òî Ik ∈ [λk, λk+1]. Ýòè êîðíè âìåñòå ñ ãàìèëüòîíèàíîì H ìîæíî âçÿòü

â êà÷åñòâå íîâîé ñèñòåìû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ôóíêöèè Ik êîððåêòíî îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ

ãëàäêèìè íà ìíîæåñòâå T ∗(En\Z), êîòîðîå ñîäåðæèò âñå ðåãóëÿðíûå ñëîè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

(ñì. [73]).

Òåîðåìà 1.7 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [74]). Ïóñòü íà ýëëèïñîèäå En îáùåãî ïîëîæåíèÿ çàäàí ãåî-

äåçè÷åñêèé ïîòîê, èíòåãðèðóåìûé (êàê ïîêàçàíî âûøå) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé I1, . . . , In−1, H.

Ïóñòü ïðîîáðàç ïðè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (I1, . . . , In−1, H) : T ∗(En\Z)→ Rn íåêîòîðîé òî÷-

êè (I0
1 , . . . , I

0
n−1, H

0) ñîñòîèò òîëüêî èç ðåãóëÿðíûõ ñëî¼â (òîðîâ Ëèóâèëëÿ). Òîãäà èõ ÷èñëî

ðàâíî 2L, ãäå L = #{j : Ij−1 < aj < aj+1 < Ij} (ïîëàãàåì I0 = −∞, In = +∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâ ak ≤ λk ≤ ak+1 è λk ≤ Ik ≤ λk+1 ñëåäóåò, ÷òî ak ≤ Ik ≤ ak+2,

k = 1, . . . , n − 1. Êàê ïîêàçàíî â [73], ïîâåðõíîñòü ΓI0,H0 = {I1 = I0
1 , . . . , In−1 = I0

n−1, H = H0}
ñîñòîèò èç (êàêîãî-òî ÷èñëà) ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H0 > 0, I0

k 6= as

äëÿ ëþáûõ k, s è I0
k 6= I0

i äëÿ ëþáûõ k 6= i. Ïîýòîìó îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîäåðæèò 2n−1

ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé {Ik ∈ (ai, ai+1)}, ãäå i = k èëè k + 1. Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé òàêîé

îáëàñòè, ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà òîðîâ Ëèóâèëëÿ.

Ìåòîä áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà [50] ïðåäïîëàãàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â âè-

äå ñèñòåìû óðàâíåíèé ṡi =
√
V i
f (si), ãäå si � ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ, à V i

f (si) � ìíîãî÷ëåíû

îäíîé ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò íàáîðà f çíà÷åíèé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðè ýòîì èñõîäíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå äîëæíû âûðàæàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò

ðàäèêàëîâ âèäà
√
si − el ñ êîýôôèöèåíòàìè, ãëàäêî è îäíîçíà÷íî çàâèñÿùèìè îò s (el � íåêîòî-

ðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò f). Èç óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóåò, ÷òî
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îáðàç ïðîåêöèè π ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èíòåãðàëîâ íà ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ ðàçäåëåíèÿ (íà-

çûâàåìûé îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Äàëüíåéøèé

àëãîðèòì ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ π−1.

Â äàííîì ñëó÷àå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óêàçàííîì âèäå ìû íå ïðåäúÿâëÿåì, îäíàêî ìîæ-

íî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ΓI0,H0 íà Rn(λ). Îáðàçîì ýòîé ïðîåêöèè ñëó-

æèò ïàðàëëåëåïèïåä {λj ∈ [aj, aj+1] ∩ [Ij−1, Ij], j = 1, . . . , n}.
Âûðàçèì òåïåðü x, ẋ ÷åðåç λ. Èç 1.12.4 è 1.12.6 íàõîäèì âûðàæåíèÿ λ̇j (j = 1, . . . , n) ÷åðåç

λ:

λ̇j =

(
(−1)j

λj

n+1∏
k=1

(ak − λj)

)1/2 ±
√

(−1)n−jH0
∏n−1

k=1(λj − Ik)
(−1)j+1

∏
k 6=j(λk − λj)

. (1.12.7)

Ïîäñòàâèâ 1.12.7 â 1.12.3, ïîëó÷èì:

ẋm =
n∏
i=1

√
λi − am ·

n∑
j=1

(
Tj(λ)

n+1∏
k=1

√
λj − ak

n−1∏
k=1

√
λj − Ik

)
, (1.12.8)

ãäå Tj(λ) � îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè îò λ.

Ôîðìóëû 1.12.2 è 1.12.8 äîñòàâëÿþò íóæíîå âûðàæåíèå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x, ẋ ÷åðåç

ìíîãî÷ëåíû îò ðàäèêàëîâ rjk =
√
λj − ak, Rjk =

√
λj − Ik ñ êîýôôèöèåíòàìè, îäíîçíà÷íî çà-

âèñÿùèìè îò λ. Ðàäèêàëû rjk, Rjk ìîæíî ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûìè, âûíîñÿ ìíèìûå åäèíèöû â

êîýôôèöèåíò.

Ïóñòü bjk = bsgn(rjk), Bjk = bsgn(Rjk), ãäå bsgn(x) =

0, åñëè x ≥ 0;

1, åñëè x < 0,
� áóëåâ çíàê. Ñòàâÿ

â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ìîíîìó îò rjk, Rjk â 1.12.2 è 1.12.8 ñóììó (ïî mod 2) îòâå÷àþùèõ

åìó áóëåâûõ çíàêîâ, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå íàä B = {0, 1} îòîáðàæåíèå A : Bn(n−1)+n(n+1) →
Bn+1+n(n+1), çàâèñÿùåå îò íàáîðà çíà÷åíèé bjk, Bjk. Êîìïîíåíòû Am, Amj ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Am = b1m + b2m + . . .+ bnm; (1.12.9)

Amj = (b1m + b2m + . . .+ bnm) + (bj1 + bj2 + . . .+ bj,n+1) + (Bj1 +Bj2 + . . .+Bj,n−1), (1.12.10)

ãäå m = 1, . . . , n+ 1, j = 1, . . . , n.

Ðàçäåëèì àðãóìåíòû bjk, Bjk íà äâå ãðóïïû, îòíåñÿ ê ïåðâîé áóëåâû çíàêè ðàäèêàëîâ, íå

ìåíÿþùèõ çíàê âäîëü òðàåêòîðèé, ñîäåðæàùèõñÿ â ïîâåðõíîñòè ΓI0,H0 , à êî âòîðîé � ïåðèî-

äè÷åñêè ìåíÿþùèõ çíàê âäîëü ýòèõ òðàåêòîðèé. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî íåôèêòèâíîãî àðãóìåíòà

âòîðîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö ìàòðèöû îòîáðàæåíèÿ A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè íàä ñòðîêàìè ñëåäóåò ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîìó âèäó, ïîñëå ÷åãî èñêëþ÷èòü èç ìàòðèöû

ýòîò ñòîëáåö è ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ åäèíèöó. Åñëè ïîëó÷èâøàÿñÿ â èòîãå ìàòðèöà èìååò ðàíã l,

òî ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ΓI0,H0 ðàâíî 2l.
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Äëÿ óäîáñòâà áóäåì âûïîëíÿòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä âûðàæåíèÿìè 1.12.9, 1.12.10.

Âû÷èòàÿ Am èç Amj äëÿ âñåõ m, j, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå Ã, èìåþùåå (2n+1) íåçàâèñèìûõ êîì-

ïîíåíò Am, Ãj = (bj1+bj2+. . .+bj,n+1)+(Bj1+Bj2+. . .+Bj,n−1). Äëÿ êàæäîãîm îäèí èç ðàäèêàëîâ√
λm−1 − am,

√
λm − am ìåíÿåò çíàê âäîëü òðàåêòîðèé èç ΓI0,H0 (ïåðâûé ïðè Im−1 > am, âòî-

ðîé ïðè Im−1 < am). Ïîýòîìó êàæäàÿ êîìïîíåíòà Am ñîäåðæèò àðãóìåíò èç âòîðîé ãðóïïû,

à çíà÷èò, èñ÷åçàåò ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé. Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà Ãj íà Ãj + Am íå çàòðàãèâà-

åò ïåðåìåííûõ Bjk. À ïîñêîëüêó ïåðåìåííàÿ Bjk âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â êîìïîíåíòå Ãj, òî ðàíã

l îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé, ðàâåí ÷èñëó êîìïîíåíò Ãj, íå

çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ âòîðîé ãðóïïû. Òî åñòü l = #{j : ∀k
√
λj − Ik íå ìåíÿåò çíàê}. Íî

óñëîâèå, ÷òî
√
λj − Ik íå ìåíÿåò çíàê äëÿ âñåõ k, îçíà÷àåò, ÷òî Ij−1 < aj è aj+1 < Ij. Îòñþäà

l = #{j : Ij−1 < aj < aj+1 < Ij} = L, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Ãëàâà 2

Cåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì

×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà äâîé-

ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå e(3)∗ ê àëãåáðå Ëè e(3), ñíàáæ¼ííîì ñòàíäàðòíîé ñêîáêîé Ëè�Ïóàññîíà.

Íàïîìíèì, ÷òî â ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ s1, s2, s3, r1, r2, r3 íà e(3)∗ ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà çàäà-

¼òñÿ ôîðìóëàìè

{si, sj} = −εijksk, {si, rj} = −εijkrk, {ri, rj} = 0, i, j, k = 1, 2, 3, (2.1.1)

ãäå εijk =
1

2
(i−j)(j−k)(k−i), è èìååò äâå íåçàâèñèìûå ôóíêöèè Êàçèìèðà (ò. å. òàêèå ôóíêöèè,

ñêîáêà êîòîðûõ ñ ëþáîé äðóãîé ôóíêöèåé ðàâíà íóëþ):

f1 = r2
1 + r2

2 + r2
3, (2.1.2)

f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3. (2.1.3)

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà e(3)∗ (êàê è íà âñÿêîì ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè) èìååò

âèä:

ṡi = {si, H}, ṙi = {ri, H}, i = 1, 2, 3, (2.1.4)

ãäå H � ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàí).

Ôóíêöèè f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà e(3)∗ è

òðàäèöèîííî íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì è èíòåãðàëîì ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâåí-

íî. Íà 4-ìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ M4
a,g = {x ∈ e(3)∗ | f1(x) = a, f2(x) = g}, a > 0,

ñêîáêà (2.1.1) îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ïðè ýòîì íà M4
a,g ãàìèëüòîíîâà ñèñòå-

ìà èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé 2.1.4. Îãðàíè÷åíèå òåíçîðà Ïóàññîíà íà M4
a,g
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(êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå â ñèëó òîãî, ÷òî f1, f2 � ôóíêöèè Êàçèìèðà, è çàäàâàåìîå ìàòðèöåé,

îáðàòíîé ê ìàòðèöå ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A.

Ðàññìàòðèâàåìîå â äàííîé ðàáîòå ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà e(3)∗ çàäà¼òñÿ ãàìèëü-

òîíèàíîì

H =
1

2

(
s2

1 + s2
2 + 2s2

3

)
+
c

2

(
r2

1 − r2
2

)
+

b

2r2
3

. (2.1.5)

Íà êàæäîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòåM4
a,g, a > 0 ýòè ñèñòåìû èìåþò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè

íóëåâîì çíà÷åíèè èíòåãðàëà ïëîùàäåé (ò. å. íà M4
a,0) îíè èíòåãðèðóåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíè-

òåëüíîãî èíòåãðàëà

F =

(
s2

1 − s2
2 −

b(r2
1 − r2

2)

a2r2
3

+ cr2
3

)2

+ 4

(
s1s2 −

br1r2

a2r2
3

)2

.

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíåå âìåñòî F ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî èí-

òåãðàëà ôóíêöèþ

K =

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

)2

+ 2c(s2
1 − s2

2)r2
3 + c2r4

3, (2.1.6)

ñâÿçàííóþ ñ H è F ïðè óñëîâèè f2 = 0 ñîîòíîøåíèåì

K = F +
4b

a2
H − b2

a4
.

Â êîîðäèíàòàõ si, ri ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ 2.1.4 äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (2.1.5) èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

ṡ1 = s2s3 + cr2r3 −
br2

r3
3

, ṙ1 = 2r2s3 − s2r3,

ṡ2 = −s1s3 + cr1r3 +
br1

r3
3

, ṙ2 = s1r3 − 2r1s3, (2.1.7)

ṡ3 = −2cr1r2, ṙ3 = r1s2 − s1r2.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé c 6= 0, òàê êàê ïðè c = 0 ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíûé èíòåãðè-

ðóåìûé ñëó÷àé Ëàãðàíæà ñ ïîòåíöèàëîì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Óñëîâèå c 6= 0 ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ

îò ïîñòîÿííûõ a è c ïóò¼ì ñëåäóþùåé ëèíåéíîé çàìåíû êîîðäèíàò è ïåðâûõ èíòåãðàëîâ:

si = a
√
|c|s′i, ri = ar′i, i = 1, 2, 3;

H = a2|c|H ′, K = a4c2K ′.

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå c < 0 ñëåäóåò òàêæå ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå s1 è s2, à òàêæå r1 è

r2. (Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ çàìåíà èíòåãðàëîâ ðàâíîñèëüíà ìàñøòàáèðîâàíèþ ïàðàìåòðà íà

èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ.) Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ

ïîñòîÿííûå a è c èñ÷åçíóò, à ïîñòîÿííàÿ b çàìåíèòñÿ íà b′ òàê, ÷òî b = a4|c|b′. Äëÿ óäîáñòâà
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çàïèñè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì ïî-ïðåæíåìó óïîòðåáëÿòü áåç øòðèõîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

íîâûõ èíòåãðàëîâ H è K ïîñòîÿííûå a è c áóäóò ðàâíû 1:

H =
1

2

(
s2

1 + s2
2 + 2s2

3 + r2
1 − r2

2 +
b

r2
3

)
, (2.1.8)

K =

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

)2

+ 2(s2
1 − s2

2)r2
3 + r4

3, (2.1.9)

à óðàâíåíèÿ (2.1.7) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

ṡ1 = s2s3 + r2r3 −
br2

r3
3

, ṙ1 = 2r2s3 − s2r3,

ṡ2 = −s1s3 + r1r3 +
br1

r3
3

, ṙ2 = s1r3 − 2r1s3, (2.1.10)

ṡ3 = −2r1r2, ṙ3 = r1s2 − s1r2.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî ñèñòåì çàäà¼òñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì b. Ïðè b = 0 ñèíãóëÿð-

íîå ñëàãàåìîå â ãàìèëüòîíèàíå èñ÷åçàåò, è îí ñòàíîâèòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðå-

ìåííûõ si, ri. Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå Ñ.À. ×àïëûãèíà [54]. Áîëåå îáùèé

ñëó÷àé (ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì b ∈ R) îïèñàí â ðàáîòå Ä.Í. Ãîðÿ÷åâà [17]. Ñëó÷àé b < 0

èíòåðåñåí òåì, ÷òî âñå ñëîè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ îêàçûâàþòñÿ íåêîìïàêòíûìè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì áóäåì âûäåëÿòü â ñåìåéñòâå ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà òðè

ñëó÷àÿ:

• b = 0 � ñëó÷àé ×àïëûãèíà;

• b > 0 � êîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà;

• b < 0 � íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà.

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Ðàññìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà íå ñëåäóåò ïóòàòü

ñ õîðîøî èçâåñòíûì â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àåì Ãîðÿ÷åâà�×àïëûãèíà ñ

äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì òðåòüåé ñòåïåíè.

Â ñèëó ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðè b 6= 0 ïåðåìåííàÿ r3 íå äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü, ïîýòîìó

ôàçîâîå ìíîãîîáðàçèå M4
1,0 ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, âûäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

r3 > 0 è r3 < 0. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì íà ýòè êîìïîíåíòû èçîìîðôíû. Ýòîò èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ, íàïðèìåð, èíâîëþ-

öèåé (s1, s2, s3, r1, r2, r3) 7→ (s1, s2, s3,−r1,−r2,−r3).

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Âñþäó äàëåå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïàðàìåòð b â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ, ïðè

b = 0, áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ ðàâíûìè íóëþ. Íàïðèìåð, â ôîðìóëå (2.1.5) âûøå ïðè b = 0 ïî-

ñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ (ïîýòîìó, íàïðèìåð, äîïóñòèìî ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé

r3 íóëþ).
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Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ íàñòîÿùåé ãëàâû íàõîäÿòñÿ îñîáûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

ðàíãà 0 è 1 è èññëåäóåòñÿ èõ íåâûðîæäåííîñòü, ñòðîèòñÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è îïðåäå-

ëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ïðè b ≥ 0 ýòè âîïðîñû ÷àñòè÷íî

áûëè èññëåäîâàíû Î.Å. Îð¼ë è Ï.Å. Ðÿáîâûì â ðàáîòàõ [36, 67]. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü �

ðàññìîòðåòü ýòè âîïðîñû ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, ñðàçó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b.

2.2 Îñîáûå òî÷êè ðàíãà íîëü

Òåîðåìà 2.1 (Ï.Å. Ðÿáîâ [36] (b > 0), Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75] (b ≤ 0)).

1. Ãàìèëüòîíèàí H èìååò íà ìíîãîîáðàçèè M4
1,0 ñëåäóþùèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

P±±1 (0, 0, 0,±
√

1−
√
−b, 0,± 4

√
−b) ïðè −1 ≤ b ≤ 0;

P±±2 (0, 0, 0, 0,±
√

1−
√
b,± 4
√
b) ïðè 0 ≤ b ≤ 1;

P±3 (0, 0, 0, 0, 0,±1) ïðè b ∈ R.

2. Ýòè òî÷êè êðèòè÷åñêèå òàêæå äëÿ èíòåãðàëà K, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè

òî÷êàìè ðàíãà íîëü îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F = (H,K). Äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü,

î÷åâèäíî, íåò.

3. Òî÷êè P±±1 èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî ïðè −1 < b < 0 è âûðîæäåíû ïðè b = −1 è b = 0;

òî÷êè P±±2 èìåþò òèï öåíòð-öåíòð ïðè 0 < b < 1 è âûðîæäåíû ïðè b = 0 è b = 1;

òî÷êè P±3 èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî ïðè b < −1, öåíòð-ñåäëî ïðè −1 < b < 1, öåíòð-öåíòð

ïðè b > 1 è âûðîæäåíû ïðè b = −1 è b = 1.

4. Íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå òî÷êàì P±±1 , P±±2 , P±3 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè

F(P±±1 ) =

(
1

2
−
√
−b,−2b

)
; F(P±±2 ) =

(
−1

2
+
√
b, 2b

)
; F(P±3 ) =

(
b

2
, b2 + 1

)
.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Ïðè b = −1 èìååì P+±
1 = P−±1 = P±3 , ïðè b = 1 � P+±

2 = P−±2 = P±3 , à ïðè

b = 0 � P±+
1 = P±−1 = P±1 (0, 0, 0,±1, 0, 0) è P±+

2 = P±−2 = P±2 (0, 0, 0, 0,±1, 0). Òàêèì îáðàçîì, ïðè

−1 < b < 1 èìååòñÿ øåñòü îñîáûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ðàíãà íîëü, à ïðè |b| ≥ 1 � äâå

òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ M4
1,0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè â

òîì ñëó÷àå, åñëè äèôôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

äèôôåðåíöèàëîâ df1 è df2. Èìååì:

df1 = (0, 0, 0, 2r1, 2r2, 2r3); (2.2.1)

df2 = (r1, r2, r3, s1, s2, s3); (2.2.2)
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dH =

(
s1, s2, 2s3, r1,−r2,−

b

r3
3

)
; (2.2.3)

dK =

(
4s1(ξ + r2

3), 4s2(ξ − r2
3), 0, 0, 0,−4b

r3
3

ξ + 4r3η

)
, (2.2.4)

ãäå ξ = s2
1 + s2

2 +
b

r2
3

, η = s2
1 − s2

2 + r2
3.

Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå (s1, s2, s3, r1, r2, r3) ∈M4
1,0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

dH = λ1df1 + λ2df2.

Ýòî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

s1 = λ2r1;

s2 = λ2r2;

2s3 = λ2r3;

r1 = 2λ1r1 + λ2s1;

−r2 = 2λ1r2 + λ2s2;

− b

r3
3

= 2λ1r3 + λ2s3.

(2.2.5)

Èç ïåðâûõ òð¼õ óðàâíåíèé ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà f2 = 0 ïîëó÷àåì λ2

(
r2

1 + r2
2 +

r2
3

2

)
= 0. Òàê

êàê
1

2
=

1

2
(r2

1 + r2
2 + r2

3) ≤ r2
1 + r2

2 +
r2

3

2
≤ r2

1 + r2
2 + r2

3 = 1, òî îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî λ2 = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, s1 = s2 = s3 = 0. Ñèñòåìà 2.2.5 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå
(1− 2λ1)r1 = 0;

(1 + 2λ1)r2 = 0;

2λ1r
4
3 = −b.

(2.2.6)

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1. r2 = 0, r1 6= 0. Òîãäà λ1 =
1

2
, è èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì r3 = ± 4

√
−b, à èç ðàâåíñòâà

f1 = 0 r1 = ±
√

1−
√
−b. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òî÷êè P±±1 .

2. r1 = 0, r2 6= 0. Òîãäà λ1 = −1

2
, r3 = ± 4

√
b, r2 = ±

√
1−
√
b. Ïîëó÷àåì òî÷êè P±±2 .

3. r1 = r2 = 0. Òîãäà r3 = ±1, λ1 = − b
2
. Ïîëó÷àåì òî÷êè P±3 .

Ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû äîêàçàí. Ïóíêòû 2 è 4 äîêàçûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
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Äîêàæåì ïóíêò 3. Â îêðåñòíîñòè òî÷åê P±3 , à ïðè b 6= 0 òàêæå â îêðåñòíîñòè òî÷åê P±±1 , P±±2

â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà M4
1,0 óäîáíî âûáðàòü ôóíêöèè s1, s2, r1, r2. Òîãäà ìàòðèöà

òåíçîðà Ïóàññîíà çàïèøåòñÿ â âèäå

A =


0 0 0 −r3

0 0 r3 0

0 −r3 0 0

r3 0 0 0

 .

Â êà÷åñòâå áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷êàõ P±±1 , P±±2 , P±3 âîçüì¼ì âåêòîðû

e1 =

(
1, 0,−r1

r3

, 0, 0, 0

)
; e3 =

(
0, 0, 0, 1, 0,−r1

r3

)
;

e2 =

(
0, 1,−r2

r3

, 0, 0, 0

)
; e4 =

(
0, 0, 0, 0, 1,−r2

r3

)
.

Äàëåå, â ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ èìååì:

d2H =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0
3b

r4
3


; d2f1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


;

d2K = 4



b

r2
3

+ r2
3 0 0 0 0 0

0
b

r2
3

− r2
3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
5b2

r6
3

+ 3r2
3


.

Â áàçèñå èç âåêòîðîâ e1, e2, e3, e4 ïîëó÷àåì:

d2H|M4
1,0

=



2r2
1

r2
3

+ 1
2r1r2

r2
3

0 0

2r1r2

r2
3

2r2
2

r2
3

+ 1 0 0

0 0
3br2

1

r6
3

+ 1
3br1r2

r6
3

0 0
3br1r2

r6
3

3br2
2

r6
3

− 1


; d2f1|M4

1,0
= 2



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0
r2

1

r2
3

+ 1
r1r2

r2
3

0 0
r1r2

r2
3

r2
2

r2
3

+ 1


;
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d2K|M4
1,0

= 4



b

r2
3

+ r2
3 0 0 0

0
b

r2
3

− r2
3 0 0

0 0 r2
1

(
5b2

r8
3

+ 3

)
r1r2

(
5b2

r8
3

+ 3

)
0 0 r1r2

(
5b2

r8
3

+ 3

)
r2

2

(
5b2

r8
3

+ 3

)


.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê âûãëÿäÿò â òî÷êàõ P±±1 , P±±2 , P±3 â êîîðäèíàòàõ s1, s2, r1, r2 ìàòðèöû

îïåðàòîðîâ AH , AK , ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûìè ÷àñòÿìè ïîëåé sgradH, sgradK.

1. Â òî÷êàõ P±±1 (0, 0, 0,±
√

1−
√
−b, 0,± 4

√
−b) èìååì dH =

1

2
df1, dK = 0, ïîýòîìó

AH |P±±1
= A

(
d2H|M4

1,0
− 1

2
d2f1|M4

1,0

) ∣∣∣P±±1
=

= ± 4
√
−b


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0





2√
−b
− 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −4

(
1√
−b
− 1

)
0

0 0 0 −2


=

= ± 4
√
−b



0 0 0 2

0 0 −4

(
1√
−b
− 1

)
0

0 −1 0 0
2√
−b
− 1 0 0 0


;

AK |P±±1
= A (d2K|M4

1,0
)|P±±1

=

= ± 4
√
−b


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 · 4


0 0 0 0

0 −2
√
−b 0 0

0 0 8(1−
√
−b) 0

0 0 0 0

 =

= ±4
4
√
−b


0 0 0 0

0 0 8(1−
√
−b) 0

0 2
√
−b 0 0

0 0 0 0

 .

ßñíî, ÷òî îïåðàòîðû AH è AK ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ïîðîæäàåìàÿ èìè ïîäàëãåáðà â
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sp(4,R) ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ìàòðèö âèäà
0 0 0 2A

√
−b

0 0 4B(1−
√
−b) 0

0 B
√
−b 0 0

A(2−
√
−b) 0 0 0

 .

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé ìàòðèöû ðàâíû ±A
√

2(2−
√
−b) 4
√
−b, ±2B

√
1−
√
−b 4
√
−b.

Îíè âåùåñòâåííû è îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè −1 < b < 0, à ïðè b = −1 äâà èç íèõ îáðàùàþòñÿ

â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P±±1 âûðîæäåíû ïðè b = −1 è èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî

ïðè −1 < b < 0.

2. Àíàëîãè÷íî, â òî÷êàõ P±±2 (0, 0, 0, 0,±
√

1−
√
b,± 4
√
b) dH = −1

2
df1, dK = 0, ïîýòîìó

AH |P±±2
= A

(
d2H|M4

1,0
+

1

2
d2f1|M4

1,0

) ∣∣∣P±±2
=

= ± 4
√
b


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0





1 0 0 0

0
2√
b
− 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 4

(
1√
b
− 1

)


=

= ± 4
√
b


0 0 0 −4

(
1√
b
− 1

)
0 0 2 0

0 − 2√
b

+ 1 0 0

1 0 0 0


;

AK |P±±2
= A (d2K|M4

1,0
)|P±±2

=

= ± 4
√
b


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 · 4


2
√
b 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 8(1−
√
b)

 = ±4
4
√
b


0 0 0 −8(1−

√
b)

0 0 0 0

0 0 0 0

2
√
b 0 0 0

 .

Îïåðàòîðû AH è AK ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ïîðîæäàåìàÿ èìè ïîäàëãåáðà â sp(4,R) ñî-

ñòîèò èç ìàòðèö âèäà 
0 0 0 −4A(1−

√
b)

0 0 2B
√
b 0

0 −B(2−
√
b) 0 0

A
√
b 0 0 0

 .
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé ìàòðèöû ðàâíû ±2Ai
√

1−
√
b 4
√
b, ±Bi

√
2(2−

√
b) 4
√
b. Îíè

ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè è îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè 0 < b < 1, à ïðè b = 1 äâà èç íèõ

îáðàùàþòñÿ â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P±±2 âûðîæäåíû ïðè b = 1 è èìåþò òèï

öåíòð-öåíòð ïðè 0 < b < 1.

3. Íàêîíåö, â òî÷êàõ P±3 (0, 0, 0, 0, 0,±1) dH = − b
2
df1, dK = 2(1− b2)df1, è

AH |P±3 = A

(
d2H|M4

1,0
+
b

2
d2f1|M4

1,0

) ∣∣∣P±3 =

= ±


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 b+ 1 0

0 0 0 b− 1

 = ±


0 0 0 1− b
0 0 1 + b 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 ;

AK |P±3 = A (d2K|M4
1,0
− 2(1− b2)d2f1|M4

1,0
)|P±3 =

= ±


0 0 0 −1

0 0 1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 · 4

b+ 1 0 0 0

0 b− 1 0 0

0 0 b2 − 1 0

0 0 0 b2 − 1

 =

= ±4


0 0 0 1− b2

0 0 −(1− b2) 0

0 1− b 0 0

1 + b 0 0 0

 .

Îïåðàòîðû AH è AK ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ïîðîæäàåìàÿ èìè ïîäàëãåáðà â sp(4,R) ñî-

ñòîèò èç ìàòðèö âèäà 
0 0 0 A(1− b)
0 0 B(1 + b) 0

0 −B 0 0

A 0 0 0

 .

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé ìàòðèöû ðàâíû ±A
√

1− b, ±B
√
−1− b. Ïåðâûå äâà èç íèõ

âåùåñòâåííû ïðè b < 1, ÷èñòî ìíèìû ïðè b > 1 è ðàâíû íóëþ ïðè b = 1, à âòîðûå äâà

âåùåñòâåííû ïðè b < −1, ÷èñòî ìíèìû ïðè b > −1 è ðàâíû íóëþ ïðè b = −1. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êè P±3 èìåþò òèï ñåäëî-ñåäëî ïðè b < 1, öåíòð-ñåäëî ïðè −1 < b < 1,

öåíòð-öåíòð ïðè b > 1 è âûðîæäåíû ïðè b = ±1.

Îñòà¼òñÿ â ñëó÷àå b = 0 èññëåäîâàòü íà íåâûðîæäåííîñòü òî÷êè P±±1 = P±1 (0, 0, 0,±1, 0, 0) è

P±±2 = P±2 (0, 0, 0, 0,±1, 0). Íî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé èç ýòèõ äâóõ ïàð òî÷åê èìååì d2K = 0.
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Ïîýòîìó AK |P±1 = A
(
d2K|M4

1,0

) ∣∣∣P±1 = 0, è àíàëîãè÷íî AK |P±2 = A
(
d2K|M4

1,0

) ∣∣∣P±2 = 0. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ïðè b = 0 îñîáûå òî÷êè P±1 , P
±
2 âûðîæäåíû.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Ïðè b = 0 òî÷êè P±2 (0, 0, 0, 0,±1, 0) ìîæíî ñäåëàòü íåâûðîæäåííûìè ïóò¼ì

èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç èíòåãðàëàK. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òî÷êó P+
2 (äëÿ òî÷êè P−2

ðàññóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû). Ôóíêöèÿ
√
K
∣∣∣M4

1,0
ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè P+
2 è èìååò â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî

ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè P+
2 âîçüì¼ì ôóíêöèè s1, s3, r1, r3.

Òîãäà ìàòðèöà òåíçîðà Ïóàññîíà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =


0 0 0 r2

0 0 −r2 0

0 r2 0 0

−r2 0 0 0

 ,

à ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ â TP+
2
M4

1,0 áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) ; e3 = (0, 0, 0, 1, 0, 0) ;

e2 = (0, 0, 1, 0, 0, 0) ; e4 = (0, 0, 0, 0, 0, 1) .

Â òàêîì áàçèñå

d2
√
K|M4

1,0
=



∂2
√
K

∂s2
1

∂2
√
K

∂s1∂s3

∂2
√
K

∂s1∂r1

∂2
√
K

∂s1∂r3

∂2
√
K

∂s3∂s1

∂2
√
K

∂s2
3

∂2
√
K

∂s3∂r1

∂2
√
K

∂s3∂r3

∂2
√
K

∂r1∂s1

∂2
√
K

∂r1∂s3

∂2
√
K

∂r2
1

∂2
√
K

∂r1∂r3

∂2
√
K

∂r3∂s1

∂2
√
K

∂r3∂s3

∂2
√
K

∂r3∂r1

∂2
√
K

∂r2
3


.

Ïîëîæèì Ps1,ε = P+
2 + εe1, Ps3,ε = P+

2 + εe2, Pr1,ε = P+
2 + εe3, Pr3,ε = P+

2 + εe4 (êàê òî÷êè

àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà R6(s1, s2, s3, r1, r2, r3)). Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåì,

÷òî
∂
√
K

∂s1

∣∣∣P+
2

= lim
ε→0

1

ε

(√
K(Ps1,ε)−

√
K(P+

2 )

)
= lim

ε→0

1

ε
(
√
ε4 − 0) = 0,

è àíàëîãè÷íî
∂
√
K

∂s3

∣∣∣P+
2

=
∂
√
K

∂r1

∣∣∣P+
2

=
∂
√
K

∂r3

∣∣∣P+
2

= 0, ò.å. P+
2 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè

√
K
∣∣∣M4

1,0
.
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Â ëþáîé òî÷êå, â êîòîðîé K 6= 0,

d
√
K =

1

2
√
K
dK =

2√
K



s1(s2
1 + s2

2 + r2
3)

s2(s2
1 + s2

2 − r2
3)

0

0

0

r3(s2
1 − s2

2 + r2
3)


.

Äàëåå,

∂2
√
K

∂s2
1

∣∣∣P+
2

= lim
ε→0

1

ε

(
2s1(s2

1 + s2
2 + r2

3)√
K

∣∣
Ps1,ε
− ∂
√
K

∂s1

∣∣∣P+
2

)
= lim

ε→0

1

ε

(
2ε3

√
ε4
− 0

)
= 2,

∂2
√
K

∂s1∂s3

∣∣∣P+
2

= lim
ε→0

1

ε

(
2s1(s2

1 + s2
2 + r2

3)√
K

∣∣
Ps3,ε
− ∂
√
K

∂s1

∣∣∣P+
2

)
= lim

ε→0

1

ε
(0− 0) = 0,

è àíàëîãè÷íî
∂2
√
K

∂r2
3

∣∣∣P+
2

= 2,

∂2
√
K

∂s2
3

∣∣∣P+
2

=
∂2
√
K

∂r2
1

∣∣∣P+
2

=
∂2
√
K

∂s1∂r1

∣∣∣P+
2

=
∂2
√
K

∂s1∂r3

∣∣∣P+
2

=
∂2
√
K

∂s3∂r1

∣∣∣P+
2

=
∂2
√
K

∂s3∂r3

∣∣∣P+
2

=
∂2
√
K

∂r1∂r3

∣∣∣P+
2

= 0.

Òàêèì îáðàçîì,

A√K |P+
2

= A
(
d2
√
K |M4

1,0

) ∣∣∣P+
2

=


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 ·


2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

 =


0 0 0 2

0 0 0 0

0 0 0 0

−2 0 0 0

 .

Äëÿ èíòåãðàëà H â òåõ æå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìååì:

AH |P+
2

= A

(
d2H|M4

1,0
+

1

2
d2f1|M4

1,0

) ∣∣∣P+
2

=

=


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0

 ·



1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

+


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


 =


0 0 0 1

0 0 −2 0

0 2 0 0

−1 0 0 0

 .

Èòàê, îïåðàòîðû AH è A√K ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ïîðîæäàåìàÿ èìè ïîäàëãåáðà â sp(4,R)

ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà 
0 0 0 A

0 0 −B 0

0 B 0 0

−A 0 0 0

 .

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé ìàòðèöû ÷èñòî ìíèìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà P+
2 èìååò òèï öåíòð-

öåíòð. Òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñÿòñÿ è ê òî÷êå P−2 .
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2.3 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• l+ = {(h, k) ∈ R2 | k = 2b};

• l− = {(h, k) ∈ R2 | k = −2b};

• l = {(h, k) ∈ R2 | k = 4bh− b2};

• π+ = {(h, k) ∈ R2 | k = (2h+ 1)2 − 2b};

• π− = {(h, k) ∈ R2 | k = (2h− 1)2 + 2b}.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìî-

ìåíòà äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà èñ÷åðïûâàåòñÿ ïðÿìûìè l+, l−, l è ïàðàáîëàìè π+, π−

(ëèáî èõ ÷àñòÿìè). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå b = 0 âñå òðè ïðÿìûå l+, l−, l ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 2.2 (Î.Å. Îð¼ë, Ï.Å. Ðÿáîâ [67] (b = 0), Ï. Å. Ðÿáîâ [36] (b > 0), Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [78]

(b < 0)). Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåì òèïà ×àïëûãèíà�

Ãîðÿ÷åâà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2(h, k) çíà÷åíèé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

H,K:

ïðè b = 0 (ðèñ. 2.1):

π+ ïðè h ≥ −1

2
; π− ïðè h ≥ 0; l ïðè h ≥ −1

2
;

ïðè 0 < b < 1 (ðèñ. 2.2):

π+ ïðè h ≥
√
b− 1

2
; π− ïðè h ≥ b

2
;

l+ ïðè h ∈
[√

b− 1

2
,
1

2

]
; l ïðè h ≥ b+ 1

2
;

ïðè b ≥ 1 (ðèñ. 2.3):

π+ ïðè h ≥ b

2
; π− ïðè h ≥ b

2
; l ïðè h ≥ b+ 1

2
;
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k

1

h

Π+

Π-

l

-
1

2
0 1

2

k=H2h-1L2

k=H2h+1L2

Ðèñ. 2.1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà (b = 0)

ïðè b < 0 (ðèñ. 2.4, 2.5):

π+ ïðè h ∈ R; π− ïðè h ∈ R;

l+ ïðè h ≥ 1

2
; l− ïðè h ≥ −1

2
; l ïðè h ∈

[
b− 1

2
,
b+ 1

2

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (s1, s2, s3, r1, r2, r3) ∈M4
1,0. Òî, ÷òî ðàíã äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà (H,K) : M4
1,0 → R2 â òî÷êå P ìåíüøå äâóõ, îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé

H,K, f1, f2, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèè íà îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå R6, ëèíåéíî çàâèñèìû

â òî÷êå P . Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàíã ìàòðèöû


df1

df2

dH

dK

 =



0 0 0 2r1 2r2 2r3

r1 r2 r3 s1 s2 s3

s1 s2 2s3 r1 −r2 − b

r3
3

4s1(ξ + r2
3) 4s2(ξ − r2

3) 0 0 0 −4b

r3
3

ξ + 4r3η


(2.3.1)

ìåíüøå ÷åòûð¼õ. Çäåñü, êàê è â ôîðìóëå 2.2.4, ïîëàãàåì ξ = s2
1 + s2

2 +
b

r2
3

, η = s2
1 − s2

2 + r2
3.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì â íåñêîëüêî øàãîâ. Ïðè ýòîì, ãîâîðÿ î ôóíêöèÿõ H è K, ìû

áóäåì èìåòü â âèäó èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå P . Òî æå êàñàåòñÿ è äèôôåðåíöèàëîâ dH, dK, df1, df2.

×åðåç M i1...ik
j1...jk

áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíîð ìàòðèöû 2.3.1, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê i1, . . . , ik è

ñòîëáöîâ j1, . . . , jk.
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h
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1

2

b

2

k=2b

1

2

b + 1

2

k=H2h-1L2
+2b

k=H2h+1L2
-2b

k=4bh-b 2

Π+

Π-

l

l+

Ðèñ. 2.2: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

(0 < b < 1)

Øàã 1.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü dK = 0. Òîãäà âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

1. K = 2b, b ≤ 1, ïðè ýòîì

H ≥ −1

2
ïðè b = 0,

H ∈
[√

b− 1

2
,
1

2

]
ïðè b ∈ (0, 1],

H ≥ 1

2
ïðè b < 0.

2. K = −2b, b < 0, ïðè ýòîì H ≥ −1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó
∂K

∂s1

=
∂K

∂s2

= 0, âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1) s1 = ξ − r2
3 = 0, èëè, ýêâèâàëåíòíî, s1 = 0, s2

2 = r2
3 −

b

r2
3

. Òîãäà
∂K

∂r3

= −4b

r3
3

ξ + 4r3η =
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k

h

b

2

b + 1

2

k=H2h-1L2
+2b

k=H2h+1L2
-2b

k=4bh-b 2Π+

Π-

l

Ðèñ. 2.3: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

(b ≥ 1)

−4b

r3
3

r2
3 + 4r3

b

r2
3

= 0, ò.å. äåéñòâèòåëüíî dK = 0. Ïðè ýòîì

K =

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)2

+ 2b = 2b,

H =
1

2

(
s2

1 + s2
2 + 2s2

3 + 1− 2r2
2 − r2

3 +
b

r2
3

)
=

1

2
+ s2

3 − r2
2.

Èç ðàâåíñòâà s1r1 + s2r2 + s3r3 = 0 â ñèëó s1 = 0 èìååì s2
2r

2
2 = s2

3r
2
3. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå

äëÿ s2
2 ÷åðåç r2

3, ïîëó÷àåì

(
r2

3 −
b

r2
3

)
r2

2 = s2
3r

2
3, îòêóäà

br2
2

r2
3

=

(
1

2
−H

)
r2

3. Äàëåå ðàññìîòðèì

îòäåëüíî ñëó÷àè b = 0 è b 6= 0.

Ïðè b = 0 èìååì s1 = 0, s2
2 = r2

3 è

(
1

2
−H

)
r2

3 = 0. Åñëè H =
1

2
, òî s2

3 = r2
2, è êðèòè÷åñêîå

ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ñôåð

{r2
1 + r2

2 + r2
3 = 1, s1 = 0, s2 = ±r3, s3 = ∓r2},

èìåþùèõ äâå îáùèå òî÷êè (0, 0, 0,±1, 0, 0) (ýòî òî÷êè P±1 , ÿâëÿþùèåñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ðàíãà

íîëü äëÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ñì. ðàçäåë 2.2). Åñëè æå H 6= 1

2
, òî s2 = r3 = 0, è êðèòè÷åñêîå
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k

h

b

2

b + 1

2

1

2

-
1

2

b - 1

2
1

2
- -b

1

2
+ -b

k=H2h-1L2
+2b

k=H2h+1L2
-2b

k=4bh-b 2

k=2b

k=-2b

Π+ Π-

l

l+

l-

Ðèñ. 2.4: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ íåêîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷å-

âà (−1 < b < 0)

ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé

{r2
1 + r2

2 = 1, s3 = ±
√
H − 1

2
+ r2

2, s1 = s2 = r3 = 0} ïðè H >
1

2
;

{r2
1 + s2

3 = H +
1

2
, r2 = ±

√
1− r2

1, s1 = s2 = r3 = 0} ïðè H <
1

2
. (2.3.2)

Ïðè ýòîì âî âòîðîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, H ≥ −1

2
, èíà÷å êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïóñòî. Â

÷àñòíîñòè, ïðè H = −1

2
óêàçàííûå äâå îêðóæíîñòè âûðîæäàþòñÿ â äâå òî÷êè P±2 (îñîáûå

òî÷êè ðàíãà íîëü îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ñì. ðàçäåë 2.2).

Ïðè b 6= 0 ïîëó÷àåì:

s1 = 0; s2 = ±

√
r2

3 −
b

r2
3

; r2 = ±
√

1− 2H

2b
r2

3;

r1 = ±
√

1− r2
2 − r2

3 = ±
√

1− 1− 2H

2b
r4

3 − r2
3;

s3 = −s2r2

r3

= ±
√

1− 2H

2b
(r4

3 − b). (2.3.3)

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî ïåðåìåííîé r3. Åäèí-

ñòâåííîå îãðàíè÷åíèå � íåîòðèöàòåëüíîñòü ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé:

r4
3 − b ≥ 0;

1− 2H

2b
≥ 0; 1− 1− 2H

2b
r4

3 − r2
3 ≥ 0.
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Ðèñ. 2.5: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ íåêîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷å-

âà (b < −1)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

H ≤ 1

2
, r2

3 ∈

√b; 2

1 +
√

1 + 2(1−2H)
b

 ïðè b > 0 è

H ≥ 1

2
, r2

3 ∈

0;
2

1 +
√

1 + 2(1−2H)
b

 ïðè b < 0.

Òàê êàê r2
3 ≤ 1, òî â ïåðâîì ñëó÷àå b ≤ 1 è

√
b ≤ 2

1 +
√

1 + 2(1−2H)
b

,

îòêóäà íàõîäèì H ≥
√
b − 1

2
. Òàêèì îáðàçîì, ïðè b ∈ (0, 1] èìååì H ∈

[√
b− 1

2
,
1

2

]
, ïðè b > 1

êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïóñòî.

Èòàê, ïðè b ∈ (0, 1) êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 16-òè îòðåçêîâ, çàäàííûõ ïàðàìåòðîì

r2
3 è ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s2, r1, r2, r3 (çíàê s3 îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî èç ðàâåíñòâà

s3 = −s2r2

r3

). Ýòè îòðåçêè ñêëåèâàþòñÿ â 4 îêðóæíîñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ

r2 è r3. Ïðè H =
√
b − 1

2
ýòè îêðóæíîñòè âûðîæäàþòñÿ â 4 îñîáûå òî÷êè P±±2 ðàíãà íîëü

(ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè H =
1

2
îêðóæíîñòåé ñòàíîâèòñÿ äâå (ò.ê. r2 = 0). Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå

b = 1 îñòàþòñÿ ëèøü äâå îñîáûå òî÷êè P±3 ðàíãà íîëü (ñì. ðàçäåë 2.2).
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Ïðè b < 0 êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 16-òè ïîëóèíòåðâàëîâ ñ ïàðàìåòðîì r2
3. Ýòè

ïîëóèíòåðâàëû ñêëåèâàþòñÿ â 8 ïðÿìûõ, ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s2, r2, r3. Ïðè

H =
1

2
îñòà¼òñÿ 4 ïðÿìûõ (ò.ê. r2 = 0).

2) ξ + r2
3 = s2 = 0, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, s2 = 0, s2

1 = −r2
3 −

b

r2
3

. Ýòîò ñëó÷àé ïîõîæ íà

ïðåäûäóùèé, òîëüêî òåïåðü îáÿçàòåëüíî b ≤ 0. Àíàëîãè÷íî,
∂K

∂r3

= −4b

r3
3

ξ + 4r3η = −4b

r3
3

· (−r2
3) +

4r3 ·
(
− b

r2
3

)
= 0, ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî dK = 0. Ïðè ýòîì

K =

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)2

− 2b = −2b,

H =
1

2

(
s2

1 + s2
2 + 2s2

3 − 1 + 2r2
1 + r2

3 +
b

r2
3

)
= −1

2
+ s2

3 + r2
1.

Äàëåå, åñëè b = 0, òî s1 = s2 = r3 = 0, è ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê ïåðâîìó ñëó÷àþ. Åñëè

æå b < 0, òî, ïîäîáíî ïåðâîìó ñëó÷àþ, èç ðàâåíñòâ s2
1r

2
1 = s2

3r
2
3 è s2

1 = −r2
3 −

b

r2
3

ïîëó÷àåì

br2
1

r2
3

= −
(

1

2
+H

)
r2

3, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ïåðåìåííûå si, ri ÷åðåç r
2
3:

s1 = ±

√
−r2

3 −
b

r2
3

; s2 = 0; r1 = ±
√

1 + 2H

−2b
r2

3;

r2 = ±
√

1− r2
1 − r2

3 = ±
√

1− 1 + 2H

−2b
r4

3 − r2
3;

s3 = −s1r1

r3

= ±
√

1 + 2H

2b
(r4

3 + b). (2.3.4)

Óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

r4
3 + b ≤ 0;

1 + 2H

−2b
≥ 0; 1− 1 + 2H

−2b
r4

3 − r2
3 ≥ 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

H ≥ −1

2
, r2

3 ∈

0; min

√−b, 2

1 +
√

1 + 2(1+2H)
−b

 .
Áîëåå òî÷íî,

r2
3 ∈

(
0,
√
−b
]
ïðè H ∈

[
−1

2
,
1

2
−
√
−b
)
, b ∈ (−1, 0) è

r2
3 ∈

0,
2

1 +
√

1 + 2(1+2H)
−b

 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç 16-òè ïîëóèíòåðâàëîâ ñ ïàðàìåòðîì r2
3,

ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s1, r1, r2, r3. Ýòè ïîëóèíòåðâàëû ñêëåèâàþòñÿ â 8 ïðÿìûõ,

ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ r1, r2, r3 ïðè H <
1

2
−
√
−b, b ∈ (−1, 0) è çíàêàìè ïåðå-

ìåííûõ s1, r1, r3 ïðè H > max

(
1

2
−
√
−b,−1

2

)
. Ïðè H =

1

2
−
√
−b, b ∈ [−1, 0) ïîëóèíòåðâàëû

ñêëåèâàþòñÿ íå â ïðÿìûå, à â 4 áóêåòà äâóõ ïðÿìûõ (�êðåñòà�), ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêàìè ïåðå-

ìåííûõ r1 è r3, ïðè ýòîì ñêëåéêà ïðîèñõîäèò â îñîáûõ òî÷êàõ P±±1 ðàíãà íîëü (ñì. ðàçäåë 2.2).

Ïðè H = −1

2
ïðÿìûõ (ïðè b 6= −1), ñîîòâåòñòâåííî áóêåòîâ (ïðè b = −1), ñòàíîâèòñÿ â äâà ðàçà

ìåíüøå, ò.ê. r1 = 0.

3) s1 = s2 = 0. Èç óñëîâèÿ
∂K

∂r3

= 0 ïîëó÷àåì −4b

r3
3

· b
r2

3

+ 4r3
3 = 0, îòêóäà r4

3 = ±b. Åñëè

r4
3 = b, òî ξ − r2

3 =
b

r2
3

− r2
3 = 0, è ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðâîìó ñëó÷àþ. Åñëè æå r4

3 = −b, òî

ξ + r2
3 =

b

r2
3

+ r2
3 = 0, è ìû ïðèõîäèì êî âòîðîìó ñëó÷àþ.

4) ξ + r2
3 = ξ − r2

3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå r3 = 0, à ýòî ìîæåò áûòü ëèøü ïðè b = 0. Íî òîãäà

ξ = s2
1 + s2

2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, s1 = s2 = 0, è ìû ñíîâà èìååì äåëî ñ ïåðâûì ñëó÷àåì.

Ëåììà 2.3 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå dK = 0 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ïîëó÷àåì ÷àñòè ïðÿìûõ l+
è l−.

Øàã 2.

Ëåììà 2.4.

1) Åñëè s1 = r2 = s3 = 0, òî K = (2H − 1)2 + 2b, ïðè÷¼ì

H ≥ b

2
ïðè b ≥ 0,

H ∈ R ïðè b < 0.

Ïðè ýòîì dK = 4

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)(
dH − 1

2
df1

)
.

2) Åñëè r1 = s2 = s3 = 0, òî K = (2H + 1)2 − 2b, ïðè÷¼ì

H ≥ b

2
ïðè b ≥ 1,

H ≥
√
b− 1

2
ïðè 0 ≤ b < 1,

H ∈ R ïðè b < 0.

Ïðè ýòîì dK = 4

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)(
dH +

1

2
df1

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äèôôåðåíöèàëîâ çàìåòèì, ÷òî

∂K

∂r3

= −4b

r3
3

(
s2

2 +
b

r2
3

)
+ 4r3

(
−s2

2 + r2
3

)
= 4

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)(
− b

r3
3

− r3

)
,

ïîýòîìó äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî r3 òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ:

∂K

∂r3

= 4

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)(
∂H

∂r3

− 1

2

∂f1

∂r3

)
.

Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì îíî, î÷åâèäíî, òàêæå âûïîëíåíî. Ñëåäî-

âàòåëüíî, îíî âåðíî è äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ dK, dH, df1.

Äàëåå, òàê êàê s1 = r2 = s3 = 0 è r2
1 + r2

2 + r2
3 = 1, èìååì:

K =

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)2

+ 2b = (2H − 1)2 + 2b.

Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíî êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé b è H.

Åñëè b = 0, òî êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé{
s2

2 + r2
1 = 2H, r3 = ±

√
1− r2

1, s1 = r2 = s3 = 0

}
ïðè H ∈

(
0,

1

2

)
;{

r2
1 + r2

3 = 1, s2 = ±
√

2H − r2
1, s1 = r2 = s3 = 0

}
ïðè H >

1

2
. (2.3.5)

Ïðè H =
1

2
ýòè îêðóæíîñòè èìåþò äâå îáùèå òî÷êè (îñîáûå òî÷êè P±1 ðàíãà íîëü, ñì. ðàç-

äåë 2.2), à ïðè H = 0 âûðîæäàþòñÿ â äâå îñîáûå òî÷êè P±3 ðàíãà íîëü (ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè

H < 0 êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïóñòî.

Ïðè b 6= 0 êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü çàäàíî ïàðàìåòðè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:{
r1 = ±

√
1− r2

3, s2 = ±

√
2H − 1 + r2

3 −
b

r2
3

, s1 = r2 = s3 = 0

}
. (2.3.6)

Èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì:

r2
3 ∈ (0; 1], åñëè (2H − 1)2 + 4b ≤ 0 è

r2
3 ∈ (0; 1] \ (α1, β1), åñëè (2H − 1)2 + 4b > 0

(ãäå α1 =
−(2H − 1)−

√
(2H − 1)2 + 4b

2
, β1 =

−(2H − 1) +
√

(2H − 1)2 + 4b

2
).

Îòñþäà ïðè b > 0 èìååì r3 ∈ [β1, 1]. Ïðè H > b/2 êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 8-ìè îò-

ðåçêîâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ r1, s2, r3, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ â äâå îêðóæíîñòè,

ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêîì ïåðåìåííîé r3. Ïðè H = b/2 èìååì β1 = 1, è ýòè îêðóæíîñòè âûðîæäà-

þòñÿ â äâå òî÷êè (îñîáûå òî÷êè P±3 ðàíãà íîëü, ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè H < b/2 èìååì β1 > 1, è

êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïóñòî.
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Åñëè b ∈ (−1, 0), òî r2
3 ∈ (0, 1] ïðè H ≥ 1

2
−
√
−b, r2

3 ∈ (0, α1] ∪ [β1, 1] ïðè H ∈
[
b

2
,
1

2
−
√
−b
)

è r2
3 ∈ (0, α1] ïðè H <

b

2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè H >

1

2
−
√
−b êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç

8-ìè ïîëóèíòåðâàëîâ ñ ïàðàìåòðîì r2
3, ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ r1, s2, r3, êîòîðûå

ñêëåèâàþòñÿ â 4 ïðÿìûõ, ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s2, r3. Ïðè H =
1

2
−
√
−b èìååì

α1 = β1 ∈ (0, 1], è ó ýòèõ ïðÿìûõ ïîÿâëÿþòñÿ îáùèå òî÷êè: êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé äâå ïàðû ïðÿìûõ, èìåþùèõ ïî äâå îáùèå òî÷êè (ñì. ðèñ. 2.6), ýòî îñîáûå òî÷êè P±±1

ðàíãà íîëü, ñì. ðàçäåë 2.2. Äàëåå, ïðè H ∈
(
b

2
,
1

2
−
√
−b
)
êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé 8 ïîëóèíòåðâàëîâ (êîãäà r2
3 ∈ (0, α1]), êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ â 4 ïðÿìûå (ðàçëè÷àþùèåñÿ

çíàêàìè ïåðåìåííûõ r1, r3), à òàêæå 8 îòðåçêîâ (êîãäà r2
3 ∈ [β1, 1]), êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ â

äâå îêðóæíîñòè (ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêîì ïåðåìåííîé r3). Ïðè H =
b

2
èìååì β1 = 1, ïîýòîìó

îêðóæíîñòè âûðîæäàþòñÿ â äâå òî÷êè (îñîáûå òî÷êè P±3 ðàíãà íîëü, ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè H <
b

2
îíè âîâñå èñ÷åçàþò, è îñòàþòñÿ òîëüêî 4 ïðÿìûå, îòâå÷àþùèå ïîëóèíòåðâàëó (0, α1].

P1
++

P1
-+

P1
+-

P1
--

Ðèñ. 2.6: Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïðè s1 = r2 = s3 = 0, H =
1

2
−
√
−b, b ∈ (−1, 0)

Íàêîíåö, åñëè b ≤ −1, òî r2
3 ∈ (0, 1] ïðè H ≥ b

2
è r2

3 ∈ (0, α1] ïðè H <
b

2
. Ýòîò ñëó÷àé ïîõîæ

íà ñëó÷àé b ∈ (−1, 0), òîëüêî çäåñü ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ H ïðÿìûå ïåðåñòðàèâàþòñÿ â

ïðÿìûå, ìèíóÿ ñòàäèþ îêðóæíîñòåé. À èìåííî, ïðè H >
b

2
èìååì 4 ïðÿìûå, ðàçëè÷àþùèåñÿ

çíàêàìè ïåðåìåííûõ s2, r3. Ïðè H =
b

2
îíè ïðåâðàùàþòñÿ â äâå ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

(â îñîáûõ òî÷êàõ P±3 ðàíãà íîëü, ñì. ðàçäåë 2.2), à ïðè H <
b

2
ñíîâà ðàñïàäàþòñÿ íà 4 ïðÿìûå,

ðàçëè÷àþùèåñÿ òåïåðü çíàêàìè ïåðåìåííûõ r1, r3.

2) Ñëó÷àé r1 = s2 = s3 = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî s2 = 0,

èìååì:

∂K

∂r3

= −4b

r3
3

(
s2

1 +
b

r2
3

)
+ 4r3

(
s2

1 + r2
3

)
= 4

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)(
− b

r3
3

+ r3

)
=

= 4

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)(
∂H

∂r3

+
1

2

∂f1

∂r3

)
.
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Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî äðóãèì ïåðåìåííûì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, òàêæå âû-

ïîëíåíî.

Äàëåå, â ñèëó ðàâåíñòâ r1 = s2 = s3 = 0 è r2
1 + r2

2 + r2
3 = 1, ïîëó÷àåì:

K =

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)2

− 2b = (2H + 1)2 − 2b.

Âûÿñíèì òåïåðü, êàê âûãëÿäèò êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé b è H.

Åñëè b = 0, òî êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé{
s2

1 + r2
3 = 2H + 1, r2 = ±

√
1− r2

3, r1 = s2 = s3 = 0

}
ïðè H ∈

(
−1

2
, 0

)
;{

r2
2 + r2

3 = 1, s1 = ±
√

2H + 1− r2
3, r1 = s2 = s3 = 0

}
ïðè H > 0. (2.3.7)

ÏðèH = 0 ýòè îêðóæíîñòè èìåþò äâå îáùèå òî÷êè (îñîáûå òî÷êè P±3 ðàíãà íîëü, ñì. ðàçäåë 2.2),

à ïðè H = −1

2
âûðîæäàþòñÿ â äâå îñîáûå òî÷êè P±2 ðàíãà íîëü (ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè H < −1

2
êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïóñòî.

Ïðè b 6= 0 êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü çàäàíî ïàðàìåòðè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:{
r2 = ±

√
1− r2

3, s1 = ±

√
2H + 1− r2

3 −
b

r2
3

, r1 = s2 = s3 = 0

}
. (2.3.8)

Èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé íàõîäèì, ÷òî êðèòè÷åñêîå ìíîæå-

ñòâî ïóñòî, åñëè (2H + 1)2 − 4b < 0, è

r2
3 ∈ (0; 1] ∩ [α2, β2], åñëè (2H + 1)2 − 4b ≥ 0

(ãäå α2 =
2H + 1−

√
(2H + 1)2 − 4b

2
, β2 =

2H + 1 +
√

(2H + 1)2 − 4b

2
).

Îòñþäà ïðè b < 0 ïîëó÷àåì, ÷òî r2
3 ∈ (0, 1], êîãäà H ≥ b

2
, è r2

3 ∈ (0, β2], êîãäà H <
b

2
. Ïðè

H >
b

2
êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 8 ïîëóèíòåðâàëîâ, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ

â 4 ïðÿìûå, ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s1, r3. Ïðè H =
b

2
, â ñèëó òîãî, ÷òî β2 =

1, îíè ïðåâðàùàþòñÿ â äâå ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (â îñîáûõ òî÷êàõ P±3 ðàíãà íîëü,

ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè H <
b

2
îíè ñíîâà ðàñïàäàþòñÿ íà 4 ïðÿìûå, ðàçëè÷àþùèåñÿ òåïåðü çíàêàìè

ïåðåìåííûõ r2, r3.

Åñëè b ∈ (0, 1), òî r2
3 ∈ [α2, 1] ïðè H ≥ b

2
è r2

3 ∈ [α2, β2] ïðè H ∈
[√

b− 1

2
,
b

2

)
. Ïðè H >

b

2
êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî � 8 îòðåçêîâ, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ â äâå îêðóæíîñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ

çíàêîì ïåðåìåííîé r3. Ïðè H =
b

2
, â ñèëó òîãî, ÷òî β2 = 1, ó ýòèõ îêðóæíîñòåé âîçíèêàåò

ñàìîïåðåñå÷åíèå (â îñîáûõ òî÷êàõ P±3 , ñì. ðàçäåë 2.2), è îíè ïðåâðàùàþòñÿ â äâå �âîñüì¼ðêè�.

Äàëåå, ïðè H ∈
(√

b− 1

2
,
b

2

)
ýòè �âîñüì¼ðêè� ðàñïàäàþòñÿ íà 4 îêðóæíîñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ
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çíàêàìè ïåðåìåííûõ r2, r3. Ïðè H =
√
b− 1

2
èìååì α2 = β2, è ýòè îêðóæíîñòè âûðîæäàþòñÿ â

4 òî÷êè (îñîáûå òî÷êè P±±2 ðàíãà íîëü, ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè H <
√
b− 1

2
êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî

ïóñòî.

Íàêîíåö, åñëè b ≥ 1, òî ïðè H >
b

2
èìååì r2

3 ∈ [α2, 1], è êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç

8-ìè îòðåçêîâ, êîòîðûå ñêëåèâàþòñÿ â äâå îêðóæíîñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêîì ïåðåìåííîé r3.

Ïðè H =
b

2
, òàê êàê α2 = 1, ýòè îêðóæíîñòè âûðîæäàþòñÿ â äâå òî÷êè (îñîáûå òî÷êè P±3 ðàíãà

íîëü, ñì. ðàçäåë 2.2). Ïðè H <
b

2
êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïóñòî.

Ëåììà 2.4 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àÿì s1 = r2 = s3 = 0 è r1 = s2 = s3 = 0 îòâå÷àþò íà áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå ñîîòâåòñòâåííî ïàðàáîëû π− è π+ (èëè èõ ÷àñòè).

Øàã 3.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F =

(
s2

1 − s2
2 + r2

3 −
b(r2

1 − r2
2)

r2
3

)2

+

(
s1s2 −

br1r2

r2
3

)2

.

Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 2.1), ÷òî F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë

ñèñòåìû, êîòîðûé ñâÿçàí ñ èíòåãðàëàìè H è K ñîîòíîøåíèåì

K = F + 4bH − b2. (2.3.9)

Ëåììà 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

s2
1 − s2

2 + r2
3 =

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

; (2.3.10)

s1s2 =
br1r2

r2
3

. (2.3.11)

Òîãäà K = 4bH − b2, ïðè÷¼ì

H ≥ −1

2
ïðè b = 0,

H ≥ b+ 1

2
ïðè b > 0,

H ∈
[
b− 1

2
,
b+ 1

2

]
ïðè b < 0.

Ïðè ýòîì

dK = 2b

(
2dH − 4s3

r3

df2 −
1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
df1

)
. (2.3.12)
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Íàïîìíèì, ÷òî ìû óñëîâèëèñü ïðè b = 0 ñ÷èòàòü âñå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå b â êà÷åñòâå

ìíîæèòåëÿ, òàêæå ðàâíûìè íóëþ, íåçàâèñèìî îò òîãî, îïðåäåëåíû îíè â ýòîì ñëó÷àå èëè íåò.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî 2.3.12 èìååò ñìûñë è ïðè r3 = 0: â ýòîì ñëó÷àå b = 0, è ïðàâàÿ ÷àñòü ïðîñòî

ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè b = 0 óòâåðæäåíèå ëåììû óæå ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî íàìè íà øàãå 1.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâ 2.3.10 è 2.3.11 â ýòîì ñëó÷àå âûòåêàåò, ÷òî s1 = 0 è s2
2 = r2

3. Íî

òîãäà, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.3, K = 0, H ≥ −1

2
è dK = 0, ÷òî è òðåáóåòñÿ.

Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî b 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, r3 6= 0.

Ðàâåíñòâà 2.3.10 è 2.3.11 â òî÷íîñòè îçíà÷àþò, ÷òî F = 0, è ïîýòîìó ðàâåíñòâî K = 4bH − b2

àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç 2.3.9.

Äîêàæåì 2.3.12. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âñåì ïåðåìåííûì. Èñïîëüçóÿ 2.3.10, 2.3.11, à òàêæå ðàâåíñòâà s1r1 + s2r2 +

s3r3 = 0 è r2
1 + r2

2 + r2
3 = 1, ïîëó÷èì:

∂K

∂s1

− 2b

(
2
∂H

∂s1

− 4s3

r3

∂f2

∂s1

− 1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
∂f1

∂s1

)
=

= 4s1

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

+ r2
3

)
− 2b

(
2s1 −

4s3r1

r3

)
=

= 4s1

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

+ r2
3

)
+

8bs3r1

r3

=

= 4s1

(
s2

2 +
b(r2

1 + r2
2)

r2
3

+ s2
2 +

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

)
+

8bs3r1

r3

=

= 8

(
s1s

2
2 +

bs1r
2
1

r2
3

)
+

8bs3r1

r3

= 8

(
br1r2s2

r2
3

+
bs1r

2
1

r2
3

)
+

8bs3r1

r3

=

=
8br1

r2
3

(s2r2 + s1r1 + s3r3) = 0.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî s2 áóäåì èìåòü:

∂K

∂s2

− 2b

(
2
∂H

∂s2

− 4s3

r3

∂f2

∂s2

− 1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
∂f1

∂s2

)
=

= 4s2

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

− r2
3

)
− 2b

(
2s2 −

4s3r2

r3

)
=

= 4s2

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

− r2
3

)
+

8bs3r2

r3

=

= 4s2

(
s2

1 +
b(r2

1 + r2
2)

r2
3

+ s2
1 −

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

)
+

8bs3r2

r3

=

= 8

(
s2

1s2 +
bs2r

2
2

r2
3

)
+

8bs3r2

r3

= 8

(
bs1r1r2

r2
3

+
bs2r

2
2

r2
3

)
+

8bs3r2

r3

=

=
8br2

r2
3

(s1r1 + s2r2 + s3r3) = 0.
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Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî s3 ðàâåíñòâî 2.3.12 òðèâèàëüíî.

Äàëåå,

∂K

∂r1

− 2b

(
2
∂H

∂r1

− 4s3

r3

∂f2

∂r1

− 1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
∂f1

∂r1

)
=

= −2b

(
2r1 −

4s1s3

r3

− 2r1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

))
=

= 4b

(
−r1 +

2s1s3

r3

+
r1

r2
3

(
2s2

1 + r2
3 −

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

+
b(r2

1 + r2
2)

r2
3

))
=

= 4b

(
2s1s3

r3

+
r1

r2
3

(
2s2

1 +
2br2

2

r2
3

))
= 8b

(
s1s3

r3

+
s2

1r1

r2
3

+
s1s2r2

r2
3

)
=

=
8bs1

r2
3

(s3r3 + s1r1 + s2r2) = 0.

Çäåñü ìû ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëàìè 2.3.10, 2.3.11 è ðàâåíñòâîì s1r1 + s2r2 + s3r3 = 0.

Àíàëîãè÷íî,

∂K

∂r2

− 2b

(
2
∂H

∂r2

− 4s3

r3

∂f2

∂r2

− 1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
∂f1

∂r2

)
=

= −2b

(
−2r2 −

4s2s3

r3

− 2r2

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

))
=

= 4b

(
r2 +

2s2s3

r3

+
r2

r2
3

(
s2

2 − r2
3 +

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

+ s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

))
=

= 4b

(
2s2s3

r3

+
r2

r2
3

(
2s2

2 +
2br2

1

r2
3

))
= 8b

(
s2s3

r3

+
s2

2r2

r2
3

+
s1s2r1

r2
3

)
=

=
8bs2

r2
3

(s3r3 + s2r2 + s1r1) = 0.

Íàêîíåö,

∂K

∂r3

− 2b

(
2
∂H

∂r3

− 4s3

r3

∂f2

∂r3

− 1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
∂f1

∂r3

)
=

= −4b

r3
3

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

)
+ 4r3(s2

1 − s2
2 + r2

3)−

− 2b

(
−2b

r3
3

− 4s2
3

r3

− 2

r3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

))
=

= −4b

r3
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
+

4b(r2
1 − r2

2)

r3

+
8bs2

3

r3

+
4b

r3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
=

= −4b(r2
1 + r2

2)

r3
3

(
s2

1 + s2
2 +

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

)
+

4b(r2
1 − r2

2)

r3

+
8b(s1r1 + s2r2)2

r3
3

=

=
4b

r3
3

(2s2
1r

2
1 + 2s2

2r
2
2 − (r2

1 + r2
2)(s2

1 + s2
2))− 4b2(r2

1 + r2
2)2

r5
3

+

+
4b(r2

1 − r2
2)

r3

+
16bs1r1s2r2

r3
3

=
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=
4b

r3
3

(r2
1 − r2

2)(s2
1 − s2

2)− 4b2(r2
1 + r2

2)2

r5
3

+
4b(r2

1 − r2
2)

r3

+
16b2r2

1r
2
2

r5
3

=

=
4b(r2

1 − r2
2)

r3
3

(s2
1 − s2

2 + r2
3)− 4b2(r2

1 + r2
2)2

r5
3

+
16b2r2

1r
2
2

r5
3

=

=
4b2(r2

1 − r2
2)2

r5
3

− 4b2(r2
1 + r2

2)2

r5
3

+
16b2r2

1r
2
2

r5
3

=

=
4b2

r5
3

((r2
1 − r2

2)2 − (r2
1 + r2

2)2 + 4r2
1r

2
2) = 0.

Èññëåäóåì òåïåðü ñòðóêòóðó êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà.

Èç ïðåäûäóùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

2s2
3 + r2

1 − r2
2 −

r2
1 + r2

2

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

(r2
1 + r2

2)

)
= 0. (2.3.13)

Äàëåå, èç ôîðìóëû äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H èìååì

2H − b = (2s2
3 + r2

1 − r2
2) +

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

(r2
1 + r2

2)

)
. (2.3.14)

Èç 2.3.13 è 2.3.14 ïîëó÷àåì

2H − b =
1

r2
3

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

(r2
1 + r2

2)

)
, (2.3.15)

÷òî âìåñòå ñ 2.3.14 äà¼ò

(2H − b)(1− r2
3) = 2s2

3 + r2
1 − r2

2. (2.3.16)

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà r2
1 +r2

2 +r2
3 = 1 è 2.3.16 êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

r2
1, r

2
2: r2

1 + r2
2 = 1− r2

3;

r2
1 − r2

2 = (2H − b)(1− r2
3)− 2s2

3.
(2.3.17)

Ðåøàÿ å¼, íàõîäèì:

r2
1 =

1

2
(2H + 1− b)(1− r2

3)− s2
3; (2.3.18)

r2
2 = −1

2
(2H − 1− b)(1− r2

3) + s2
3. (2.3.19)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàâåíñòâà 2.3.10 è 2.3.15 êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

s2
1, s

2
2:
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s2

1 − s2
2 =

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

− r2
3;

s2
1 + s2

2 = (2H − b)r2
3 −

b(r2
1 + r2

2)

r2
3

.
(2.3.20)

Ðåøàÿ å¼, ïîëó÷àåì:

s2
1 =

1

2
(2H − 1− b)r2

3 −
br2

2

r2
3

; (2.3.21)

s2
2 =

1

2
(2H + 1− b)r2

3 −
br2

1

r2
3

. (2.3.22)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ r2
1, r

2
2 ÷åðåç r3 è s3 èç 2.3.18, 2.3.19 â 2.3.21, 2.3.22, íàõîäèì:

s2
1 =

1

2
(2H − 1− b)

(
r2

3 +
b(1− r2

3)

r2
3

)
− bs2

3

r2
3

; (2.3.23)

s2
2 =

1

2
(2H + 1− b)

(
r2

3 −
b(1− r2

3)

r2
3

)
+
bs2

3

r2
3

. (2.3.24)

Âîçâåäÿ ðàâåíñòâî 2.3.11 â êâàäðàò è ïîäñòàâèâ â íåãî 2.3.18, 2.3.19, 2.3.23, 2.3.24, ïîëó÷èì:

1

4
(2H − 1− b)(2H + 1− b)

(
r4

3 −
b2(1− r2

3)2

r4
3

)
+

+
bs2

3

r2
3

(
(2H − b)b(1− r

2
3)

r2
3

− r2
3

)
− b2s4

3

r4
3

=

=
b2

r4
3

(
−1

4
(2H − 1− b)(2H + 1− b)(1− r2

3)2 + s2
3(1− r2

3)(2H − b)− s4
3

)
.

Îòñþäà íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ s3 ÷åðåç r3:

s3 = ±
√
r4

3

4b
(2H − 1− b)(2H + 1− b). (2.3.25)

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ 2.3.25 â 2.3.18, 2.3.19, 2.3.23, 2.3.24, íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ ïåðå-

ìåííûõ si, ri ÷åðåç r3:

r1 = ±
√
− 1

4b
(2H + 1− b)((2H − 1− b)r4

3 − 2b(1− r2
3));

r2 = ±
√

1

4b
(2H − 1− b)((2H + 1− b)r4

3 − 2b(1− r2
3));

s1 = ±

√
− 1

4r2
3

(2H − 1− b)((2H − 1− b)r4
3 − 2b(1− r2

3));

s2 = ±

√
1

4r2
3

(2H + 1− b)((2H + 1− b)r4
3 − 2b(1− r2

3)). (2.3.26)
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïàðàìåòðèçîâàëè êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííîé r3. Ïðè ýòîì çíà-

÷åíèÿ H, b è r3 äîëæíû áûòü òàêîâû, ÷òîáû ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â 2.3.25, 2.3.26 áûëè íåîò-

ðèöàòåëüíû. Ðàññìîòðèì òåïåðü îòäåëüíî ñëó÷àè b > 0 è b < 0.

Åñëè b > 0, òî èç 2.3.25 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî H ≥ b+ 1

2
, ëèáî H ≤ b− 1

2
. Íî èç 2.3.15 ñëåäóåò,

÷òî H ≥ b

2
, ïîýòîìó H ≥ b+ 1

2
. Â òàêîì ñëó÷àå èç 2.3.26 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(2H − 1− b)r4
3 + 2br2

3 − 2b ≤ 0;

(2H + 1− b)r4
3 + 2br2

3 − 2b ≥ 0.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî r2
3 ∈

 2

1 +
√

1 + 2(2H+1−b)
b

,
2

1 +
√

1 + 2(2H−1−b)
b

. Êðèòè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî ñîñòîèò èç 16-òè îòðåçêîâ, ïàðàìåòðèçîâàííûõ êâàäðàòîì ïåðåìåííîé r3 è ðàçëè÷àþùèõñÿ

çíàêàìè ïåðåìåííîé r3 è êàêèõ-òî òð¼õ èç ïåðåìåííûõ s1, s2, r1, r2. (Çíàê ÷åòâ¼ðòîé ïåðåìåííîé

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ 2.3.11. Êîãäà çíàêè ïåðåìåííûõ r3, s1, s2, r1, r2 óæå ôèêñèðîâàíû,

çíàê s3 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà s3 = −s1r1 + s2r2

r3

). Ýòè 16 îòðåçêîâ ñêëåèâàþòñÿ â 4 îêðóæ-

íîñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêàìè ïåðåìåííîé r3 è ïðîèçâåäåíèÿ s1r1 (èëè, ýêâèâàëåíòíî, s2r2).

Ïðè H =
b+ 1

2
èìååì s1 = r2 = s3 = 0, è îñòàþòñÿ òîëüêî äâå îêðóæíîñòè, ðàçëè÷àþùèåñÿ

çíàêîì ïåðåìåííîé r3.

Ïðè b < 0 èç 2.3.25 èìååì H ∈
[
b− 1

2
,
b+ 1

2

]
. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè

ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé â 2.3.26 âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2H − 1− b)r4
3 + 2br2

3 − 2b ≥ 0;

(2H + 1− b)r4
3 + 2br2

3 − 2b ≥ 0.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî r2
3 ∈

0,
2

1 +
√

1 + 2(2H−1−b)
b

.
Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 16-òè ïîëóèíòåðâàëîâ ñ ïàðàìåòðîì r2

3,

ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííîé r3 è êàêèõ-òî òð¼õ èç ïåðåìåííûõ s1, s2, r1, r2. Ýòè ïîëóèí-

òåðâàëû ñêëåèâàþòñÿ â 8 ïðÿìûõ, ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s2, r2, r3. Ïðè H =
b+ 1

2
èìååì s1 = r2 = s3 = 0, è îñòàþòñÿ 4 ïðÿìûå, ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s2, r3. Àíà-

ëîãè÷íî ïðè H =
b− 1

2
èìååì r1 = s2 = s3 = 0, è îñòàþòñÿ 4 ïðÿìûå, ðàçëè÷àþùèåñÿ çíàêàìè

ïåðåìåííûõ r2, r3.

Ëåììà 2.5 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå F = 0 ïîëó÷àåì íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ÷àñòü ïðÿìîé l.
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Øàã 4.

Ëåììà 2.6. Ïóñòü â òî÷êå P (s1, s2, s3, r1, r2, r3), ïðèíàäëåæàùåé êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó,

èìååì dK 6= 0. Òîãäà â íåé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) s3(s1r2 − s2r1) = r1r2r3; (2.3.27)

2) r1r2(s2
1 − s2

2 + r2
3) = s1s2(r2

1 − r2
2); (2.3.28)

3) s1s2r
2
3 = br1r2. (2.3.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðàíã ìàòðèöû 2.3.1 ìåíüøå 4 è òàê êàê dK 6= 0, òî M123
345 = 0. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû,

M123
345 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 r1 r2

r3 s1 s2

2s3 r1 −r2

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(r1s2s3 + r1r2r3 − s1r2s3) = 2(r1r2r3 − s3(s1r2 − s2r1)),

îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà 2.3.27.

Óìíîæèì òåïåðü îáå ÷àñòè 2.3.27 íà r3 è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî s3r3 = −(s1r1 + s2r2).

Ïîëó÷èì:

−(s1r1 + s2r2)(s1r2 − r1s2) = r1r2r
2
3.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è íàäëåæàùèì îáðàçîì ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì 2.3.28.

Äîêàæåì 2.3.29. Èç ðàâåíñòâà r2
1 + r2

2 + r2
3 = 1 ñëåäóåò, ÷òî df1 6= 0. À ïîýòîìó îáÿçàòåëüíî

M234
123 = 0. Èìååì:

M234
123 =

∣∣∣∣∣∣∣
r1 r2 r3

s1 s2 2s3

4s1(ξ + r2
3) 4s2(ξ − r2

3) 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

= 4s1(ξ + r2
3)(2r2s3 − s2r3)− 4s2(ξ − r2

3)(2r1s3 − s1r3) =

= 8ξs3(s1r2 − r1s2) + 8r2
3s3(s1r2 + r1s2)− 8s1s2r

3
3 =

= 8ξr1r2r3 − 8r3(s1r1 + s2r2)(s1r2 + r1s2)− 8s1s2r
3
3 =

= 8r3

((
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

)
r1r2 − (s1r1 + s2r2)(s1r2 + r1s2)− s1s2r

2
3

)
=

= 8r3

(
br1r2

r2
3

− s1s2(r2
1 + r2

2 + r2
3)

)
=

8(br1r2 − s1s2r
2
3)

r3

= 0.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé 2.3.27 è òåì, ÷òî s3r3 = −(s1r1+s2r2). Â ñëó÷àå b 6= 0 èìååì

r3 6= 0, ïîýòîìó íåìåäëåííî ïîëó÷àåì 2.3.29. Åñëè æå b = 0, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ñìûñë

ëèøü ïðè r3 6= 0. Íî ïðè r3 = 0 â ñëó÷àå b = 0 ôîðìóëà 2.3.29 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Øàã 5.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü P (s1, s2, s3, r1, r2, r3) � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Òîãäà â

òî÷êå P âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ óñëîâèé:

1. dK = 0;

2. s1 = r2 = s3 = 0;

3. r1 = s2 = s3 = 0;

4.


s2

1 − s2
2 + r2

3 =
b(r2

1 − r2
2)

r2
3

;

s1s2 =
br1r2

r2
3

.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èñ÷åðïûâàåòñÿ òî÷êàìè, îïèñàííûìè â ëåì-

ìàõ 2.3, 2.4, 2.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dK|P 6= 0. Òîãäà âûïîëíåíà ëåììà 2.6, è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 2.3.28,

2.3.29. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1 6= 0, r2 6= 0, r3 6= 0. Òîãäà èç 2.3.29 ïîëó÷àåì s1s2 =
br1r2

r2
3

, ÷òî

âìåñòå ñ 2.3.28 äà¼ò s2
1−s2

2 +r2
3 =

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

. Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà

õîòÿ áû îäíà èç ïåðåìåííûõ ri ðàâíà íóëþ.

Äîïóñòèì, r3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû çíàåì, b = 0. Èç ðàâåíñòâ s1r1 + s2r2 + s3r3 = 0 è

r2
1 + r2

2 + r2
3 = 1 ñëåäóåò

s1r1 + s2r2 = 0, r2
1 + r2

2 = 1. (2.3.30)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

s2
1 + s2

2 = (s2
1 + s2

2)(r2
1 + r2

2) = (s1r1 + s2r2)2 + (s1r2 − s2r1)2 = (s1r2 − s2r1)2.

Êðîìå òîãî, èç 2.3.27 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî s3 = 0, ëèáî s1r2 − s2r1 = 0. Åñëè s1r2 − r1s2 = 0, òî

s2
1 + s2

2 = (s1r2 − s2r1)2 = 0. Íî òîãäà s1 = s2 = r3 = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, dK = 0.

Åñëè s3 = 0, òî òðåòèé è øåñòîé ñòîëáöû ìàòðèöû 2.3.1 îáíóëÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, M1234
1245 =

0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

M1234
1245 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 2r1 2r2

r1 r2 s1 s2

s1 s2 r1 −r2

4s1(s2
1 + s2

2) 4s2(s2
1 + s2

2) 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 8(s2

1 + s2
2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 r1 r2

r1 r2 s1 s2

0 0 r1 −r2

s1 s2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −16(s2
1 + s2

2)(s1r2 − s2r1)r1r2 = −16(s1r2 − s2r1)3r1r2.

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî s1r2 − s2r1 = 0, ëèáî r1 = 0, ëèáî r2 = 0. Ïåðâûé ñëó÷àé ìû óæå ðàññìîò-

ðåëè. Åñëè r1 = 0, òî â ñèëó 2.3.30 s2 = 0, è ìû èìååì r1 = s2 = s3 = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè r2 = 0,

òî s1 = 0, è ìû èìååì s1 = r2 = s3 = 0.
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Èòàê, ñëó÷àé r3 = 0 ðàññìîòðåí. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî r3 6= 0.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî r1 = 0. Òîãäà èç 2.3.29 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî s1 = 0, ëèáî s2 = 0. Åñëè

s2 = 0, òî ðàâåíñòâî s1r1 + s2r2 + s3r3 = 0 âëå÷¼ò s3 = 0 (íàïîìíèì, ÷òî òåïåðü r3 6= 0), è ìû

èìååì r1 = s2 = s3 = 0. Åñëè æå s1 = 0, òî â ìàòðèöå 2.3.1 îáíóëÿþòñÿ ïåðâûé è ÷åòâ¼ðòûé

ñòîëáöû, ñëåäîâàòåëüíî, M1234
2356 = 0. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà r2

2 + r2
3 = 1 è s2r2 = −s3r3, íàõîäèì:

M1234
2356 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 2r2 2r3

r2 r3 s2 s3

s2 2s3 −r2 − b

r3
3

4s2

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)
0 0 −4b

r3
3

(
s2

2 +
b

r2
3

)
− 4r3(s2

2 − r2
3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 8

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 r2 r3

r2 r3 s2 s3

s2 2s3 −r2 − b

r3
3

s2 0 0 −
(
r3 +

b

r3
3

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 16

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 r2 r3

r2 r3 s2 s3

0 s3 0 r3

s2 0 0 −
(
r3 +

b

r3
3

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= 16

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)(
−r2

2s3

(
r3 +

b

r3
3

)
− s2(r2s

2
3 − s2s3r3 − r2r

2
3)

)
=

= 16

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)(
−r2

2s3

(
r3 +

b

r3
3

)
− s2(r2s

2
3 − s2s3r3)− s3r

3
3)

)
=

= −16s3

r3

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)(
r2

2r
2
3 +

br2
2

r2
3

− s2
2r

2
2 − s2

2r
2
3 + r4

3

)
=

= −16s3

r3

(
s2

2 +
b

r2
3

− r2
3

)(
r2

3 +
br2

2

r2
3

− s2
2

)
.

Äàëåå âîçìîæíû òðè âàðèàíòà: s3 = 0 èëè s2
2 +

b

r2
3

− r2
3 = 0 èëè r2

3 +
br2

2

r2
3

− s2
2 = 0. Åñëè s3 = 0,

òî â ñèëó ðàâåíñòâà s2r2 = −s3r3 ëèáî s2 = 0, è òîãäà r1 = s2 = s3 = 0, ëèáî r2 = 0, è òîãäà

s1 = r2 = s3 = 0. Åñëè s2
2 +

b

r2
3

− r2
3 = 0, òî dK = 0 âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ (ñì. ëåììó 2.3). Åñëè

æå r2
3 +

br2
2

r2
3

− s2
2, òî îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ðàâåíñòâî s

2
1− s2

2 + r2
3 =

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

. Çàìåòèì, ÷òî

ðàâåíñòâî s1s2 =
br1r2

r2
3

àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç 2.3.29 ïðè r3 6= 0.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé r2 = 0. Çäåñü èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

s1r1 + s3r3 = 0, r2
1 + r2

3 = 1. (2.3.31)

Èç 2.3.29 ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî s1 = 0, ëèáî s2 = 0. Åñëè s1 = 0, òî èç 2.3.31 ñëåäóåò s3 = 0,

è s1 = r2 = s3 = 0. Åñëè æå s2 = 0, òî â ìàòðèöå 2.3.1 îáíóëÿþòñÿ âòîðîé è ïÿòûé ñòîëáöû,
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ñëåäîâàòåëüíî, M1234
1346 = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ 2.3.31, íàõîäèì:

M1234
2356 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 2r1 2r3

r1 r3 s1 s3

s1 2s3 r1 − b

r3
3

4s1

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)
0 0 −4b

r3
3

(
s2

1 +
b

r2
3

)
+ 4r3(s2

1 + r2
3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 8

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 r1 r3

r1 r3 s1 s3

s1 2s3 r1 − b

r3
3

s1 0 0 r3 −
b

r3
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 16

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 r1 r3

r1 r3 s1 s3

0 s3 0 −r3

s1 0 0 r3 −
b

r3
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 16

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)(
r2

1s3

(
r3 −

b

r3
3

)
− s1(r1s

2
3 − s1s3r3 + r1r

2
3)

)
=

= 16

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)(
r2

1s3

(
r3 −

b

r3
3

)
− s1(r1s

2
3 − s1s3r3) + s3r

3
3)

)
=

=
16s3

r3

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)(
r2

1r
2
3 −

br2
1

r2
3

+ s2
1r

2
1 + s2

1r
2
3 + r4

3

)
=

=
16s3

r3

(
s2

1 +
b

r2
3

+ r2
3

)(
r2

3 −
br2

1

r2
3

+ s2
1

)
.

Äàëåå, êàê è âûøå, âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: s3 = 0 ëèáî s2
1 +

b

r2
3

+ r2
3 = 0 ëèáî r2

3 −
br2

1

r2
3

+ s2
1 = 0.

Â ïåðâîì èç íèõ ïîëó÷àåì s1 = r2 = s3 = 0 ëèáî r1 = s2 = s3 = 0, âî âòîðîì dK = 0, â òðåòüåì

s2
1 − s2

2 + r2
3 =

b(r2
1 − r2

2)

r2
3

è s1s2 =
br1r2

r2
3

.

Ëåììà 2.7 äîêàçàíà, è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2 ìû ïîëó÷èëè ïàðàìåòðèçàöèþ êðèòè÷å-

ñêèõ ìíîæåñòâ, ëåæàùèõ â ïðîîáðàçå òî÷åê áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ôîðìóëû 2.3.2�2.3.8,

2.3.25�2.3.26).

2.4 Îñîáûå òî÷êè ðàíãà îäèí

Òåîðåìà 2.8 (Ï.Å. Ðÿáîâ [36] (b > 0), Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75] (b ≤ 0)).

1. Â ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà (b 6= 0) îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå òî÷åê êàñàíèÿ ïðÿìûõ

l, l+, l− ñ ïàðàáîëàìè π+, π− íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (ò. å. òî÷êè (1/2, 2b), ((b +

1)/2, b2 + 2b) ïðè b > 0 è òî÷êè (1/2, 2b), ((b+ 1)/2, b2 + 2b), (−1/2,−2b), ((b− 1)/2, b2− 2b)
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ïðè b < 0) ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Âñå îñòàëüíûå îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè.

2. Â ñëó÷àå ×àïëûãèíà (b = 0) îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå ïðÿìîé l íà áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Âñå îñòàëüíûå îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 ÿâëÿ-

þòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (s1, s2, s3, r1, r2, r3) � íåêîòîðàÿ òî÷êà îñîáîé îðáèòû O ðàíãà 1. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îðáèòà O ëåæèò â ïðîîáðàçå ïàðàáîëû π− íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìå. Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè P è äèôôåðåíöèàëîâ ôóíêöèé K,H, f1 â òî÷êå P èìååì (ñì.

ëåììó 2.4):

s1 = r2 = s3 = 0, s2
2 − r2

3 +
b

r2
3

= 2h− 1, dK = 4

(
s2

2 − r2
3 +

b

r2
3

)(
dH − 1

2
df1

)
.

Òî÷êó P âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû â íåé âûïîëíÿëîñü s2 6= 0, r3 6= 0. Òîãäà âåêòîðû

e1 = (r3, 0,−r1, 0, 0, 0) ;

e2 = (0, 0,−s2, 0, r3, 0) ;

e3 =

(
0,−r1

(
r3 +

b

r3
3

)
, 0, s2r3, 0,−s2r1

)
.

áóäóò îáðàçîâûâàòü áàçèñ â TPQ
3
h. Âû÷èñëèì âòîðûå äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé H, f1, K â

òî÷êå P :

d2H =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0
3b

r4
3


; d2f1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


;

d2K = 4



s2
2 + r2

3 +
b

r2
3

0 0 0 0 0

0 3s2
2 − r2

3 +
b

r2
3

0 0 0 −2s2

(
r3 +

b

r2
3

)
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −2s2

(
r3 +

b

r2
3

)
0 0 0

(
s2

2 − r2
3 +

b

r2
3

)(
3b

r4
3

− 1

)
+ 2

(
r3 +

b

r2
3

)2


.
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Â áàçèñå èç âåêòîðîâ e1, e2, e3 áóäåì èìåòü:

(
d2K − 4

(
s2

2 − r2
3 +

b

r2
3

)(
d2H − 1

2
d2f1

)) ∣∣∣TPQ3
h

= 8

r
4
3 − (2h− 1)r2

1 −(2h− 1)s2r1 0

−(2h− 1)s2r1 (2h− 1)(r2
3 − s2

2) 0

0 0 0

 .

∣∣∣∣∣r4
3 − (2h− 1)r2

1 −(2h− 1)s2r1

−(2h− 1)s2r1 (2h− 1)(r2
3 − s2

2)

∣∣∣∣∣ = r2
3(2h− 1)(r4

3 − (2h− 1)r2
1 − s2

2r
2
3) =

= r2
3(2h− 1)(b+ 1− 2h),

ïîýòîìó òî÷êà P (è îðáèòàO) âûðîæäåíà ïðè h = 1/2 è h = (b+1)/2, íåâûðîæäåííàÿ ýëëèïòè÷å-

ñêàÿ ïðè h ∈ (1/2, (b+ 1)/2), b > 0 (h ∈ ((b+ 1)/2, 1/2), b < 0) è íåâûðîæäåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ

èíà÷å.

Ñëó÷àè, êîãäà îðáèòà O ëåæèò â ïðîîáðàçå äðóãèõ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Ïðè b = 0 îñîáûå îðáèòû ðàíãà 1 â ïðîîáðàçå ïðÿìîé l ïðè h ∈ (−1/2, 1/2)∪
(1/2,+∞) ñòàíîâÿòñÿ íåâûðîæäåííûìè, åñëè â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ðàññìîò-

ðåòü ôóíêöèþ
√
K (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 2.2.2). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ôîðìóë 2.3.2 íà êàæäîé

òàêîé îðáèòå ìîæíî âûáðàòü òî÷êó âèäà P (0, 0,±
√
h+ 1/2, 0,±1, 0). Òîãäà â êà÷åñòâå áàçèñà â

TPQ
3
h ìîæíî âçÿòü âåêòîðû

e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) ;

e2 = (0, 0, 0, 1, 0, 0) ;

e3 =

(
0,±

√
h+

1

2
, 0, 0, 0,∓1

)
.

Òàê æå, êàê è â çàìå÷àíèè 2.2.2, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
∂2K

∂s2
1

|P =
∂2K

∂s2
2

|P =
∂2K

∂r2
3

|P = 2, à âñå

îñòàëüíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
√
K â òî÷êå P ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó â áàçèñå èç

âåêòîðîâ e1, e2, e3 áóäåì èìåòü:

d2(
√
K|Q3

h
)|P =

2 0 0

0 0 0

0 0 2h+ 3

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà P (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðáèòà) � íåâûðîæäåííàÿ ýëëèïòè÷åñêîãî

òèïà.

Ñëåäñòâèå 2.4.1. Íà âñåõ íåîñîáûõ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè èíòåãðàë K

(èëè
√
K ïðè b = 0) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà.
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2.5 Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì òîïîëîãè÷åñêèå òèïû íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-

çèé Q3
h = {x ∈M4

1,0 | H(x) = h} äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà.

Òåîðåìà 2.9 (Î.Å. Îð¼ë, Ï.Å. Ðÿáîâ, Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [67, 36]). Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãîîá-

ðàçèÿ Q3
h, îòâå÷àþùèå íåîñîáûì óðîâíÿì ýíåðãèè h, äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà ãîìåî-

ìîðôíû ñëåäóþùèì ìíîãîîáðàçèÿì:

ïðè b = 0:

• ∅ ïðè h < −1

2
;

• 2S3 ïðè −1

2
< h < 0;

• S2 × S1 ïðè 0 < h <
1

2
;

• RP 3 ïðè h >
1

2
;

ïðè 0 < b < 1:

• ∅ ïðè h <
√
b− 1

2
;

• 4S3 ïðè
√
b− 1

2
< h <

b

2
;

• 2S3 ïðè h >
b

2
;

ïðè b ≥ 1:

• ∅ ïðè h < b

2
;

• 2S3 ïðè h >
b

2
;

ïðè −1 < b < 0:

• 2D2 × S1 ïðè h <
b

2
è h >

1

2
−
√
−b, ãäå D2 � îòêðûòûé äâóìåðíûé äèñê;

• 2((S2×S1)\γ) ïðè
b

2
< h <

1

2
−
√
−b, ãäå γ ⊂ S2×S1 � òðèâèàëüíàÿ (ñòÿãèâàþùàÿñÿ)

îêðóæíîñòü;

ïðè b < −1:

• 2D2 × S1 ïðè h 6= b

2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì, èçëîæåííûì â ðàçäåëå 1.11. Ïðèâåä¼ííûé ïîòåí-

öèàë 1.11.4 â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä ϕ0(r) = U(r) =
1

2

(
r2

1 − r2
2 +

b

r2
3

)
. Ïðîåêöèÿ èçîýíåðãå-

òè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ñôåðó Ïóàññîíà S

2
P = {r2

1 + r2
2 + r3

3 = 1} çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâîì

ϕ0(r) ≤ h. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íà÷àëà íóæíî èçó÷èòü ñëîåíèå ñôåðû Ïóàññîíà íà ëèíèè óðîâíÿ

ôóíêöèè ϕ0(r).

Íàéä¼ì ñïåðâà êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè ϕ0|S2
P
. Ýòî òå òî÷êè (r1, r2, r3) ∈ S2

P , â êîòîðûõ

äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé ϕ0 è f1 = r2
1 + r2

2 + r2
3 ëèíåéíî çàâèñèìû. Èç óñëîâèÿ(

r1,−r2,−
b

r3
3

)
= λ (2r1, 2r2, 2r3)

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè.

1. r1 6= 0. Òîãäà λ = 1/2, r2 = 0, −b/r3
3 = r3, îòêóäà ïðè −1 ≤ b ≤ 0 ïîëó÷àåì òî÷êè

R±±1 = (±
√

1−
√
−b, 0,± 4

√
−b). Ïðè ýòîì ϕ0(R±±1 ) = 1/2−

√
−b.

2. r2 6= 0. Òîãäà λ = −1/2, r1 = 0, b/r3
3 = r3, îòêóäà ïðè 0 ≤ b ≤ 1 ïîëó÷àåì òî÷êè R±±2 =

(0,±
√

1−
√
b,± 4
√
b). Ïðè ýòîì ϕ0(R±±2 ) =

√
b− 1/2.

3. r1 = r2 = 0. Òîãäà r3 = ±1, λ = −b/2, è ïðè b ∈ R ïîëó÷àåì òî÷êè R±3 = (0, 0,±1). Ïðè

ýòîì ϕ0(R±3 ) = b/2.

Çàìå÷àíèå 2.5.1. Îñîáûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, îòâå÷àþùèå òî÷êàì R±±1 , R±±2 , R±3 , ñîîòâåòñòâóþò

èçîýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíÿì â ìíîãîîáðàçèè M4
1,0, ñîäåðæàùèì îñîáûå òî÷êè P±±1 , P±±2 , P±3

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ðàíãà íîëü.

Çàìå÷àíèå 2.5.2. Ïðè b = −1 èìååì R+±
1 = R−±1 = R±3 , ïðè b = 1 èìååì R+±

2 = R−±2 = R±3 , à

ïðè b = 0 èìååì R±+
1 = R±−1 = R±1 (±1, 0, 0) è R±+

2 = R±−2 = R±2 (0,±1, 0). Òàêèì îáðàçîì, ïðè

−1 < b < 1 èìååì øåñòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè ϕ0 íà ñôåðå S2
P , à ïðè |b| ≥ 1 � äâå.

Îïðåäåëèì òåïåðü òèïû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê R±±1 , R±±2 , R±3 ñ ïîìîùüþ âòîðîãî äèôôåðåíöèà-

ëà ôóíêöèè ϕ0|S2
P
. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì áàçèñû â êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ ê ñôåðå Ïóàññîíà â

ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ:

e1
1 = (0, 1, 0), e1

2 = (± 4
√
−b, 0,

√
1−
√
−b) â TR∓+

1
S2
P è TR±−1

S2
P ,

e2
1 = (1, 0, 0), e2

2 = (0,± 4
√
b,
√

1−
√
b) â TR∓+

2
S2
P è TR±−2

S2
P ,

e3
1 = (1, 0, 0), e3

2 = (1, 0, 0) â TR±3 S
2
P .
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Â âûáðàííûõ áàçèñàõ ìàòðèöû âòîðûõ äèôôåðåíöèàëîâ ôóíêöèè ϕ0|S2
P
çàïèøóòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

d2(ϕ0|S2
P

)(R±±1 ) =

(
d2ϕ0 −

1

2
d2f1

) ∣∣∣S2
P

(R±±1 ) =

=




1 0 0

0 −1 0

0 0
3b

r4
3

− 1

2

2 0 0

0 2 0

0 0 2


∣∣∣S2

P
(R±±1 ) =

(
−2 0

0 −4(1−
√
−b)

)
;

d2(ϕ0|S2
P

)(R±±2 ) =

(
d2ϕ0 +

1

2
d2f1

) ∣∣∣S2
P

(R±±2 ) =

=




1 0 0

0 −1 0

0 0
3b

r4
3

+
1

2

2 0 0

0 2 0

0 0 2


∣∣∣S2

P
(R±±2 ) =

(
2 0

0 4(1−
√
b)

)
;

d2(ϕ0|S2
P

)(R±3 ) =

(
d2ϕ0 +

b

2
d2f1

) ∣∣∣S2
P

(R±3 ) =

=




1 0 0

0 −1 0

0 0
3b

r4
3

+
b

2

2 0 0

0 2 0

0 0 2


∣∣∣S2

P
(R±3 ) =

(
b+ 1 0

0 b− 1

)
.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî R±±1 ïðè b ∈ (−1, 0] � òî÷êè íåâûðîæäåííîãî ìàêñèìóìà, R±±2 ïðè

b ∈ [0, 1) � òî÷êè íåâûðîæäåííîãî ìèíèìóìà, R±3 � òî÷êè íåâûðîæäåííîãî ìèíèìóìà ïðè b > 1,

âûðîæäåííîãî ìèíèìóìà ïðè b = 1, ñåäëîâûå íåâûðîæäåííûå ïðè −1 < b < 1, òî÷êè âûðîæäåí-

íîãî ìàêñèìóìà ïðè b = −1 è íåâûðîæäåííîãî ìàêñèìóìà ïðè b < −1 (÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì

ïðè b = ±1, ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ϕ0 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ r1, r2). Ïîëó-

÷åííûå ñâåäåíèÿ î òèïàõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè ϕ0 âìåñòå ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ϕ0(r)→ +∞
ïðè r3 → 0, b > 0 è ϕ0(r)→ −∞ ïðè r3 → 0, b < 0, ïîçâîëÿþò èçîáðàçèòü êà÷åñòâåííûé ïîðòðåò

ñëîåíèÿ ñôåðû Ïóàññîíà íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ0 (ñì. ðèñ. 2.7, 2.8, 2.9). Â ñëó÷àå b 6= 0

ôóíêöèÿ ϕ0 íå îïðåäåëåíà ïðè r3 = 0, ïîýòîìó, òàê êàê îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî èíâî-

ëþöèè (r1, r2, r3) 7→ (r1, r2,−r3), äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñëîåíèå íà ïîëóñôåðå S2
P ∩ {r3 > 0}.

Ïóñòü b = 0. Òîãäà ïðè h < −1/2 ïðîåêöèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ñôåðó

Ïóàññîíà S2
P ïóñòà, ïðè −1/2 < h < 0 îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà çàìêíóòûõ äèñêà (ò.å. äâå

ñôåðû ñ îäíîé �äûðêîé�) (ðèñ. 2.10, ñëåâà), ïðè 0 < h < 1/2 ãîìåîìîðôíà çàìêíóòîìó êîëüöó

(ò.å. ñôåðå ñ äâóìÿ �äûðêàìè�) (ðèñ. 2.10, ñïðàâà), à ïðè h > 1/2 ñîâïàäàåò ñî âñåé ñôåðîé S2
P .
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R1
+

R1
- R2

+

R2
-

R3
+

R3
-

Ðèñ. 2.7: Ñëîåíèå ñôåðû Ïóàññîíà S2
P íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ0 ïðè b = 0

R3
+

R2
++

R2
-+

R3
+

Ðèñ. 2.8: Ñëîåíèå ïîëóñôåðû Ïóàññîíà S2
P , r3 > 0 íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ0 ïðè 0 < b < 1

(ñëåâà) è b > 1 (ñïðàâà)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 1.6 ìíîãîîáðàçèå Q3
h ïóñòî ïðè h < −1/2, ãîìåîìîðôíî íåñâÿç-

íîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ 3-ìåðíûõ ñôåð ïðè −1/2 < h < 0, ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîé

ñôåðû è îêðóæíîñòè ïðè 0 < h < 1/2 è 3-ìåðíîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó ïðè h > 1/2.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé b > 0. Ïðè 0 < b < 1 ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà

ïîëóñôåðó S2
P , r3 > 0, ïóñòà ïðè h <

√
b − 1/2, ãîìåîìîðôíà äâóì çàìêíóòûì äèñêàì ïðè√

b−1/2 < h < b/2 (ðèñ. 2.11, ñëåâà) è îäíîìó çàìêíóòîìó äèñêó ïðè h > b/2 (ðèñ. 2.11, ñïðàâà).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå Q3
h ïóñòî ïðè h <

√
b−1/2, ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ

÷åòûð¼õ 3-ìåðíûõ ñôåð ïðè
√
b− 1/2 < h < b/2 è äâóõ 3-ìåðíûõ ñôåð ïðè h > b/2.

Ïðè b ≥ 1 ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ïîëóñôåðó S

2
P , r3 > 0 ïóñòà ïðè h < b/2 è ãîìåî-

ìîðôíà çàìêíóòîìó äèñêó ïðè h > b/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå Q3
h ïóñòî ïðè h < b/2 è

ãîìåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ 3-ìåðíûõ ñôåð ïðè h > b/2.

Ïðè b < 0 ïðîåêöèè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé Q3
h íà ñôåðó Ïóàññîíà ñòàíîâÿòñÿ

íåêîìïàêòíûìè, è èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1.11 óæå íå ïîëó÷àåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåì íàïðÿìóþ

ïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Q3
h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ êà-
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R3
+ R1

++R1
-+ R3

+

Ðèñ. 2.9: Ñëîåíèå ïîëóñôåðû Ïóàññîíà S2
P , r3 > 0 íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ0 ïðè −1 < b < 0

(ñëåâà) è b < −1 (ñïðàâà)

Ðèñ. 2.10: Ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ñôåðó Ïóàññîíà S

2
P ïðè b = 0, −1/2 < h < 0 (ñëåâà) è

0 < h < 1/2 (ñïðàâà)

ñàòåëüíûõ îêðóæíîñòåé íàä ñâîåé ïðîåêöèåé, ãäå ñëîè íàä ãðàíèöåé ïðîåêöèè ñòÿíóòû â òî÷êó.

Ïóñòü −1 < b < 0. Åñëè h > 1/2 −
√
−b, òî ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3

h íà ïîëóñôåðó S2
P ,

r3 > 0, ñîâïàäàåò ñî âñåé ïîëóñôåðîé. Ñëåäîâàòåëüíî, Q3
h ãîìåîìîðôíî äâóì ýêçåìïëÿðàì ðàñ-

ñëîåíèé åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê îòêðûòîìó äèñêó, ò.å. 2D2 × S1. Åñëè h < b/2, òî

ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ïîëóñôåðó S

2
P , r3 > 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî, ñîäåðæàùåå

âíóòðåííþþ ãðàíèöó è íå ñîäåðæàùåå âíåøíþþ (ðèñ. 2.12, ñëåâà). Â ýòîì ñëó÷àå �ïîëîâèíà�

Q3
h ãîìåîìîðôíà ðàññëîåíèþ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ íàä êîëüöîì, ïðè÷¼ì ñëîè íàä

ãðàíèöåé êîëüöà íóæíî ñòÿíóòü â òî÷êó. ßñíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè òàêîå ìíîãîîáðàçèå ýêâèâà-

ëåíòíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè è ðàññëîåíèÿ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ îêðóæíîñòåé

íàä ðàäèàëüíûì ñå÷åíèåì ν êîëüöà (ðèñ. 2.12, ñëåâà). Ðàññëîåíèå íàä ïîëóèíòåðâàëîì ν ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ν × S1, ãäå ñëîé íàä ãðàíè÷íîé òî÷êîé N ñòÿíóò â òî÷êó,

ò.å. äâóìåðíûé äèñê D2, ðàññëîåííûé íà êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî-

îáðàçèå Q3
h ãîìåîìîðôíî 2D2×S1. Åñëè æå b/2 < h < 1/2−

√
−b, òî ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3

h

íà ïîëóñôåðó S2
P , r3 > 0, � ýòî ïîëóñôåðà ñ äâóìÿ �äûðêàìè� (ðèñ. 2.12, ñïðàâà). Áàçà ðàññëîå-

íèÿ â ýòîì ñëó÷àå ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ äâóìÿ �äûðêàìè� è îäíîé âûêîëîòîé òî÷êîé (íàïðèìåð,

(0, 0,−1)). Èñêîìîå ðàññëîåíèå íàä òàêèì ìíîãîîáðàçèåì � ýòî ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ îêðóæ-
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Ðèñ. 2.11: Ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ïîëóñôåðó S

2
P , r3 > 0 ïðè 0 < b < 1,

√
b−1/2 < h < b/2

(ñëåâà) è h > b/2 (ñïðàâà)

íîñòåé íàä ñôåðîé ñ äâóìÿ �äûðêàìè�, â êîòîðîì óäàë¼í ñëîé íàä îäíîé âíóòðåííåé òî÷êîé.

Ïîñëåäíåå ðàññëîåíèå, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.6, ãîìåîìîðôíî S2 × S1. Òàêèì îáðàçîì, èç

ìíîãîîáðàçèÿ S2×S1 íóæíî óäàëèòü âëîæåííóþ îêðóæíîñòü γ, êîòîðàÿ, êàê íåñëîæíî âèäåòü,

ñòÿãèâàåìà: îíà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó âäîëü ëþáîãî ïóòè íà ñôåðå Ïóàññîíà, ñîåäèíÿþùåãî âû-

êîëîòóþ òî÷êó ñ ãðàíèöåé �äûðîê�. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå Q3
h ãîìåîìîðôíî äâóì ýêçåìïëÿðàì

ìíîãîîáðàçèÿ (S2 × S1) \ γ.

N

Ν

Ðèñ. 2.12: Ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ïîëóñôåðó S

2
P , r3 > 0 ïðè −1 < b < 0, h < b/2 (ñëåâà)

è b/2 < h < 1/2−
√
−b (ñïðàâà)

Íàêîíåö, ïóñòü b ≤ −1. Òîãäà ïðîåêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h íà ïîëóñôåðó S2

P , r3 > 0, ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî ïðè h < b/2 è âñþ ïîëóñôåðó ïðè h > b/2. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî

ðàññìîòðåííîìó âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ Q3
h ãîìåîìîðôíî äâóì ýêçåìïëÿðàì

D2 × S1.

Òåîðåìà 2.9 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà êîìïàêòíîãî è ñâÿçíîãî èçîýíåðãåòè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ íà ïëîñêîñòè çíà÷åíèé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê. Ïîýòîìó òåîðåìû

2.9, 2.2 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà â ñëó÷àå ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà

ïðè b ≥ 0.
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Ñëåäñòâèå 2.5.1. Îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F = (H,K) íà ïëîñêîñòè R2(h, k) çíà÷åíèé

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ñèñòåì òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà ïðè b ≥ 0 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ìíîæåñòâà:

ïðè b = 0:

• 0 ≤ k ≤ (2h+ 1)2, h ≥ −1/2;

ïðè 0 < b < 1:

• 2b ≤ k ≤ (2h+ 1)2 − 2b,
√
b− 1/2 ≤ h < 1/2;

• (2h− 1)2 + 2b ≤ k ≤ (2h+ 1)2 − 2b, 1/2 ≤ h < (b+ 1)/2;

• 4bh− b2 ≤ k ≤ (2h+ 1)2 − 2b, h ≥ (b+ 1)/2;

ïðè b ≥ 1:

• (2h− 1)2 + 2b ≤ k ≤ (2h+ 1)2 − 2b, b/2 ≤ h < (b+ 1)/2;

• 4bh− b2 ≤ k ≤ (2h+ 1)2 − 2b, h ≥ (b+ 1)/2.
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Ãëàâà 3

Ñëó÷àé ×àïëûãèíà (b = 0)

3.1 Ãðóáûé ëèóâèëëåâ àíàëèç

Íàïîìíèì (ñì. òåîðåìó 2.2 è ñëåäñòâèå 2.5.1), ÷òî â ñëó÷àå ×àïëûãèíà (b = 0) áèôóðêà-

öèîííàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè R2(h, k) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè äâóõ ïàðàáîë π+ = {k =

(2h + 1)2}, π− = {k = (2h− 1)2} è ïðÿìîé l = {k = 0} è ðàçáèâàåò îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

íà òðè îáëàñòè (êàìåðû) I, II, III (ðèñ. 3.1):

I : h >
1

2
, 0 < k < (2h− 1)2; (3.1.1)

II : h > 0, (2h− 1)2 < k < (2h+ 1)2; (3.1.2)

III : − 1

2
< h <

1

2
, 0 < k < min{(2h− 1)2, (2h+ 1)2}. (3.1.3)

Ìîæíî âûäåëèòü òðè çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1) = (−1/2, 0), (2) = (0, 1/2), (3) = (1/2,+∞).

Â ðàáîòå [67] íàéäåíû òèïû áèôóðêàöèé (àòîìû), îòâå÷àþùèå äóãàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäúÿâèòü ìîëåêóëû (áåç ìåòîê) äëÿ êàæäîé èç òð¼õ çîí ýíåðãèè.

Òåîðåìà 3.1 (Î.Å. Îð¼ë, Ï. Å. Ðÿáîâ [67]). Ïàðàáîëå π+ è ïðÿìîé l íà áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå â ñëó÷àå ×àïëûãèíà ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèè òèïà àòîìà A, à ïàðàáîëå π− � òèïà

àòîìà C2 (ñì. ðèñ. 1.1). Ïðîîáðàçû òî÷åê êàæäîé èç òð¼õ êàìåð I, II, III ñîñòîÿò èç äâóõ

òîðîâ Ëèóâèëëÿ.

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ìîëåêóëû W1,W2,W3, îòâå÷àþùèå çîíàì ýíåðãèè (1), (2), (3), èìåþò âèä,

ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 3.2. Äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè èç çîíû (1) ïîâåðõíîñòü Q3
h ñîñòîèò èç

äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ÿâëÿþùèõñÿ 3-ñôåðàìè), ïðè ýòîì ìîëåêóëàW1 îòâå÷àåò êàæäîé

êîìïîíåíòå.
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Π-

Π+

l

2T2

2T2

2T2

2A

2A

2A 2A

C2

C2

III

II

I

2S3 S1´S2
RP 3

-0.5 0.5 1.0
h

-1

1

2

3

4

5

k

Ðèñ. 3.1: Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé äëÿ

ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà

C2

AA

AA

C2

AA

AA

A

A

W1 W2 W3

-

1

2
< h < 0 0 < h <

1

2
h >

1

2

Ðèñ. 3.2: Ìîëåêóëû äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà

3.2 Òîíêèé ëèóâèëëåâ àíàëèç

Òåîðåìà 3.2 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75]). Ìå÷åíûå ìîëåêóëû W ∗
1 ,W

∗
2 ,W

∗
3 äëÿ ñèñòåìû ×àïëûãèíà,

îòâå÷àþùèå çîíàì ýíåðãèè (1), (2), (3), èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 3.3. Òàêèì îáðàçîì,

ìîëåêóëû ñ ìåòêàìè W ∗
1 , W

∗
2 è W ∗

3 îïèñûâàþò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñîîòâåòñòâåííî íà S3,

S1 × S2 è RP 3 (ñì. òåîðåìó 2.9). Íà S3 ýòî ñëîåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàññëîåíèþ Õîïôà. Ïðè

ýòîì ìîëåêóëà W ∗
1 îòâå÷àåò îáåèì èçîýíåðãåòè÷åñêèì 3-ñôåðàì.

Ñëåäñòâèå 3.2.1 (ñì. [8, 44, 26, 27]).

à) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (1), ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ìíîãèì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, â ÷àñòíîñòè,

ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, Ñðåòåíñêîãî, Êëåáøà, Ñîêîëîâà â
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C2

AA

AA

C2

AA

AA

A

A

W1
* W2

* W3
*

r=¥
¶=1

r=¥
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1 n=2

Ðèñ. 3.3: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà

äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (ðàññìàòðèâàåìûì ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ

ïàðàìåòðîâ), à òàêæå èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ

ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ôîêàëüíîé ïðÿìîé

(ïðèìåðû òàêèõ îáëàñòåé ñì. â ãëàâå 4, íà ðèñóíêå 4.4).

á) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (2), ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Êëåáøà è Ñîêîëîâà (ïðè ïîäõîäÿùèõ

çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå ãåîäåçè÷åñêîìó áèëëèàðäó â ýëëèïñîèäàëüíîé

îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíôîêàëüíûì ãèïåðáîëîèäîì (ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäñòâèåì èç ðåçóëüòàòîâ Ã. Áåëîç¼ðîâà);

â) Ñèñòåìà ×àïëûãèíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç çîíû (3), ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ Êëåáøà (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåð-

ãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó äâóìåðíîãî ýëëèïñîèäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîðû Ëèóâèëëÿ â ïðîîáðàçå êàìåð I, II, III áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî I-

òîðàìè, II-òîðàìè è III-òîðàìè. ßñíî, ÷òî äâà òîðà Ëèóâèëëÿ â ïðîîáðàçå ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ

(h, k) îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà âûäåëÿþòñÿ â R6(s, r) ÷åòûðüìÿ óðàâíåíèÿìè:

r2
1 + r2

2 + r2
3 = 1; (3.2.1)

s1r1 + s2r2 + s3r3 = 0; (3.2.2)

s2
1 + s2

2 + 2s2
3 + r2

1 − r2
2 = 2h; (3.2.3)

(s2
1 − s2

2 + r2
3)2 + 4s2

1s
2
2 = k. (3.2.4)

Ëåììà 3.3. Äëÿ òî÷êè (s1, s2, s3, r1, r2, r3) I-òîðà âûïîëíåíî:

à) r2
1 + r2

2 6= 0; á) s3 6= 0; â) s2
1 + s2

2 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1 = r2 = 0. Òîãäà èç (3.2.2) è (3.2.1) s3 = 0, r2
3 = 1 è k = (s2

1 + s2
2)2 +

2(s2
1 − s2

2) + 1 ≥ (s2
1 + s2

2 − 1)2 = (2h− 1)2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.1.1).
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á) Ïóñòü s3 = 0. Òîãäà èç (3.2.2) s1r1 + s2r2 = 0. Òàê êàê â ñèëó ïóíêòà à) r2
1 + r2

2 6= 0, òî

íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî j, ÷òî s1 = jr2, s2 = −jr1. Ñ ó÷¼òîì (3.1.1), (3.2.3), (3.2.4), (3.2.1) áóäåì

èìåòü:

0 < (2h− 1)2 − k = (s2
1 + s2

2 − 2r2
2 − r2

3)2 − ((s2
1 + s2

2)2 + 2(s2
1 − s2

2)r2
3 + r4

3) =

= −4s2
1r

2
3 + 4r2

2(r2
2 + r2

3 − s2
1 − s2

2) = 4r2
2(r2

2 + r2
3 − j2).

Îòñþäà ïîëó÷àåì j2 < r2
2 + r2

3 è

2h = j2r2
2 + j2r2

1 + r2
1 − r2

2 < (r2
2 + r2

3)(r2
1 + r2

2) + r2
1 − r2

2 = r2
1(1 + r2

3) ≤ 1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.1.1).

â) Åñëè s1 = s2 = 0, òî èç (3.2.2) è ïóíêòà á) ñëåäóåò r3 = 0. Íî òîãäà k = 0, ÷òî ñíîâà

ïðîòèâîðå÷èò (3.1.1).

Ëåììà 3.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4. Äëÿ òî÷êè (s1, s2, s3, r1, r2, r3) II-òîðà âûïîëíåíî:

à) s1 6= 0; á) r2
2 + r2

3 6= 0; â) s2
2 + s2

3 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

à) Ïóñòü s1 = 0. Òîãäà èç (3.2.3), (3.2.4) èìååì: 2h− 1 = (s2
2 − r2

3) + 2(s2
3 − r2

2), k = (s2
2 − r2

3)2.

Èç (3.1.2) ñëåäóåò 4(s2
3−r2

2)(s2
3−r2

2+s2
2−r2

3) = (2h−1)2−k < 0. Îòñþäà (s2
3−r2

2)(s2
2−r2

3) < 0, è ëèáî

r2
2 < s2

3, s
2
2 < r2

3, ëèáî r
2
2 > s2

3, s
2
2 > r2

3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì

r2
2s

2
2 = r2

3s
2
3, ñëåäóþùèì èç (3.2.2).

á) Ïóñòü r2 = r3 = 0. Òîãäà èç (3.2.2) ïîëó÷àåì r1 = 0 èëè s1 = 0. Íî ïåðâîå íåâîçìîæíî â

ñèëó (3.2.1), à âòîðîå � â ñèëó ïóíêòà à).

â) Ïóñòü s2 = s3 = 0. Òîãäà èç (3.2.2) è ïóíêòà à) ñëåäóåò r1 = 0. Íî â òàêîì ñëó÷àå

k = (s2
1 + r2

3)2 = (2h+ 1)2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.1.2).

Ëåììà 3.4 äîêàçàíà.

Ëåììà 3.5. Äëÿ òî÷êè (s1, s2, s3, r1, r2, r3) III-òîðà âûïîëíåíî:

à) r2 6= 0; á) r2
1 + s2

3 6= 0; â) s2
1 + r2

3 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r2 = 0. Òîãäà (3.2.2) äà¼ò s1r1 + s3r3 = 0. Ïîñêîëüêó â ñèëó (3.2.1)

r2
1 + r2

3 6= 0, òî íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî j, ÷òî s1 = jr3, s3 = −jr1. Èç (3.2.3), (3.2.4) èìååì:

2h− 1 = j2r2
3 + s2

2 + 2j2r2
1 − r2

3 =2j2 + (s2
2 − (j2 + 1)r2

3),

k = (j2r2
3 − s2

2 + r2
3)2 + 4j2r2

3s
2
2 =(s2

2 − (j2 + 1)r2
3)2 + 4j2r2

3s
2
2,

è 0 < (2h− 1)2− k = 4j4 + 4j2(s2
2− (j2 + 1)r2

3)− 4j2r2
3s

2
2 ≤ 8j4 + 4j2(s2

2− (j2 + 1)r2
3) = 4j2(2h− 1).

Îòñþäà 2h− 1 > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.1.3).
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á) Ïóñòü r1 = s3 = 0. Òîãäà èç (3.2.2) è ïóíêòà à) ñëåäóåò s2 = 0. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì

k = (s2
1 + r2

3)2 = (2h+ 1)2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.1.3).

â) Àíàëîãè÷íî, åñëè s1 = r3 = 0, òî s2 = 0. Îòñþäà k = 0, ÷òî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò (3.1.3).

Ëåììà 3.5 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.2.2. Äâà òîðà Ëèóâèëëÿ â ïðîîáðàçå ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ (h, k) îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì ïåðåìåííîé s3, s1 èëè r2 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êàìåðû I, II èëè

III. Äëÿ êàæäîé êàìåðû ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè äâà òîðà Ëèóâèëëÿ â

ïðîîáðàçå òî÷åê ýòîé êàìåðû.

I-òîðû áóäåì íàçûâàòü I+-òîðàìè, åñëè íà íèõ s3 > 0, è I−-òîðàìè, åñëè íà íèõ s3 < 0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì II+-òîðû, II−-òîðû, III+-òîðû è III−-òîðû èç óñëîâèé s1 > 0, s1 < 0,

r2 > 0 è r2 < 0 ñîîòâåòñòâåííî. I+-, II+- è III+-òîðû â ïðîîáðàçå òî÷êè (h, k) áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç T+
h,k, I

−-, II−- è III−-òîðû � ÷åðåç T−h,k.

Íàïîìíèì (ñì. ôîðìóëû 2.3.2, 2.3.5, 2.3.7), ÷òî êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè â ïðîîáðàçå êðèâûõ

l, π−, π+ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l : s1 = s2 = r3 = 0, r2
1 + r2

2 = 1, r2
1 + s2

3 = h+ 1/2;

π− : s1 = r2 = s3 = 0, r2
1 + r2

3 = 1, r2
1 + s2

2 = 2h;

π+ : r1 = s2 = s3 = 0, r2
2 + r2

3 = 1, s2
1 + r2

3 = 2h+ 1.

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ìåòîê. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ð¼áðà ìîëåêóë òàê æå, êàê

è ñîîòâåòñòâóþùèå òîðû Ëèóâèëëÿ: I+-ðåáðî, I−-ðåáðî è ò. ä.

Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ìîëåêóëû W ∗
1 . Çíàíèÿ ìîëåêóëû áåç ìåòîê è òîïîëîãè÷åñêîãî

òèïà ïîâåðõíîñòè Q3
h çäåñü äîñòàòî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê (ñì. [8, òîì 2, ïðåäëîæåíèå 1.1]). À

èìåííî, åñëè ìîëåêóëà A��A çàäà¼ò èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ñôåðó S3, òî ìåòêà r íà åäèíñòâåííîì

ðåáðå ðàâíà íóëþ, à ìåòêó ε ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé åäèíèöå âûáîðîì ïîäõîäÿùåé îðèåíòàöèè

íà S3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîëåêóëó W ∗
1 ïîçâîëÿåò ñðàçó ïðåäúÿâèòü òîò ôàêò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ

êðóãîâîé ìîëåêóëîé îñîáîé òî÷êè (−1/2, 0) áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, îòâå÷àþùåé îñîáåí-

íîñòè òèïà öåíòð-öåíòð.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîëåêóëó W ∗
2 . Ïóñòü W

′ � êðóãîâàÿ ìîëåêóëà îñîáîé òî÷êè (0, 1) áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû. Òàê êàê ýòîé òî÷êå îòâå÷àåò îñîáåííîñòü òèïà öåíòð-ñåäëî, òî r-ìåòêè

íà âñåõ ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ′ ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè (ñì. [8, òîì 1, òåîðåìà 9.2]). Îòñþäà íåìåä-

ëåííî ñëåäóåò, ÷òî r = ∞ íà II-ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗
2 . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ r-ìåòîê íà III-ð¼áðàõ

íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ ìåòîê. Ýòî ïðàâèëî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü r-ìåòêè

íà III-ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗
2 , çíàÿ r-ìåòêè íà III-ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ′ è ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗

1 .

Òàê êàê íà ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ′ r = ∞, òî r-ìåòêè íà III-ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗
2 ñîâïàäàþò ñ

r-ìåòêàìè íà ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗
1 (ñì. [8, òîì 1, ñëåäñòâèå èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2]) è ðàâíû íóëþ.
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Âû÷èñëèì ε-ìåòêè ìîëåêóëû W ∗
2 . Íà II-ð¼áðàõ (ãäå r = ∞) îíè çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè

ìíîãîîáðàçèÿ Q3 ∼= S1×S2. Ïîýòîìó, ìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè îðèåíòàöèþ Q3
h, ìîæíî ñ÷èòàòü

èõ ðàâíûìè 1. Íà III-ð¼áðàõ ε-ìåòêè èìåþò åñòåñòâåííûé òîïîëîãè÷åñêèé ñìûñë. Ðàâåíñòâî

íóëþ r-ìåòîê íà III-ð¼áðàõ îçíà÷àåò ãîìîëîãè÷íîñòü êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé àòîìîâ A è

C2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñðàâíèòü åñòåñòâåííûå îðèåíòàöèè ýòèõ îêðóæíîñòåé, çàäàâàåìûå

ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì. Åñëè îðèåíòàöèè ñîâïàäàþò, òî ε = 1, åñëè ïðîòèâîïîëîæíû, òî ε =

−1.

Ïðåäúÿâèì èçîòîïèþ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé

S1
0 =

{
s1 = s2 = r3 = 0, r2

1 + s2
3 = h+

1

2
, r2 =

√
1− r2

1

}
,

S1
(1−2h)2 =

{
s1 = r2 = s3 = 0, r2

1 + s2
2 = 2h, r3 =

√
1− r2

1

}
àòîìîâ A è C2. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè êàæäîì k ∈ (0, (2h− 1)2) óñëîâèå

{s1 = 0, r3 > 0} (3.2.5)

âûñåêàåò íà ñîîòâåòñòâóþùåì òîðå T+
h,k öèêë, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò k è ãîìîëîãè÷íûé

îêðóæíîñòÿì S1
0 è S1

(1−2h)2 . Äëÿ ýòîãî ïåðåéä¼ì â ïëîñêîñòè R2(r1, s3) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-

òàì: r1 = u cosϕ,

s3 = u sinϕ.
(3.2.6)

Ëåììà 3.5 ãàðàíòèðóåò, ÷òî òàêàÿ çàìåíà êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà III-òîðàõ. Ïîêàæåì, ÷òî óñëî-

âèå (3.2.5) çàäà¼ò âëîæåíèå ik : S1(ϕ)→ T+
h,k. Óðàâíåíèÿ (3.2.2)�(3.2.4) íà îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ik

ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s2r2 + s3r3 = 0; (3.2.7)

s2
2 + 2s2

3 − 2r2
2 − r2

3 = 2h− 1; (3.2.8)

(r2
3 − s2

2)2 = k. (3.2.9)

Èç (3.2.1), (3.2.6), 3.2.8, 3.2.9 íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ s2
2, r

2
2, r

2
3 ÷åðåç u, ϕ:

s2
2 =

2h+ 1−
√
k

2
− u2,

r2
2 = u2 sin2 ϕ+

1− 2h−
√
k

2
,

r2
3 =

2h+ 1 +
√
k

2
− u2.

(3.2.10)

Èç (3.2.7) ïîëó÷àåì:(2h+ 1−
√
k

2
− u2

)(
u2 sin2 ϕ+

1− 2h−
√
k

2

)
= u2 sin2 ϕ

(2h+ 1 +
√
k

2
− u2

)
,
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îòêóäà íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ u ÷åðåç ϕ:

u =
((2h+ 1−

√
k)(1− 2h−

√
k)

2(1− 2h−
√
k cos 2ϕ)

)1/2

. (3.2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.2.11) â (3.2.10), ìîæíî îäíîçíà÷íî âûðàçèòü s2, r2, r3 ÷åðåç ϕ. Ïðè ýòîì r2, r3

ïîëîæèòåëüíû, à çíàê s2 ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó s3. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííûå s, r âûðàæàþòñÿ

êàê îäíîçíà÷íûå è ãëàäêèå ôóíêöèè îò ϕ è k. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ik çàäà¼ò ãëàäêîå

âëîæåíèå îêðóæíîñòè â òîð Ëèóâèëëÿ è, êðîìå òîãî, ãëàäêî çàâèñèò îò k.

Îáîçíà÷èì îáðàç ik ÷åðåç S1
k . Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî S

1
k → S1

0 ïðè k → 0. Ïîýòîìó îðèåíòàöèÿ,

çàäàííàÿ íà îêðóæíîñòÿõ S1
k ïàðàìåòðîì ϕ, âîçíèêàåò è íà S1

0 . ×òîáû ñðàâíèòü å¼ ñ åñòåñòâåí-

íîé îðèåíòàöèåé, çàäàâàåìîé ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì, ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ îêðóæíîñòè S1
0

íà ïëîñêîñòü R2(r1, s3). Èç 2.1.10 èìååì ṙ1 = 2s3r2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r2 > 0 íà S1
0 , çàêëþ÷àåì, ÷òî

îðèåíòàöèÿ, çàäàâàåìàÿ íà S1
0 óãëîì ϕ, ïðîòèâîïîëîæíà åñòåñòâåííîé (ðèñ. 3.4).

j

1

-1

-1

1

r1

s3

Ðèñ. 3.4: Äâå îðèåíòàöèè îêðóæíîñòè S1
0

Óñòðåìèì òåïåðü k ê (1− 2h)2. Ðàññìîòðèì íà îêðóæíîñòè S1
(1−2h)2 ÷åòûðå òî÷êè:

lim
k→(1−2h)2

ik(0) = P0 : r1 =
√

2h, s2 = 0;

lim
k→(1−2h)2

ik

(π
2

)
= Pπ/2 : r1 = 0, s2 = −

√
2h;

lim
k→(1−2h)2

ik(π) = Pπ : r1 = −
√

2h, s2 = 0;

lim
k→(1−2h)2

ik

(3π

2

)
= P3π/2 : r1 = 0, s2 =

√
2h.

Îðèåíòàöèÿ, çàäàííàÿ íà S1
k ïàðàìåòðîì ϕ, ïåðåõîäèò è íà S

1
(1−2h)2 . Ïðè ýòîé îðèåíòàöèè òî÷êè

P0, Pπ/2, Pπ, P3π/2 îáõîäÿòñÿ èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. ×òîáû ñðàâíèòü å¼ ñ åñòåñòâåííîé îðè-

åíòàöèåé íà S1
(1−2h)2 , ñïðîåêòèðóåì S1

(1−2h)2 íà ïëîñêîñòü R2(r1, s2). Èç ñèñòåìû 2.1.10 èìååì:

ṙ1 = −s2r3. Òàê êàê r3 > 0 íà S1
(1−2h)2 , òî ðàññìàòðèâàåìûå äâå îðèåíòàöèè ïðîòèâîïîëîæíû

(ðèñ. 3.5).
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j

P0

PΠ�2

PΠ

P3 Π�2

r1

s2

Ðèñ. 3.5: Äâå îðèåíòàöèè îêðóæíîñòè S1
(1−2h)2

Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííûå îðèåíòàöèè íà îêðóæíîñòÿõ S1
0 è S

1
(1−2h)2 ñîâïàäàþò. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ε-ìåòêà íà III+-ðåáðå ìîëåêóëû W ∗
2 ðàâíà åäèíèöå. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî è íà

III−-ðåáðå ε = 1.

Âû÷èñëèì íàêîíåö ìåòêè ìîëåêóëû W ∗
3 . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ r-ìåòîê âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì

Ï. Òîïàëîâà [42]. Ýòîò ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà ñâÿçè ìåòîê ñ òîïîëîãèåé èçîýíåðãåòè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ Q3.

Åñëè ðàçðåçàòü ìîëåêóëó ïî âñåì ð¼áðàì ñ êîíå÷íîé r-ìåòêîé, òî îíà ðàñïàä¼òñÿ íà íåñêîëü-

êî ñâÿçíûõ êóñêîâ. Òå èç íèõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò àòîìîâ A, áûëè íàçâàíû ñåìüÿìè (ñì.

ðàçäåë 1.8). Â êàæäîì èç îñòàâøèõñÿ êóñêîâ, îòëè÷íîì îò àòîìà A, çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå

ðåáðî. Ðåáðî, íå ÿâëÿþùååñÿ ôèêñèðîâàííûì, íàçîâ¼ì ñóùåñòâåííûì, åñëè îáå åãî âåðøèíû

íå ïðèíàäëåæàò ñåìüÿì.

Òåîðåìà 3.6 (Ï. Òîïàëîâ [42]). Êàæäîå ñóùåñòâåííîå ðåáðî e äà¼ò â ãðóïïå H1(Q3) ïðÿìîå

ñëàãàåìîå Zβ(e), ãäå β(e) � çíàìåíàòåëü r-ìåòêè íà ðåáðå e (ïðè β(e) = 0 ïîëàãàåì Zβ(e) = Z).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñå r-ìåòêè ìîëåêóëû W ∗
3 êîíå÷íû. Äåëî â òîì, ÷òî â ñèëó

èìåþùåñÿ ñèììåòðèè (ñì. ñëåäñòâèå 5.3) r-ìåòêè êàê íà äâóõ I-ð¼áðàõ, òàê è íà äâóõ II-ð¼áðàõ

ìîëåêóëû W ∗
3 ñîâïàäàþò (ïî êðàéíåé ìåðå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà). Ïîýòîìó åñëè áû ñóùåñòâî-

âàëî ðåáðî ñ áåñêîíå÷íîé r-ìåòêîé, òî òàêèõ ð¼áåð áûëî áû êàê ìèíèìóì äâà. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàøëîñü áû ñóùåñòâåííîå ðåáðî ñ áåñêîíå÷íîé r-ìåòêîé, êîòîðîå äàâàëî áû ïðÿìîå ñëàãàåìîå Z
â ãðóïïå H1(Q3). Íî Q3 ∼= RP 3, è H1(Q3) = Z2. Çíà÷èò, âñå r-ìåòêè êîíå÷íû, è èìååòñÿ ñåìüÿ,

ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî àòîìà C2.

Ââåä¼ì, ñîãëàñíî [42], äëÿ ìîëåêóëûW ∗
3 ïîíÿòèå ïîëíîé ýíåðãèè êðó÷åíèÿ. Îðèåíòèðóåì âñå

ð¼áðà â ñòîðîíó àòîìà A. Ïóñòü (α11, β11), (α12, β12), (α21, β21), (α22, β22) � ïåðâûå ñòðîêè ìàòðèö

ñêëåéêè ñîîòâåòñòâåííî íà I+-ðåáðå, I−-ðåáðå, II+-ðåáðå è II−-ðåáðå. Ââåä¼ì ïîëíóþ ýíåðãèþ

êðó÷åíèÿ ìîëåêóëû W ∗
3 ïî ôîðìóëå

N(W ∗
3 ) = β11β12β21β22E(C2), (3.2.12)
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ãäå E(C2) =
α11

β11

+
α12

β12

+
α21

β21

+
α22

β22

� ýíåðãèÿ ñåìüè, îòëè÷àþùàÿñÿ îò n-ìåòêè íà ñóììó r-ìåòîê

âñåõ ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç ñåìüè.

Òåîðåìà 3.7 (Ï. Òîïàëîâ [42]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîëåêóëû W ∗ èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

N(W ∗) =

0, åñëè rankH1(Q3) > b1(G) + 2
∑

U 6=A g(U);

± card(TorH1(Q3)), èíà÷å.

Çäåñü b1(G) � ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè ãðàôà G, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç ìîëåêóëû W ∗ îòîæäåñòâëåíèåì

êàæäîé å¼ ñåìüè â òî÷êó; U � âåðøèíû ãðàôà G, g(U) � ðîä âåðøèíû U (ò.å. ðîä 2-ìåðíîé

ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ èç áàçû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà ïóò¼ì çàêëåéêè

äèñêàìè âñåõ å¼ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé).

Â íàøåì ñëó÷àå òåîðåìà 3.7 äà¼ò N(W ∗
3 ) = ±2. Èç ðàâåíñòâà r-ìåòîê íà äâóõ I-ð¼áðàõ è íà

äâóõ II-ð¼áðàõ ñëåäóåò β11 = ±β12, β21 = ±β22. Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóëû (3.2.12) ïîëó÷àåì:

β11β21((α11 ± α12)β21 + (α21 ± α22)β11) = ±2. (3.2.13)

Îòñþäà β11 = ±1 èëè β21 = ±1. Ïóñòü, íàïðèìåð, β11 = ±1. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî β21 = ±2,

òî α21 ≡ α22 mod 2. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü (3.2.13) áûëà áû êðàòíà 4. Çíà÷èò, è β21 = ±1.

Òàêèì îáðàçîì, âñå r-ìåòêè ðàâíû íóëþ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî n-ìåòêà ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé

ñåìüè E(C2), ðàâíîé ±2 âñëåäñòâèå ôîðìóëû (3.2.12). Ìåíÿÿ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, îðèåíòàöèþ Q3,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2.

Âû÷èñëåíèå ε-ìåòîê ìîëåêóëû W ∗
3 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè

âû÷èñëåíèè ε-ìåòîê ìîëåêóëû W ∗
2 . Ïðè ýòîì äëÿ I-ð¼áåð âëîæåíèå ik çàäà¼òñÿ óñëîâèåì {s1 =

0, s2 > 0}, à ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè R2(r1, r2). Äëÿ II-

ð¼áåð âëîæåíèå ik çàäà¼òñÿ óñëîâèåì {s3 = 0, s2 > 0}, à ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè R2(r2, r3).

Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.

3.3 Íàãëÿäíîå îïèñàíèå òîïîëîãèè

Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ Q3
h â ñëó÷àå ×à-

ïëûãèíà äîïóñêàåò âåñüìà íàãëÿäíîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ êîîðäèíàò (s, r) îáúåìëþùåãî ïðî-

ñòðàíñòâà R6. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ êàæäîé êàìåðû ñóùåñòâóþò äâå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè â

R6(s, r), òàêèå, ÷òî ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ íà ýòè ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ

êîëüöàìè, îõâàòûâàþùèìè íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ôàêòà äëÿ êàæäîãî òîðà áó-

äåò ïîñòðîåí åãî äèôôåîìîðôèçì íà ìîäåëüíûé òîð T 2
can = S1(ϕ) × S1(ψ), çàäàâàåìûé äâóìÿ

2π-ïåðèîäè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ϕ, ψ. Òåì ñàìûì íà âñåõ òîðàõ Ëèóâèëëÿ áóäóò îïðåäåëå-

íû äâå íåçàâèñèìûå ãëàäêèå ôóíêöèè ϕ, ψ, çàäàþùèå äâà áàçèñíûõ öèêëà ϕ = {ψ = const},
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ψ = {ϕ = const}. Áîëåå òîãî, ýòè öèêëû îêàæóòñÿ ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò òîðà. Ïî êðàéíåé ìåðå

îäíà èç ôóíêöèé ϕ, ψ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà îñîáûå ñëîè (äðóãóþ æå ìîæíî ïðîäîëæèòü

íà ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî îñîáîãî ñëîÿ àòîìà C2). Ýòî ïîçâîëèò âûáðàòü äîïóñòèìûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ è â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü ìàòðèöû ñêëåéêè íà ð¼áðàõ

ìîëåêóë. Òàêèì îáðàçîì áóäåò ïîëó÷åíî åù¼ îäíî, êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.

3.3.1 Ïàðàìåòðèçàöèÿ I-òîðîâ

Â ïëîñêîñòÿõ R2(r1, r2), R2(s1, s2) ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:r1 = u cosϕ,

r2 = u sinϕ;

s1 = v cosψ,

s2 = v sinψ.
(3.3.1)

Ëåììà 3.3 ãàðàíòèðóåò ðåãóëÿðíîñòü ýòîé çàìåíû íà I-òîðàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà I-òîðàõ u, ϕ, v,

ψ, s3, r3 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, äâå èç êîòîðûõ ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ

êîîðäèíàò (â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òîðà). Ðàññìîòðèì ïðè ôèêñèðîâàííîì h > 1/2

îòîáðàæåíèÿ α±1 = α±1,h,k : T±h,k → T 2
can(ϕ, ψ), ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå íà òîðå Ëèóâèëëÿ

çíà÷åíèÿ â íåé óãëîâûõ êîîðäèíàò (ϕ, ψ).

Òåîðåìà 3.8 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75]).

1. Ââåä¼ííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ α±1,h,k � äèôôåîìîðôèçìû.

2. Îòîáðàæåíèÿ ν±1,h : T 2
can×(0, (2h−1)2)→ Q3, îïðåäåë¼ííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ν±1,h(· , k) =

(α±1,h,k)
−1(·), ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè (ò.å. çàäàþò èçîòîïèþ òîðîâ â Q3).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3.8 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà I-òîðàõ äâå íåçàâèñèìûå ïåðèîäè÷åñêèå

êîîðäèíàòû, ãëàäêî çàâèñÿùèå îò çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà K.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1. Ñ ó÷¼òîì çàìåíû (3.3.1) óðàâíåíèÿ 3.2.1�3.2.4 ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

u2 + r2
3 = 1; (3.3.2)

uv cos(ϕ− ψ) + r3s3 = 0; (3.3.3)

v2 + 2s2
3 + 2u2 cos2 ϕ+ r2

3 = 2h+ 1; (3.3.4)

v4 + r4
3 + 2v2r2

3 cos 2ψ = k. (3.3.5)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ óðàâíåíèÿ 3.3.2�3.3.5 îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî

u, v, r3, s3, ïðè÷¼ì çàâèñèìîñòü u, v, r3, s3 îò ϕ, ψ è k ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Îáîçíà÷èì r2
3 = x, v2 = y è âûðàçèì u2 èç 3.3.2. Ïîäñòàâëÿÿ â 3.3.4, ïîëó÷èì:

y + 2s2
3 + 2(1− x) cos2 ϕ+ x = 2h+ 1, (3.3.6)
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Èç (3.3.6) ìîæíî âûðàçèòü s2
3 ÷åðåç x, y, ϕ. Â èòîãå óðàâíåíèÿ 3.3.3, 3.3.5 äàäóò:

(1− x)y cos2(ϕ− ψ) = (2h− (1− x) cos 2ϕ− y)
x

2
; (3.3.7)

x2 + y2 + 2xy cos 2ψ = k. (3.3.8)

Óðàâíåíèÿ 3.3.7, 3.3.8 çàäàþò íà ïëîñêîñòè (x, y) äâå êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà γ1 = {Γ1(x, y) = 0},
γ2 = {Γ2(x, y) = 0}, ãäå

Γ1(x, y) = ((2h− cos 2ϕ) + x cos 2ϕ− y)
x

2
− (1− x)y cos2(ϕ− ψ),

Γ2(x, y) = x2 + y2 + 2xy cos 2ψ − k.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äâà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà 3.3.7, 3.3.8 îòíîñè-

òåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ x, y, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèÿì

0 ≤ x < 1, y > 0. (3.3.9)

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ (x(ϕ, ψ, k), y(ϕ, ψ, k)) óðàâíåíèé 3.3.7, 3.3.8,

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (3.3.9) è ãëàäêî çàâèñÿùåãî îò ϕ, ψ, k. Òîãäà u =
√

1− x è v =
√
y

òàêæå áóäóò îäíîçíà÷íûìè è ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè îò ϕ, ψ, k. Òàêîâûìè áóäóò è ôóíêöèè s3 =

±
√

((2h− cos 2ϕ) + x cos 2ϕ− y)/2 è r3 = −uv cos(ϕ− ψ)/s3.

Øàã 2. Ñóùåñòâîâàíèå.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ϕ, ψ, k ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.

1) cos(ϕ− ψ) = 0. Òàê êàê s3 6= 0 íà I-òîðàõ, òî èç 3.3.3 ñëåäóåò r3 = x = 0, à òîãäà èç 3.3.8

y =
√
k.

2) cos(ϕ− ψ) 6= 0. Âûðàçèì èç 3.3.7 y êàê îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ x:

y = Γ̃1(x) :=
(2h− cos 2ϕ(1− x))x

2(1− x) cos2(ϕ− ψ) + x
. (3.3.10)

Çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí íà îòðåçêå [0, 1] (îí ëèíååí ïî x è ïîëîæèòåëåí â òî÷êàõ 0 è 1),

ïîýòîìó ôóíêöèÿ Γ̃1(x) êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà [0, 1]. Áîëåå òîãî, îíà íåîòðèöàòåëüíà íà [0, 1]

è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè x = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè cos 2ϕ ≤ 0, òî 2h− cos 2ϕ(1−x) > 0

ïðè x ∈ [0, 1]. Åñëè cos 2ϕ > 0, òî 2h−cos 2ϕ(1−x) > (1−cos 2ϕ)+x cos 2ϕ ≥ 0 (âîñïîëüçîâàëèñü

òåì, ÷òî h > 1/2).

Ðàññìîòðèì äóãó êðèâîé γ1 ìåæäó òî÷êàìè (0, 0) è (1, 2h). Èìååì:

Γ2(x, Γ̃1(x))|x=0 = Γ2(0, 0) = −k < 0,

Γ2(x, Γ̃1(x))|x=1 = Γ2(1, 2h) = 1 + 4h2 + 2h cos 2ψ − k ≥ (2h− 1)2 − k > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ (0, 1), ÷òî Γ2(x, Γ̃1(x))|x=x0 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

(x0, Γ̃1(x0)) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê γ1, γ2 è óäîâëåòâîðÿåò (3.3.9).
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Øàã 3. Åäèíñòâåííîñòü.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé cos(ϕ− ψ) 6= 0.

×åðåç γ′i(P ) (γ′i(x, y)) áóäåì îáîçíà÷àòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé γi â òî÷êå

P (â òî÷êå (x, y)). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòûì ñîîáðàæåíèåì: åñëè êðèâûå γ1, γ2 (òî÷íåå, èõ ñâÿçíûå

÷àñòè) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P1 è P2, òî íà äóãàõ P1P2 êðèâûõ γ1, γ2 íàéäóòñÿ òî÷êè P ′, P ′′,

òàêèå, ÷òî γ′1(P ′) = γ′2(P ′′). Íàçîâ¼ì ýòî ñîîáðàæåíèå ïðèíöèïîì ïàðàëëåëüíîñòè.

Ïîëîæèì D = [0, 1)× (0,+∞). Èç äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ

γ1, γ2 â D ÿâñòâóåò, ÷òî òàêèõ òî÷åê � íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî èõ áîëüøå îäíîé. Òîãäà èõ â òî÷íîñòè òðè (â D). Îáîçíà÷èì èõ P1, P2, P3. Ðàññìîòðèì äâà

ñëó÷àÿ.

1) Äâå èç ýòèõ òð¼õ òî÷åê (ïóñòü P1, P2) ëåæàò íå íèæå ïðÿìîé y = x. Òîãäà â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïàðàëëåëüíîñòè äîëæíû íàéòèñü òî÷êè P ′ ∈ γ1 ∩ D ∩ {y ≥ x}, P ′′ ∈
γ2∩D∩{y ≥ x}, òàêèå, ÷òî γ′1(P ′) = γ′2(P ′′). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íå òàê. Äåéñòâèòåëüíî, γ′2 ∈ [−1, 1]

â D ∩ {y ≥ x} (òàê êàê γ2 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ýëëèïñîì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ãëàâíûìè

íàïðàâëåíèÿìè (1 : 1), (1 : −1), ëèáî ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, èìåþùèõ îäíî èç ýòèõ íà-

ïðàâëåíèé). Ïîñêîëüêó êðèâàÿ γ2 ëåæèò â D íå âûøå ïðÿìîé y = x +
√
k, òî òî÷êè P1, P2, à

ñëåäîâàòåëüíî, è P ′, P ′′ ñîäåðæàòñÿ â ïîëîñå D ∩ {x ≤ y ≤ x+
√
k}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êðèâûå 2-ãî

ïîðÿäêà èìåþò îäíîçíà÷íûé õàðàêòåð âûïóêëîñòè, ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè.

1.1) γ1 âûïóêëà ââåðõ â D (ðèñ. 3.6). Òîãäà γ′1(x, Γ̃1(x)) = Γ̃′1(x) íå âîçðàñòàåò íà [0, 1]. Êðîìå

òîãî, òî÷êè (0, 0) è (1, 2h), ñîåäèíÿåìûå ãðàôèêîì ôóíêöèè Γ̃1(x) íà [0, 1], ëåæàò ïî ðàçíûå

ñòîðîíû ïðÿìîé y = x+
√
k (ò.ê. 2h− 1 >

√
k). Ïîýòîìó ãðàôèê Γ̃1 íà (0, 1) ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ

y = x +
√
k â íåêîòîðîé òî÷êå P̃ = (x̃, Γ̃1(x̃)), â êîòîðîé γ′1(P̃ ) > 1, ïðè÷¼ì Γ̃1(x) < x +

√
k

ïðè x < x̃ è Γ̃1(x) > x +
√
k ïðè x > x̃. Îòñþäà âñëåäñòâèå íåâîçðàñòàíèÿ Γ̃′1(x) èìåëè áû

γ′1(P ′) ≥ γ′1(P̃ ) > 1 ≥ γ′2(P ′′).

P
�

D

x�k

k

2h

0 1

Γ1

Γ2

y=x+ k

y=x

x

y

Ðèñ. 3.6: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 1.1
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1.2) γ1 âûïóêëà âíèç â D (ðèñ. 3.7). Òîãäà γ′1(x, Γ̃1(x)) = Γ̃′1(x) íå óáûâàåò íà [0, 1]. Ïóñòü

x̂ = max{x : (x, Γ̃1(x)) ∈ γ1 ∩ {y = x}} (åñëè γ′1(0, 0) ≥ 1, òî x̂ = 0, èíà÷å 0 < x̂ < 1). ßñíî,

÷òî Γ̃1(x) > x ïðè x > x̂, Γ̃1(x) < x ïðè 0 < x < x̂ (åñëè x̂ > 0), è γ′1(x̂, Γ̃1(x̂)) ≥ 1. Â ñèëó

íåóáûâàíèÿ Γ̃′1(x) èìååì γ′1(P ′) ≥ γ′1(x̂, Γ̃1(x̂)) ≥ 1 ≥ γ′2(P ′′), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü

ïðè P ′ = (x̂, Γ̃1(x̂)) = (0, 0). Íî (0, 0) íå ñîäåðæèòñÿ â D.

D

x`k

k

2h

0 1

Γ1

Γ2

y=x

x

y

Ðèñ. 3.7: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 1.2

2) Äâå èç òð¼õ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ γ1 ñ γ2 â D (ïóñòü P1, P2) ëåæàò íèæå ïðÿìîé y = x

(ðèñ. 3.8). Ïóñòü òî÷êà P1 ëåæèò íà ïðÿìîé y = t1x, à òî÷êà P2 � íà ïðÿìîé y = t2x. Ïîñêîëüêó

òî÷êè P1, P2 è (0, 0) íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (âñå îíè ïðèíàäëåæàò êâàäðèêå γ1), òî ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî t1 < t2. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ïàðàëëåëüíîñòè â óñèëåííîì âèäå, óòâåðæäà-

þùèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ òàêîå t̃ ∈ (t1, t2), ÷òî γ′1(P ′) = γ′2(P ′′), ãäå P ′, P ′′ � òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé y = t̃x ñ γ1 è γ2 â D. Ïîêàæåì, îäíàêî, ÷òî γ′1(P ) 6= γ′2(Q) äëÿ ëþáûõ òî÷åê

P ∈ γ1 ∩D ∩ {y < x}, Q ∈ γ2 ∩D ∩ {y < x}.
ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå γ1 äîëæíà áûòü âûïóêëà âíèç, è

γ′1(0, 0) =
h+ 1/2− cos2 ϕ

cos2(ϕ− ψ)
< 1. (3.3.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, γ′1(x, Γ̃1(x)) ≥ γ′1(0, 0) > 0 ïðè x ∈ [0, 1), òî åñòü γ′1 ∈ (0,+∞) â D ∩{y < x}. Äëÿ
ýëëèïñà (ïàðû ïðÿìûõ) γ2, â çàâèñèìîñòè îò âûòÿíóòîñòè âäîëü ïðÿìîé y = x ëèáî y = −x,
áóäåì èìåòü:

à) γ′2 ∈ [−∞,−1] â D ∩ {y < x}, åñëè cos 2ψ ≥ 0 (â ýòîì ñëó÷àå âñ¼ äîêàçàíî);

á) γ′2 ∈ [−∞,−1] ∪ [1,+∞] â D ∩ {y < x}, åñëè cos 2ψ < 0.
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Γ2
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y=t1x

y=t2x

y=x

x

y

Ðèñ. 3.8: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 2

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé á). ×åðåç P1t, P2t áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé y = tx ñ γ1 è

γ2 â D. Èìååì:

γ′2(P2t) = −∂Γ2/∂x

∂Γ2/∂y

∣∣∣
(x,y)=P2t

= −x+ y cos 2ψ

x cos 2ψ + y

∣∣∣
(x,y)=P2t

=
1 + t cos 2ψ

| cos 2ψ| − t
.

Ïðè t = | cos 2ψ| êàñàòåëüíàÿ ê γ2 â òî÷êå P2t âåðòèêàëüíà. Ïðè t > | cos 2ψ| γ′2(P2t) ∈ (−∞,−1),

ïîýòîìó γ′2(P2t) < γ′1(P1t). Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t ∈ [ γ′1(0, 0), | cos 2ψ| ), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
ýòîò ïðîìåæóòîê íåïóñò.

Ëåììà 3.9. γ′1(P1t) < γ′2(P2t) äëÿ ëþáîãî t ∈ [ γ′1(0, 0), | cos 2ψ| ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1t = (xt, yt). Èñïîëüçóÿ (3.3.10), íàõîäèì

xt =
2t cos2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ− 2h

t cos 2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ
.

Äàëåå, èìååì

γ′1(P1t) = Γ̃′1(xt) = t+
(2t cos2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ− 2h)(t cos 2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ)

2h cos 2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ
<

< t+ t cos 2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ = 2t cos2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ

(âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì
2t cos2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ− 2h

2h cos 2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ
< 1, ñëåäóþùèì èç òîãî ôàêòà, ÷òî

t ≤ 1 < 2h). Çàìåòèì, ÷òî 2h cos 2(ϕ − ψ) + cos 2ϕ > 0, à òàêæå t cos 2(ϕ − ψ) + cos 2ϕ > 0, ÷òî

ëåãêî âûâîäèòñÿ èç (3.3.11).

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 2t cos2(ϕ− ψ) + cos 2ϕ ≤ 1 + t cos 2ψ

| cos 2ψ| − t
, èëè

2 cos2(ϕ− ψ)t2 + (cos 2ψ(2 cos2(ϕ− ψ) + 1) + cos 2ϕ)t+ (1 + cos 2ϕ cos 2ψ) ≥ 0.
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Ýòî ñëåäóåò èç íåïîëîæèòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ëåâîé

÷àñòè, â ÷¼ì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Ëåììà 3.9 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé 3.3.7, 3.3.8 îòíîñèòåëüíî x, y äîêàçàíà.

Øàã 4. Ãëàäêîñòü.

Ïîêàæåì ãëàäêîñòü ôóíêöèé x, y â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (ϕ0, ψ0, k0). Ëîêàëüíî ýòè ôóíêöèè

çàäàþòñÿ íåÿâíî ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (ðàññìîòðåííîé ïðè ôèêñèðîâàííîì h):{
Γ1,h(ϕ, ψ, x, y) = 0,

Γ2(ϕ, ψ, k, x, y) = 0.

Ïîýòîìó ãëàäêîñòü x, y ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, ïðèìåíèìîñòü êîòîðîé

ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì

∆ = det


∂Γ1

∂x

∂Γ1

∂y
∂Γ2

∂x

∂Γ2

∂y


∣∣∣∣∣∣∣∣
(ϕ0,ψ0,k0)

6= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè cos(ϕ0 − ψ0) 6= 0 ýòî ðàâíîñèëüíî òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ

γ1, γ2 â òî÷êå (x(ϕ0, ψ0, k0), y(ϕ0, ψ0, k0)), êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè áûëà ïîêàçàíà íà øàãå 3. Ïðè

cos(ϕ0 − ψ0) = 0 èìååì x = 0, y =
√
k,
∂Γ1

∂y
= 0. Ïîýòîìó

∆ =
∂Γ1

∂x

∣∣∣
(ϕ0,ψ0,k0)

·∂Γ2

∂y

∣∣∣
(ϕ0,ψ0,k0)

=
√
k ((2h− 1−

√
k) + 2 sin2 ϕ0) > 0.

Òåîðåìà 3.8 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè k → 0 öèêë ψ = {ϕ = const} íà I-òîðàõ ñòÿãèâàåòñÿ
â òî÷êó, à öèêë ϕ = {ψ = const} íàêëàäûâàåòñÿ íà êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü àòîìà A.

3.3.2 Ïàðàìåòðèçàöèÿ II-òîðîâ

Îáùàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ I-òîðîâ. Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

â ïëîñêîñòÿõ R2(r2, r3), R2(s2, s3):r2 = u cosϕ,

r3 = u sinϕ;

s2 = v cosψ,

s3 = v sinψ.
(3.3.12)

Ðåãóëÿðíîñòü ýòîé çàìåíû íà II-òîðàõ ãàðàíòèðóåòñÿ ëåììîé 3.4. Ïåðåìåííûå u, ϕ, v, ψ, s1, r1

íà II-òîðàõ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, äâå èç êîòîðûõ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Îïðåäåëèì ïðè ôèêñèðîâàííîì h > 0 îòîáðàæåíèÿ α±2 = α±2,h,k : T±h,k →
T 2
can(ϕ, ψ), ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå íà òîðå Ëèóâèëëÿ çíà÷åíèÿ â íåé êîîðäèíàò ϕ, ψ.

103



Òåîðåìà 3.10 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75]).

1. Îòîáðàæåíèÿ α±2,h,k � äèôôåîìîðôèçìû.

2. Îòîáðàæåíèÿ ν±2,h : T 2
can × ((2h− 1)2, (2h + 1)2)→ Q3, îïðåäåë¼ííûå ôîðìóëîé ν±2,h(· , k) =

(α±2,h,k)
−1(·), ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè (ò.å. çàäàþò èçîòîïèþ òîðîâ â Q3).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1. Ñ ó÷¼òîì çàìåíû (3.3.12) óðàâíåíèÿ 3.2.1-3.2.4 ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå:

r2
1 + u2 = 1, (3.3.13)

s1r1 + uv cos(ϕ− ψ) = 0, (3.3.14)

s2
1 + v2(1 + sin2 ψ)− u2(1 + cos2 ϕ) = 2h− 1, (3.3.15)

(s2
1 + v2 cos2 ψ)2 + 2(s2

1 − v2 cos2 ψ)u2 sin2 ϕ+ u4 sin4 ϕ = k. (3.3.16)

Îáîçíà÷èì u2 = x, v2 = y è âûðàçèì r2
1 èç 3.3.13, à s

2
1 � èç 3.3.15. Òîãäà óðàâíåíèÿ 3.3.14, 3.3.16

äàäóò:

((2h− 1) + x(1 + cos2 ϕ)− y(1 + sin2 ψ))(1− x) = xy cos2(ϕ− ψ); (3.3.17)

(2h− 1 + x(1 + cos2 ϕ)− 2y sin2 ψ)2+

+ 2(2h− 1 + x(1 + cos2 ϕ)− 2y)x sin2 ϕ+ x2 sin4 ϕ = k. (3.3.18)

Óðàâíåíèÿ 3.3.17, 3.3.18 çàäàþò íà ïëîñêîñòè (x, y) äâå êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà γ1 = {Γ1(x, y) = 0},
γ2 = {Γ2(x, y) = 0}, ãäå

Γ1(x, y) = ((2h− 1) + x(1 + cos2 ϕ)− y(1 + sin2 ψ))(1− x)− xy cos2(ϕ− ψ),

Γ2(x, y) = (2h− 1 + x(1 + cos2 ϕ)− 2y sin2 ψ)2+

+ 2(2h− 1 + x(1 + cos2 ϕ)− 2y)x sin2 ϕ+ x2 sin4 ϕ− k.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ x(ϕ, ψ, k), y(ϕ, ψ, k) óðàâíåíèé 3.3.17,

3.3.18, óäîâëåòâîðÿþùåãî åñòåñòâåííîìó òðåáîâàíèþ

0 < x ≤ 1, y > 0 (3.3.19)

è ãëàäêî çàâèñÿùåãî îò ϕ, ψ, k. Òîãäà u =
√
x è v =

√
y òàêæå áóäóò îäíîçíà÷íûìè è ãëàäêèìè

ôóíêöèÿìè ϕ, ψ, k. Òàêîâûìè áóäóò è ôóíêöèè s1 = ±
√

2h− 1 + u2(1 + cos2 ϕ)− v2(1 + sin2 ψ)

è r1 = −uv cos(ϕ− ψ)/s1.

Øàã 2. Ñóùåñòâîâàíèå.

Ðàññìîòðèì ïðè ôèêñèðîâàííûõ ϕ, ψ, k äâà ñëó÷àÿ.
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1) cos(ϕ− ψ) = 0. Òàê êàê s1 6= 0 íà II-òîðàõ, òî èç 3.3.14 ñëåäóåò r1 = 0. Òîãäà èç 3.3.13 x = 1.

Òåïåðü íóæíî ïîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ 3.3.18 îòíîñèòåëüíî y ïðè x = 1. Ïîëîæèì

y0 =
2h+ cos2 ϕ

1 + sin2 ψ
. Èìååì:

Γ2(1, y)
∣∣
y=0

= (2h− 1 + 2x)2|x=1 − k = (2h+ 1)2 − k > 0,

Γ2(1, y)
∣∣
y=y0

=

(
2h+ cos2 ϕ

1 + sin2 ψ
cos2 ψ

)2

− 2
2h+ cos2 ϕ

1 + sin2 ψ
cos2 ψ sin2 ϕ+ sin4 ϕ− k =

= (2h− 1)2

(
sin2 ϕ

1 + cos2 ϕ

)2

− k ≤ (2h− 1)2 − k < 0

(âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ϕ− ψ = ±π/2).
Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîå ŷ ∈ (0, y0), ÷òî Γ2(1, ŷ) = 0. Òîãäà y(ϕ, ψ, k) = ŷ.

2) cos(ϕ− ψ) 6= 0. Èç 3.3.17 ìîæíî âûðàçèòü y êàê îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ x:

y = Γ̃1(x) :=
(2h− 1 + x(1 + cos2 ϕ))(1− x)

x cos2(ϕ− ψ) + (1 + sin2 ψ)(1− x)
.

Çíàìåíàòåëü ïîëîæèòåëåí íà îòðåçêå [0, 1] (îí ëèíååí ïî x è ïîëîæèòåëåí â òî÷êàõ 0, 1). Ïîýòîìó

ôóíêöèÿ Γ̃1(x) êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà [0, 1] è íåîòðèöàòåëüíà íà [τ, 1], ãäå τ = max{0, τ0},
τ0 =

1− 2h

1 + cos2 ϕ
.

Ðàññìîòðèì äóãó êðèâîé γ1 ìåæäó òî÷êàìè (τ, Γ̃1(τ)) è (1, Γ̃1(1)). Èìååì:

Γ2(x, Γ̃1(x))
∣∣
x=0

= (2h− 1)2

(
cos2 ψ

1 + sin2 ψ

)2

− k ≤ (2h− 1)2 − k < 0;

Γ2(x, Γ̃1(x))
∣∣
x=τ0

= (2h− 1)2

(
sin2 ϕ

1 + cos2 ϕ

)2

− k ≤ (2h− 1)2 − k < 0

(òàêèì îáðàçîì, Γ2(τ, Γ̃1(τ)) < 0);

Γ2(x, Γ̃1(x))
∣∣
x=1

= (2h+ 1)2 − k > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêîå x̂ ∈ (τ, 1), ÷òî Γ2(x̂, Γ̃1(x̂)) = 0. Â òàêîì ñëó÷àå (x̂, Γ̃1(x̂)) ÿâëÿåòñÿ

èñêîìîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ γ1 è γ2.

Øàã 3. Åäèíñòâåííîñòü.

Â ñëó÷àå cos(ϕ−ψ) = 0 èìååì x = 1, à èç 3.3.15 ïîëó÷àåì y ≤ y0. Òàê êàê Γ2(1, 0) Γ2(1, y0) < 0,

òî ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé γ2 ñ ïðÿìîé x = 1 ïðè 0 < y ≤ y0 íå÷¼òíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

áóäó÷è êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà, γ2 íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïðÿìîé x = 1 áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ.

Òåì ñàìûì y(ϕ, ψ, k) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé cos(ϕ− ψ) 6= 0. Èññëåäóåì áîëåå ïîäðîáíî êðèâûå γ1 è γ2. Íà÷í¼ì ñ γ1.

Êðèâàÿ γ1 ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êàõ (τ0, 0), (1, 0), à îñü îðäèíàò � â òî÷êå P1y =
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(
0,

2h− 1

1 + sin2 ψ

)
. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ìíîãî÷ëåíà Γ1 èìååò âèä:

 −(1 + cos2 ϕ)
1

2
(sin2(ϕ− ψ) + sin2 ψ)

1

2
(sin2(ϕ− ψ) + sin2 ψ) 0

 .

Åñëè sin(ϕ− ψ) = sinψ = 0, òî γ1 � ïàðàáîëà, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì

y = Γ̃1(x) = (2h− 1 + x(1 + cos2 ϕ))(1− x).

Êîíöû ýòîé ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, ñëåäîâàòåëüíî, îíà âûïóêëà ââåðõ.

Åñëè sin(ϕ− ψ) 6= 0 èëè sinψ 6= 0, òî γ1 � ãèïåðáîëà, èìåþùàÿ îäíîé èç àñèìïòîò ïðÿìóþ

x = x0 :=
1 + sin2 ψ

sin2(ϕ− ψ) + sin2 ψ
.

Òàê êàê cos(ϕ − ψ) 6= 0, òî x0 > 1, è â äàëüíåéøåì èìååò ñìûñë èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ëåâîé

âåòâüþ ãèïåðáîëû γ1. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî êîíöû ýòîé âåòâè íàïðàâëåíû âíèç, ïîýòîìó îíà

èìååò âûïóêëîñòü ââåðõ.

Êðèâàÿ γ2 ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êàõ P
±
2x = ((±

√
k−(2h−1))/2, 0), à îñü îðäèíàò � ëèáî

â òî÷êàõ P±2y =

(
0,

2h− 1±
√
k

2 sin2 ψ

)
(åñëè sinψ 6= 0), ëèáî íå ïåðåñåêàåò âîîáùå, åñëè sinψ = 0.

Ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ìíîãî÷ëåíà Γ2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå(
4 −2(sin2 ϕ cos2 ψ + 2 sin2 ψ)

−2(sin2 ϕ cos2 ψ + 2 sin2 ψ) 4 sin4 ψ

)
.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí −4 sin2 ϕ cos2 ψ(sin2 ϕ cos2 ψ+ 4 sin2 ψ) ≤ 0. Ïîýòîìó γ2 èìååò

ëèáî ïàðàáîëè÷åñêèé, ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ.

2.1) sinϕ = 0. Òîãäà γ2 � ýòî ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ l± = {2h−1+2x−2y sin2 ψ = ±
√
k}

(ðèñ. 3.9).

Ëåììà 3.11. l− ∩ γ1 ∩D = ∅, ãäå D = (0, 1]× (0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè sinψ = 0, òî ïðÿìàÿ l− âåðòèêàëüíà, ëåæèò ëåâåå îñè y è ïîòîìó íå

ïåðåñåêàåò D. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà sinψ 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå l− ïåðåñåêàåò îñü y

â òî÷êå P+
2y. Òàê êàê ôóíêöèÿ Γ̃1(x) âûïóêëà ââåðõ (íà [0, 1]), òî å¼ ãðàôèê (ò.å. êðèâàÿ γ1)

ëåæèò íå âûøå êàñàòåëüíîé ê íåìó â òî÷êå P1y. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, òî÷êà P+
2y ëåæèò âûøå òî÷êè P1y íà îñè y, à âî-âòîðûõ

� ÷òî γ′2(P+
2y) ≥ γ′1(P1y). Ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ, èáî

2h− 1 +
√
k

2 sin2 ψ
>

2h− 1

1 + sin2 ψ
.
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P1y

P2x
+

P2x
-

P2y
+

P2y
-

D

0 1
Γ2

Γ1 l+

l-

x

y

Ðèñ. 3.9: Êðèâûå γ1 è γ2: sinϕ = 0

Ïðîâåðèì âòîðîå óñëîâèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sinϕ = 0 è h > 0, èìååì:

γ′1(P1y) = Γ̃′1(0) =
2(1 + sin2 ψ)− (2h− 1) cos2 ψ

(1 + sin2 ψ)2
≤ 1

sin2 ψ
= γ′2(P+

2y).

Ëåììà 3.11 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3.11 ñëåäóåò, ÷òî γ1 ∩ γ2 ∩ D = γ1 ∩ l+ ∩ D. Íî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l+ ñ

γ1 â D ìîæåò áûòü íå áîëüøå äâóõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èõ äîëæíî áûòü íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî

(ñì. øàã 2). Ñëåäîâàòåëüíî, #{γ1 ∩ γ2 ∩D} = 1.

2.2) cosψ = 0. γ2 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ l± = {2h− 1 + 2x− 2y = ±
√
k}. Ýòîò ñëó÷àé

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì.

2.3) sinϕ 6= 0, cosψ 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå γ2 èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï.

Ëåììà 3.12. Åñëè sinψ 6= 0, òî γ′2(P−2y) >
1

sin2 ψ
> γ′2(P+

2x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì:

γ′2(P−2y) =
((1 + cos2 ϕ) sin2 ψ + sin2 ϕ)

√
k − sin2 ϕ cos2 ψ(2h− 1)

2 sin4 ψ
√
k

;

γ′2(P+
2x) =

2
√
k

((1 + cos2 ϕ) sin2 ψ + sin2 ϕ)
√
k − sin2 ϕ cos2 ψ(2h− 1)

.

Îáà íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê íåðàâåíñòâó

((1 + cos2 ϕ) sin2 ψ + sin2 ϕ)
√
k − sin2 ϕ cos2 ψ(2h− 1) > 2 sin2 ψ

√
k ⇔

⇔ sin2 ψ cos2 ϕ(
√
k − (2h− 1)) > 0,

÷òî âûïîëíåíî â ñèëó (3.1.2). Ëåììà 3.12 äîêàçàíà.
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Ïðè sinψ 6= 0 êðèâàÿ γ2 ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè ëèøü â òî÷êàõ P±2x, P
±
2y, à

1

sin2 ψ
� óã-

ëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé P−2yP
+
2x. Ïîýòîìó èç ëåììû 3.12 ñëåäóåò, ÷òî γ2 � ãèïåðáîëà, îäíà èç

âåòâåé êîòîðîé (îáîçíà÷èì å¼ γ+
2 ) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè P

−
2y, P

+
2x è èìååò âûïóêëîñòü ââåðõ. Ñî-

îòâåòñòâåííî, äðóãàÿ âåòâü (îáîçíà÷èì å¼ γ−2 ) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè P
+
2y, P

−
2x è èìååò âûïóêëîñòü

âíèç (ðèñ. 3.10). Ïîñêîëüêó àñèìïòîòû γ2 ïðîõîäÿò ìåæäó ïàðàìè òî÷åê P−2y, P
+
2x è P

+
2y, P

−
2x, òî

óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàæäîé èç íèõ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0,+∞).

Â ñëó÷àå sinψ = 0 êðèâàÿ γ2 íå ïåðåñåêàåò îñü y è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé, èìåþùåé

îñü y ñâîåé àñèìïòîòîé. Îäíà èç âåòâåé (γ+
2 ) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P+

2x è èìååò âûïóêëîñòü

ââåðõ, äðóãàÿ (γ−2 ) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P
−
2x è èìååò âûïóêëîñòü âíèç. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò

âòîðîé àñèìïòîòû, åñòåñòâåííî, ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0,+∞).

P1y

P2x
+

P2x
-

P2y
+

P2y
-

D

0 1
Γ2

Γ1

Γ2
+

Γ2
-

x

y

Ðèñ. 3.10: Êðèâûå γ1 è γ2: sinϕ 6= 0, cosψ 6= 0, sinψ 6= 0

Ëåììà 3.13. Ïóñòü κ � ìåíüøèé èç óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîò ãèïåðáîëû γ2. Òîãäà

κ ≥ Γ̃′(τ). (Íàïîìíèì, ÷òî τ = max{0, τ0}, ãäå τ0 =
1− 2h

1 + cos2 ϕ
.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì 2 ñëó÷àÿ.

1) h ≥ 1/2. Òîãäà τ = 0, è

Γ̃′1(τ) = Γ̃′1(0) =
(1 + cos2 ϕ)(1 + sin2 ψ)− (2h− 1) cos2(ϕ− ψ)

(1 + sin2 ψ)2
≤ 1 + cos2 ϕ

1 + sin2 ψ
.

Èç ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ìíîãî÷ëåíà Γ2 íàõîäèì

κ = (sin2 ϕ cos2 ψ + 2 sin2 ψ − | sinϕ cosψ|
√

sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ) · (2 sin4 ψ)−1 =

= 2 · (sin2 ϕ cos2 ψ + 2 sin2 ψ + | sinϕ cosψ|
√

sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ)−1.

Çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïðåîáðàçóåì è îöåíèì. Èìååì:

sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ = cos2 ψ(sin2 ϕ− cos2 ψ) + (1 + sin2 ψ)2.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà ξη ≤ (ξ2 + η2)/2 ïîëó÷èì:√
sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ (1 + sin2 ψ) ≤ (cos2 ψ(sin2 ϕ− cos2 ψ) + 2(1 + sin2 ψ)2)/2,

îòêóäà
√

sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ ≤ cos2 ψ(sin2 ϕ− cos2 ψ)

2(1 + sin2 ψ)
+ 1 + sin2 ψ.

Äàëåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

sin2 ϕ cos2 ψ + 2 sin2 ψ + | sinϕ cosψ|
√

sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ ≤

≤ sin2 ϕ− cos2 ψ

2

(
cos2 ψ(sin2 ϕ− cos2 ψ)

2(1 + sin2 ψ)
+

4

1 + sin2 ψ

)
+ 2.

Íàêîíåö,

(sin2 ϕ cos2 ψ + 2 sin2 ψ + | sinϕ cosψ|
√

sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ)(1 + cos2 ϕ)−

− 2(1 + sin2 ψ) ≤

≤ sin2 ϕ− cos2 ψ

2

(
cos2 ψ(sin2 ϕ− cos2 ψ)(1 + cos2 ϕ)

2(1 + sin2 ψ)
+

4(1 + cos2 ϕ)

1 + sin2 ψ

)
+

+ 2((1 + cos2 ϕ)− (1 + sin2 ψ)) =

= (sin2 ϕ− cos2 ψ)2 cos2 ψ(1 + cos2 ϕ)− 8

4(1 + sin2 ψ)
≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì,

κ = 2 · (sin2 ϕ cos2 ψ + 2 sin2 ψ + | sinϕ cosψ|
√

sin2 ϕ cos2 ψ + 4 sin2 ψ)−1 ≥

≥ 1 + cos2 ϕ

1 + sin2 ψ
= Γ̃′1(τ),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

2) 0 < h < 1/2. Â ýòîì ñëó÷àå τ = τ0 =
1− 2h

1 + cos2 ϕ
, è

Γ̃′1(τ) =
(1 + cos2 ϕ)(2h+ cos2 ϕ)

(1 + sin2 ψ)(2h+ cos2 ϕ) + (1− 2h) cos2(ϕ− ψ)
≤ 1 + cos2 ϕ

1 + sin2 ψ
≤ κ

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî ñëó÷àÿ).

Ëåììà 3.13 äîêàçàíà.

Ëåììà 3.14. γ−2 ∩ γ1 ∩D = ∅.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè sinψ = 0, òî âåòâü γ−2 ëåæèò ëåâåå îñè y è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïåðåñåêàåò

D. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà sinψ 6= 0.

Òàê êàê γ1 âûïóêëà ââåðõ â D, òî γ1 ∩D ëåæèò íå âûøå êàñàòåëüíîé ê γ1 â òî÷êå (τ, Γ̃1(τ)).

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó γ−2 âûïóêëà âíèç, òî γ−2 ∩ D ëåæèò íå íèæå êàñàòåëüíîé ê γ−2 â òî÷êå

P+
2y. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðàÿ èç óïîìÿíóòûõ êàñàòåëüíûõ ëåæèò âûøå

ïåðâîé â D.

Ïóñòü êàñàòåëüíàÿ ê γ1 â (τ, Γ̃1(τ)) ïåðåñåêàåò îñü y â òî÷êå (0, ỹ). Òîãäà, êàê è ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ëåììû 3.11, íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé.

1. Òî÷êà P+
2y äîëæíà ëåæàòü âûøå òî÷êè (0, ỹ) íà îñè y, ò.å.

2h− 1 +
√
k

2 sin2 ψ
> ỹ. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè τ = τ0, òî ỹ < 0 <
2h− 1 +

√
k

2 sin2 ψ
. Åñëè æå τ = 0, òî ỹ = Γ̃1(0) =

2h− 1

1 + sin2 ψ
<

2h− 1 +
√
k

2 sin2 ψ
.

2. Äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ γ′2(P+
2y) ≥ γ′1(τ, Γ̃1(τ)) = Γ̃′1(τ). Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 3.13, òàê êàê

γ′2(P+
2y) > κ > Γ̃′1(τ).

Ëåììà 3.14 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3.14 ñëåäóåò, ÷òî γ1∩γ2∩D = γ1∩γ+
2 ∩D. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî γ1 è γ

+
2 íå ìîãóò

ïåðåñåêàòüñÿ â D áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå. Íî ýòî ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ïàðàëëåëüíîñòè, óæå

èñïîëüçîâàííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.8. À èìåííî, åñëè áû γ1 è γ
+
2 ïåðåñåêàëèñü â D

â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ (x1, Γ̃1(x1)) è (x2, Γ̃1(x2)), òî ïðè íåêîòîðîì x̃ ∈ [x1, x2] êàñàòåëüíûå ê

γ1 è γ
+
2 â òî÷êàõ P ′, P ′′ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé x = x̃ áûëè áû ïàðàëëåëüíû (ò.å. γ′1(P ′) = γ′2(P ′′)).

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî (τ, Γ̃1(τ)) � �ñàìàÿ ëåâàÿ� òî÷êà êðèâîé γ1 â D. Ïîýòîìó â ñèëó âûïóêëîñòè

ââåðõ γ1 è γ
+
2 , à òàêæå â ñèëó ëåììû 3.13 èìååì γ′2(P ′′) > κ ≥ Γ̃′1(τ) ≥ γ′1(P ′). Òàêèì îáðàçîì,

#{γ1 ∩ γ2 ∩D} = #{γ1 ∩ γ+
2 ∩D} = 1.

Èòàê, ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (α±2 )−1 : T 2
can → T±h,k äîêàçàíî.

Øàã 4. Ãëàäêîñòü.

Êàê è â òåîðåìå 3.8, ãëàäêîñòü x è y ïî ϕ, ψ, k ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè,

ïðèìåíèìîñòü êîòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì

∆ = det


∂Γ1

∂x

∂Γ1

∂y
∂Γ2

∂x

∂Γ2

∂y

 6= 0.

Ïðè cos(ϕ − ψ) 6= 0 ýòî ðàâíîñèëüíî òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ γ1, γ2 â òî÷êå

(x(ϕ, ψ, k), y(ϕ, ψ, k)), ôàêòè÷åñêè ïîêàçàííîé íà øàãå 3. Ïðè cos(ϕ − ψ) = 0 èìååì x = 1,
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∂Γ1

∂y
= 0, ïîýòîìó

∆ =
∂Γ1

∂x
· ∂Γ2

∂y
= (2h+ cos2 ϕ− y(ϕ, ψ, k)(1 + sin2 ψ))×

× 4(sin2 ψ(2h+ cos2 ϕ− 2y(ϕ, ψ, k) sin2 ψ) + sin2 ϕ) > 0,

ò.ê. y(ϕ, ψ, k) <
2h+ cos2 ϕ

1 + sin2 ψ
.

Òåîðåìà 3.10 òåïåðü ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Ïðè k → (2h + 1)2 öèêë ψ = {ϕ = const} íà II-òîðàõ ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, à
öèêë ϕ = {ψ = const} íàêëàäûâàåòñÿ íà êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü àòîìà A.

3.3.3 Ïàðàìåòðèçàöèÿ III-òîðîâ

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â ïëîñêîñòÿõ R2(r1, s3), R2(s1, r3):r1 = u cosϕ,

s3 = u sinϕ;

s1 = v cosψ,

r3 = v sinψ.
(3.3.20)

Ëåììà 3.5 îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîñòü ýòîé çàìåíû íà III-òîðàõ. Òåì ñàìûì ïåðåìåííûå u, ϕ, v,

ψ, s2, r2 íà III-òîðàõ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Êàê è âûøå, îïðåäåëèì ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì h ∈ [−1/2, 1/2] îòîáðàæåíèÿ α±3 = α±3,h,k : T±h,k → T 2
can(ϕ, ψ), ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå

íà òîðå Ëèóâèëëÿ çíà÷åíèÿ â íåé êîîðäèíàò ϕ, ψ.

Òåîðåìà 3.15 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [75]).

1. Îòîáðàæåíèÿ α±3,h,k � äèôôåîìîðôèçìû.

2. Îòîáðàæåíèÿ ν±3,h : T 2
can × (0,min{(2h − 1)2, (2h + 1)2}) → Q3, îïðåäåë¼ííûå ôîðìóëîé

ν±3,h(· , k) = (α±3,h,k)
−1(·), ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè (ò.å. çàäàþò èçîòîïèþ òîðîâ â Q3).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1. Ñ ó÷¼òîì çàìåíû (3.3.20) óðàâíåíèÿ 3.2.1-3.2.4 ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå:

u2 cos2 ϕ+ r2
2 + v2 sin2 ψ = 1, (3.3.21)

uv cos(ϕ− ψ) + r2s2 = 0, (3.3.22)

2u2 + v2 + s2
2 = 2h+ 1, (3.3.23)

v4 + s4
2 + 2v2s2

2 cos 2ψ = k. (3.3.24)

Îáîçíà÷èì s2
2 = x, v2 = y è âûðàçèì u2 èç 3.3.23. Ïîäñòâëÿÿ â 3.3.21, íàéä¼ì âûðàæåíèå äëÿ r2

2

÷åðåç x, y, ϕ, ψ:

r2
2 = 1− 1

2
(2h+ 1− x− y) cos2 ϕ− y sin2 ψ. (3.3.25)
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Óðàâíåíèÿ 3.3.22, 3.3.24 â èòîãå äàäóò

1

2
(2h+ 1− x− y)y cos2(ϕ− ψ) = (1− 1

2
(2h+ 1− x− y) cos2 ϕ− y sin2 ψ)x; (3.3.26)

x2 + y2 + 2xy cos 2ψ = k. (3.3.27)

Óðàâíåíèÿ 3.3.26, 3.3.27 çàäàþò íà ïëîñêîñòè (x, y) äâå êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà γ1 = {Γ1(x, y) =

0}, γ2 = {Γ2(x, y) = 0}, ãäå

Γ1(x, y) = (1− 1

2
(2h+ 1− x− y) cos2 ϕ− y sin2 ψ)x−

− 1

2
(2h+ 1− x− y)y cos2(ϕ− ψ),

Γ2(x, y) = x2 + y2 + 2xy cos 2ψ − k.

Ïîëó÷èëè äâà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà 3.3.26, 3.3.27 îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íûõ x, y, êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

x ≥ 0, y > 0, x+ y < 2h+ 1. (3.3.28)

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ (x(ϕ, ψ, k), y(ϕ, ψ, k)) óðàâíåíèé 3.3.26, 3.3.27,

óäîâëåòâîðÿþùåãî (3.3.28) è ãëàäêî çàâèñÿùåãî îò ϕ, ψ, k. Òîãäà u =
√

(2h+ 1− x− y)/2 è

v =
√
y áóäóò îäíîçíà÷íûìè è ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè îò ϕ, ψ, k. Òàêîâûìè áóäóò è ôóíêöèè r2

(â ñèëó (3.3.25)) è s2 = −uv cos(ϕ− ψ)/r2.

Øàã 2. Ñóùåñòâîâàíèå.

Ðàññìîòðèì ïðè ôèêñèðîâàííûõ ϕ, ψ, k äâà ñëó÷àÿ.

1) cos(ϕ− ψ) = 0. Ïîñêîëüêó r2 6= 0 íà III-òîðàõ, òî èç 3.3.22 ñëåäóåò s2 = x = 0. Òîãäà

èç 3.3.27 y =
√
k. Î÷åâèäíî, óñëîâèå (3.3.28) âûïîëíåíî.

2) cos(ϕ− ψ) 6= 0. Ïîëîæèì D = {x ≥ 0, y > 0, x+ y < 2h+ 1}. Âûäåëèì 3 ïîäñëó÷àÿ.

2.1) cos 2ψ ∈ (−1, 1). Òîãäà γ2 � ýëëèïñ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ãëàâíûìè íàïðàâëå-

íèÿìè (1 : 1), (1 : −1). Ýòîò ýëëèïñ ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà D â òî÷êàõ (
√
k, 0), (0,

√
k)

è, âîçìîæíî, â òî÷êàõ ïðÿìîé x+ y = 2h+ 1. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ýòè äâå âîçìîæíîñòè.

à) γ2 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ïðÿìîé x+ y = 2h+ 1 (ðèñ. 3.11). Èìååì:

Γ1(0,
√
k) = −1

2
(2h+ 1−

√
k)
√
k cos2(ϕ− ψ) < 0;

Γ1(
√
k, 0) = (1− 1

2
(2h+ 1−

√
k) cos2 ϕ)

√
k ≥ 1

2
(1− 2h)

√
k > 0.

Çíà÷èò, íà äóãå ýëëèïñà γ2, çàêëþ÷¼ííîé âD (è èìåþùåé òî÷êè (0,
√
k), (
√
k, 0) ñâîèìè êîíöàìè)

íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà (x0, y0), ÷òî Γ1(x0, y0) = 0. Î÷åâèäíî, òî÷êà (x0, y0) èñêîìàÿ.

112



D

k

k

0 2h+1

2h+1

Γ1

Γ2

x

y

Ðèñ. 3.11: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 2.1, à)

D

P-

P+

k

k

0 2h+1

2h+1

Γ1

Γ2

x

y

Ðèñ. 3.12: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 2.1, á)

á) γ2 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ x + y = 2h + 1 â äâóõ (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ) òî÷êàõ P± =

(x±, y±), ãäå

x+ = y− = h+
1

2
+

1

2

√
(2h+ 1)2 − (2h+ 1)2 − k

sin2 ψ
,

x− = y+ = h+
1

2
− 1

2

√
(2h+ 1)2 − (2h+ 1)2 − k

sin2 ψ
.

Ïîêàæåì, ÷òî Γ1(P−) > 0. Òîãäà èç òîãî ôàêòà, ÷òî Γ1(0,
√
k) < 0, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî íà

äóãå ýëëèïñà γ2, ëåæàùåé â D è èìåþùåé òî÷êè P−, (0,
√
k) ñâîèìè êîíöàìè, íàéä¼òñÿ òî÷êà

(x0, y0) ∈ γ1, êîòîðàÿ è áóäåò èñêîìîé (ðèñ. 3.12). Èòàê, èìååì:

Γ1(P−) = (1−y sin2 ψ)x
∣∣
(x,y)=P−

;

Γ1(P−) > 0 ⇔ 1−

(
h+

1

2
+

1

2

√
(2h+ 1)2 − (2h+ 1)2 − k

sin2 ψ

)
sin2 ψ > 0 ⇔
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⇔
(

2

sin2 ψ
− (2h+ 1)

)2

> (2h+ 1)2 − (2h+ 1)2 − k
sin2 ψ

⇔

⇔ 4

sin2 ψ
− 4(2h+ 1) + (2h+ 1)2 − k > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó (3.1.3).

2.2) cos 2ψ = 1, γ2 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ l± = {x + y = ±
√
k} (ðèñ. 3.13). Ïðÿìàÿ

l+ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (0,
√
k), (
√
k, 0), è ê å¼ îòðåçêó ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ ïðèìåíèìû

ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ 2.1), à).

D

l- l+

k
k

0 2h+1

2h+1

Γ1
Γ2

x

y

Ðèñ. 3.13: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 2.2

2.3) cos 2ψ = −1, γ2 � ïàðà ïðÿìûõ l± = {x − y = ±
√
k} (ðèñ. 3.14). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ 2.1), á) ê îòðåçêó ïðÿìîé l− ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (0,
√
k) è ((2h+

1−
√
k)/2, (2h+ 1 +

√
k)/2) = l− ∩ {x+ y = 2h+ 1}.

D

Q2 l-

l+

k

k

0 2h+1

2h+1

Γ1

Γ2

x

y

Ðèñ. 3.14: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 2.3

Øàã 3. Åäèíñòâåííîñòü.

Ïðè cos(ϕ − ψ) = 0 åäèíñòâåííîñòü èñêîìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 3.3.27, 3.3.28 âûòåêàåò èç

äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé cos(ϕ− ψ) 6= 0.
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Êðèâàÿ γ1 ïåðåñåêàåò îñü x â òî÷êàõ O = (0, 0) è

(
2h+ 1− 2

cos2 ϕ
, 0

)
(åñëè cosϕ 6= 0), îñü y �

â òî÷êàõ O, Q1 = (0, 2h+1), ïðÿìóþ x+y = 2h+1 � â òî÷êàõ Q1 è Q2 =

(
2h+ 1− 1

sin2 ψ
,

1

sin2 ψ

)
(åñëè sinψ 6= 0). Òàê êàê 2h + 1 − 2

cos2 ϕ
< 0, òî γ1 ïåðåñåêàåò ãðàíèöû D â òî÷êàõ O, Q1 è,

âîçìîæíî, Q2 (åñëè
1

sin2 ψ
≤ 2h+ 1).

γ′1(O) = −∂Γ1/∂x

∂Γ1/∂y

∣∣∣
(0,0)

=
1− (h+ 1

2
) cos2 ϕ

(h+ 1
2
) cos2(ϕ− ψ)

> 0, (3.3.29)

ïîýòîìó γ1 �âõîäèò� â òðåóãîëüíèê D ÷åðåç òî÷êó O, à �âûõîäèòü� ìîæåò ëèøü ÷åðåç òî÷êè

Q1, Q2.

Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì 3 ïîäñëó÷àÿ.

1) cos 2ψ = 1, γ2 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ l± = {x + y = ±
√
k} (ðèñ. 3.13). Òîãäà l− ∩

D = ∅. Ïðÿìàÿ l+ ìîæåò ïåðåñåêàòü γ1 â D íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

òàê êàê Γ1(0,
√
k) · Γ1(

√
k, 0) < 0, òî ÷èñëî ïåðåñå÷åíèÿ l+ ñ γ1 â D íå÷¼òíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

#{γ1 ∩ γ2 ∩D} = #{γ1 ∩ l+ ∩D} = 1.

2) cos 2ψ = −1, γ2 = l± = {x− y = ±
√
k} (ðèñ. 3.14). Â òàêîì ñëó÷àå (3.3.29) äà¼ò

γ′1(O) =
1− (h+ 1

2
) cos2 ϕ

(h+ 1
2
) sin2 ϕ

> 1. (3.3.30)

Ïîñêîëüêó
1

sin2 ψ
≥ 1 > h +

1

2
, òî òî÷êà Q2 ëåæèò âûøå ïðÿìîé y = x. Ïîýòîìó èç (3.3.30)

ñëåäóåò, ÷òî γ1 ∩ D ëåæèò íå íèæå ïðÿìîé y = x. Îòñþäà γ1 ∩ l+ ∩ D = ∅. Òàêèì îáðàçîì,

#{γ1 ∩ γ2 ∩D} = #{γ1 ∩ l− ∩D} = 1 (ýòî ÷èñëî íå÷¼òíî è íå ïðåâîñõîäèò äâóõ).

3) cos 2ψ ∈ (−1, 1), γ2 � ýëëèïñ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè

(1 : 1), (1 : −1). Ïóñòèì â õîä èñïîëüçîâàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 3.8, 3.10 ïðèíöèï

ïàðàëëåëüíîñòè: åñëè P1 è P2 � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ γ1 è γ2 â D, òî íàéäóòñÿ

òî÷êè P ′, P ′′, ëåæàùèå íà äóãàõ êðèâûõ γ1, γ2 ñ êîíöàìè P1, P2, òàêèå, ÷òî γ′1(P ′) = γ′2(P ′′).

Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè.

3.1) γ1 âûïóêëà ââåðõ, �âõîäèò� â D ÷åðåç òî÷êó O è �âûõîäèò� ÷åðåç òî÷êó Q2 (ðèñ. 3.15).

Òîãäà γ′1(P ) íå âîçðàñòàåò ïðè äâèæåíèè òî÷êè P îò O ê Q2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

òî÷êà Q2 ëåæèò âûøå ïðÿìîé y = x+
√
k. Ïîýòîìó γ1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ y = x+

√
k â íåêîòîðîé

òî÷êå P̃ , òàêîé, ÷òî γ′1(P̃ ) > 1. ßñíî, ÷òî γ1 ∩ γ2 ∩ D ⊂ D ∩ {x ≤ y ≤ x +
√
k}, íî â D ∩ {x ≤

y ≤ x +
√
k} èìååì γ′1 > 1, à γ′2 ∈ [−1, 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïàðàëëåëüíîñòè γ1 è γ2

íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â D áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå.

3.2) γ1 âûïóêëà âïðàâî, �âõîäèò� â D ÷åðåç òî÷êó O è �âûõîäèò� ÷åðåç Q1 ëèáî Q2 (ðèñ. 3.11).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ γ1 ñ γ2 â D ïîíÿòíî, ÷òî òàêèõ òî÷åê

íå÷¼òíîå ÷èñëî (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè èõ áîëüøå îäíîé, òî èõ â òî÷íîñòè

òðè. Ïóñòü ýòî òî÷êè P1, P2, P3 (âîçìîæíî, êàêèå-òî èç íèõ ñîâïàäàþò). Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.
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Q2
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k

k

0 2h+1

2h+1

Γ1 Γ2

y=x+ k

y=x

x

y

Ðèñ. 3.15: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 3.1

à) Äâå èç ýòèõ òî÷åê ëåæàò â D ∩ {y ≥ x}. Íî òîãäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðèíöèïîì

ïàðàëëåëüíîñòè, èáî γ′1 ∈ [−∞,−1) ∪ (1,+∞], à γ′2 ∈ [−1, 1) â D ∩ {y ≥ x}.
á) Äâå èç òî÷åê P1, P2, P3 (ïóñòü P1 è P2) ëåæàò â îáëàñòè D ∩ {y < x}. Ñäåëàåì çàìåíó

êîîðäèíàò: {
x = u− v,

y = u+ v.

Òîãäà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ áóäåì èìåòü D = {−u < v ≤ u, u < h + 1/2}, γ1 = {Γ̃1(u, v) = 0},
γ2 = {Γ̃2(u, v) = 0}, ãäå

Γ̃1(u, v) = (1− (h+
1

2
− u) cos2 ϕ− (u+ v) sin2 ψ)(u− v)−

− (h+
1

2
− u)(u+ v) cos2(ϕ− ψ),

Γ̃2(u, v) = u2 cos2 ψ + v2 sin2 ψ − k

4
.

Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ ýëëèïñà γ2 (ðèñ. 3.16).

Èìååì:

γ′1(0, 0) = −∂Γ̃1/∂u

∂Γ̃1/∂v

∣∣∣
(0,0)

= −X
Y
, ãäå

X =

(
h+

1

2

)
(cos2(ϕ− ψ) + cos2 ϕ)− 1, Y =

(
h+

1

2

)
(cos2(ϕ− ψ)− cos2 ϕ) + 1.

(Çäåñü è íèæå ïîä γ′i(P ) ïîíèìàåì óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê γi â òî÷êå P â íîâûõ

êîîðäèíàòàõ (u, v).)

Òî÷êè P1, P2 ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D ∩ {v < 0}. Ïîñêîëüêó γ1 ∩D ∩ {v < 0} 6= ∅, òî γ′1(O) =

−X/Y < 0. Êðîìå òîãî, Y > 1− (h+ 1/2) cos2 ϕ > 0, ïîýòîìó X > 0.

ßñíî, ÷òî òî÷êè O,P1, P2 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ò.ê. âñå îíè ïðèíàäëåæàò êðèâîé 2-ãî

ïîðÿäêà γ1). Ïóñòü P1 ëåæèò íà ïðÿìîé v = −t1u, P2 � íà ïðÿìîé v = −t2u, t1, t2 ∈ (0, X/Y ), è
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D

0 h+1�2

Γ1

Γ2

y

x

u

v

Ðèñ. 3.16: Êðèâûå γ1 è γ2: ñëó÷àé 3.2, á)

ïóñòü t1 < t2. Âîñïîëüçóåìñÿ óñèëåíèåì ïðèíöèïà ïàðàëëåëüíîñòè, ãëàñÿùèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

íàéä¼òñÿ òàêîå t̃ ∈ (t1, t2), ÷òî êàñàòåëüíûå ê γ1 è γ2 â òî÷êàõ P ′, P ′′ èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé

v = −t̃u ïàðàëëåëüíû (ò.å. γ′1(P ′) = γ′2(P ′′)). Ïðîòèâîðå÷èå ñ ýòèì äàñò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.16. Ïóñòü P1t, P2t � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé v = −tu ñ êðèâûìè γ1 è γ2 â îáëàñòè

{−u < v < 0}. Òîãäà γ′1(P1t) < γ′2(P2t) äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, X/Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1t = (ut,−tut). Èç ðàâåíñòâà Γ̃1(ut,−tut) = 0 íàõîäèì ut =
X − Y t
Z

,

ãäå

Z = (1 + t) cos2 ϕ+ (1− t) cos2(ϕ− ψ)− (1− t2) sin2 ψ.

Èç òîãî, ÷òî X−Y t > 0 è ut > 0, ñëåäóåò Z > 0. Äàëåå íàõîäèì Γ̃′1(P1t) =
α + γ

β + δ
, Γ̃′2(P2t) =

γ

δ
,

ãäå

α = −XZ + (X − Y t)[(2 + t) cos2 ϕ+ (2− t) cos2(ϕ− ψ)− 2];

β = Y Z + (X − Y t)[cos2 ϕ− cos2(ϕ− ψ)];

γ = 2(X − Y t) cos2 ψ;

δ = 2(X − Y t)t sin2 ψ.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî
α + γ

β + δ
<

γ

δ
⇔ α

β
<

γ

δ
, åñëè òîëüêî β(β + δ) > 0. Òàê êàê

δ = 2(X − Y t)t sin2 ψ ≥ 0, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî β = Z(Y + ut[cos2 ϕ− cos2(ϕ− ψ)]) > 0.

Ïîñêîëüêó 0 < ut < h + 1/2 è β ëèíåéíî ïî ut, òî ïîëîæèòåëüíîñòü β ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

β|ut=0 = ZY > 0, β|ut=h+1/2 = Z > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì Γ̃′1(P1t) < Γ̃′2(P2t) ⇔
α

β
<

cos2 ψ

t sin2 ψ
.

117



Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

α = (X − Y t)(2 sin(ψ − ϕ) cosψ sinϕ− t2 sin2 ψ)− Y Zt;

β = 2 cos2(ϕ− ψ)− Y (1− t2) sin2 ψ.

Ïîýòîìó

α

β
<

cos2 ψ

t sin2 ψ
⇔ (X − Y t)t(2 sin(ψ − ϕ) cosψ sinϕ− t2 sin2 ψ)− Y Zt2 <

< 2 cos2(ϕ− ψ) ctg2 ψ − Y (1− t2) cos2 ψ.

Èìååì:

(X − Y t)t ≤ X2

4Y
≤ X

4
· cos2(ϕ− ψ)− sin2 ϕ

cos2(ϕ− ψ) + sin2 ϕ
=
X

4
· cosψ cos(2ϕ− ψ)

cos2(ϕ− ψ) + sin2 ϕ
.

Äàëåå, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

cosψ cos(2ϕ− ψ) · sin(ψ − ϕ) cosψ sinϕ < 2 ctg2 ψ(cos2(ϕ− ψ) + sin2 ϕ).

Òàêèì îáðàçîì,

(X − Y t)t(2 sin(ψ − ϕ) cosψ sinϕ− t2 sin2 ψ)− Y Zt2 ≤

≤ (X − Y t)t · 2 sin(ψ − ϕ) cosψ sinϕ ≤

≤ X

4
· cosψ cos(2ϕ− ψ)

cos2(ϕ− ψ) + sin2 ϕ
· 2 sin(ψ − ϕ) cosψ sinϕ <

< X ctg2 ψ ≤ X ctg2 ψ + Y (ctg2 ψ − cos2 ψ) + Y t2 cos2 ψ =

= 2
(
h+

1

2

)
cos2(ϕ− ψ) ctg2 ψ − Y (1− t2) cos2 ψ ≤

≤ 2 cos2(ϕ− ψ) ctg2 ψ − Y (1− t2) cos2 ψ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà 3.16 äîêàçàíà.

Èòàê, ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (α±3 )−1 : T 2
can → T±h,k ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Øàã 4. Ãëàäêîñòü.

Ãëàäêîñòü ôóíêöèé x, y ïî ϕ, ψ, k ïðîâåðÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåì 3.8, 3.10. Â ÷àñòíîñòè, ïðè cos(ϕ − ψ) = 0 èìååì x(ϕ, ψ) = 0, y(ϕ, ψ) =
√
k,

∂Γ1

∂y
= 0,

ïîýòîìó

∆ =
∂Γ1

∂x
· ∂Γ2

∂y
= (1− 1

2
(2h+ 1−

√
k) cos2 ϕ−

√
k sin2 ψ) · 2

√
k =

=
√
k (2− (2h+ 1 +

√
k) cos2 ϕ) ≥

√
k (1− 2h−

√
k) > 0.

Òåîðåìà 3.15 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.3.3. Ïðè k → 0 öèêë ψ = {ϕ = const} íà III-òîðàõ ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, à öèêë

ϕ = {ψ = const} íàêëàäûâàåòñÿ íà êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü àòîìà A. Ïðè k → (2h+1)2 (h < 0),

íàîáîðîò, öèêë ϕ ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, à öèêë ψ íàêëàäûâàåòñÿ íà êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü

àòîìà A.
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3.3.4 Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà

Òåîðåìû 3.8, 3.10, 3.15 ïîçâîëÿþò ïðåäúÿâèòü áàçèñíûå öèêëû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòî-

ìîâ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîíÿòü, êàê ôóíêöèè ϕ, ψ, îïðåäåë¼ííûå âûøå íà âñåõ òîðàõ Ëèóâèëëÿ,

�ñøèâàþòñÿ� íà îñîáûõ ñëîÿõ.

Îòíûíå öèêëû ϕ, ψ (à òàêæå ôóíêöèè ϕ, ψ), ïîñòðîåííûå âûøå íà âñåõ òîðàõ Ëèóâèëëÿ,

áóäåì ñíàáæàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè: ϕ1, ψ1 � äëÿ I-òîðîâ, ϕ2, ψ2 � äëÿ II-òîðîâ è

ϕ3, ψ3 � äëÿ III-òîðîâ.

Ëåììà 3.17. Ïóñòü òî÷êà (s1, s2, s3, r1, r2, r3) ëåæèò íà îñîáîì ñëîå {H = h, K = (2h− 1)2},
h ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2,+∞) (ò.å. â ïðîîáðàçå ïàðàáîëû π− íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå). Òîãäà

à) åñëè s3 = 0 è h > 1/2, òî s1 = r2 = 0;

á) åñëè r2 = 0 è 0 < h < 1/2, òî s1 = s3 = 0;

â) åñëè s1 = 0, òî r2 = s3 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ïóíêò à). Ïóñòü s3 = 0, h > 1/2. Òîãäà èç 3.2.2 ñëåäóåò s1r1+s2r2 = 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî r2 6= 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî j, ÷òî s1 = jr2, s2 = −jr1. Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó

ïóíêòà á) ëåììû 3.3, áóäåì èìåòü j2 = r2
2 + r2

3 è 2h = r2
1(1 + r2

3) ≤ 1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå

ñ óñëîâèåì h > 1/2. Òàêèì îáðàçîì, r2 = 0. Èç 3.2.2 òåïåðü ñëåäóåò s1r1 = 0, îòêóäà ëåãêî

íàõîäèòñÿ, ÷òî s1 = 0.

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà á) ëåãêî âûâîäèòñÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà à) ëåììû 3.5.

Äîêàæåì ïóíêò â). Òàê êàê s1 = 0, èìååì 2h− 1 = (s2
2 − r2

3) + 2(s2
3 − r2

2), k = (s2
2 − r2

3)2, è

0 = (2h− 1)2 − k = 4(s2
3 − r2

2)(s2
2 − r2

3 + s2
3 − r2

2). (3.3.31)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s2
3 6= r2

2, òîãäà èç 3.3.31 ñëåäóåò, ÷òî s2
2 − r2

3 + s2
3 − r2

2 = 0. Åñëè s2
3 < r2

2,

òî s2
2 > r2

3, à åñëè s2
3 > r2

2, òî s
2
2 < r2

3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå c ðàâåíñòâîì

s2
2r

2
2 = s2

3r
2
3, ñëåäóþùèì èç 3.2.2. Ñëåäîâàòåëüíî, s2

3 = r2
2. Åñëè s3 è r2 îòëè÷íû îò íóëÿ, òî

s2
2 = r2

3, íî òîãäà 2h− 1 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Òàêèì îáðàçîì, r2 = s3 = 0.

Ëåììà 3.17 äîêàçàíà.

Âû÷èñëèì ìåòêè ìîëåêóëû W ∗
3 . Ðàññìîòðèì èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q3

h,h > 1/2.

Ïóñòü L � îñîáûé ñëîé, ñîîòâåòñòâóþùèé àòîìó C2. Íàïîìíèì (ñì. ôîðìóëó 2.3.5), ÷òî åãî

êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S± = {s1 = r2 = s3 = 0, r2
1 + r2

3 = 1, s2 = ±
√

2h− r2
1}.

Â ñèëó ëåììû 3.17 èìååì s1 6= 0, s3 6= 0 íà L \S±. Îñîáûé ñëîé L áåç êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé

ðàñïàäàåòñÿ íà íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ÷åòûð¼õ êîëåö R±±. Â ýòîì îáîçíà÷åíèè ïåðâûé çíàê
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âåðõíåãî èíäåêñà ñîâïàäàåò ñî çíàêîì s1 íà äàííîì êîëüöå, âòîðîé çíàê � ñî çíàêîì s3 (íàïðè-

ìåð, íà R+− èìååì s1 > 0, s3 < 0). Ïðè k → (2h− 1)2 − 0 ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ I+-òîðîâ �

R++ t R−+ t S+ t S−, äëÿ I−-òîðîâ � R+− t R−− t S+ t S−. Ïðè k → (2h− 1)2 + 0 ïðåäåëüíîå

ìíîæåñòâî äëÿ II+-òîðîâ � R++ tR+− t S+ t S−, äëÿ II−-òîðîâ � R−+ tR−− t S+ t S−.
Òàê êàê íà êîëüöàõ R±± s1 6= 0 è r2

1 + r2
2 6= 0 (èáî s3 6= 0), òî îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ

α̃±1 = α̃±1,h : R+± tR−± → S1(ϕ)× (S1(ψ) \ {±π
2
}),

çàäàâàåìûå òàê æå, êàê è îòîáðàæåíèÿ α±1 (ñì. ïîäðàçäåë 3.3.1).

Òåîðåìà 3.18.

à) Îòîáðàæåíèÿ α̃±1,h � äèôôåîìîðôèçìû.

á) Îòîáðàæåíèÿ ν̃±1 = ν̃±1,h : S1(ϕ)×(S1(ψ)\{±π
2
})×(0, (2h−1)2]→ Q3

h, îïðåäåë¼ííûå ôîðìóëîé

ν̃±1,h(· , k) =

ν±1,h(· , k), åñëè k < (2h− 1)2;

(α̃±1,h)
−1(·), åñëè k = (2h− 1)2,

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè (ò.å. ïðîäëåâàþò ãîìîòîïèþ, çàäàâàåìóþ îòîáðàæåíèÿìè ν±1,h äî

îñîáîãî ñëîÿ àòîìà C2).

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.8 ñ ó÷¼-

òîì òîãî, ÷òî ψ 6= ±π/2.
Òåîðåìà 3.18 ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü öèêë ϕ1 ñ I-òîðîâ íà êîëüöà R±±. Áîëåå òîãî, óòâåðæäà-

åòñÿ, ÷òî ýòîò öèêë èçîòîïåí êðèòè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì, è ïîýòîìó åãî ñëåäóåò âçÿòü â êà÷åñòâå

ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íûõ I-òîðàõ àòîìà C2.

Cðàâíèì îðèåíòàöèþ öèêëà ϕ1 = ϕ+
1 íà ãðàíè÷íîì I+-òîðå ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé êðè-

òè÷åñêîé îêðóæíîñòè S+. Ðàññìîòðèì íà S+ ÷åòûðå òî÷êè

lim
ψ→π/2

(α̃+
1 )−1

(
ψ − π

2
, ψ
)

= P+
0 : r1 = 1, r3 = 0;

lim
ψ→π/2

(α̃+
1 )−1

(
ψ +

π

2
, ψ
)

= P+
π : r1 = −1, r3 = 0;

lim
ψ→π/2

(α̃+
1 )−1

(π
2
, ψ
)

= P+
π/2 : r1 = 0, r3 = −1;

lim
ψ→π/2

(α̃+
1 )−1

(
3π

2
, ψ

)
= P+

3π/2 : r1 = 0, r3 = 1.

Öèêë ϕ1 çàäà¼ò íà S+ îðèåíòàöèþ: ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà S+ ñ÷èòàåòñÿ òàêîå,

ïðè êîòîðîì òî÷êè P+
0 , P

+
π/2, P

+
π , P

+
3π/2 ñëåäóþò èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü

S+ â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (r1, r3) è ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé 2.1.10 ñðàâíèì åñòåñòâåííóþ îðè-

åíòàöèþ íà íåé ñ îðèåíòàöèåé, çàäàâàåìîé öèêëîì ϕ+
1 . Èç 2.1.10 ïðè s1 = r2 = s3 = 0 èìååì
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ṙ1 = −s2r3. Òàê êàê s2 > 0 íà S+, òî îðèåíòàöèÿ öèêëà ϕ+
1 ïðîòèâîïîëîæíà åñòåñòâåííîé îðèåí-

òàöèè íà S+, è â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íîì I+-òîðå àòîìà C2 íóæíî áðàòü

öèêë −ϕ1.

Îïðåäåëèì îðèåíòàöèþ ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íîì I−-òîðå. Ðàññìîòðèì òî÷êè

P−0 := lim
ψ→π/2

(α̃−1 )−1
(
ψ − π

2
, ψ
)
, P−π := lim

ψ→π/2
(α̃−1 )−1

(
ψ +

π

2
, ψ
)
,

P−π/2 := lim
ψ→π/2

(α̃−1 )−1
(π

2
, ψ
)
, P−3π/2 := lim

ψ→π/2
(α̃−1 )−1

(
3π

2
, ψ

)
.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî P−0 = P+
0 , P

−
π/2 = P+

3π/2, P
−
π = P+

π , P
−
3π/2 = P+

π/2. Ñëåäîâàòåëüíî, îðèåíòàöèÿ

íà S+, çàäàâàåìàÿ öèêëîì ϕ−1 , ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííîé, è â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà

íà ãðàíè÷íîì I−-òîðå àòîìà C2 ñëåäóåò áðàòü +ϕ1.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê ìîæíî ïðîäëèòü íà êîëüöà R±± öèêëû ϕ2, ψ2 ñ II-òîðîâ. Òàê êàê

íà R±± s3 6= 0 è r2
2 + r2

3 6= 0 (èáî s1 6= 0), òî îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ

α̃±2 = α̃±2,h : R±+ tR±− → S1(ϕ)× (S1(ψ) \ {0, π}),

çàäàâàåìûå òàê æå, êàê è îòîáðàæåíèÿ α±2 .

Òåîðåìà 3.19.

à) α̃±2,h � äèôôåîìîðôèçìû.

á) Îòîáðàæåíèÿ ν̃±2 = ν̃±2,h : S1(ϕ)× (S1(ψ) \ {0, π})× [(2h− 1)2, (2h+ 1)2)→ Q3
h, îïðåäåë¼ííûå

ôîðìóëîé

ν̃±2,h(· , k) =

ν±2,h(· , k), åñëè k > (2h− 1)2;

(α̃±2,h)
−1(·), åñëè k = (2h− 1)2,

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.10 ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ψ 6= 0, π.

Òåîðåìà 3.19 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà êîëüöàõ R±± öèêëû ϕ±2 , êîòîðûå èçîòîïíû, ñ îäíîé

ñòîðîíû, öèêëàì ϕ2 íà II-òîðàõ, à ñ äðóãîé � êðèòè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì S±. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå

ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íûõ II-òîðàõ àòîìà C2 íóæíî áðàòü ±ϕ2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

åãî îðèåíòàöèè (íà II+-òîðå), êàê è âûøå, ðàññìîòðèì ÷åòûðå òî÷êè

P̃+
0 := lim

ψ→0
(α̃+

2 )−1 (0, ψ) , P̃+
π := lim

ψ→0
(α̃+

2 )−1 (π, ψ) ,

P̃+
π/2 := lim

ψ→0
(α̃+

2 )−1
(
ψ +

π

2
, ψ
)
, P̃+

3π/2 := lim
ψ→0

(α̃+
2 )−1

(
ψ +

3π

2
, ψ

)
.

Öèêë ϕ+
2 çàäà¼ò íà S+ îðèåíòàöèþ: ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ñ÷èòàåòñÿ òî, ïðè êîòîðîì

òî÷êè P̃+
0 , P̃

+
π/2, P̃

+
π , P̃

+
3π/2 îáõîäÿòñÿ èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî P̃+

0 = P+
π ,
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P̃+
π/2 = P+

3π/2, P̃
+
π = P+

0 , P̃
+
3π/2 = P+

π/2. Ñëåäîâàòåëüíî, îðèåíòàöèÿ öèêëà ϕ+
2 ïðîòèâîïîëîæíà

åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèè îêðóæíîñòè S+, è â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íîì

II+-òîðå àòîìà C2 íóæíî âçÿòü −ϕ2.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ òî÷êè

P̃−0 := lim
ψ→0

(α̃−2 )−1 (0, ψ) = P+
0 , P̃−π := lim

ψ→0
(α̃−2 )−1 (π, ψ) = P+

π ,

P̃−π/2 := lim
ψ→0

(α̃−2 )−1
(
ψ +

π

2
, ψ
)

= P+
3π/2, P̃−3π/2 := lim

ψ→0
(α̃−2 )−1

(
ψ +

3π

2
, ψ

)
= P+

π/2,

çàêëþ÷àåì, ÷òî îðèåíòàöèÿ íà S+, çàäàâàåìàÿ öèêëîì ϕ−2 , ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííîé, è â êà÷åñòâå

ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íîì II−-òîðå àòîìà C2 íóæíî áðàòü +ϕ2.

Îïðåäåëèì âòîðûå áàçèñíûå öèêëû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà C2. Îíè äîëæíû âûñåêàòüñÿ

íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ íåêîòîðûì ãëîáàëüíûì ñå÷åíèåì àòîìà. Âîçüì¼ì ñå÷åíèå, çàäàâàåìîå óñëî-

âèåì {r1 = 0} è ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó P+
π/2 (òåì ñàìûì ñå÷åíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî). Ýòî

ñå÷åíèå âûñåêàåò íà I-òîðàõ öèêëû ±ψ1, à íà II-òîðàõ � öèêëû ±(ϕ2 + ψ2) (ñì. (3.3.1), (3.3.12)).

Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ îðèåíòàöèé ýòèõ öèêëîâ ðàññìîòðèì èçîòîïíûå èì öèêëû íà îñîáîì ñëîå L.

Ðàññìàòðèâàåìîå ñå÷åíèå àòîìà ïåðåñåêàåò êîëüöà R±± ïî ñëåäóþùèì êðèâûì:

∆++ =
{

(α̃+
1 )−1

(π
2
, ψ
)
, ψ ∈

(
−π

2
,
π

2

)}
=

=

{
(α̃+

2 )−1

(
ψ +

3π

2
, ψ

)
, ψ ∈ (0, π)

}
⊂ R++;

∆−+ =
{

(α̃+
1 )−1

(π
2
, ψ
)
, ψ ∈

(
π

2
,
3π

2

)}
=

=

{
(α̃−2 )−1

(
ψ +

3π

2
, ψ

)
, ψ ∈ (0, π)

}
⊂ R−+;

∆+− =
{

(α̃−1 )−1

(
3π

2
, ψ

)
, ψ ∈

(
−π

2
,
π

2

)}
=

=

{
(α̃+

2 )−1

(
ψ +

3π

2
, ψ

)
, ψ ∈ (π, 2π)

}
⊂ R+−;

∆−− =
{

(α̃−1 )−1

(
3π

2
, ψ

)
, ψ ∈

(
π

2
,
3π

2

)}
=

=

{
(α̃−2 )−1

(
ψ +

3π

2
, ψ

)
, ψ ∈ (π, 2π)

}
⊂ R−−.

Ýòè êðèâûå èìåþò ïî îäíîé (îáùåé) ïðåäåëüíîé òî÷êå íà S+ (ýòî P+
π/2) è íà S

−. Öèêë ∆++ ∪∆−+

èçîòîïåí öèêëó ±ψ1 íà I+-òîðàõ, ∆+− ∪∆−− � öèêëó ±ψ1 íà I−-òîðàõ, ∆++ ∪∆+− � öèêëó

±(ϕ2 + ψ2) íà II+-òîðàõ, ∆−+ ∪∆−− � öèêëó ±(ϕ2 + ψ2) íà II−-òîðàõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ïîñêîëüêó s2 > 0 íà S+ è s2 < 0 íà S−, òî â ñèëó (3.3.1), (3.3.12) îêðóæíîñòè S+ ñîîòâåòñòâóþò

çíà÷åíèÿ ψ1 =
π

2
, ψ2 = 0, 2π, à îêðóæíîñòè S− � çíà÷åíèÿ ψ1 = −π

2
,
3π

2
, ψ2 = π.
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Âîçüì¼ì íà ãðàíè÷íîì I+-òîðå â êà÷åñòâå âòîðîãî áàçèñíîãî öèêëà −ψ1 (òåì ñàìûì ìû

âûáðàëè îðèåíòàöèþ íà âñåé ïîâåðõíîñòè Q3
h). Èçîòîïíûé åìó öèêë íà L ñîñòîèò èç êðèâûõ ∆++

è ∆−+. Îðèåíòàöèè öèêëà −ψ1 ñîîòâåòñòâóåò óáûâàíèå ôóíêöèè ψ1 è, ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå

ïî êðèâîé ∆++ â íàïðàâëåíèè îò S+ ê S−, à ïî êðèâîé ∆−+ � îò S− ê S+ (ðèñ. 3.17). Òàêèå

îðèåíòàöèè íà ∆++ è ∆−+ ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü îðèåíòàöèè íà êðèâûõ ∆+−, ∆−−,

îòâå÷àþùèå íåêîòîðûì îðèåíòàöèÿì öèêëîâ ±ψ1, ±(ϕ2 + ψ2): íà ∆+− � îò S− ê S+, íà ∆−− �

îò S+ ê S−. Òàêèì îðèåíòàöèÿì îòâå÷àþò ñëåäóþùèå îðèåíòàöèè öèêëîâ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ:

−ψ1 íà I+-òîðàõ, ψ1 íà I−-òîðàõ, ϕ2 + ψ2 íà II+-òîðàõ è −(ϕ2 + ψ2) íà II−-òîðàõ. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî îðèåíòàöèÿ âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà âûáèðàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

âíåøíåé íîðìàëè, äåëàåì âûâîä, ÷òî â êà÷åñòâå âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëîâ íóæíî âçÿòü −ψ1 íà

I+-òîðå, ψ1 íà I−-òîðå, −(ϕ2 + ψ2) íà II+-òîðå è ϕ2 + ψ2 íà II−-òîðå.

D++

D+- D-+

D--

I+ II-II+

I-
S+

S-

Ðèñ. 3.17: Îðèåíòàöèè êðèâûõ ∆++, ∆−+, ∆+−, ∆−−

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå áàçèñû ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ãðàíè÷íûõ òîðîâ àòîìà C2:

(−ϕ1,−ψ1) íà I+-òîðå, (ϕ1, ψ1) íà I−-òîðå, (−ϕ2,−(ϕ2+ψ2)) íà II+-òîðå è (ϕ2, ϕ2+ψ2) íà II−-òîðå.

Îðèåíòèðóåì âñå ð¼áðà ìîëåêóëû W ∗
3 ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà K. Çàìå÷àíèÿ ê òåî-

ðåìàì 3.8, 3.10 ïîçâîëÿþò âûáðàòü áàçèñíûå öèêëû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ A: (−ψ1,−ϕ1)

íà I+-òîðå, (ψ1, ϕ1) íà I−-òîðå, (−ψ2,−ϕ2) íà II+-òîðå è (ψ2, ϕ2) íà II−-òîðå. Ïðè ýòîì äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ îðèåíòàöèè âòîðûõ öèêëîâ íóæíî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèè êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà

ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè è âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè 2.1.10. Îðèåíòàöèè

ïåðâûõ öèêëîâ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ìàòðèö ñêëåéêè áûë ðàâåí -1. Ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå ìàòðèöû ñêëåéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ íà ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗
3 :

(
0 1

1 0

)
äëÿ I-òîðîâ,(

−1 1

1 0

)
äëÿ II-òîðîâ. Íà âñåõ ð¼áðàõ ìåòêà r ðàâíà íóëþ, ìåòêà ε ðàâíà åäèíèöå. Àòîì C2

îáðàçóåò ñåìüþ ñ ìåòêîé n = −2. Òàê êàê çíàê ìåòêè çàâèñèò îò îðèåíòàöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h, òî, ïîìåíÿâ ïîñëåäíþþ, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê ìîëåêóëû W ∗
2 ïîñòóïàåì ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Ðàññìàòðèâàåì

èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q3
h = {H = h}, h ∈ (0, 1/2). Ïóñòü ñíîâà L � îñîáûé ñëîé, îòâå-
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÷àþùèé àòîìó C2. Åãî êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè S± çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ôîðìó-

ëó 2.3.5):

S± = {s1 = r2 = s3 = 0, r2
1 + s2

2 = 2h, r3 = ±
√

1− r2
1}.

Èç ëåììû 3.17 ñëåäóåò, ÷òî s1 6= 0, r2 6= 0 íà L \ S±. Åñëè èç îñîáîãî ñëîÿ L óäàëèòü êðèòè÷å-

ñêèå îêðóæíîñòè, îí ðàñïàä¼òñÿ íà ÷åòûðå êîëüöà R±± (ïåðâûé çíàê â èíäåêñå ïî-ïðåæíåìó

ñîâïàäàåò ñî çíàêîì s1, à âòîðîé òåïåðü îòâå÷àåò çíàêó r2). Ïðè k → (2h − 1)2 − 0 ïðåäåëüíîå

ìíîæåñòâî äëÿ III+-òîðîâ � R++ t R−+ t S+ t S−, äëÿ III−-òîðîâ � R+− t R−− t S+ t S−. Ïðè
k → (2h− 1)2 + 0 ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ II+-òîðîâ � R++ tR+− t S+ t S−, äëÿ II−-òîðîâ �
R−+ tR−− t S+ t S−.

Èìåþò ìåñòî àíàëîãè òåîðåì 3.18, 3.19 äëÿ îòîáðàæåíèé

α̃±3,h : R+± tR−± → S1(ϕ)× (S1(ψ) \ {±π
2
}),

α̃±2,h : R±+ tR±− → (S1(ϕ) \ {±π
2
})× S1(ψ)

(îïðåäåëÿåìûõ òàê æå, êàê è îòîáðàæåíèÿ α±3 , α
±
2 ). Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü ïåðâûå áàçèñíûå

öèêëû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà C2.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå àòîìà C2, çàäàâàåìîå óñëîâèåì {r1 = 0} è ïðîõî-

äÿùåå ÷åðåç òî÷êó {r1 = 0, s2 = −
√

2h} íà îêðóæíîñòè S+. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

áàçèñû öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ (ð¼áðà îðèåíòèðóåì ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèÿ èíòå-

ãðàëà K):

äëÿ àòîìà C2:

(−ϕ3,−ψ3) íà III+-òîðå, (ψ2, ϕ2 + ψ2) íà II+-òîðå,

(ϕ3, ψ3) íà III−-òîðå, (−ψ2,−(ϕ2 + ψ2)) íà II−-òîðå;

äëÿ àòîìîâ A:

(−ψ3,−ϕ3) íà III+-òîðå, (ψ2,−ϕ2) íà II+-òîðå,

(ψ3, ϕ3) íà III−-òîðå, (−ψ2, ϕ2) íà II−-òîðå.

Íàõîäèì ìàòðèöû ñêëåéêè:

(
0 1

1 0

)
äëÿ III-òîðîâ,

(
1 0

1 −1

)
äëÿ II-òîðîâ. Îòñþäà r = 0 íà

III-ð¼áðàõ, r =∞ íà II-ð¼áðàõ, ε = 1 íà âñåõ ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗
2 .

Íàêîíåö, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê ìîëåêóëû W ∗
1 âûáèðàåì áàçèñíûå öèêëû íà ãðàíè÷íûõ

òîðàõ àòîìîâ A ñ ïîìîùüþ çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå 3.15. Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè

âòîðûõ öèêëîâ èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ 2.1.10. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå áàçèñû:

äëÿ àòîìà A, îòâå÷àþùåãî äóãå Σ
(1)
1 :

(−ψ3,−ϕ3) íà III+-òîðå, (ψ3, ϕ3) íà III−-òîðå;
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äëÿ àòîìà A, îòâå÷àþùåãî äóãå Σ
(1)
3 :

(−ϕ3,−ψ3) íà III+-òîðå, (ϕ3, ψ3) íà III−-òîðå.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ñêëåéêè íà îáåèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ ðàâíà

(
0 1

1 0

)
, îòêóäà r = 0,

ε = 1.

3.4 Ïðèìåíåíèå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ê âû÷èñëåíèþ

èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà

Ïîêàæåì, êàê íåêîòîðûå èç ìåòîê ìîëåêóë, ôèãóðèðóþùèõ â òåîðåìå 3.2, ìîæíî âû÷èñëèòü ñ

èñïîëüçîâàíèåì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, íàéäåííîãî Ñ.À. ×àïëûãèíûì â [54], è ìåòîäà áóëåâûõ

ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà. À èìåííî, áóäóò âû÷èñëåíû ìåòêè r è ε íà II-ð¼áðàõ ìîëåêóë W ∗
2

è W ∗
3 . Âû÷èñëåíèþ îñòàëüíûõ ìåòîê òåì æå ñïîñîáîì ïðåïÿòñòâóåò âûðîæäåíèå ïðè K = 0

çàìåíû, ïðèâîäÿùåé ê ðàçäåëÿþùèìñÿ ïåðåìåííûì (ñì. íèæå ôîðìóëû (3.4.1)).

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ h, k èíòåãðàëîâ H,K ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ u1, u2 ââîäÿòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u1 =
s2

1 + s2
2 + k

r2
3

, u2 =
s2

1 + s2
2 − k
r2

3

. (3.4.1)

Â ïåðåìåííûõ u1, u2 íà ôèêñèðîâàííîì ëèóâèëëåâîì ñëîå ñèñòåìà 2.1.10 ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâ-

íåíèÿì:

u̇1 = −
√

2(u2
1 − 1)(u1 −m);

u̇2 = −
√

2(1− u2
2)(n− u2),

ãäå m = 2h +
√
k, n = 2h −

√
k. Ôîðìóëû (3.4.1) çàäàþò ïðîåêöèþ ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà

ïðÿìîóãîëüíèê

max{m, 1} ≤ u1 ≤ +∞, −1 ≤ u2 ≤ min{n, 1},

íàçûâàåìûé îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ. ×òîáû ñäåëàòü åãî êîíå÷íûì, ïîëîæèì ũ1 =
m

u1

(ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî h > 0). Òîãäà ũ1 ∈
[
0,

m

max{m, 1}

]
. Èñõîäÿ èç íàéäåííîé

â [54] çàâèñèìîñòè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ îò ïåðåìåííûõ ðàçäåëåíèÿ, áóäåì èìåòü

s1 =
4
√
k√
2

√
m− ũ1

√
1− u2√

m− ũ1u2

;

s2 =
4
√
k√
2

√
m+ ũ1

√
1 + u2√

m− ũ1u2

;
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s3 =

√
m− ũ1

√
m+ ũ1

√
n− u2 +

√
1− u2

√
1 + u2

√
m
√

1− ũ1

√
ũ1√

2(m− ũ1u2)
;

r1 =

√
m+ ũ1

√
1− u2

√
n− u2

√
ũ1 −

√
1 + u2

√
m− ũ1

√
m
√

1− ũ1√
2(m− ũ1u2)

;

r2 =

√
m− ũ1

√
1 + u2

√
n− u2

√
ũ1 +

√
1− u2

√
m+ ũ1

√
m
√

1− ũ1√
2(m− ũ1u2)

;

r3 = −
√

2 4
√
k
√
ũ1√

m− ũ1u2

.

(3.4.2)

Êàê âèäíî, ôàçîâûå ïåðåìåííûå s, r îïðåäåëÿþòñÿ âîñåìüþ ðàäèêàëàìè:√
m− ũ1,

√
m+ ũ1,

√
1− ũ1,

√
ũ1,

√
1− u2,

√
1 + u2,

√
n− u2,

√
m− ũ1u2 . (3.4.3)

Ýòè ðàäèêàëû äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: òå, êîòîðûå ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþò çíàê âäîëü òðàåêòîðèé

ñèñòåìû, è òå, êîòîðûå èìåþò ïîñòîÿííûé çíàê. Äëÿ ó÷¼òà çíàêà ðàäèêàëîâ ïåðâîé ãðóïïû âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè (ñì. [51, 52, 53, 41]). Ïóñòü îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè

äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè R2(ũ1, u2) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ïðÿìîóãîëüíèê m1 ≤ ũ1 ≤ m2, n1 ≤ u2 ≤
n2. Òîãäà ïîëîæèì

ũ1 = m1 cos2 ϕ1 +m2 sin2 ϕ1, u2 = n1 cos2 ϕ2 + n2 sin2 ϕ2.

Äëÿ ðàäèêàëîâ ïåðâîé ãðóïïû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:√
m2 − ũ1 =

√
m2 −m1 cosϕ1,

√
ũ1 −m1 =

√
m2 −m1 sinϕ1;

√
n2 − u2 =

√
n2 − n1 cosϕ2,

√
u2 − n1 =

√
n2 − n1 sinϕ2.

Îñòàëüíûå ðàäèêàëû, êàê íåñëîæíî âèäåòü, áóäóò îòíîñèòüñÿ êî âòîðîé ãðóïïå.

Åñëè òî÷êà (h, k) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, à çíàêè ðàäèêàëîâ

âòîðîé ãðóïïû ôèêñèðîâàíû, òî ïåðåìåííûå ϕ1, ϕ2 ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûìè êîîðäè-

íàòàìè íà òîðå Ëèóâèëëÿ è òåì ñàìûì çàäàþò íà í¼ì äâà íåçàâèñèìûõ öèêëà ϕ1 = (ϕ2 = const),

ϕ2 = (ϕ1 = const). ×òîáû âûáðàòü äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ

â òåðìèíàõ ϕ1, ϕ2, íóæíî èçó÷èòü ïîâåäåíèå öèêëîâ ϕ1, ϕ2 âáëèçè îñîáûõ ñëî¼â.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé çàìåíû âû÷èñëèì ìåòêè r è ε íà II-

ð¼áðàõ ìîëåêóë W ∗
2 è W ∗

3 . Îáëàñòÿìè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè R2(ũ1, u2) äëÿ òî÷åê

(h, k) èç êàìåð I, II, III ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîóãîëüíèêè {0 ≤ ũ1 ≤ 1, −1 ≤ u2 ≤ 1},
{0 ≤ ũ1 ≤ 1, −1 ≤ u2 ≤ n}, {0 ≤ ũ1 ≤ m, −1 ≤ u2 ≤ n}. Äëÿ ðàäèêàëîâ ïåðâîé ãðóïïû ïîñëå

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé çàìåíû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:√
1− ũ1 = cosϕ1,

√
ũ1 = sinϕ1;

√
1− u2 =

√
2 cosϕ2,

√
1 + u2 =

√
2 sinϕ2;

(3.4.4)
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√
1− ũ1 = cosϕ1,

√
ũ1 = sinϕ1;

√
n− u2 =

√
n+ 1 cosϕ2,

√
1 + u2 =

√
n+ 1 sinϕ2;

(3.4.5)

√
m− ũ1 =

√
m cosϕ1,

√
ũ1 =

√
m sinϕ1;

√
n− u2 =

√
n+ 1 cosϕ2,

√
1 + u2 =

√
n+ 1 sinϕ2;

(3.4.6)

Èç ôîðìóë (3.4.5) âèäíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì h > 0 è k → (2h + 1)2 öèêë ϕ2 èñ÷åçàåò

(ò.ê. n→ −1), à öèêë ϕ1 íàêëàäûâàåòñÿ íà êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü àòîìà A. Ñëåäîâàòåëüíî, â

êà÷åñòâå áàçèñà öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ äâóõ àòîìîâ A, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãå Σ
(2)
3 áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû ìîæíî âçÿòü (±ϕ2,±ϕ1). Îðèåíòàöèÿ ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà çàâèñèò îò

âûáîðà îðèåíòàöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q3. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè âòîðî-

ãî öèêëà íóæíî ñðàâíèòü îðèåíòàöèþ, çàäàâàåìóþ íà êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ S±Σ3
àòîìîâ A

ïåðåìåííîé ϕ1, ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ çíàêîâ ðàäèêàëîâ âòîðîé

ãðóïïû â ñëó÷àå êàìåðû 2:

e1 = sign
√
m− ũ1, e2 = sign

√
m+ ũ1, e3 = sign

√
1− u2, e4 = sign

√
m− ũ1u2.

Ïîñêîëüêó íà îêðóæíîñòÿõ S±Σ3
èìååì n = u2 = −1, ïîäñòàíîâêà ôîðìóë (3.4.4) â (3.4.2) íà íèõ

äà¼ò

s1 = S1(ũ1)e1e3e4, r2 = R2(ũ1)e2e3 cosϕ1, r3 = −R3(ũ1)e4 sinϕ1,

r1 = s2 = s3 = 0,

ãäå S1, R2, R3 � îäíîçíà÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè îò ũ1. Èç ëåììû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçíûå

êîìïîíåíòû â ïðîîáðàçå òî÷åê êàìåðû 2 è êðèâîé Σ
(2)
3 ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì s1. Ýòî òàêæå ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî íåçàâèñèìî, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè, èçëîæåííîé â [52]. Äëÿ óäîáñòâà ìîæåì

ïîëîæèòü e1 = e2 = e4 = 1. Òîãäà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì e3.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ îðèåíòàöèé íà îêðóæíîñòÿõ S±Σ3
ðàññìîòðèì èõ ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü

R2(r2, r3). Åñòåñòâåíóþ îðèåíòàöèþ îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ ṙ2 = s1r3, ñëåäóþùåãî èç 2.1.10.

Îíà ñîâïàäàåò (äëÿ îáåèõ êîìïîíåíò) ñ îðèåíòàöèåé öèêëà ϕ1. Çíà÷èò, âòîðîé áàçèñíûé öèêë

áåð¼òñÿ ñî çíàêîì ïëþñ.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ôèêñèðîâàííîì h â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ àòî-

ìà C2. Ïóñòü ñíà÷àëà h > 1/2. Èç (3.4.4), (3.4.5) âèäèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèé

óðîâåíü öèêë ϕ1 íèêàê íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ðàññëîåíèÿ Çåéôåð-

òà, ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìó C2. Áèôóðêàöèè ïîäâåðãàåòñÿ òîëüêî öèêë ϕ2. Íà ðèñóíêå 3.18

èçîáðàæåíî ñå÷åíèå {ϕ1 = const} àòîìà C2, ðàññëîåííîå íà îêðóæíîñòè è îñîáûé ñëîé, ñîñòîÿ-

ùèé èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Íà íåîñîáûõ ñëîÿõ óêàçàíà îðèåíòàöèÿ, çàäàâàåìàÿ

öèêëîì ϕ2. Îñîáûé ñëîé ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïåðåìåííîé ϕ2 ÷åðåç ðàäèêàëû (3.4.3) ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
√

1− u2 =
√

2 cosϕ2,
√

1 + u2 =
√

2 sinϕ2,
√
n− u2 = ±

√
2 cosϕ2. (3.4.7)
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II- I+I-

II+j2=Π�2

j2=-Π�2

Ðèñ. 3.18: Ïåðåñòðîéêà òèïà àòîìà C2

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè S±Σ2
àòîìà C2 çàäàþòñÿ óñëîâèåì ϕ2 = ±π

2
.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ îðèåíòàöèè íà íèõ, çàäàâàåìîé ïåðåìåííîé ϕ1, ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé,

ïîäñòàâèì (3.4.7) è âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèêàëîâ ñ ũ1 èç (3.4.5) â (3.4.2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cosϕ2 = 0,

ïîëó÷èì:

r1 = −R1(ϕ1)e1 sinϕ2 cosϕ1, s2 = S2(ϕ1)e2e4 sinϕ2, r3 = −R3(ϕ1)e4 sinϕ1,

s1 = r2 = s3 = 0,

ãäå R1, S2, R3 � îäíîçíà÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè îò ϕ1, à e1, e2, e4 � îïðåäåë¼ííûå âûøå

çíàêè ðàäèêàëîâ. Èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè e1 = e2 = e4 = 1 (ò.ê. ìû ýòî ïðèíÿëè äëÿ

êàìåðû 2). Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü ïðîåêöèþ îêðóæíîñòåé S±Σ2
íà ïëîñêîñòü R2(r1, r3) è îïðåäåëÿÿ

åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ íà íèõ èç óðàâíåíèÿ ṙ1 = −s2r3 (ñì. 2.1.10), çàêëþ÷àåì, ÷òî îíà ñîâïà-

äàåò ñ îðèåíòàöèåé öèêëà ϕ1. Èòàê, íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà C2 â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî

öèêëà íóæíî áðàòü +ϕ1. Èñõîäÿ èç ðèñóíêà 3.18, âûáåðåì â êà÷åñòâå âòîðîãî áàçèñíîãî öèêëà

ϕ2 íà II+-òîðàõ è −ϕ2 � íà II−-òîðàõ (òåì ñàìûì çàäàâàÿ îðèåíòàöèþ íà Q3). Òåïåðü îðèåíòà-

öèÿ ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ A âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà -1

îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèö ñêëåéêè: ϕ2 äëÿ II+-òîðîâ è −ϕ2 äëÿ II−-òîðîâ. Â èòîãå ïîëó÷àåì ìàòðè-

öó ( 0 1
1 0 ) â êà÷åñòâå ìàòðèöû ñêëåéêè íà îáîèõ II-ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗

3 . Îòñþäà íàõîäèì r = 0,

ε = 1.

Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì â ñëó÷àå 0 < h < 1/2 ñëîåì ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, îòâå÷à-

þùèì àòîìó C2, êàê âèäíî èç (3.4.5), (3.4.6), ÿâëÿåòñÿ öèêë ϕ2. Îòñþäà ñðàçó ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèö ñêëåéêè íà II-ð¼áðàõ ìîëåêóëû W ∗
2 áóäåò èìåòü âèä (±1, 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, r =∞. Ìåòêà ε â ýòîì ñëó÷àå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà îðèåíòàöèè íà Q3.

Çàìå÷àíèå 3.4.1. Ôîðìóëû (3.4.2), (3.4.4)�(3.4.6) ïîçâîëÿþò ïîíÿòü ñâÿçü öèêëîâ ϕ1, ϕ2 íà
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òîðàõ ñ öèêëàìè ϕ, ψ, ïîñòðîåííûìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå: ϕ1 = ±ϕ,

ϕ2 = ±(ϕ+ ψ)
äëÿ I-òîðîâ;

 ϕ1 = ±ϕ,

ϕ2 = ±ψ
äëÿ II-òîðîâ;

 ϕ1 = ±(ϕ+ ψ),

ϕ2 = ±ϕ
äëÿ III-òîðîâ.

3.5 Ëèóâèëëåâà è òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ñëó÷àþ Ýéëåðà è çàäà÷å ßêîáè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá ýêâèâàëåíòíîñòè (ëèóâèëëåâîé è òðàåêòîðíîé)

ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà äâóì äðóãèì õîðîøî èçâåñòíûì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì: ãåîäåçè÷åñêîìó

ïîòîêó íà òð¼õîñíîì ýëëèïñîèäå (çàäà÷à ßêîáè, [63]) è ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî

òåëà [59]. Èçó÷åíèþ ýòèõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè è òåîðèè èíâà-

ðèàíòîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [10, 12, 4, 30].

Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê äâóìåðíîãî ýëëèïñîèäà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé ñ äâóìÿ ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû íà ïðîñòðàíñòâå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗E2 ñî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ãäå

E2 =

{
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1

}
� ýëëèïñîèä ñ êâàäðàòàìè ïîëóîñåé a, b, c (0 < a < b < c), âëîæåííûé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

R3(x, y, z). Ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ýòîé ñèñòåìû (çàïèñàííûå â êîîðäèíàòàõ

îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà R6 = T ∗R3) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

HJ =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
,

fJ = abc

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)(
ẋ2

a
+
ẏ2

b
+
ż2

c

)
.

Çäåñü (ẋ, ẏ, ż) � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ãåîäåçè÷åñêîé (ìû îòîæäåñòâëÿåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ýëåìåíòû êàñàòåëüíîãî è êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâ).

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ýòîé ñèñòåìû èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3.19. Êàæäàÿ èçî-

ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü (êðîìå íóëåâîé) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ êîêàñà-

òåëüíûõ âåêòîðîâ íàä ýëëèïñîèäîì E2 è äèôôåîìîðôíà òð¼õìåðíîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàí-

ñòâó RP 3. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó îäíîðîäíîñòè ãàìèëüòîíèàíà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà òðàåêòî-

ðèé äëÿ ýòîé ñèñòåìû íå çàâèñèò îò óðîâíÿ ýíåðãèè. Áîëåå òîãî, ïðîïîðöèîíàëüíûì òðîéêàì

(a, b, c) è (a′, b′, c′) ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû ([10, òåîðåìà À]). Òàêèì
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îáðàçîì, çàäà÷à ßêîáè îïèñûâàåò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (òðîé-

êà (a, b, c), ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, äà¼ò äâà ïàðàìåòðà).

fJ

HJ

fJ =2aHJ

fJ =2bHJ

fJ =2cHJ

Ðèñ. 3.19: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà

Äðóãîé çíàìåíèòîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé Ýéëåðà, îïèñûâàþùèé äâèæå-

íèå òâ¼ðäîãî òåëà, çàêðåïë¼ííîãî â öåíòðå ìàññ. Îíà çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà�Ïóàññîíà:

K̇ = K × Ω, γ̇ = γ × Ω.

Çäåñü âåêòîð K = (s1, s2, s3) � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òåëà, Ω = (As1, Bs2, Cs3) � âåêòîð åãî

óãëîâîé ñêîðîñòè, γ = (r1, r2, r3) � åäèíè÷íûé âåðòèêàëüíûé âåêòîð. Êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ

çàïèñàíû â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, æ¼ñòêî ñâÿçàííîì ñ òåëîì, ïðè÷¼ì êîîðäèíàòíûå îñè

ýòîãî áàçèñà ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè. Ïàðàìåòðû A,B,C (A < B < C) çàäà÷è

Ýéëåðà � îáðàòíûå âåëè÷èíû ê ãëàâíûì ìîìåíòàì èíåðöèè òåëà.

Ñëó÷àé Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé íà ïðîñòðàíñòâå R6(si, ri), ðàññìàòðèâàå-

ìîì êàê äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî e(3)∗ àëãåáðû Ëè e(3) = so(3) + R3 (ñì. ðàçäåë 2.1). Ïóàñ-

ñîíîâà ñòðóêòóðà çàäà¼òñÿ çäåñü ñ ïîìîùüþ ñêîáêè Ëè�Ïóàññîíà 2.1.1. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

èìååò âèä

HE = (As2
1 +Bs2

2 + Cs2
3)/2.

Íàïîìíèì, ÷òî ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà íà ïðîñòðàíñòâå e(3)∗ èìååò äâå ôóíêöèè Êàçèìèðà

f1 = r2
1 + r2

2 + r2
3,

f2 = s1r1 + s2r2 + s3r3

è îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ÷åòûð¼õìåðíîì ìíîãîîáðàçèèM4
a,g = {f1 = a2, f2 =

g} (ïðè a > 0), äèôôåîìîðôíîì T ∗S2. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà M4
1,g. Ýòà ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà ïðè ïî-

ìîùè äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà

fE = s2
1 + s2

2 + s2
3.
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Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (HE, fE) : M4
1,g → R2 äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà

ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 3.20. Èìååòñÿ òðè çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1)E =

(
Ag2

2
,
Bg2

2

)
, (2)E =

(
Bg2

2
,
Cg2

2

)
, (3)E =

(
Cg2

2
,+∞

)
.

Â ñëó÷àå g = 0 îñòà¼òñÿ òîëüêî òðåòüÿ çîíà, è áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñòàíîâèòñÿ òàêîé

æå, êàê è â çàäà÷å ßêîáè.

fE

HE

fE=

2HE

A

fE=

2HE

B

fE=

2HE

C

g2

Ag2

2

Bg2

2

Cg2

2

Ðèñ. 3.20: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà

Êàê ñëåäóåò èç [12], ïðîïîðöèîíàëüíûå òðîéêè (A,B,C) è (A′, B′, C ′) îïðåäåëÿþò òðàåêòîðíî

ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû Ýéëåðà. Áîëåå òîãî, äëÿ ýíåðãèé èç òðåòüåé çîíû (�áîëüøèõ� ýíåðãèé)

êëàññ òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè. Ñ÷èòàÿ ôèêñèðîâàííûì

çíà÷åíèå g èíòåãðàëà ïëîùàäåé f2, ïîëó÷àåì äâà òð¼õïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ñèñòåì Ýéëå-

ðà, îòâå÷àþùèõ çîíàì (1)E, (2)E è îäíî äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, îòâå÷àþùåå çîíå (3)E.

Çäåñü äâà ïàðàìåòðà äàþòñÿ òðîéêîé (A,B,C), ðàññìàòðèâàåìîé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-

íàëüíîñòè, à òðåòèé ïàðàìåòð (äëÿ çîí (1)E, (2)E) � ýòî çíà÷åíèå ýíåðãèè χ.

Õîðîøî èçâåñòåí ðåçóëüòàò À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî î òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ñèñòåì ßêîáè è Ýéëåðà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðå÷ü èä¼ò çäåñü î òîïîëîãè÷åñêîé òðàêòîðíîé

ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñ ãëàäêîé æå òî÷êè çðåíèÿ ýòè ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíò-

íûìè. Íå ÿâëÿþòñÿ îíè òàêæå è òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûìè. Ñîáðàâ âñþ èíôîðìàöèþ, êàñà-

þùóþñÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ ýòèõ äâóõ ñèñòåì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.20. Ïóñòü vJ(a, b, c) (a < b < c) è vE(A,B,C) (A < B < C) � ñîîòâåòñòâåííî

ñèñòåìû ßêîáè è Ýéëåðà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé (íåíóëåâîé) ýíåðãèè. Â ñëó÷àå Ýéëåðà

áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî g = 0, à çíà÷åíèå ýíåðãèè χ > 0
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ïðîèçâîëüíî, ëèáî g 6= 0, à çíà÷åíèå ýíåðãèè ïðèíàäëåæèò òðåòüåé çîíå (3)E. Òîãäà âåðíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

a) (À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî [10]) Ñèñòåìû vJ(a, b, c) è vE(A,B,C) ëèóâèëëåâî ýêâèâà-

ëåíòíû. Áîëåå òîãî, îíè òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòû â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Äëÿ êàæäîé òðîéêè (a, b, c) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè òðîéêà (A,B,C) (è íàîáîðîò, äëÿ êàæäîé òðîéêè (A,B,C) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè òðîéêà (a, b, c)) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìû vJ(a, b, c)

è vE(A,B,C) òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíû. Áîëåå òîãî, ñâÿçü ìåæäó ñî-

îòâåòñòâóþùèìè äðóã äðóãó òðîéêàìè (A,B,C) è (a, b, c) îïèñûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì

îáðàçîì (òî åñòü ïîñðåäñòâîì ÿâíûõ ôîðìóë).

á) (À.Â. Áîëñèíîâ, Õ. Äóëëèí [4]) Ëþáûå äâå ñèñòåìû vJ(a, b, c) è vE(A,B,C) íå ÿâëÿþòñÿ

ãëàäêî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè (äàæå â ñìûñëå C1-ãëàäêîñòè). (Ñòîèò îòìåòèòü,

÷òî ýòî óòâåðæäåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà.)

â) (Î. Å. Îð¼ë [30]) Ëþáûå äâå ñèñòåìû vJ(a, b, c) è vE(A,B,C) íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæ¼ííûìè (è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêî ñîïðÿæ¼ííûìè).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòîâ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ áûëè íàéäåíû

t-ìîëåêóëû è èññëåäîâàíû óñëîâèÿ èõ ñîâïàäåíèÿ. Âòîðîå óòâåðæäåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà êîì-

ïüþòåðíîì àíàëèçå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ èíâàðèàíòîâ ãëàäêîé òðàåêòîðíîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò îá ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà ñè-

ñòåìàì Ýéëåðà è ßêîáè. Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àé ×àïëûãèíà � èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà íà 4-

ìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå â ïðîñòðàíñòâå e(3)∗ ñ ãàìèëüòîíèàíîì 2.1.8 è äîïîëíèòåëüíûì

èíòåãðàëîì 2.3.2, ãäå b = 0. Êàê è â ñëó÷àå Ýéëåðà, â ñëó÷àå ×àïëûãèíà èìååòñÿ 3 çîíû ðåãó-

ëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1)Ch =

(
−1

2
, 0

)
, (2)Ch =

(
0,

1

2

)
, (3)Ch =

(
1

2
,+∞

)
.

Òåîðåìà 3.21 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [76]). Ïóñòü vCh(h) è vE(A,B,C, χ) � ñîîòâåòñòâåííî ñè-

ñòåìû ×àïëûãèíà è Ýéëåðà íà ðåãóëÿðíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ {HCh = h} è

{HE = χ}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h è χ ïðèíàäëåæàò çîíàì ñ îäíèì è òåì

æå íîìåðîì. Ïóñòü, êàê è âûøå, vJ(a, b, c) � ñèñòåìà ßêîáè íà íåíóëåâîì óðîâíå ýíåðãèè

(òðîéêè (A,B,C) è (a, b, c) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè). Òîãäà

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (1)Ch, òî îíà

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C, χ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C è

132



äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè χ èç çîíû (1)E. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà vE(A,B(A), C = 1, χ(A)), òðàåêòîðíî (òîïîëîãè÷åñêè è ãëàäêî)

ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h). Ýòà òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíà íà 4-ìåðíûå îêðåñòíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Íî äëÿ

ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C, χ ñèñòåìû vCh(h) è vE(A,B,C, χ) íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæ¼ííûìè.

2) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (2)Ch, òî îíà

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C, χ) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C è

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè χ èç çîíû (2)E. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà vE(A,B(A), C = 1, χ(A)), òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâà-

ëåíòíûõ ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h). Íî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C, χ ñèñòåìû vCh(h)

è vE(A,B,C, χ) íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè (äàæå â ñìûñëå C1-

ãëàäêîñòè) è íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûìè.

3) Åñëè çíà÷åíèå ýíåðãèè h ñèñòåìû ×àïëûãèíà vCh(h) ïðèíàäëåæèò çîíå (3)Ch, òî îíà ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé A,B,C (ñî çíà-

÷åíèåì ýíåðãèè èç çîíû (3)E) è ñèñòåìå ßêîáè vJ(a, b, c) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a, b, c. Ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ h ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-

íàëüíîñòè òðîéêè (A,B,C) è (a, b, c) òàêèå, ÷òî ñèñòåìà ×àïëûãèíà vCh(h) òîïîëîãè÷å-

ñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Ýéëåðà vE(A,B,C) è ñèñòåìå ßêîáè vJ(a, b, c). Íî

ýòó òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íåëüçÿ ñäåëàòü ãëàäêîé (äàæå â ñìûñëå C1-ãëàäêîñ-

òè). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ òðîåê çíà÷åíèé ñèñòåìà ×àïëûãèíà vCh(h) íå ÿâëÿåòñÿ

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé íè ñ ñèñòåìîé Ýéëåðà vE(A,B,C), íè ñ ñèñòåìîé ßêîáè

vJ(a, b, c).

Çàìå÷àíèå 3.5.1. Ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3.21 óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû.

Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòè è äëÿ êàæäîé èç òð¼õ çîí ýíåðãèè ïîñòàâèì

çíàê �+�, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû ×àïëûãèíà è Ýéëåðà ýêâèâàëåíòíû, è çíàê �-� â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå.

Òàáëèöà 1. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ×àïëûãèíà è Ýéëåðà

çîíà (1) çîíà (2) çîíà (3)

Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü + + +

Òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü + + +

Ãëàäêàÿ òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü + - -

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü - - -
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Êàæäàÿ êëåòêà ïåðâîé ñòðîêè òàáëèöû îòâå÷àåò ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñèñòåì ×àïëûãèíà ñ ïàðàìåòðîì h è òð¼õïàðàìåòðè÷åñêèì ñå-

ìåéñòâîì ñèñòåì Ýéëåðà ñ ïàðàìåòðàìè A,B, χ. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáûå äâå ñèñòåìû èç ýòèõ

äâóõ ñåìåéñòâ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû. (Ìû ïîëàãàåì C = 1, òàê êàê òðîéêè (A,B,C) ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.)

Ïåðâûå äâå êëåòêè âòîðîé ñòðîêè è ïåðâàÿ êëåòêà òðåòüåé ñòðîêè îòâå÷àþò òðàåêòîðíîé ýê-

âèâàëëåíòíîñòè (òîïîëîãè÷åñêîé èëè ãëàäêîé) ìåæäó îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñèñòåì

×àïëûãèíà ñ ïàðàìåòðîì h è äâóïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñèñòåì Ýéëåðà ñ ïàðàìåòðàìè

A è χ. Òåïåðü ïàðàìåòð B îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì A: B = B(A). Êàæäîé òî÷êå â

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñèñòåì ×àïëûãèíà, îïðåäåëÿåìîé çíà÷åíèåì ýíåðãèè h, ñîîò-

âåòñòâóåò êðèâàÿ â äâóïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ñèñòåì Ýéëåðà, çàäàâàåìàÿ ïàðàìåòðîì A è

çàâèñèìîñòÿìè B = B(A), χ = χ(h,A) (ñì. ðèñ. 3.21).

h

A

Χ

B

B=BHAL
Χ= ΧHh,AL

Ðèñ. 3.21: Òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëó÷àåâ ×àïëûãèíà è Ýéëåðà: çîíû (1)

è (2)

Íàêîíåö, òðåòüÿ êëåòêà âòîðîé ñòðîêè òàáëèöû îòâå÷àåò òîïîëîãè÷åñêîé òðàåêòîðíîé ýêâè-

âàëåíòíîñòè ìåæäó îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñèñòåì ×àïëûãèíà ñ ïàðàìåòðîì h è îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ñèñòåì Ýéëåðà. Êàæäîé òî÷êå ïåðâîãî ñåìåéñòâà, îïðåäåëÿåìîé

çíà÷åíèåì h, ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà âî âòîðîì ñåìåéñòâå, çàäàâàåìàÿ çàâèñèìîñòÿìè

A = A(h), B = B(h).

Çàìå÷àíèå 3.5.2. Òðàåêòîðíûå èçîìîðôèçìû, óñòàíàâëèâàåìûå òåîðåìîé 3.21, äîïóñêàþò ÿâ-

íîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ A,B,C çàäà÷è Ýéëåðà. Äëÿ ïåðâîé è âòîðîé çîí ýíåðãèè

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà, òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ äàííîé ñèñòåìå ×à-

ïëûãèíà, îïèñûâàåòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé A[(C−A)(B−A)]−1/2 = 2. Ïîñêîëüêó òðîéêè (A,B,C)

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ìû ìîæåì ïîëîæèòü C = 1 è âûðàçèòü B

÷åðåç A:

B = A+
A2

4(1− A)
.

Èç óñëîâèÿ 0 < A < B < 1 íàõîäèì èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà A: 0 < A < 2/3.

(Â ñëó÷àå çîí (2)Ch è (2)E ýòîò èíòåðâàë ñòàíîâèòñÿ êîðî÷å: A ∈ (0, A0(h)), ãäå A0(h) < 2/3, ñì.
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íèæå.) Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðîåê (A,B,C) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 3.22.

0

A

2

3
A0HhL

BHAL
1

C=1

B=A+
A2

4 H1 - AL

Ðèñ. 3.22: Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðîåê (A,B,C)

Äëÿ ñëó÷àÿ �áîëüøèõ� ýíåðãèé (çîíû (3)Ch è (3)E) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì

Ýéëåðà, òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ñèñòåì ×àïëûãèíà, îïè-

ñûâàåòñÿ ôîðìóëîé C[(C − A)(C − B)]−1/2 = 2. Ñíîâà ïîëàãàÿ C = 1, ìû ìîæåì âûðàçèòü B

÷åðåç A:

B = 1− 1

4(1− A)
.

Çäåñü èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà A èìååò âèä [A1, 1/2), ãäå A1 > 0 � íåêîòî-

ðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî (ñì. íèæå). Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðîåê

(A,B,C) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 3.23.

0

A

1

2

A1

BHAL

1

2

C=1

B=1-
1

4 H1 - AL

Ðèñ. 3.23: Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðîåê (A,B,C)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 3.20 è 3.21 óñòàíàâëèâàþò èçîìîðôèçìû ðàçëè÷íûõ òèïîâ ìåæäó

òðåìÿ êëàññè÷åñêèìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè: çàäà÷åé ßêîáè, ñëó÷àåì Ýéëåðà è ñëó÷àåì
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×àïëûãèíà. Â ÷àñòíîñòè, âñå ýòè ñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè â óêàçàí-

íîì âûøå ñìûñëå. Îäíàêî ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ òðàåêòîðíûõ èçîìîðôèçìîâ íåèçâåñòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ×àïëûãèíà ñèñòåìàì Ýéëåðà (è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè òàêæå ñèñòåìå ßêîáè) ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ

ìå÷åíûõ ìîëåêóë äëÿ ýòèõ ñèñòåì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ñðàâíèì èõ t-

ìîëåêóëû. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî âî âñåõ òð¼õ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñèììåò-

ðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ òðàåêòîðíîé êëàññèôèêàöèè ïðîñòûå t-ìîëåêóëû (ñì.

çàìå÷àíèå 1.9.2). Ýòî çàìå÷àíèå áûëî èñïîëüçîâàíî â [12, 10] äëÿ òðàåêòîðíîé êëàññèôèêàöèè

ñèñòåì Ýéëåðà è ßêîáè, è òåïåðü ìû ïðèìåíÿåì åãî â ñëó÷àå ×àïëûãèíà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ t-ìîëåêóë äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà íàì íóæíî äîáàâèòü ê ñîîòâåòñòâóþùèì

ìå÷åíûì ìîëåêóëàì R-èíâàðèàíòû è b-èíâàðèàíòû.

Øàã 1.Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè âðàùåíèÿ.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé âðàùåíèÿ äëÿ ñèñòåì

×àïëûãèíà âîñïîëüçóåìñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ (ñì. ðàçäåë 3.4). Â ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåí-

íûõ ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ íà ôèêñèðîâàííîì òîðå Ëèóâèëëÿ T 2
h,k ⊂ {H = h, K = k} (ìû

ðàññìàòðèâàåì îäèí èç äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ â îáðàçå ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ (h, k) îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà) ïðèíèìàþò âèä:

u̇1 =
√
Q1(u1), u̇2 =

√
Q2(u2) (3.5.1)

ãäå Q1(u) = 2 (u+ 1)(u− 1)(u− α1), Q2(u) = 2 (1 + u2)(1− u2)(α2 − u2).

Çäåñü α1 = 2h +
√
k, α2 = 2h −

√
k, à u1, u2 � ãëàäêèå ôóíêöèè íà òîðå T 2

h,k. Îáðàçîì îòîá-

ðàæåíèÿ u1 × u2 : T 2
h,k → R2

(u1, u2) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûé ïðÿìîóãîëüíèê [max{α1, 1},+∞] ×
[−1,min{α2, 1}].

Ïóñòü P0 � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà òîðå T 2
h,k è ïóñòü γ1 ⊂ I1 = {u2 = u2(P0)}, γ2 ⊂

I2 = {u1 = u1(P0)} öèêëû íà òîðå T 2
h,k, ñîäåðæàùèå òî÷êó P0. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî öèêëû γ1

è γ2 íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ â îäíîìåðíîé ãðóïïå ãîìîëîãèé H1(T 2
h,k). Ðàññìîòðèì íà

òîðå T 2
h,k ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

ϕ1(P ) = 2π

∫ P

P0

du1√
Q1(u1)∫

γ1

du1√
Q1(u1)

(mod 2π), ϕ2(P ) = 2π

∫ P

P0

du2√
Q2(u2)∫

γ2

du2√
Q2(u2)

(mod 2π). (3.5.2)

Èíòåãðàëû â ÷èñëèòåëÿõ â (3.5.2) áåðóòñÿ âäîëü ëþáîãî ïóòè â T 2
h,k, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè P0

è P . Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî âèäåòü, ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2 êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïî ìîäóëþ 2π.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2 ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè �óãîë� íà òîðå T 2
h,k è

ϕ̇1 =
2π∫

γ1

du1√
Q1(u1)

, ϕ̇2 =
2π∫

γ2

du2√
Q2(u2)

.
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Â ñàìîì äåëå, èíòåãðàëû â çíàìåíàòåëÿõ â (3.5.2) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, à ïðîèçâîäíûå ÷èñ-

ëèòåëåé ðàâíû 1 â ñèëó (3.5.1).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç öèêëîâ γ1 è γ2 ÿâëÿåòñÿ ÷åòûð¼õëèñòíûì ðàçâåòâë¼ííûì

íàêðûòèåì íàä ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêîì I1 èëè I2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè âðàùåíèÿ

ρ(h, k) èìååì:

ρ(h, k) =

∫
γ2

du2√
Q2(u2)∫

γ1

du1√
Q1(u1)

=

∫ min{α2,1}

−1

du2√
Q2(u2)∫ +∞

max{α1,1}

du1√
Q1(u1)

=
E2

E1

.

Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïîäñòàíîâîê èíòåãðàëû E1, E2 ëåãêî ïðèâîäÿòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

E1 =


±2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1 + α1 − 2t2)

if α1 > 1,

±2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2− (1 + α1) t2)

if α1 < 1;

(3.5.3)

E2 =


±2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1 + α2 − 2t2)

if α2 > 1,

±2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2− (1 + α2) t2)

if α2 < 1.

(3.5.4)

Çíàê â ýòèõ ôîðìóëàõ çàâèñèò îò âûáîðà ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì, ñâîäÿùèõñÿ ê óðàâíåíèÿì Àáåëÿ (ñì. [31]), ôóíêöèÿ âðàùåíèÿ

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè âðàùåíèÿ çàïèñàíû â áàçèñå (γ1, γ2). Äëÿ êàæäîé èç

ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé (êàìåð) I = {h > 1/2, 0 < k < (2h − 1)2 }, II = {h > 0, (2h − 1)2 <

k < (2h+ 1)2 }, III = {−1/2 < h < 1/2, 0 < k < min { (2h− 1)2, (2h+ 1)2 } }, ëåæàùèõ â îáðàçå
îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, íàì íóæíî çàïèñàòü ôóíêöèþ âðàùåíèÿ â íåêîòîðîé äîïóñòèìîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò òîðîâ Ëèóâèëëÿ.Âûïèøåì äîïóñòèìûå áàçèñû è ìàòðèöû

ñêëåéêè íà ð¼áðàõ ìå÷åíûõ ìîëåêóë, îòâå÷àþùèõ çîíàì (1)Ch, (2)Ch, (3)Ch (ñì. ðèñ. 3.24, 3.25).

Ôèêñèðóåì íà êàæäîì ðåáðå íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ. Ôóíêöèè âðàùåíèÿ ñëåäóåò âûïèñûâàòü â

áàçèñàõ, îòâå÷àþùèõ íà÷àëàì ð¼áåð. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ïðîñòóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ

ôóíêöèè âðàùåíèÿ, çàïèñàííûå â äâóõ ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ. (ñì. [8, ïðåäëîæåíèå 1.13]). Çàìåòèì,

÷òî ëåâîé ìîëåêóëå íà ðèñóíêå 3.24 è ëåâûì ð¼áðàì ìîëåêóë íà ðèñóíêå 3.25 îòâå÷àþò ðàçíûå

çíàêè â ôîðìóëàõ 3.5.3, 3.5.4, à ïðàâîé ìîëåêóëå íà ðèñóíêå 3.24 è ïðàâûì ð¼áðàì ìîëåêóë íà

ðèñóíêå 3.25 � îäèíàêîâûå çíàêè.

Èìååì α1 > α2 > 1 äëÿ êàìåðû I, α1 > 1 > α2 äëÿ êàìåðû II è 1 > α1 > α2 äëÿ êàìåðû III.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè âðàùåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä (íàïîìíèì, ÷òî α1 = 2h +
√
k,
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A

A
-Γ2

Γ1 + Γ2

0 1

1 0

Γ1 + Γ2

-Γ2

A

A
-Γ2

-Γ1+Γ2

0 1

1 0

-Γ1+Γ2

-Γ2

K

Ðèñ. 3.24: Äîïóñòèìûå áàçèñû è ìàòðèöû ñêëåéêè, çîíà (1)Ch (äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû)

C2

A

A

A

A

-Γ2

-Γ1

1 0

1 -1

-Γ2

Γ1 - Γ2

-Γ2

Γ1

1 0

1 -1

-Γ2

-Γ1 - Γ2

-Γ1+Γ2

-Γ2

0 1

1 0

-Γ2

-Γ1+Γ2

Γ1 + Γ2

-Γ2

0 1

1 0

-Γ2

Γ1 + Γ2

C2

A

A

A

A

-Γ2

-Γ1

1 1

1 0

-Γ1

Γ1 - Γ2

Γ2

-Γ1

1 1

1 0

-Γ1

Γ1 + Γ2

-Γ1+Γ2

-Γ1

0 1

1 0

-Γ1

-Γ1+Γ2

-Γ1 - Γ2

-Γ1

0 1

1 0

-Γ1

-Γ1 - Γ2

K

Ðèñ. 3.25: Äîïóñòèìûå áàçèñû è ìàòðèöû ñêëåéêè, çîíû (2)Ch è (3)Ch

α2 = 2h−
√
k ):

ρI(h, k) = −1−

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1 + α2 − 2t2)∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1 + α1 − 2t2)

, (3.5.5)

ρII,(3)(h, k) = 1 +

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2− (1 + α2) t2)∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1 + α1 − 2t2)

(äëÿ çîíû (3)Ch), (3.5.6)
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ρII,(2)(h, k) =
ρII,(3)(h, k)

1− ρII,(3)(h, k)
(äëÿ çîíû (2)Ch), (3.5.7)

ρIII(h, k) = 1 +

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2− (1 + α1) t2)∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2− (1 + α2) t2)

. (3.5.8)

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ôóíêöèé âðàùåíèÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, òî åñòü

ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ãàìèëüòîíèàíà h. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè ρI è ρIII ìîíîòîííû

ïî ïåðåìåííîé k. Äëÿ ôóíêöèé ρII,(2) è ρII,(3) ìû èñïîëüçóåì êîìïüþòåðíûé àíàëèç. Êà÷åñòâåí-

íîå ïîâåäåíèå ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè ρII,(3) ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.26. Îòñþäà ìîæíî ñ âûñîêîé

ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè èç çîíû (3)Ch

è äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè èç çîíû (2)Ch ôóíêöèÿ ρII,(3) ìîíîòîííà (à ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîòîííà

òàêæå ôóíêöèÿ ρII,(2)). Íî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ýíåðãèè h0 > 1/2 òàêîå, ÷òî ïðè h ∈ (1/2, h0)

ôóíêöèÿ ρII,(3) èìååò êðèòè÷åñêóþ òî÷êó íà èíòåðâàëå ((2h− 1)2, (2h+ 1)2).

1

2

H

K

Ðèñ. 3.26: Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè âðàùåíèÿ ρII,(3)

Ðåöåíçåíòàìè ðàáîòû [76] áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ìîíî-

òîííîñòè ôóíêöèè ρII,(3) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè. Ïîëîæèì q = (1+α2)/2. Íàì òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè

G(q) =
E(q)

√
1 + 2h− q

E

(
1

1 + 2h− q

) , q ∈ (0, 1),

ãäå

E(x) =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− xt2)

� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
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G(q) ðàññìîòðèì å¼ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ:

(lnG(q))′ =
G′(q)

G(q)
=
E ′(q)

E(q)
− 1

2(1 + 2h− q)
− 1

(1 + 2h− q)2

E ′
(

1

1 + 2h− q

)
E

(
1

1 + 2h− q

) .

Ôóíêöèè E(q) è E ′(q) íåïðåðûâíû íà [0, 1), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî σ < 1 îòíîøåíèå
E ′(q)

E(q)
îãðàíè÷åíî íà îòðåçêå [0, σ]. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè E(q) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

E(q) =
π

2

∞∑
n=0

(
(2n)!

22n(n!)2

)2

qn

ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå
E ′(q)

E(q)
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè q → 1−0. Çíà÷èò, ýòî îòíîøå-

íèå îãðàíè÷åíî ñíèçó íà [0, 1). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îòíîøåíèå
E ′
(

1

1 + 2h− q

)
E

(
1

1 + 2h− q

) îãðàíè÷åíî

ñâåðõó, òàê êàê àðãóìåíò ôóíêöèé E, E ′ èçìåíÿåòñÿ îò
1

2h+ 1
äî

1

2h
< 1. ßñíî òåïåðü, ÷òî äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé h èìååì G′(q) > 0 ïðè q ∈ [0, 1).

Àíàëîãè÷íóþ èäåþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ρII,(3)

äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè èç çîíû (2)Ch. Îäíàêî êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ âñåõ

h ∈ (0, 1/2) íàì íåèçâåñòíî.

Øàã 2. Äîêàçàòåëüñòâî òîïîëîãè÷åñêîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Òåïåðü ìû

èìååì âîçìîæíîñòü âûïèñàòü t-ìîëåêóëû äëÿ ñèñòåì òèïà ×àïëûãèíà. Èç ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ

ôóíêöèé âðàùåíèÿ íàõîäèì âåêòîðû âðàùåíèÿ íà êîíöàõ ìîëåêóë. Äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò

ìàòðèö ñêëåéêè, ìû �óëó÷øàåì� ýòè âåêòîðû, ïðåâðàùàÿ èõ â R-èíâàðèàíòû. È, íàêîíåö, âû-

ïèñûâàåì b-èíâàðèàíòû. Ìîëåêóëû, îòâå÷àþùèå çîíàì (2)Ch è (3)Ch, ñîäåðæàò òîëüêî îäèí

ðàäèêàë, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî àòîìà C2.

Òåîðåìà 3.22. Äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà èìååòñÿ 4 òèïà t-ìîëåêóë, êîòîðûå ïîêàçàíû íà ðè-

ñóíêàõ 3.27, 3.28, 3.29, 3.30.

A

A

r=0, ¶=1

R=H1+mHhL, 2L K

Ðèñ. 3.27: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (1)Ch
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C2

A

A

A

A

b=-2H1+@nHhLDL

r=¥, ¶=1

R=H-¥, -nHhL mod 1L
r=¥, ¶=1

R=H-¥, -nHhL mod 1L

r=0, ¶=1
R=H+¥, 2L

r=0, ¶=1
R=H+¥, 2L

K

Ðèñ. 3.28: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (2)Ch

C2

A

A

A

A

b=n=2

r=0, ¶=1
R=H+¥, ΞHhL, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, ΞHhL, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

K

Ðèñ. 3.29: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (3)Ch : h < h0

Çäåñü

m(h) =
2

π

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− (2h+ 1)t2)

,

n(h) =
2

π

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2h+ 1− t2)

,

à ξ(h) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè âðàùåíèÿ ïðè h ∈ (1/2, h0).

Òåïåðü ìû õîòèì ñðàâíèòü t-ìîëåêóëû äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà ñ t-ìîëåêóëàìè äëÿ ñèñòåì

Ýéëåðà è ßêîáè. Ïîñëåäíèå áûëè íàéäåíû â ðàáîòàõ [12], [10] (ñì. ðèñ. 3.31, 3.32, 3.33, 3.34).

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

K(A,B,C) =
A√

(C − A)(B − A)
, L(A,B,C) =

C√
(C − A)(C −B)

,

M(A,B,C, χ) =
1

π

∫ 2χ/g2

A

[(
2χ

g2
− u
)

(C − u)(B − u)(u− A)

]−1/2

u du,

N(A,B,C, χ) =
1

π

∫ B

A

[(
2χ

g2
− u
)

(C − u)(B − u)(u− A)

]−1/2

u du;

141



C2

A

A

A

A

b=n=2

r=0, ¶=1
R=H+¥, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, 1�nHhLL

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

r=0, ¶=1
R=H-¥, -2L

K

Ðèñ. 3.30: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà, çîíà (3)Ch : h ≥ h0

A

A

r=0, ¶=1

R=HMHA,B,C, ΧL,
KHA,B,CLL

fE

Ðèñ. 3.31: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà, çîíà (1)E

k(a, b, c) =

π

√
a

(b− a)(c− a)∫ +∞

0

Φ(u, a) du

, l(a, b, c) =

π

√
c

(c− a)(c− b)∫ +∞

0

Φ(u, c) du

,

ãäå Φ(u, t) = u[(u+ a)(u+ b)(u+ c)(u+ t)]−1/2.

Ôóíêöèè M(A,B,C, χ) è N(A,B,C, χ) ìîíîòîííû ïî çíà÷åíèþ ýíåðãèè χ.

Ðàññìîòðèì ìîëåêóëû, îòâå÷àþùèå çîíàì (1)Ch è (1)E â ñèñòåìàõ ×àïëûãèíà è Ýéëåðà.

Îíè ñîäåðæàò òîëüêî ìèíèìàêñíûé àòîì A è íå ñîäåðæàò íè îäíîãî ñåäëîâîãî àòîìà. Â ýòîì

ñëó÷àå åäèíñòâåííûì òðàåêòîðíûì èíâàðèàíòîì (êàê òîïîëîãè÷åñêèì, òàê è ãëàäêèì) ÿâëÿåòñÿ

R-èíâàðèàíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîK(A,B,C) = 2, òî åñòü âòîðûå êîìïîíåíòû R-èíâàðèàíòîâ ñîâ-

ïàäàþò. Òàê êàê ôóíêöèè m(h) è M(A,B,C, χ) (ïåðâûå êîìïîíåíòû R-èíâàðèàíòîâ)ìîíîòîííî

ðàñòóò îò 2 = K(A,B,C) äî +∞ ñ èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h (ñîîòâåñòâåííî χ), òî ìû

ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ h ∈ (−1/2, 0) ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå χ ∈
(Ag2/2, Bg2/2), ÷òî M(A,B,C, χ) = m(h) è, ñëåäîâàòåëüíî, R-èíâàðèàíòû ñîâïàäàþò. Îòñþ-

äà ñëåäóåò ãëàäêàÿ òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ×àïëûãèíà è Ýéëåðà íà èçîýíåðãå-

òè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ Q3
h è Q3

χ. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà, òðàåêòîðíî

ýêâèâàëåíòíûõ äàííîé ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h), çàäà¼òñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè: K(A,B,C) = 2

è M(A,B,C, χ) = m(h). Ïåðâîå óðàâíåíèå çàäà¼ò êðèâóþ B = B(A) â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ A,B,C (ñì. ðèñ. 3.22), à âòîðîå óðàâíåíèå óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå
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C2

A

A

A

A

b=-2@NHA,B,C, ΧLD

r=0, ¶=1
R=H+¥, KHA,B,CLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, KHA,B,CLL

r=¥, ¶=1
R=H-¥, -NHA,B,C, ΧL mod 1L

r=¥, ¶=1
R=H-¥, -NHA,B,C, ΧL mod 1L

fE

Ðèñ. 3.32: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà, çîíà (2)E

C2

A

A

A

A

b=n=2

r=0, ¶=1
R=H+¥, KHA,B,CLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, KHA,B,CLL

r=0, ¶=1
R=H-¥, -LHA,B,CLL

r=0, ¶=1
R=H-¥, -LHA,B,CLL

fE

Ðèñ. 3.33: t-ìîëåêóëà äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà, çîíà (3)E

ìåæäó çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè χ è h ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A,B,C.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìû ×àïëûãèíà è Ýéëåðà íà 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ D4
Ch = {h ∈

[−1/2, 0)} è D4
E = {χ ∈ [Ag2/2, Bg2/2)}. Êàæäîå èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ 4-ìåðíûõ äèñêîâ, ðàññëîåííûõ íà êîíöåíòðè÷åñêèå èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèå 3-ìåðíûå ñôåðû. Öåíòðû äèñêîâ ÿâëÿþòñÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì íåïîäâèæíûìè

òî÷êàìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà (îòâå÷àþùèìè ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó ýíåðãèè). Âûøå ìû óñòà-

íîâèëè òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ×àïëûãèíà è Ýéëåðà íà îòäåëüíûõ ñëîÿõ (ò.å. íà

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ñôåðàõ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè òðàåêòîðíûå èçîìîðôèçìû ìåæäó îòäåëü-

íûìè 3-ñôåðàìè ìîæíî �ñøèòü� â åäèíûé òðàåêòîðíûé èçîìîðôèçì ìåæäó 4-äèñêàìè. Â èòîãå

ìû ïîëó÷àåì òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ×àïëûãèíà è Ýéëåðà íà 4-ìåðíûõ ìíîãîîá-

ðàçèÿõ D4
Ch è D

4
E.

Êîãäà çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåì ×àïëûãèíà è Ýéëåðà ïðèíàäëåæàò çîíàì (2)Ch è (2)E, ñîâ-

ïàäåíèå t-ìîëåêóë îçíà÷àåò, ÷òî K(A,B,C) = 2 è N(A,B,C, χ) = n(h) + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ïåðâîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ A,B,C ôóíêöèÿ N(A,B,C, χ) ìî-

íîòîííî óáûâàåò îò +∞ äî L(A,B,C) ñ èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè χ îò Bg2/2 äî Cg2/2, à

ôóíêöèÿ n(h) ìîíîòîííî óáûâàåò îò +∞ äî n(1/2) ñ èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h îò 0 äî 1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè h ∈ (0, 1/2) óðàâíåíèå 1+n(h) = N(A,B,C, χ) èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî
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C2

A

A

A

A

b=n=2

r=0, ¶=1
R=H-¥, -lHa,b,cLL

r=0, ¶=1
R=H-¥, -lHa,b,cLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, kHa,b,cLL

r=0, ¶=1
R=H+¥, kHa,b,cLL

fJ

Ðèñ. 3.34: t-ìîëåêóëà äëÿ çàäà÷è ßêîáè

ïåðåìåííîé χ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè 1 + n(h) > L(A,B,C). Êàê ïîêàçàíî â [10, òåî-

ðåìà 3.3], âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè L(A,B,C) ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (1,+∞). Ïîýòîìó

óðàâíåíèå 1 + n(h) = N(A,B,C, χ) ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h ∈ (0, 1/2), à ñî-

îòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ A,B,C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1 < L(A,B,C) < 1 +n(h).

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà, òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ äàííîé ñèñòåìå ×à-

ïëûãèíà vCh(h), çàäà¼òñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè: K(A,B,C) = 2 è n(h) = N(A,B,C, χ). Êàê è â

ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïåðâîå óðàâíåíèå çàäà¼ò êðèâóþ B = B(A) â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðîâ A,B,C, à âòîðîå óðàâíåíèå óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè

ýíåðãèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A,B,C. Íî òåïåðü èíòåðâàë âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà A ñòàíîâèòñÿ êîðî÷å. Â ñàìîì äåëå, èç óñëîâèÿ 1 < L(A,B,C) < 1 + n(h)

íàõîäèì 0 < A < A0(h), ãäå

A0(h) =
2

3

(
2−

√
1 +

3

(1 + n(h))2

)
<

2

3
.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé �áîëüøèõ� ýíåðãèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h ≥ h0 è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ôóíêöèè âðàùåíèÿ â ñëó÷àå ×àïëûãèíà íå èìåþò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå

óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ t-ìîëåêóë äëÿ ñèñòåì ×àïëûãèíà è Ýéëåðà òàêîâû: K(A,B,C) = 1/n(h),

L(A,B,C) = 2. Êàê ïîêàçàíî â [10, òåîðåìà 3.3], îáëàñòüþ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ ïàðû

ôóíêöèé K(A,B,C), L(A,B,C) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûé ïðÿìîóãîëüíèê (0,+∞)× (1,+∞), è äëÿ

êàæäîé òî÷êè (k, l) ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöè-

îíàëüíîñòè òðîéêà (A,B,C) òàêàÿ, ÷òî K(A,B,C) = k, L(A,B,C) = l. Òàê êàê n(h) > 0, òî

äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h ≥ h0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-

íàëüíîñòè) ñèñòåìà òèïà Ýéëåðà vE(A,B,C), òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå

×àïëûãèíà vCh(h). Ýòà ñèñòåìà Ýéëåðà çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðàìè

A(h) =
3

2
(

2 +
√

1 + 3 (n(h))2
) , B(h) = 1− 1

4(1− A(h))
, C = 1.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì Ýéëåðà, òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ â ýòîì ñëó÷àå ñèñòå-
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ìàì ×àïëûãèíà, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 3.23, ãäå A1 = A(h0) = 3
[
2
(

2 +
√

1 + 3 (n(h0))2
)]−1

.

Â ñèëó òåîðåìû 3.20 ñóùåñòâóåò òàêæå åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ äâóìåðíûé ýëëèï-

ñîèä ñ êâàäðàòàìè ïîëóîñåé a, b, c, òàêîé, ÷òî ñèñòåìà ßêîáè vJ(a, b, c) òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî

ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ×àïëûãèíà vCh(h). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðíûå èçîìîðôèç-

ìû íå ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà 4-ìåðíûå îêðåñòíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ýòî

îáúÿñíÿåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ôóíêöèÿ n(h) ñòðîãî ìîíîòîííà, â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå

ýëåìåíòû R-èíâàðèàíòîâ â ñëó÷àå Ýéëåðà è â çàäà÷å ßêîáè íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè.

Øàã 3. Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ãëàäêîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ çîí

(2) è (3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà, ÷òî òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ×àïëûãè-

íà è Ýéëåðà äëÿ çîí ýíåðãèè 2 è 3 íåëüçÿ ñäåëàòü ãëàäêîé, ìû ïîñëåäóåì èäåå, èñïîëüçîâàííîé

â [4, ðàçäåë 5]. À èìåííî, äîáàâèì ê t-ìîëåêóëàì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå èíâàðèàíòû ãëàä-

êîé òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è çàòåì ïîñìîòðèì, ìîãóò ëè ïîëó÷èâøèåñÿ áîëåå ñëîæíûå

ìîëåêóëû ñîâïàäàòü ïðè êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Áîëåå òî÷íî, ê t-ìîëåêóëàì íóæíî

äîáàâèòü Λ-èíâàðèàíò (ñì. ðàçäåë 1.9).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Λ-èíâàðèàíòà ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.23. (ñì. [4, ðàçäåë 5]) Ïðè t→ b èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫ b

a

g(u) du√
(u− b)(u− t)

= −g(b) ln |t− b|+ c(t),

ãäå c(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå t = b.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû 3.5.5�3.5.8 è ëåììó 3.23, ëåãêî íàõîäèì Λ-èíâàðèàíòû äëÿ ñëó÷àÿ ×à-

ïëûãèíà:

Λ(2),Ch =

(
2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− 2ht2)

)−1

äëÿ çîíû (2)Ch è

Λ(3),Ch =

(
2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(2h− t2)

)−1

äëÿ çîíû (3)Ch.

Äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà è çàäà÷è ßêîáè èìååì:

ΛE =
1

π

B√
(C −B)(B − A)

, ΛJ =

√
b

(c− b)(b− a)∫ +∞

0

Φ(u, b) du

,

ãäå Φ(u, t) � ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ âûøå.

Ðàññìîòðèì çîíû ýíåðãèè (2)Ch è (2)E. Ñîâïàäåíèå t-ìîëåêóë è Λ-èíâàðèàíòîâ äëÿ ñèñòåì
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×àïëûãèíà è Ýéëåðà îçíà÷àåò, ÷òî

A√
(C − A)(B − A)

= 2 è

B√
(C −B)(B − A)

= π

(
2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− 2ht2)

)−1

.

Íî âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé íåâîçìîæíî, òàê êàê äëÿ çîíû (2)Ch èìååì h ∈ (0, 1/2), è

π

(
2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− 2ht2)

)−1

<

< π

(
2

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− 2ht2)

)−1∣∣∣∣∣
h=0

= 1 < 2,

â òî âðåìÿ êàê
B√

(C −B)(B − A)
>

A√
(C − A)(B − A)

.

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî è â ñëó÷àå çîíû ýíåðãèè (3)Ch t-ìîëåêóëà è Λ-

èíâàðèàíò äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà íå ìîãóò ñîâïàäàòü ñ òàêîâûìè äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà èëè çàäà÷è

ßêîáè.

Øàã 4.Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè. Åñëè ìû çàäà¼ì-

ñÿ öåëüþ äîêàçàòü îòñóòñòâèå ñîïðÿæ¼ííîñòè (òîïîëîãè÷åñêîé) ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì, òî ìû

äîëæíû äîáàâèòü ê èõ t-ìîëåêóëàì íåêîòîðûå �òî÷íûå� èíâàðèàíòû. Ñëåäóÿ [30], ðàññìîòðèì

äëÿ êàæäîé èç ñèñòåì ×àïëûãèíà, Ýéëåðà è ßêîáè ïåðèîäû òð¼õ çàìêíóòûõ îñîáûõ òðàåêòî-

ðèé. Äâå èç ýòèõ òð¼õ òðàåêòîðèé ýëëèïòè÷åñêèå è îòâå÷àþò àòîìó A, à òðåòüÿ � ãèïåðáîëè÷å-

ñêàÿ è îòâå÷àåò àòîìó C2. Òàêèì îáðàçîì, ê t-ìîëåêóëå äîáàâëÿåòñÿ íîâûé èíâàðèàíò � òðîéêà

(t1 : t2 : t3), ãäå t1 è t3 � ïåðèîäû ýëëèïòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, à t2 � ïåðèîä ãèïåðáîëè÷åñêîé

òðàåêòîðèè. Ïîêàæåì, ÷òî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåì ×àïëûãèíà, Ýéëåðà è

ßêîáè îäíîâðåìåííîå ñîâïàäåíèå èõ t-ìîëåêóë, à òàêæå òðîåê (t1 : t2 : t3) íåâîçìîæíî.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ �áîëüøèõ� ýíåðãèé (îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ

àíàëîãè÷íî). Òðîéêè (t1 : t2 : t3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå áåð¼ì â ó÷¼ò óðîâåíü ýíåðãèè).

Äëÿ ñèñòåìû Ýéëåðà vE(A,B,C) (â ñëó÷àå çîíû (3)E) è äëÿ ñèñòåìû ßêîáè vJ(a, b, c) èíâà-

ðèàíòû (t1 : t2 : t3) áûëè âû÷èñëåíû â [30] è ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

(t1E : t2E : t3E) =
1√
C

:
1√
B

:
1√
A

;

(t1J : t2J : t3J) = t (a, b) : t (a, c) : t (b, c) ãäå t (α, β) =

∫ 2π

0

√
α cos2 ϕ+ β sin2 ϕdϕ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çîíó ýíåðãèè (3)Ch äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà. Ïåðèîä t1Ch îòâå÷àåò êðèòè-

÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, êîòîðûå ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà ïåðåõîäÿò â ëó÷ {K = 0, H > 1/2 }
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áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ñì. ðèñ. 3.1). Òàêèå êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè çàäàþòñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå R(s, r) ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ôîðìóëó 2.3.2):

s1 = s2 = r3 = 0, r2
1 + r2

2 = 1, s3 = ±
√
h+ 1/2− r2

1.

Òîãäà èç óðàâíåíèé 2.1.10 èìååì: ṙ1 = 2s3r2,

ṙ2 = −2s3r1.

Îòñþäà ëåãêî íàõîäèì, ÷òî

t1Ch =
1

2

∫ 2π

0

dϕ√
h+ 1/2− cos2 ϕ

.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

t2Ch =

∫ 2π

0

dϕ√
2h− cos2 ϕ

è t3Ch =

∫ 2π

0

dϕ√
2h+ 1− cos2 ϕ

.

Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà (t1 : t2 : t3) äëÿ ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

(t1Ch : t2Ch : t3Ch) =

(
1

2

∫ 2π

0

dϕ√
h+ 1/2− cos2 ϕ

:

∫ 2π

0

dϕ√
2h− cos2 ϕ

:

∫ 2π

0

dϕ√
2h+ 1− cos2 ϕ

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî t2Ch > t3Ch, â òî âðåìÿ êàê t
2
E < t3E è t2J < t3J . Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà ïåðèîäîâ

(t1Ch : t2Ch : t3Ch) íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ àíàëîãè÷íûìè òðîéêàìè äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà è çàäà÷è

ßêîáè íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A,B,C, a, b, c. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå �áîëüøèõ�

ýíåðãèé ñèñòåìû òèïà ×àïëûãèíà íå ñîïðÿæåíû íè ñ êàêàìè ñèñòåìàìè òèïà Ýéëåðà èëè ßêîáè.

Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî òàêæå äëÿ çîí ýíåðãèè (1) è (2).
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Ãëàâà 4

Êîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà (b > 0)

4.1 Ãðóáûé ëèóâèëëåâ àíàëèç

Âñþäó â ýòîé ãëàâå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r3 > 0 (ïðè r3 < 0 âñå ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû â ñèëó

èìåþùåéñÿ ñèììåòðèè).

Äëÿ êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà (b > 0) Ï. Å. Ðÿáîâûì [36] áûë âûïîëíåí ãðóáûé òîïîëî-

ãè÷åñêèé àíàëèç (íàéäåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, îïèñàíû ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ,

îïðåäåëåíà òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé). Íàïîìíèì (ñì. òåîðåìó 2.2), ÷òî áè-

ôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ïðè 0 < b < 1 ñîñòîèò èç

÷åòûð¼õ êðèâûõ:

Σ1 =

{
k = 4bh− b2, h ≥ b+ 1

2

}
,

Σ2 =

{
k = 2b,

√
b− 1

2
≤ h ≤ 1

2

}
,

Σ3 =

{
k = (2h− 1)2 + 2b, h ≥ b

2

}
,

Σ4 =

{
k = (2h+ 1)2 − 2b, h ≥

√
b− 1

2

}
,

êîòîðûå ðàçáèâàþò îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà òðè êàìåðû (ðèñ. 4.1).

Ìîæíî âûäåëèòü ÷åòûðå çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè:

(1) =

(√
b− 1

2
,
b

2

)
, (2) =

(
b

2
,
1

2

)
, (3) =

(
1

2
,
b+ 1

2

)
, (4) =

(
b+ 1

2
,+∞

)
.

Òåîðåìà 4.1 (Ï.Å. Ðÿáîâ [36]). Ïðîîáðàçû òî÷åê êàìåð I è III ñîñòîÿò èç äâóõ òîðîâ Ëè-

óâèëëÿ, êàìåðû II � èç îäíîãî òîðà. Äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè

îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ò.å. ðàçäåëÿþùèå êàìåðû), îòâå÷àþò ñåäëîâûì ïåðåñòðîéêàì

ëèóâèëëåâûõ òîðîâ òèïà àòîìà B. Äóãè íà ãðàíèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîîòâåò-

ñòâóþò âûðîæäåíèþ òîðîâ â îêðóæíîñòü (ò.å. îòâå÷àþò àòîìó A).
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k

h

2T2

T2

2T2

b -
1

2

b

2

K=2b

1

2

b + 1

2

K=H2H-1L2
+2b

K=H2H+1L2
-2b

K=4bH-b 2

III

II

I

q3

q4

q1

q2

S4

S2

S3

S1

A

A

A A

A
B

B

Ðèñ. 4.1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

Ñëåäñòâèå 4.1.1. Ìîëåêóëû (áåç ìåòîê) äëÿ çîí ýíåðãèè (1)-(4) â ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà ïðè 0 <

b < 1 èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 4.2.

B

A

AA

A

A

H1L, H3L H2L, H4L

Ðèñ. 4.2: Ìîëåêóëû äëÿ êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà, 0 < b < 1

Îòìåòèì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû òèïà Ãîðÿ÷åâà ïðè b ∈ (0, 1) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé 4-ìåðíûé äèñê D4, çàäàâàåìûé êàê êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê 2-ìåðíîìó äèñêó {r2
1 + r2

2 +

r2
3 = 1, r3 > 0}. Äèñê D4 ðàññëîåí íà 3-ìåðíûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ñôåðû è îñîáûå ñëîè. Ïðè

ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèé óðîâåíü ýíåðãèè H = b/2 èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ñôåðà S3 (îòâå÷àþùàÿ

ýíåðãèÿì èç çîí (2), (3), (4)) ïåðåñòðàèâàåòñÿ â äâå ñôåðû (îòâå÷àþùèå ýíåðãèÿì èç çîíû (1)).

Êðèòè÷åñêîìó óðîâíþ ýíåðãèè b/2 ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò áóêåò S3∨S3. Ïðè H =
√
b− 1/2 äâå

èçîýíåðãåòè÷åñêèå ñôåðû âûðîæäàþòñÿ â äâå òî÷êè.

Â ñëó÷àå b ≥ 1 èñ÷åçàþò êàìåðà III è çîíû ýíåðãèè (1) è (2). Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

äëÿ çîí (3) è (4) ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ýòîò
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ñëó÷àé, ïðåäïîëàãàÿ âñþäó äàëåå, ÷òî 0 < b < 1.

4.2 Òîíêèé ëèóâèëëåâ àíàëèç

Ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåì Ãîðÿ÷åâà ïðè b > 0 äà¼òñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 4.2 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [77]). Ìå÷åíûå ìîëåêóëû â êîìïàêòíîì ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà äëÿ

÷åòûð¼õ çîí ýíåðãèè (1)− (4) èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 4.3.

B

A

AA

A

A

H1L, H3L H2L H4L

B

A

AA

r=¥
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1 n=1

Ðèñ. 4.3: Ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

Òàêèì îáðàçîì, ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ êîìïàêòíûõ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ÷åâà îïèñûâàåòñÿ ìå-

÷åíûìè ìîëåêóëàìè òð¼õ òèïîâ. Ýòè ìîëåêóëû õàðàêòåðèçóþò òàêæå ëèóâèëëåâû ñëîåíèÿ ìíî-

ãèõ äðóãèõ èçâåñòíûõ ñåãîäíÿ èíòåãðèðóåìûõ çàäà÷ ìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè, êàê áûëî ïîêàçàíî

Â.Â. Âåäþøêèíîé (Ôîêè÷åâîé), âñå òðè ìîëåêóëû ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì

â íåêîòîðûõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè [44]. Îòñþäà, â ñèëó

òåîðåìû 1.4, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 4.2.1 (ñì. [8, 44, 26, 27, 39]).

à) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè

èç çîí (1), (3), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ìíîãèì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòå-

ìàì, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, Ñðåòåíñêîãî,

Êëåáøà, Ñîêîëîâà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (ðàññìàòðèâàåìûì ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà-

÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ), à òàêæå èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ

îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî-

÷åê ñ ôîêàëüíîé ïðÿìîé (ïðèìåðû òàêèõ îáëàñòåé ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 4.4).

á) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç

çîíû (2), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ Æóêîâñêîãî (ïðè ïîäõîäÿùèõ
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çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå äâóì èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â ïëîñêèõ

îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè: ýëëèïñîì è äâóìÿ ãèïåðáîëàìè ëèáî

äâóìÿ ýëëèïñàìè è îäíîé âåòâüþ ãèïåðáîëû (ñì. ðèñ. 4.5).

â) Êîìïàêòíàÿ ñèñòåìà òèïà Ãîðÿ÷åâà, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå ýíåðãèè èç

çîíû (4), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñëó÷àÿì Êëåáøà, Ñîêîëîâà, Êîâàëåâ-

ñêîé�ßõüè (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è ïàðàìåòðîâ), à òàêæå èíòåãðèðóåìîìó

áèëëèàðäó â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì.

Ðèñ. 4.4: Áèëëèàðäíûå îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå çîíàì ýíåðãèè (1), (3) ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

Ðèñ. 4.5: Áèëëèàðäíûå îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå çîíå ýíåðãèè (2) ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

Çàìå÷àíèå 4.2.1. Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ òîïîëîãèåé êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ

Ãîðÿ÷åâà â ïðåäåëå b → +0, ò.å. êîãäà îí ïðåâðàùàåòñÿ â ñëó÷àé ×àïëûãèíà (ñì. ãëàâó 3).

Ïðè ýòîì òî÷êè q1 è q2 íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ñëèâàþòñÿ â îäíó, à ëó÷ Σ1 ñòàíîâèòñÿ

ïðîäîëæåíèåì îòðåçêà Σ2. Çîíà ýíåðãèè (3) èñ÷åçàåò âîâñå, à â çîíàõ (2) è (4) äâà àòîìà B

(îòâå÷àþùèå ñëó÷àÿì r3 > 0 è r3 < 0) ñêëåèâàþòñÿ â îäèí àòîì C2, ñì. ðèñ. 4.6, 4.7 (íà ð¼áðàõ

ìîëåêóë óêàçàíû r-ìåòêè).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìå÷åíûõ ìîëåêóë êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðàçäå-

ëåíèåì ïåðåìåííûõ äëÿ ýòîé çàäà÷è, íàéäåííûì Ï.Å. Ðÿáîâûì â [36]. Ïðè ýòîì ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü òåõíèêó áóëåâûõ ôóíêöèé Ì.Ï. Õàðëàìîâà (ñì. ðàçäåë 1.12), à âû÷èñëåíèå ìåòîê

áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïî ñõåìå, îïèñàííîé â [31].
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Ðèñ. 4.6: Ìîëåêóëû äëÿ çîíû ýíåðãèè (2) ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîëåêóëà ñëó÷àÿ
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00
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Ðèñ. 4.7: Ìîëåêóëû äëÿ çîíû ýíåðãèè (4) ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîëåêóëà ñëó÷àÿ

×àïëûãèíà

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íà êàæäîé ñîâìåñòíîé

ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ Mh,k = {H = h, K = k} ïåðåìåííûõ u1, u2, â êîòîðûõ

ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì òèïà Àáåëÿ

u̇1 =

√
P (u1)

u1 − u2

, u̇2 =

√
P (u2)

u1 − u2

, (4.2.1)

ãäå

Ph,k(u) =
1

b
(2b+ k − u2)(2b− k + u2)((u− b)2 − k + 4bh− b2)

� ìíîãî÷ëåí øåñòîé ñòåïåíè, çàâèñÿùèé îò çíà÷åíèé h, k ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

m1 =
√
k − 2b, m2 =

√
k + 2b, n1 = b −

√
k − 4bh+ b2, n2 = b +

√
k − 4bh+ b2, ìîæåì çàïèñàòü

(îïóñêàÿ èíäåêñû h, k)

P (u) = −1

b
(u2 −m2

1)(u2 −m2
2)(u− n1)(u− n2). (4.2.2)

Âûðàæåíèÿ èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ èìåþò ïðè ýòîì ñëå-

äóþùèé âèä:

s1 = − r21r22

2
√

2b(u1 + u2)
, s2 = − r11r12

2
√

2b(u1 + u2)
,
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s3 =
1

2
√
b(u2

1 − u2
2)

(r12r22r31 + r11r21r32),

r1 =
1

2
√
b(u2

1 − u2
2)

(−r12r21r31 + r11r22r32), (4.2.3)

r2 =
1

2
√
b(u2

1 − u2
2)

(r11r22r31 + r12r21r32),

r3 =

√
2b√

u1 + u2

,

ãäå

r11 =
√
m2

2 − u2
1, r21 =

√
m2

1 − u2
1, r31 =

√
(u1 − n1)(n2 − u1),

r12 =
√
m2

2 − u2
2, r22 =

√
u2

2 −m2
1, r32 =

√
(u2 − n1)(u2 − n2).

Êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïðîåêòèðóåòñÿ íà íåêîòîðûé ïðÿìîóãîëüíèê (âîçìîæíî, âû-

ðîæäàþùèéñÿ â îòðåçîê) Π = [a11, a12]× [a21, a22] íà ïëîñêîñòè R2(u1, u2), ãäå aij � êîðíè ìíîãî-

÷ëåíà P (u).

Ôàêò ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äîïóñêàåò òàêæå ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: äëÿ êàæäîé ñîâ-

ìåñòíîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ Mh,k ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå G =

Gh,k : Mh,k → Re(Γh,k × Γh,k), ïåðåâîäÿùåå ãàìèëüòîíîâ ïîòîê â ñèñòåìó âèäà (5). Çäåñü Γh,k =

{v =
√
P (u)} � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà äâà. Ïîñêîëüêó ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé

âåùåñòâåííîãî ñå÷åíèÿ êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé Γh,k ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü γi =

{vi =
√
P (ui), ui ∈ [ai1, ai2]}, i = 1, 2, à âåùåñòâåííîãî ñå÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ Γh,k × Γh,k � òîð

T 2
h,k = γ1 × γ2, òî â ñëó÷àå ñâÿçíîñòè Mh,k èìååì îòîáðàæåíèå G : Mh,k → T 2

h,k, ïåðåâîäÿùåå ãà-

ìèëüòîíîâ ïîòîê â ïîòîê íà òîðå T 2
h,k, çàäàâàåìûé ñèñòåìîé (5). Åñëè ïîâåðõíîñòüMh,k ÿâëÿåòñÿ

òîðîì Ëèóâèëëÿ, òî îíà, êàê íåñëîæíî âèäåòü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå

òîðà T 2
h,k. Ïðîåêöèåé òîðà T

2
h,k íà ïëîñêîñòè R2(u1, u2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê Π.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà, íàïîìíèì, èìååòñÿ òðè ñâÿçíûå îáëàñòè (êàìåðû)

íà ïëîñêîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ R2(h, k), êîòîðûå âûøå áûëè îáîçíà÷åíû ðèìñêèìè öèôðà-

ìè I, II, III. Ïóñòü ΠI ,ΠII ,ΠIII � ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ íà ïëîñêîñòü

R2(u1, u2) ïåðåìåííûõ ðàçäåëåíèÿ. Â [36] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ΠI = [n1, n2]× [m1,m2], ΠII = [n1,m1]× [n2,m2], ΠIII = [−m1,m1]× [n2,m2].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γji (i = 1, 2, j = I, II, III) ñîîòâåòñòâóþùèå öèêëû íà òîðàõ T 2
h,k ⊂ Re(Γh,k ×

Γh,k), à èìåííî

γI1 = {v1 =
√
P (u1), u1 ∈ [n1, n2]} × {pt},

γI2 = {pt} × {v2 =
√
P (u2), u2 ∈ [m1,m2]},
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γII1 = {v1 =
√
P (u1), u1 ∈ [n1,m1]} × {pt},

γII2 = {pt} × {v2 =
√
P (u2), u2 ∈ [n2,m2]},

γIII1 = {v1 =
√
P (u1), u1 ∈ [−m1,m1]} × {pt},

γIII2 = {pt} × {v2 =
√
P (u2), u2 ∈ [n2,m2]}.

Ââåä¼ì íà öèêëàõ γji îðèåíòàöèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì ðàäèêàëîâ√
P (ui) ñîîòâåòñòâîâàëî íàïðàâëåíèå îò ìåíüøåé ãðàíèöû îòðåçêà èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé ui ê

áîëüøåé. Íàïðèìåð, îðèåíòàöèÿ öèêëà γI1 ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèþ ïåðåìåííîé u1 îò n1 ê n2

ïðè v1 > 0.

Äàëåå ïðè îáîçíà÷åíèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ è ð¼áåð ìîëåêóë áóäåì èñïîëüçîâàòü íîìåðà ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êàìåð (íàïðèìåð, I-òîð, II-ðåáðî).

Ëåììà 4.3. Äâà I-òîðà Ëèóâèëëÿ â ïðîîáðàçå ëþáîé òî÷êè èç êàìåðû I ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì

ïåðåìåííîé s3, à äâà III-òîðà â ïðîîáðàçå òî÷êè èç êàìåðû III � çíàêîì ïåðåìåííîé r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî s3 6= 0 íà I-òîðàõ è r2 6= 0 íà III-

òîðàõ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïóíêòîâ ëåìì 3.3 è 3.5. Òàêèì îáðàçîì, çíàê s3 ïîñòîÿíåí íà êàæäîì I-òîðå, à çíàê r2 � íà êàæ-

äîì III-òîðå. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî èíâîëþöèÿ (s1, s2, s3, r1, r2, r3) 7→ (s1, s2,−s3,−r1,−r2, r3),

ìåíÿþùàÿ çíàêè s3 è r2, ñîõðàíÿåò ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåâîäèò äðóã

â äðóãà äâà I-òîðà (III-òîðà) â ïðîîáðàçå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè êàìåðû I (êàìåðû III).

Âïðî÷åì, óòâåðæäåíèå ëåììû ìîæíî áûëî áû óñìîòðåòü è èç ôîðìóë 5.0.1. Äåéñòâèòåëü-

íî, ðàäèêàëû rαi, âõîäÿùèå â ñîñòàâ 5.0.1, ìîæíî ðàçäåëèòü (â çàâèñèìîñòè îò êàìåðû) íà äâå

ãðóïïû, îòíîñÿ â ïåðâóþ ðàäèêàëû, íå ìåíÿþùèå çíàê íà ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèÿõ, à âî

âòîðóþ, ðàäèêàëû, ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèå çíàê âäîëü òðàåêòîðèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ðåãóëÿð-

íîì ñëó÷àå ðàäèêàë âèäà
√

(ui − ai1)(ui − ai2) îòíîñèòñÿ ê ïåðâîé ãðóïïå, åñëè íè îäíî èç ÷èñåë

ai1, ai2 íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îòðåçêà èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé ui, è êî âòîðîé ãðóïïå â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Òåïåðü ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êàìåðó I. Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ s3 â 5.0.1 ôè-

ãóðèðóåò ìîíîì r11r21r32, ñîñòîÿùèé èñêëþ÷èòåëüíî èç ðàäèêàëîâ ïåðâîé ãðóïïû. Çíàê ýòîãî

ìîíîìà ïîñòîÿíåí íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû è îïðåäåëÿåò çíàê ïåðåìåííîé s3 íà ñîîòâåòñòâó-

þùåì òîðå Ëèóâèëëÿ (ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |r11r21r32| > |r12r22r31|). Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ

êàìåðû III è ïåðåìåííîé r2.

Ðàññìîòðèì ïðîîáðàçû G−1(γji ) öèêëîâ γ
j
i íà ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðàõ Ëèóâèëëÿ (â ñëó÷àå

êàìåð I è III îòîáðàæåíèå G áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ ëþáîãî èç äâóõ òîðîâ).

Ëåììà 4.4. Ïðîîáðàçû G−1(γI1), G−1(γII1 ), G−1(γII2 ) è G−1(γIII1 ) ñîñòîÿò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîì-

ïîíåíò, à G−1(γI2) è G−1(γIII2 ) � èç îäíîé. Ïðè ýòîì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïðîîáðàçîâ G−1(γI1)

è G−1(γIII1 ) îäíîëèñòíî íàêðûâàþò ñâîé îáðàç, à ïðîîáðàçîâ G−1(γI2), G−1(γII1 ), G−1(γII2 ) è

G−1(γIII2 ) � äâóëèñòíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êðàòíîñòü íàêðûòèÿ öèêëà γji ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé åãî ïðîîáðàçà îïðåäå-

ëèòü ïðîñòî. Îíà ðàâíà ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó îáõîäîâ öèêëà γji , çà êîòîðîå âñå ðàäèêàëû rαi

ïðèîáðåòóò èñõîäíûå çíàêè (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû âåðíóëèñü â èñõîäíóþ òî÷êó íà ìíîãîîáðà-

çèèM4). Íàïðèìåð, ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå âäîëü öèêëà γI2 ìåíÿþò çíàêè òîëüêî ðàäèêàëû r12

è r22, à ïîñëå ïîâòîðíîãî îáõîäà âñå ðàäèêàëû èìåþò óæå ïðåæíèå çíàêè. Ïðè îäíîêðàòíîì îá-

õîäå âäîëü öèêëà γI1 ðàäèêàë r31 äâàæäû ìåíÿåò çíàê, à âñå îñòàëüíûå íå ìåíÿþò çíàêà, è â èòîãå

âñå ðàäèêàëû ñîõðàíÿþò ïðåæíèå çíàêè. Äëÿ îñòàëüíûõ öèêëîâ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîîáðàçå êàæäîãî èç öèêëîâ γji èçó÷èì áîëåå

ïîäðîáíî ôîðìóëû 5.0.1. Ñëåäóÿ [50], ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (áóëåâ çíàê) bsgn: R→ {0, 1} òàêóþ,
÷òî

bsgn(θ) =

0, åñëè θ ≥ 0,

1, åñëè θ < 0.

Îáîçíà÷èì zα = bsgn(rα1), z3+α = bsgn(rα2), α = 1, 2, 3. Ôîðìóëû 5.0.1 îïðåäåëÿþò Z2-ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå

ξ :



z1

z2

z3

z4

z5

z6


7−→



z2 ⊕ z5

z1 ⊕ z4

z3 ⊕ z4 ⊕ z5

z1 ⊕ z2 ⊕ z6

z2 ⊕ z3 ⊕ z4

z1 ⊕ z5 ⊕ z6

z1 ⊕ z3 ⊕ z5

z2 ⊕ z4 ⊕ z6


, (4.2.4)

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå íàáîðó çíàêîâ ðàäèêàëîâ rαi íàáîð çíàêîâ ìîíîìîâ â ôîðìóëàõ 5.0.1

(ñèìâîëîì ⊕ îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ äâà, îáëàäàþùàÿ åñòåñòâåííûì ñâîé-

ñòâîì àääèòèâíîñòè). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òî÷êà îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè R2(u1, u2), äëÿ

êîòîðîé âñå ðàäèêàëû rαi âåùåñòâåííû, èìååò 2p ïðîîáðàçîâ â ìíîãîîáðàçèè M4, ãäå p � ðàíã

îòîáðàæåíèÿ ξ. Èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëî ïðîîáðàçîâ ðàâíî ìîùíîñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ξ. Â

äàííîì ñëó÷àå ýòî ÷èñëî ðàâíî 24 = 16, òàê êàê ñðåäè âîñüìè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé çíàêîâ zl
â (4.2.4) òîëüêî ÷åòûðå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè (ñì. [36]).

Ïóñòü ìû òåïåðü õîòèì íàéòè ÷èñëî ïðîîáðàçîâ òî÷êè íà òîðå γj1 × γ
j
2, j = I, II, III. Â ýòîì

ñëó÷àå çíàêè ðàäèêàëîâ
√
P (u1) =

1

b
r11r21r31 è

√
P (u2) =

1

b
r12r22r32 óæå ôèêñèðîâàíû. Ïîýòî-

ìó ÷èñëî ïðîîáðàçîâ áóäåò ðàâíî ìîùíîñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ξ ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ

âûðàæåíèé z1 ⊕ z2 ⊕ z3 è z4 ⊕ z5 ⊕ z6 ôèêñèðîâàíû. Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî

÷åòûð¼ì. Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.2.4) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ z1⊕z2⊕z3 = const è z4⊕z5⊕z6 = const

âûäåëÿþò â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Im ξ äâóìåðíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ìîùíîñòü êî-

òîðîãî êàê ðàç ðàâíà ÷åòûð¼ì. Äëÿ òî÷êè x ∈ γj1 × γj2, ãäå j = I èëè III, ÷èñëî ïðîîáðàçîâ

|G−1(x)| íà ñàìîì äåëå ñëåäóåò ïîäåëèòü ïîïîëàì (íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå êàìåð I è III ìû
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ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèå G òîëüêî äëÿ îäíîãî èç äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ).

Òåïåðü, çíàÿ ìîùíîñòü ξ ïîëíîãî ïðîîáðàçà êàæäîé òî÷êè öèêëîâ γji è êðàòíîñòü η íàêðûòèÿ

ýòèõ öèêëîâ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè èõ ïðîîáðàçîâ, ïîëó÷àåì ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò êàê

îòíîøåíèå ξ/η.

Äàëåå ÷åðåç ϕji áóäåì îáîçíà÷àòü ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ïðîîáðàçà G−1(γji ) öèêëà γ
j
i . Îêàçû-

âàåòñÿ, â òåðìèíàõ öèêëîâ ϕji óäîáíî âûáðàòü áàçèñû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ, ïîñëå ÷åãî â

ÿâíîì âèäå âûïèñàòü ìàòðèöû ñêëåéêè. Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé èç öèêëîâ ϕji íàñëåäóåò îðèåí-

òàöèþ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî öèêëà γji .

Ïîëîæèì Σ3 = Σ
(1)
3 ∪ Σ

(2)
3 ∪ Σ

(3)
3 , ãäå äóãè Σ

(1)
3 ,Σ

(2)
3 ,Σ

(3)
3 áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âûäå-

ëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿìè b/2 ≤ h ≤ 1/2, 1/2 ≤ h ≤ (b + 1)/2, h ≥ (b + 1)/2. Òåïåðü

äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ìû ïðåäúÿâèì áàçèñû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ

ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìîâ.

Íàïîìíèì ïðàâèëà âûáîðà áàçèñíûõ öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ äâóõ èíòåðåñóþùèõ íàñ

òèïîâ àòîìîâ (ñì. ðàçäåë 1.8). Â ñëó÷àå àòîìà A â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà åäèí-

ñòâåííîì ãðàíè÷íîì òîðå âûáèðàåòñÿ öèêë, ñòÿãèâàþùèéñÿ â òî÷êó, à â êà÷åñòâå âòîðîãî � öèêë,

ãîìîëîãè÷íûé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè àòîìà. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ âòîðîãî öèêëà âûáèðàåòñÿ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì (ñîãëàñîâàííî ñ îðèåíòàöèåé ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ íà îñîáîé îêðóæíîñòè),

à îðèåíòàöèÿ ïåðâîãî öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Â ñëó÷àå ñåäëîâîãî àòîìà áåç çâ¼çäî÷åê áàçèñíûå öèêëû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ íóæíî âûáè-

ðàòü òàê, ÷òîáû ïåðâûå öèêëû áûëè ãîìîëîãè÷íû êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè àòîìà, à âòîðûå

áûëè ñâÿçàíû óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî ñå÷åíèÿ àòîìà, ïðîõîäÿ-

ùåãî ÷åðåç íèõ. Îðèåíòàöèÿ ïåðâûõ öèêëîâ ïðè ýòîì äîëæíà áûòü ñîãëàñîâàíà ñ åñòåñòâåííîé

îðèåíòàöèåé êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, à îðèåíòàöèÿ âòîðûõ - ñ îðèåíòàöèåé èçîýíåðãåòè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ öèêëîâ ϕji âáëèçè îñîáûõ ñëî¼â, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçëè÷íûì äóãàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äóãó Σ1. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî n1 = n2 = b. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî öèêë γI1 , à âìåñòå ñ íèì è öèêë ϕI1 âûðîæäàþòñÿ â òî÷êó. Öèêë ϕ
I
2 ïðè ýòîì íàêëàäûâàåòñÿ

íà êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå áàçèñà íà ãðàíè÷íîì òîðå êàæäîãî èç

äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìîâ A ìîæíî âçÿòü (±ϕI1,±ϕI2).

Îïðåäåëèì òåïåðü îðèåíòàöèþ âòîðîãî öèêëà. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîíÿòü, âîçðàñòàåò èëè óáû-

âàåò ïåðåìåííàÿ u2 âäîëü ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî
√
P (u2) =

1

b
r12r22r32 > 0. Òàê

êàê n1 = n2, òî u1 = n1 = n2, è r31 = 0. Èç 2.1.10 è 5.0.1 èìååì:

ṙ3 = r1s2 − s1r2 = Cr12r22r32(r2
11 − r2

21) = 4bCr12r22r32 > 0,

ãäå C =
1

4b(u2
2 − u2

1)
√

2(u1 + u2)
> 0. Çíà÷èò, r3 âîçðàñòàåò â ñèëó ñèñòåìû 2.1.7, à òàê êàê u1
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íå ìåíÿåòñÿ, òî èç âûðàæåíèÿ äëÿ r3 â 5.0.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî u2 óáûâàåò. Èòàê, öèêë ϕI2 íóæíî

áðàòü ñî çíàêîì ìèíóñ.

Äàëåå, äëÿ äóãè Σ2 èìååì m1 = u1 = 0, r21 = 0. Çíà÷èò, öèêë ϕIII1 ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, à öèêë

ϕIII2 �ñïîëçàåò� íà êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü àòîìà A. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçèñà íà ãðàíè÷íîì

òîðå êàæäîãî èç äâóõ àòîìîâ A áåð¼ì (±ϕIII1 ,±ϕIII2 ). Òàê êàê r21 = 0, òî s1 = 0, è ñèñòåìà 2.1.7

äà¼ò

ṙ3 = r1s2 = Cr2
11r12r22r32 > 0,

åñëè
√
P (u2) > 0. Âîçðàñòàíèþ r3 ïðè ôèêñèðîâàííîì u1 ñîîòâåòñòâóåò óáûâàíèå u2, çíà÷èò,

âòîðîé áàçèñíûé öèêë ϕIII2 áåð¼ì ñî çíàêîì ìèíóñ.

Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ áàçèñû ãðàíè÷íûõ òîðîâ àòîìîâ A äëÿ äóã Σ
(2)
3 è Σ4. Â ñëó÷àå

äóãè Σ
(2)
3 èìååì n1 = m1 = u1, r21 = r31 = 0, s1 = r2 = s3 = 0, äîïóñòèìûé áàçèñ âûáèðàåòñÿ

â âèäå (±ϕII1 ,−ϕII2 ). Äëÿ äóãè Σ4 âûïîëíåíî n2 = m2 = u2, r12 = r32 = 0, r1 = s2 = s3 = 0, à

èñêîìûé áàçèñ èìååò âèä (±ϕII2 , ϕII1 ) ïðè h > b/2, ëèáî (±ϕIII2 , ϕIII1 ) ïðè h < b/2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äóãó Σ
(1)
3 , ñîîòâåòñòâóþùóþ àòîìó B. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ìíî-

ãî÷ëåí P èìååò êðàòíûé êîðåíü n1 = −m1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñ öèêëîì ϕ2 ïðè ïåðåñå÷åíèè äóãè

Σ
(1)
3 íå ïðîèñõîäèò íèêàêèõ èçìåíåíèé. Ïðîñëåäèì, êàê ìåíÿåòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç îñîáûé

ñëîé öèêë ϕII1 , ñîîòâåòñòâóþùèé êàìåðå II è äâóëèñòíî íàêðûâàþùèé öèêë γII1 . Íà êðèòè÷å-

ñêîì óðîâíå èíòåãðàëà K äâå òî÷êè öèêëà ϕII1 , îòâå÷àþùèå çíà÷åíèþ u1 = n1 = −m1, ñêëåè-

âàþòñÿ â îäíó, ïðåâðàùàÿ öèêë â �âîñüì¼ðêó�, êîòîðàÿ çàòåì ðàñïàäàåòñÿ íà äâà öèêëà ϕIII1 ,

îäíîëèñòíî íàêðûâàþùèõ γIII1 (ðèñ. 4.8). Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äóãå Σ
(1)
3 àòîì B

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëà ϕII2 = ϕIII2 (êàê ñëîÿ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ

Çåéôåðòà) è ïëîñêîãî àòîìà B, îïèñûâàþùåãî ïåðåñòðîéêó öèêëà ϕII1 â äâà öèêëà ϕIII1 . ßñíî,

÷òî â òàêîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå áàçèñà íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ ìîæíî áðàòü (−ϕII2 ,±ϕII1 ) íà II-òîðå

è (−ϕIII2 ,∓ϕIII1 ) � íà äâóõ III-òîðàõ. Îðèåíòàöèÿ ïåðâîãî öèêëà, êàê è âûøå, îïðåäåëÿåòñÿ

èñõîäÿ èç ñèñòåìû 2.1.7 è òîãî ôàêòà, ÷òî s1 = r2 = s3 = 0 íà êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèè àòîìà B.

j1
II

j1
III j1

III

Ðèñ. 4.8: Ïåðåñòðîéêà öèêëà ϕII1 â öèêëû ϕIII1

Íàêîíåö, ÷òîáû îïðåäåëèòü áàçèñû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà B, îòâå÷àþùåãî äóãå Σ
(3)
3 áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà â ñëåäóþùåì ïóíêòå.
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Ëåììà 4.5. Öèêëû 2ϕI1 − ϕI2 è ϕII1 − ϕII2 (ñ ó÷¼òîì îðèåíòàöèè) ãîìîëîãè÷íû êðèòè÷åñêîé

îêðóæíîñòè àòîìà B, îòâå÷àþùåãî äóãå Σ
(3)
3 , à öèêëû ϕI1 è ϕ

II
1 âûñåêàþòñÿ íåêîòîðûì òðàíñ-

âåðñàëüíûì ñå÷åíèåì àòîìà.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå áàçèñîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà B, îòâå÷àþùåãî äóãå Σ
(3)
3 ,

ìîæíî âçÿòü (ϕII1 − ϕII2 ,±ϕII1 ) íà II-òîðå è (2ϕI1 − ϕI2,∓ϕI1) � íà äâóõ I-òîðàõ.

Èòàê, äëÿ ãðàíè÷íûõ òîðîâ âñåõ àòîìîâ ìû ïðåäúÿâèëè äîïóñòèìûå áàçèñû. Ïðè ýòîì äëÿ

êàæäîãî áàçèñà îñòàëàñü íåîäíîçíà÷íîñòü â îðèåíòàöèè îäíîãî èç öèêëîâ, êîòîðóþ óñòðàíèì èñ-

õîäÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòåëè âñåõ ìàòðèö ñêëååê áûëè ðàâíû −1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

êàæäîé èç ìîëåêóë ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè, â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè èçîýíåð-

ãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëó÷åííûå â èòîãå áàçèñû íà òîðàõ è ìàòðèöû ñêëåéêè íà ð¼áðàõ

ìîëåêóë ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 4.9, 4.10. Ìåòêè òåïåðü âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî

îïðåäåëåíèþ. Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.

KB

A

A

A

-j2
II

j1
II

K 1 0
0 -1

O

-j2
II

-j1
II

j1
III

-j2
III

K 0 1
1 0

O

-j2
III

j1
III

j1
III

-j2
III

K 0 1
1 0

O

-j2
III

j1
III

H2L

A

A

-j2
III

j1
III

K 0 1
1 0

O

j1
III

-j2
III

H1L

Ðèñ. 4.9: Äîïóñòèìûå áàçèñû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ è ìàòðèöû ñêëåéêè íà ð¼áðàõ ìîëåêóë

(çîíû ýíåðãèè (1), (2))

Çàìå÷àíèå 4.2.2. Íåêîòîðûå èç ìåòîê â ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîùå, à èìåííî,

ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ ïðè¼ìîâ. Íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìîëåêóëà ïðîñòåé-

øåãî âèäà A�A çàäà¼ò èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ñôåðó S3, òî ìåòêà r íà åäèíñòâåííîì ðåáðå ýòîé

ìîëåêóëû ðàâíà íóëþ (ñì. [8, òîì 2, ïðåäë. 1.1]). Ìåòêó ε ïðè ýòîì ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé åäè-

íèöå ïóò¼ì âûáîðà ïîäõîäÿùåé îðèåíòàöèè íà Q3
h = S3. Òåì ñàìûì ìû ñðàçó ïîëó÷àåì ìå÷åíûå

ìîëåêóëû äëÿ çîí ýíåðãèè (1) è (3).
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KB

A

A

A

-j2
II

j1
II

K 1 1
0 -1

O

j1
II - j2

II

-j1
II

j1
I

-j2
I

K 0 1
1 -2

O

2 j1
I - j2

I

j1
I

j1
I

-j2
I

K 0 1
1 -2

O

2 j1
I - j2

I

j1
I

H4L

A

A

-j2
II

j1
II

K 0 1
1 0

O

j1
II

-j2
II

H3L

Ðèñ. 4.10: Äîïóñòèìûå áàçèñû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ è ìàòðèöû ñêëåéêè íà ð¼áðàõ ìîëåêóë

(çîíû ýíåðãèè (3), (4))

Â ñëó÷àå ìîëåêóë äëÿ çîí (2), (4) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì êðóãîâûõ ìîëåêóë. Êðóãî-

âàÿ ìîëåêóëà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà, ñ òîé ëèøü

ðàçíèöåé, ÷òî îíà îïèñûâàåò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ òð¼õìåðíîé ïîâåðõíîñòè â ïðîîáðàçå íåêîòîðîé

îêðóæíîñòè ìàëîãî ðàäèóñà, îáõîäÿùåé îñîáóþ òî÷êó. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Ãîðÿ÷åâà òî÷-

êè q1, q2 áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ðèñ. 4.11) îòâå÷àþò âûðîæäåííûì îñîáåííîñòÿì ðàíãà 1

(ñì. òåîðåìó 2.1). Èçâåñòíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òàêèõ îñîáåííîñòåé èìååòñÿ ñòðóêòóðà ðàññëîå-

íèÿ Çåéôåðòà, ñîãëàñîâàííîãî ñî ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ [72]. Îòñþäà ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî r-ìåòêè

íà ð¼áðàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûõ ìîëåêóë (ñîåäèíÿþùèõ àòîìû B è A) ðàâíû íóëþ, à

ε-ìåòêè � åäèíèöå (ýòè êðóãîâûå ìîëåêóëû îòâå÷àþò òèïè÷íîé áèôóðêàöèè òèïà �pitch-fork�).

Ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå ìîæíî óòâåðæäàòü è äëÿ I- è III-ð¼áåð èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîëåêóë.

Äàëåå, òî÷êà q4 áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóåò íåâûðîæäåííîé îñîáåííîñòè ðàí-

ãà íîëü òèïà öåíòð-ñåäëî (ñì. òåîðåìó 2.1). Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíî (ñì. [8, òåîðåìà 9.2]), ÷òî

r-ìåòêè íà ð¼áðàõ êðóãîâîé ìîëåêóëû ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íà II-ðåáðå ìî-

ëåêóëû, îòâå÷àþùåé çîíå (2), ìåòêà r ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, à ìåòêó ε ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé

åäèíèöå ïóò¼ì âûáîðà ïîäõîäÿùåé îðèåíòàöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êàìåð I, III ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ äîïóñêàåò ÿâíîå îïèñàíèå â

òåðìèíàõ èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ si, ri, àíàëîãè÷íîå ïðåäúÿâëåííîìó â ðàçäåëå 3.3. Ýòî

ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå óêàçàòü íåêîòîðûå áàçèñíûå öèêëû íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ è âû-

ïèñàòü íåêîòîðûå ìàòðèöû ñêëåéêè.

Çàìå÷àíèå 4.2.3. Çíàíèå áàçèñíûõ öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ âñåõ àòîìîâ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷å-
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q3

q4

q1

q2

Γ
S1

S2

S3
H1L

S3
H2L

S3
H3L

S4

Ðèñ. 4.11: Êðèâàÿ γ â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

âà ïîçâîëÿåò âûïèñàòü êðóãîâóþ ìîëåêóëó îñîáûõ òî÷åê q1, q2, ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèâîé γ íà

ðèñóíêå 4.11. Ýòà ìîëåêóëà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 4.12.

B B

AA

AA

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

n=1 n=1

Ðèñ. 4.12: Êðóãîâàÿ ìîëåêóëà îñîáûõ òî÷åê q1, q2

Çàìå÷àíèå 4.2.4. Ïåðâûé öèêë ëþáîãî äîïóñòèìîãî áàçèñà íà ãðàíèöå êàæäîãî àòîìà îïðåäå-

ë¼í îäíîçíà÷íî (â ñëó÷àå àòîìà A � ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè). Èíòåðåñíî ïîíÿòü, êàê ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé òàêèå öèêëû äëÿ ðàçíûõ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. ßñíî, ÷òî ýòè öèêëû

ïî íåïðåðûâíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü íà ëþáîì òîðå Ëèóâèëëÿ â ïðåäåëàõ îäíîé êàìåðû. Íà

ðèñóíêå 4.13 äëÿ êàæäîé êàìåðû èçîáðàæåíà ðàçâ¼ðòêà ñîîòâåòñòâóþùåãî òîðà Ëèóâèëëÿ ñ óêà-

çàíèåì ïåðâûõ öèêëîâ áàçèñîâ, îòâå÷àþùèõ òåì äóãàì, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò äàííóþ êàìåðó.

Ïðè ýòîì ñòîðîíû ðàçâ¼ðòêè èçîáðàæàþò öèêëû ϕ1, ϕ2.

4.2.1 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.5

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.5 íåîáõîäèìî ïîíÿòü, êàê óñòðîåíà ïðîåêöèÿ Ĝ : L→ R2(u1, u2)

îñîáîãî ñëîÿ L àòîìà B (ãîìåîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ �âîñüì¼ðêè� íà îêðóæíîñòü) íà

ïëîñêîñòü ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ. Ñòðóêòóðà ýòîé ïðîåêöèè ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà íà

ðèñóíêå 4.14. Å¼ îáðàçîì ñëóæèò ïðÿìîóãîëüíèê Π, äâå èç ñòîðîí êîòîðîãî (íèæíÿÿ è ïðàâàÿ)
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j1
I

j2
I

j1
II

j2
II

j1
III

j2
III

I II III

S4
S4

S2

S3
H1L S3

H1L

S3
H2L

S3
H3L S3

H3L

S1

Ðèñ. 4.13: Ñâÿçü ïåðâûõ áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ

ñîîòâåòñòâóþò êðàòíîìó êîðíþ ìíîãî÷ëåíà P . Ïðè ýòîì â âåðøèíå, îáùåé äëÿ ýòèõ ñòîðîí,

ðàçäåëÿþùèåñÿ ïåðåìåííûå u1, u2 ñîâïàäàþò: u1 = u2 = n2 = m1.

Íà ðèñóíêå 4.14 òî÷êè, îáîçíà÷åííûå áóêâîé �Y�, ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè òî÷åê, îáîçíà÷åí-

íûõ áóêâîé �X�, ñ òàêèìè æå íèæíèìè èíäåêñàìè. (Íàïðèìåð, Y 1
34, Y

2
34, Y

3
34, Y

4
34 � ïðîîáðàçû

òî÷êè X34.) Äëÿ âåðøèí è ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà Π èçîáðàæåíû èõ ïîëíûå ïðîîáðàçû, â òî

âðåìÿ êàê äëÿ èíòåðâàëîâ X12X34 è X23X14 � òîëüêî �ïîëîâèíà� ïðîîáðàçà, äëÿ êîòîðîé s2 > 0.

Ïîÿñíèì, ÷òî s2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u2 = m2, ò.å. â òî÷íîñòè íà Ĝ−1(X2X3) (ýòî

ñëåäóåò èç 5.0.1). ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü ðèñóíîê, ìû íå ïîêàçûâàåì íà í¼ì òå êîìïîíåíòû

ïðîîáðàçà èíòåðâàëîâ X12X34, X23X14, íà êîòîðûõ s2 < 0.

Ïðèñòóïèì ê îáîñíîâàíèþ ðèñóíêà 4.14. Â îñíîâå àíàëèçà ïðîåêöèè Ĝ ëåæèò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.2. 1. Ïðè ïðîåêöèè Ĝ âíóòðåííîñòü ïðÿìîóãîëüíèêà Π = X1X2X3X4

íàêðûâàåòñÿ 16-òüþ ëèñòàìè, ðàçëè÷àåìûìè çíàêàìè ïåðåìåííûõ s1, s2, s3, s̃3, ãäå s̃3 =

r12r22r31 (èòîãî 24 = 16 âàðèàíòîâ).

2. Ïðîîáðàç âíóòðåííèõ òî÷åê îòðåçêà X1X2 ñîñòîèò èç âîñüìè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè,

ðàçëè÷àåìûõ çíàêàìè ïåðåìåííûõ s1, s2, s3.

3. Ïðîîáðàç âíóòðåííèõ òî÷åê îòðåçêà X2X3 ñîñòîèò èç âîñüìè êîìïîíåíò, ðàçëè÷àåìûõ

çíàêàìè s1, r2, s3.

4. Ïðîîáðàç âíóòðåííèõ òî÷åê îòðåçêîâ X2X3 è X1X4 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ êîìïîíåíò,

ðàçëè÷àåìûõ çíàêàìè r1, s2.

5. Ïðîîáðàç òî÷êè X1 ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, ðàçëè÷àåìûõ çíàêîì ïåðåìåííîé s2.

6. Ïðîîáðàç X2 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ òî÷åê, ðàçëè÷àåìûõ çíàêàìè s1, s3.

7. Ïðîîáðàç X3 ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, ðàçëè÷àåìûõ çíàêîì r1.
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3
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6
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2
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3
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4

Y14
1
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2

Y14
3
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4

Y1
1
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2

Y2
1

Y2
2
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3

Y2
4

Y3
1
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1

Y4
2

Y4
3
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S

Γ-

Γ+

G
`

Ðèñ. 4.14: Ñòðóêòóðà ïðîåêöèè Ĝ îñîáîãî ñëîÿ àòîìà B íà ïëîñêîñòü R2(u1, u2) (çîíà ýíåðãèè

(4))

8. Òî÷êà X4 èìååò â êà÷åñòâå ïðîîáðàçà äâå îêðóæíîñòè γ+, γ−, ðàçëè÷àåìûå çíàêîì s2.

Êàæäàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé èìååò ïî äâå îáùèå òî÷êè ñ êðèòè÷åñêîé îêðóæíî-

ñòüþ S àòîìà B. Êðîìå òîãî, Ĝ−1(X1X4 ∪X3X4) = S ∪ γ+ ∪ γ−.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 4.2.2 ëåæèò àíàëèç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ξ (4.2.4).

Äåéñòâèòåëüíî, ìîùíîñòü ïðîîáðàçà Ĝ−1(P ) òî÷êè P ïðÿìîóãîëüíèêà Π ðàâíà ìîùíîñòè îáðàçà

îòîáðàæåíèÿ ξ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ çíàêîâ ìîíîìîâ â ôîðìó-

ëàõ (5.0.1)), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, 2p, ãäå p � ðàíã îòîáðàæåíèÿ ξ. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.4, äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà Π ýòî ÷èñëî ðàâíî 24 = 16.

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ÷åòûð¼õ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñóìì â (4.2.4) ìîæíî âçÿòü z2 ⊕ z5, z1 ⊕ z4,

z1 ⊕ z2 ⊕ z6, z3 ⊕ z4 ⊕ z5. Ïðè ýòîì ïåðâûå äâà âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò, ñîãëàñíî (5.0.1), çíàêè

ïåðåìåííûõ s1 è s2, à âòîðûå äâà � çíàêè ìîíîìîâ r11r21r32, r12r22r31 = s̃3, âõîäÿùèõ â ôîð-
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ìóëó äëÿ s3. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà îñîáîì ñëîå L èìååì |r11r21r32| > |r12r22r31|, ïîýòîìó
âûðàæåíèå z1 ⊕ z2 ⊕ z6 îïðåäåëÿåò çíàê s3.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, íàïðèìåð, èíòåðâàë X2X3. Äëÿ íåãî âûïîëíåíî u2 = m2, r12 = 0, ïî-

ýòîìó â (4.2.4) èñ÷åçàþò âñå ñóììû, ñîäåðæàùèå z4 (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìàì â (5.0.1),

ñîäåðæàùèì ðàäèêàë r12). Ó òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ξ ðàíã ðàâåí òð¼ì, â êà÷åñòâå òð¼õ áàçèñíûõ

êîìïîíåíò ìîæíî âçÿòü ñóììû z2⊕ z5, z1⊕ z2⊕ z6, z1⊕ z3⊕ z5, ñîîòâåòñòâóþùèå, êàê íåñëîæíî

âèäåòü, çíàêàì ïåðåìåííûõ s1, s3, r2.

Îñòàëüíûå ñòîðîíû, à òàêæå âåðøèíû X1, X2, X3 ïðÿìîóãîëüíèêà Π ðàññìàòðèâàþòñÿ àíà-

ëîãè÷íî. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Ñòðóêòóðà ïðîåêöèè Ĝ

Ïîäìíîæåñòâî

ïðÿìîóãîëüíèêà Π

Ïåðåìåííûå zi,

íå âõîäÿùèå

â îòîáðàæåíèå ξ

Áàçèñíûå

êîìïîíåíòû

îòîáðàæåíèÿ ξ

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïåðåìåííàÿ

Int(X1X2X3X4) �

z2 ⊕ z5

z1 ⊕ z4

z1 ⊕ z2 ⊕ z6

z3 ⊕ z4 ⊕ z5

s1

s2

s3

s̃3

Int(X1X2) z3

z2 ⊕ z5

z1 ⊕ z4

z1 ⊕ z2 ⊕ z6

s1

s2

s3

Int(X2X3) z4

z2 ⊕ z5

z1 ⊕ z3 ⊕ z5

z1 ⊕ z2 ⊕ z6

s1

r2

s3

Int(X3X4) z2, z3

z1 ⊕ z5 ⊕ z6

z1 ⊕ z4

r1

s2

Int(X1X4) z5, z6

z2 ⊕ z3 ⊕ z4

z1 ⊕ z4

r1

s2

X1 z3, z5, z6 z1 ⊕ z4 s2

X2 z3, z4

z2 ⊕ z5

z1 ⊕ z2 ⊕ z6

s1

s3

X3 z2, z3, z4 z1 ⊕ z5 ⊕ z6 r1

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òî÷êà X4. Â íåé èìååì u1 = u2, ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ, ôîð-

ìóëû (5.0.1) â ýòîì ñëó÷àå íå îïðåäåëåíû. ×òîáû ïîíÿòü, êàêîå ïîäìíîæåñòâî îñîáîãî ñëîÿ L

ïðîåêòèðóåòñÿ â òî÷êó X4, âûÿñíèì, äëÿ êàêèõ òî÷åê ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ M4 ïåðåìåííûå

ðàçäåëåíèÿ ñîâïàäàþò. Ñîãëàñíî [36], ïåðåìåííûå u1, u2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîðíè êâàäðàòíîãî
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óðàâíåíèÿ

r2
3u

2 − 2bu+

(
2b

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

)
− kr2

3

)
= 0,

ãäå k � çíà÷åíèå èíòåãðàëà K. Ïîýòîìó óñëîâèå ðàâåíñòâà u1 = u2 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå D =

4b2 − 4r2
3

(
2b

(
s2

1 + s2
2 +

b

r2
3

)
− kr2

3

)
= 0. Ïîäñòàâëÿÿ (2.1.6), ïîëó÷àåì D = 4r4

3((s2
1 − s2

2 + r2
3)2 +

4s2
1s

2
2) = 0. Îòñþäà s1 = 0, s2

2 = r2
3, à èç óñëîâèÿ s1r1 + s2r2 + s3r3 = 0 ñëåäóåò s3 = ±r2. Â èòîãå

ïîëó÷àåì äâå îêðóæíîñòè γ±, ðàçëè÷àåìûå çíàêîì s2:

γ± =

{
r2

1 + r2
2 = 1− b

2h− 1
, r3 =

√
b

2h− 1
, s2 = ±

√
b

2h− 1
, s3 = ∓r2, s1 = 0

}
.

Çäåñü h � çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà H.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü S ⊂ L. Îíà çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.

ôîðìóëó 2.3.6):

S =

{
r2

1 + r2
3 = 1, s2

2 = 2h− 1 + r2
3 −

b

r2
3

, s1 = r2 = s3 = 0

}
.

Èç òîãî, ÷òî s1 = 0, ñëåäóåò r21 = 0 èëè r22 = 0, îòêóäà ëèáî u1 = m1, ëèáî u2 = m1. Ïîýòîìó

Ĝ(S) ⊂ X1X4 ∪ X3X4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè P ∈ (X1X4 ∪ X3X4) \ {X4}, òî â òî÷êå P ëèáî

u1 = m1 = n2 è r21 = r31 = 0, ëèáî u2 = m1 = n2 è r22 = r32 = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ñèëó (5.0.1)

s1 = r2 = s3 = 0, ïîýòîìó P ∈ S. ßñíî òàêæå, ÷òî êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé γ+, γ− ïåðåñåêàåò S

ïî äâóì òî÷êàì:

γ+ ∩ S =

{
s1 = r2 = s3 = 0, r3 = s2 =

√
b

2h− 1
, r1 = ±

√
1− b

2h− 1

}
;

γ− ∩ S =

{
s1 = r2 = s3 = 0, r3 = −s2 =

√
b

2h− 1
, r1 = ±

√
1− b

2h− 1

}
.

Òåì ñàìûì ïðåäëîæåíèå 4.2.2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ðåçóëüòàòû äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 3, ãäå, â ÷àñòíîñòè, äàþòñÿ

ïîÿñíåíèÿ ê îáîçíà÷åííûì íà ðèñóíêå 4.14 òî÷êàì îñîáîãî ñëîÿ L â òåðìèíàõ çíàêîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, òî÷êà Y 1 õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â íåé s1 < 0, s2 > 0,

s3 > 0, s̃3 > 0.

Èòàê, ìû íàøëè ïî îòäåëüíîñòè ïðîîáðàçû âíóòðåííîñòè, ñòîðîí è âåðøèí ïðÿìîóãîëüíè-

êà Π è îõàðàêòåðèçîâàëè ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ýòèõ ïðîîáðàçîâ â òåðìèíàõ çíàêîâ íåêîòîðûõ

ïåðåìåííûõ. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëíîé êàðòèíû ïðîåêöèè Ĝ íàì îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê ðàç-

ëè÷íûå êîìïîíåíòû �ñêëåèâàþòñÿ� ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îòðåçîê X12XX34 ⊂ Π.

Åãî ïðîîáðàç ñîñòîèò èç 16-òè êðèâûõ âèäà Y i
12Y

jY k
34 (èõ íà÷àëà è êîíöû ìîãóò ñîâïàäàòü).

Ïðè ýòîì òî÷êå Y i
12 ïðèïèñàíû çíàêè ïåðåìåííûõ s1, s2, s3, òî÷êå Y j � çíàêè s1, s2, s3, s̃3, òî÷-

êå Y k
34 � çíàêè r1, s2. Èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè ÿñíî, ÷òî sign(s1(Y i

12)) = sign(s1(Y j)),
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sign(s2(Y i
12)) = sign(s2(Y k

34)) = sign(s2(Y j)), sign(s3(Y i
12)) = sign(s3(Y j)). Îñòà¼òñÿ îïðåäåëèòü

çíàê ïåðåìåííîé r1 â òî÷êå Y k
34. Òàê êàê r12r21r31|Y k

34
= 0, òî èç ôîðìóë (5.0.1) èìååì

sign(r1(Y k
34)) = − sign(r11r22r32|Y k

34
) = − sign(r11r22r32|Y j) =

= − sign(r21r22|Y j) sign(r11r21r32|Y j) = − sign(s1(Y j)) sign(s3(Y j)). (4.2.5)

Òàêàÿ ñâÿçü çíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ òî÷êè Y i
12, Y

j, Y k
34, êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò ðèñóíêó 4.14.

Òàáëèöà 3. Ñòðóêòóðà ïðîåêöèè Ĝ: ïîÿñíåíèÿ ê ðèñóíêó 4.14

Ïîäìíîæåñòâî

ïðÿìîóãîëüíèêà Π

×èñëî

êîìïîíåíò

ïðîîáðàçà

Ïåðåìåííûå,

îïðåäåëÿþùèå

êîìïîíåíòó

Ïîÿñíåíèÿ ê òî÷êàì

â ïðîîáðàçå

Int(X1X2X3X4) 16 s1, s2, s3, s̃3

Y 1 : −+ + + Y 2 : −+ +−
Y 3 : + +−− Y 4 : + +−+

Y 5 : + + +− Y 6 : + + + +

Y 7 : −+−+ Y 8 : −+−−

Int(X1X2) 8 s1, s2, s3

Y 1
12 : −−+ Y 2

12 : +−−
Y 3

12 : +−+ Y 4
12 : −−−

Y 5
12 : −++ Y 6

12 : + +−
Y 7

12 : + ++ Y 8
12 : −+−

Int(X2X3) 8 s1, r2, s3

Y 1
23 : −++ Y 2

23 : −−+

Y 3
23 : +−− Y 4

23 : + +−
Y 5

23 : +−+ Y 6
23 : + ++

Y 7
23 : −+− Y 8

23 : −−−

Int(X3X4) 4 r1, s2

Y 1
34 : +− Y 2

34 : −−
Y 3

34 : + + Y 4
34 : −+

Int(X1X4) 4 r1, s2

Y 1
14 : +− Y 2

14 : −−
Y 3

14 : + + Y 4
14 : −+

X1 2 s2 Y 1
1 : − Y 2

1 : +

X2 4 s1, s3

Y 1
2 : −+ Y 2

2 : +−
Y 3

2 : + + Y 4
2 : −−

X3 2 r1 Y 1
3 : + Y 2

3 : −

X4 2 s2

Y 1
4 : +− Y 2

4 : −−
Y 3

4 : + + Y 4
4 : −+
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Àíàëîãè÷íî, ïóñòü Y i
23Y

jY k
14 ⊂ Ĝ−1(X23XX14). Òîãäà

sign(s1(Y i
23)) = sign(s1(Y j)), sign(s2(Y k

14)) = sign(s2(Y j)),

sign(s3(Y i
23)) = sign(s3(Y j)),

sign(r2(Y k
23)) = − sign(r11r22r31|Y k

23
) = − sign(r11r22r31|Y j) =

=− sign(r11r12|Y j) sign(r12r22r31|Y j) = sign(s2(Y j)) sign(s̃3(Y j)),

sign(r1(Y k
14)) = sign(r12r21r31|Y k

14
) = sign(r12r21r31|Y j) =

= sign(r21r22|Y j) sign(r12r22r31|Y j) = − sign(s1(Y j)) sign(s̃3(Y j)). (4.2.6)

Òî÷íî òàê æå îïðåäåëÿåì ïðàâèëà �ñêëåéêè� âñåõ äðóãèõ êîìïîíåíò â ïðîîáðàçå Ĝ−1(Π).

Ïîÿñíèì òåïåðü âûáîð îðèåíòàöèè íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè S è êðèâûõ âèäà Y i
12Y

jY k
34,

Y i
23Y

jY k
14. Íà îêðóæíîñòè S, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 4.14 æèðíîé ëèíèåé, îòìå÷åíà å¼ åñòå-

ñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ, êàê ýòî äåëàëîñü âûøå, èç óðàâíåíèé (2.1.7). Íà êðèâûõ

Y i
12Y

jY k
34, Y

i
23Y

jY k
14 îðèåíòàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è íà öèêëàõ ϕ1, ϕ2, çíàêîì sign(

√
P (u1)) =

sign(r11r21r31) èëè sign(
√
P (u2)) = sign(r12r22r32). Çäåñü íóæíî çàìåòèòü, ÷òî

sign(r11r21r31) = sign(r21r22) sign(r11r12) sign(r12r22r31) = sign s1 sign s2 sign s̃3,

sign(r12r22r32) = sign(r21r22) sign(r11r12) sign(r11r21r32) = − sign s1 sign s2 sign s3.

Òåì ñàìûì ìû çàâåðøàåì ïîÿñíåíèå ðèñóíêà 4.14 è ïåðåõîäèì ê âûáîðó äîïóñòèìûõ áàçèñîâ

öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìà B. Äëÿ ýòîãî �ñòÿíåì� öèêëû ϕji , i = 1, 2, j = I, II, íà îñîáûé

ñëîé L. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì öèêëû íà L (äëÿ êîòîðûõ ñîõðàíèì òå

æå îáîçíà÷åíèÿ) ëåæàò â ïðîîáðàçàõ îòðåçêîâ X12X34 è X23X14. Ïðè ýòîì ó íàñ áóäåò äâà öèêëà

ϕI1 è äâà öèêëà ϕI2 (ñîîòâåòñòâåííî äâóì I-òîðàì, ðàçëè÷àþùèõñÿ, ñîãëàñíî ëåììå 4.3, çíàêîì

ïåðåìåííîé s3). Ïîýòîìó ïîëîæèì ϕI1 = ϕI+1 , åñëè s3|ϕI
1
≥ 0, è ϕI1 = ϕI−1 , åñëè s3|ϕI

1
≤ 0 (i = 1, 2).

Èòàê, ìû èìååì øåñòü öèêëîâ ϕI±i , ϕIIi ⊂ Ĝ−1(X12X34 ∪ X23X14), i = 1, 2. Áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî öèêëû ϕI+i , ϕIIi ñîäåðæàò òî÷êó Y 1, à öèêëû ϕI−i � òî÷êó Y 3. Òåì ñàìûì ìû ôèêñèðóåì

ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ ãîìîëîãè÷íûõ öèêëîâ. Äàëåå, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

ϕI+1 = Y 1Y 5
12Y

2Y 3
34Y

1, ϕI+2 = Y 1Y 1
23Y

2
14Y

5
23Y

5Y 3
14Y

1,

ϕI−1 = Y 3Y 6
12Y

4Y 3
34Y

3, ϕI−2 = Y 3Y 3
23Y

2
14Y

7
23Y

7Y 3
14Y

3, (4.2.7)

ϕII1 = Y 1Y 5
12Y

2Y 3
34Y

3Y 6
12Y

4Y 3
34Y

1, ϕII2 = Y 1Y 1
23Y

2
14Y

7
23Y

7Y 3
14Y

1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî öèêëà ϕji âîññòàíîâèòü ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïîíåíò ïðîîáðàçà îòðåçêà X12X34 èëè X23X14. Äëÿ ýòîãî

íóæíî ïîíÿòü, êàê ìåíÿþòñÿ çíàêè ïåðåìåííûõ s1, s2, s3, s̃3 ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé êîìïîíåíòû

ê äðóãîé (ò.å. â òî÷êàõ âèäà Y j
12, Y

j
23, Y

j
34 è Y

j
14). Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, öèêë ϕ

I+
1 èëè ϕI−1 . Åñëè

ðàññìàòðèâàòü åãî êàê öèêë íà I-òîðå Ëèóâèëëÿ, òî ìèíèìóìó è ìàêñèìóìó ôóíêöèè u1 (ò.å.
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u1 = n1 èëè u1 = n2) ñîîòâåòñòâóåò ñìåíà çíàêà ðàäèêàëà r31. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå

s1, s2, s3 ñîõðàíÿþò çíàêè, à s̃3 ìåíÿåò çíàê. Òî æå ñàìîå âåðíî, åñòåñòâåííî, è äëÿ öèêëà ϕI+1

(ϕI−1 ) íà îñîáîì ñëîå L.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ öèêëà ϕII1 ïðè u1 = n1 ìåíÿåò çíàê ïåðåìåííàÿ s̃3, à ïðè u1 = m1 � ïåðåìåí-

íûå s1 è s3. Íà öèêëå ϕ
I±
2 ïðè u2 = m1 ìåíÿþò çíàêè s1, s̃3, ïðè u2 = m2 � s2, s̃3. Íà öèêëå ϕII2 ïðè

u2 = n2 ìåíÿåò çíàê s3, à ïðè u2 = m2 � s2, s̃3. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (4.2.5), (4.2.6) ïîëó÷àåì 4.2.7.

Èç 4.2.7 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå âòîðûõ áàçèñíûõ öèêëîâ íà ãðàíè÷íûõ I-òîðàõ è

II-òîðå àòîìà B ìîæíî âçÿòü öèêëû ±ϕI±1 è ∓ϕII1 , òàê êàê îíè òðàíñâåðñàëüíû êðèòè÷åñêîé

îêðóæíîñòè àòîìà íà åãî îñîáîì ñëîå (ñì. ðèñ. 4.14) è, ñëåäîâàòåëüíî, âûñåêàþòñÿ íåêîòîðûì

òðàíñâåðñàëüíûì ñå÷åíèåì àòîìà íà åãî ãðàíè÷íûõ òîðàõ.

Îñòà¼òñÿ âûáðàòü ïåðâûå áàçèñíûå öèêëû. Äëÿ ýòîãî ñòÿíåì öèêëû ϕI±i , ϕIIi íà ïðîîáðàç

Ĝ−1(X1X4∪X3X4), ò.å. íà îáúåäèíåíèå êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè S è îêðóæíîñòåé γ±. Ðàññìîò-

ðèì ñíà÷àëà öèêë ϕII2 (èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñóíêå 4.14 ëèøü �íàïîëîâèíó�). Óñòðåìèì çíà÷å-

íèå u1, îòâå÷àþùåå ýòîìó öèêëó, ê m1 = n2. Ïðè ýòîì òî÷êè Y 1
23, Y

7
23, Y

1, Y 7, Y 3
14 ïåðåéäóò, ñîîò-

âåòñòâåííî, â òî÷êè Y 1
3 , Y

2
3 , Y

3
34, Y

4
34, Y

3
4 , êðèâûå Y

3
14Y

1Y 1
23, Y

2
14Y

7
23 � â êðèâûå Y

3
4 Y

3
34Y

1
3 , Y

2
4 Y

2
34Y

2
3 .

Êðèâàÿ Y 7
23Y

7Y 3
14 ïåðåéä¼ò â êðèâóþ Y 2

3 Y
4

34Y
4

4 è òó ÷àñòü îêðóæíîñòè γ+, íà êîòîðîé s3 ≤ 0

(ò.ê. s3|Y 7
23Y

7Y 3
14
≤ 0), à êðèâàÿ Y 1

23Y
2

14 � â êðèâóþ Y 1
3 Y

1
34Y

1
4 è òó ÷àñòü îêðóæíîñòè γ−, íà êîòîðîé

s3 ≥ 0 (ñì. ðèñ. 4.15).

Y1
1

Y1
2

Y3
1

Y3
2

Y4
1

Y4
2

Y4
3

Y4
4

S
j2

II

j1
II

s3 < 0

s3 > 0 s3 < 0

s3 > 0

Ðèñ. 4.15: Ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ öèêëîâ ϕII1 è ϕII2

Â ñëó÷àå öèêëà ϕII1 ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåòëþ Y 3
34Y

3Y 6
12Y

4Y 3
34 ñòÿíåì íà êðèâóþ

Y 3
4 Y

3
14Y

2
1 Y

4
14Y

4
4 è äóãó Y 4

4 Y
3

4 îêðóæíîñòè γ+, óñòðåìèâ u2 ê m1 = n2. À ïåòëþ Y 3
34Y

1Y 5
12Y

2Y 3
34 ñíà-

÷àëà ñòÿíåì íà êðèâóþ Y 1
3 Y

1
23Y

1
2 Y

2
23Y

1
3 , óñòðåìèâ çíà÷åíèå u2 ê m2, à çàòåì íà äóãó Y 1

4 Y
2

4 îêðóæ-

íîñòè γ+ è êðèâóþ Y 2
4 Y

2
14Y

1
1 Y

1
14Y

1
4 , óñòðåìèâ u2 ê m1 = n2. Ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñóíêå 4.15. Èç

ðèñóíêà âèäíî, ÷òî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ϕII1 + ϕII2 . Èòàê,
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â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà íà ãðàíè÷íîì II-òîðå àòîìà B ñëåäóåò âçÿòü öèêë ϕII1 +ϕII2 .

Äëÿ I-òîðîâ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû (ñì. ðèñ. 4.16, 4.17). Òåì ñàìûì ëåììà 4.5 ïîëíîñòüþ

äîêàçàíà.

Y1
1

Y1
2

Y3
1

Y3
2

Y4
1

Y4
2

Y4
3

Y4
4

S
j2

I

j1
I+

j1
I+

s3 < 0

s3 > 0
s3 < 0

s3 > 0

Ðèñ. 4.16: Ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ öèêëîâ ϕI+1 è ϕI2

Y1
1

Y1
2

Y3
1

Y3
2

Y4
1

Y4
2

Y4
3

Y4
4

S
j2

I

j1
I-

j1
I-

s3 < 0

s3 > 0

s3 < 0

s3 > 0

Ðèñ. 4.17: Ïðåäåëüíûå ïîëîæåíèÿ öèêëîâ ϕI−1 è ϕI2
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Ãëàâà 5

Íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà (b < 0)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òîïîëîãèè íåêîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà (b < 0) ìû ñíîâà áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, íàéäåííîå Ï.Å. Ðÿáîâûì [36] è óæå èñïîëüçîâàííîå íàìè

â ãëàâå 4. Äëÿ óäîáñòâà íàïîìíèì, â ÷¼ì îíî ñîñòîèò. Íà êàæäîì ñëîå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ãà-

ìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

u̇1 =

√
P (u1)

u1 − u2

, u̇2 =

√
P (u2)

u1 − u2

,

ãäå P (u) = Ph,k(u) =
1

b
(2b+k−u2)(2b−k+u2)((u−b)2−k+4bh−b2) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6, çàâè-

ñÿùèé îò çíà÷åíèé h, k ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H,K, à u1, u2 � ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ

îäíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ si, ri. Áîëåå òî÷íî, u1 è u2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê

êîðíè íåêîòîðîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè, ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò si, ri. Ìû

áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî u1 ≥ u2.

Ïîëîæèì m1 =
√
k − 2b, m2 =

√
k + 2b, n1 = b−

√
k − 4bh+ b2, n2 = b+

√
k − 4bh+ b2 (òàêèì

îáðàçîì, ±m1,±m2, n1, n2 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà P ). Âñå ôàçîâûå ïåðåìåííûå si, ri âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ u1, u2 êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò ðàäèêàëîâ r1j =
√
m2

2 − u2
j ,

r2j =
√
u2
j −m2

1, r3j =
√

(uj − n1)(uj − n2), j = 1, 2, ñ êîýôôèöèåíòàìè, ãëàäêî çàâèñÿùèìè îò

u1, u2:

s1 = i
r21r22

2
√

2b(u1 + u2)
, s2 = − r11r12

2
√

2b(u1 + u2)
,

s3 = − i

2
√
b(u2

1 − u2
2)

(r12r22r31 + r11r21r32),

r1 =
1

2
√
b(u2

1 − u2
2)

(r12r21r31 + r11r22r32),

r2 = − i

2
√
b(u2

1 − u2
2)

(r11r22r31 + r12r21r32), r3 =

√
2b√

u1 + u2

. (5.0.1)
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Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ h, k ôîðìóëû (5.0.1) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíè-

ÿìè èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòè Ch,k = F−1(h, k) è çàäàþò îòîáðàæåíèå èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæå-

ñòâà Acc(h, k) â ïëîñêîñòè R2(u1, u2) (íàçûâàåìîãî îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ) íà Ch,k.

Òàê êàê ôàçîâûå ïåðåìåííûå si, ri ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, ìíîæåñòâî Acc(h, k) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ âèäà [α11, α12]× [α21, α22] (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûõ), ãäå αjs
� êîðíè ìíîãî÷ëåíà P èëè ±∞.

Òåîðåìà 5.1 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [78]). Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà ïðè

b < 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:{
k ≥ (2h+ 1)2 − 2b, h ≤ b− 1

2

}
∪
{
k ≥ 4bh− b2,

b− 1

2
< h ≤ b+ 1

2

}
∪

∪
{
k ≥ (2h− 1)2 + 2b,

b+ 1

2
< h ≤ 1

2

}
∪
{
k ≥ 2b, h >

1

2

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà àíàëèçå ôîðìóë 5.0.1, âûðàæàþùèõ ôàçî-

âûå ïåðåìåííûå ÷åðåç ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ.

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ïàð (h, k), äëÿ êîòîðûõ îáëàñòü âîçìîæ-

íîñòè äâèæåíèÿ íåïóñòà. Ïîñêîëüêó u1 + u2 = b/r2
3 < 0 (ñì. [36]), òî óñëîâèÿ âåùåñòâåííîñòè

ïðàâûõ ÷àñòåé â ðàâåíñòâàõ (5.0.1) ìîæíî âûïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû Z2-ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé: 

z2 ⊕ z5 = 1;

z1 ⊕ z4 = 0;

z3 ⊕ z4 ⊕ z5 = 0;

z1 ⊕ z2 ⊕ z6 = 0;

z2 ⊕ z3 ⊕ z4 = 1;

z1 ⊕ z5 ⊕ z6 = 1;

z1 ⊕ z3 ⊕ z5 = 0;

z2 ⊕ z4 ⊕ z6 = 0,

(5.0.2)

ãäå zq = bsgn(r2
q1), z3+q = bsgn(r2

q2), q = 1, 2, 3, bsgn(θ) =

0, åñëè θ ≥ 0,

1, åñëè θ < 0,
à ⊕ � ñóììà ïî

ìîäóëþ 2.

Ñèñòåìà (5.0.2) èìååò 4 íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ: (1, 1, 1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0, 1, 0),

(1, 0, 0, 1, 1, 1). Òàê êàê b < 0, ìû èìååì r2
11 + r2

21 < 0 è r2
12 + r2

22 < 0, îòêóäà (z1, z2) 6= (0, 0)

è (z4, z5) 6= (0, 0). Íàøå ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî u1 ≥ u2, âìåñòå ñ óñëîâèåì u1 + u2 < 0 âëå÷¼ò

u2
1 ≤ u2

2. Ïîýòîìó (z2, z5) 6= (0, 1). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.0.2), óäîâëåòâîðÿþùèì

ýòèì óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ íàáîð (1, 1, 1, 1, 0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ
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çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè:

m2
2 − u2

1 ≤ 0, u2
1 −m2

1 ≤ 0, (u1 − n1)(u1 − n2) ≤ 0,

m2
2 − u2

2 ≤ 0, u2
2 −m2

1 ≥ 0, (u2 − n1)(u2 − n2) ≥ 0.

Îòñþäà íàõîäèì ïðîìåæóòêè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ u1 è u2:

u1 ∈ ([−m1,m1] ∩ [n1, n2]) \ [−m2,m2], u2 ∈ (−∞,−m1] \ [n1, n2].

Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå ìû ïåðå÷èñëÿåì îáëàñòè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ äëÿ âñåõ âîç-

ìîæíûõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå îíè

ðàçëè÷íû), ó÷èòûâàÿ, ÷òî m2 < m1 (ïðè m2 ∈ R) è ÷òî n1 + n2 < 0.

Òàáëèöà 4. Ñâÿçü âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P

ñ îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîðíåé Îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ

I n1 < −m1 < −m2 < m2 < m1 < n2 ([−m1,−m2] ∪ [m2,m1])× (−∞, n1]

II n1 < −m1 < −m2 < m2 < n2 < m1 ([−m1,−m2] ∪ [m2, n2])× (−∞, n1]

III −m1 < n1 < −m2 < m2 < n2 < m1 ([n1,−m2] ∪ [m2, n2])× (−∞,−m1]

IV n1 < −m1 < −m2 < n2 < m2 < m1 [−m1,−m2]× (−∞, n1]

V −m1 < n1 < −m2 < n2 < m2 < m1 [n1,−m2]× (−∞,−m1]

V I −m1 < −m2 < n1 < n2 < m2 < m1 ∅ × (−∞,−m1]

V II n1 < −m1 < m1 < n2, m2 /∈ R [−m1,m1]× (−∞, n1]

V III n1 < −m1 < n2 < m1, m2 /∈ R [−m1, n2]× (−∞, n1]

V III∗ n1 < −m1 < n2 < −m2 < m2 < m1 [−m1, n2]× (−∞, n1]

IX −m1 < n1 < n2 < −m2 < m2 < m1 [n1, n2]× (−∞,−m1]

IX∗ −m1 < n1 < n2 < m1, m2 /∈ R [n1, n2]× (−∞,−m1]

X n1 < n2 < −m1 < m1, m2 /∈ R ∅ × ((−∞, n1] ∪ [n2,−m1])

X∗ n1 < n2 < −m1 < −m2 < m2 < m1 ∅ × ((−∞, n1] ∪ [n2,−m1])

Ïåðå÷èñëåííûå â òàáëèöå ñëó÷àè îïðåäåëÿþò â ïëîñêîñòè R2(h, k) ñëåäóþùèå îáëàñòè:

I : −2b < k < (2h− 1)2 + 2b, h > 1/2;

II : max{−2b, (2h− 1)2 + 2b} < k < (2h+ 1)2 − 2b, h > −1/2;

III (−1 < b < 0) : −2b < k < min{(2h− 1)2 + 2b, (2h+ 1)2 − 2b},

− 1/2 < h < 1/2;

IV : k > max{(2h− 1)2 + 2b, (2h+ 1)2 − 2b};

V : (2h+ 1)2 − 2b < k < (2h− 1)2 + 2b;

V I : 4bh− b2 < k < (2h+ 1)2 − 2b, h < (b− 1)/2;
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V II : 2b < k < min{−2b, (2h− 1)2 + 2b}, h > 1/2;

V III : (2h− 1)2 + 2b < k < −2b;

V III∗ (b < −1) : max{−2b, (2h− 1)2 + 2b} < k < (2h+ 1)2 − 2b, h < −1/2;

IX : max{−2b, 4bh− b2} < k < min{(2h− 1)2 + 2b, (2h+ 1)2 − 2b},

(b− 1)/2 < h < −1/2;

IX∗ (−4 < b < 0) : 4bh− b2 < k < min{−2b, (2h− 1)2 + 2b}, h < (b+ 1)/2;

X : max{2b, 4bh− b2} < k < min{−2b, (2h− 1)2 + 2b}, (b+ 1)/2 < h < 1/2;

X∗ (b < −4) : max{−2b, 4bh− b2} < k < (2h− 1)2 + 2b, (b+ 1)/2 < h < 1/2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìûêà-

íèå îáúåäèíåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ îáëàñòåé (çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòåé V I, X è X∗, äëÿ êîòîðûõ

îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ ïóñòà).

Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò äàòü îïèñàíèå îñîáåííîñòåé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ñèñòåì òèïà Ãîðÿ-

÷åâà â ñëó÷àå b < 0.

Òåîðåìà 5.2 (Ñ.Ñ. Íèêîëàåíêî [78]).

a) Ïðîîáðàç ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F ñîñòîèò èç äâóõ èëè

÷åòûð¼õ öèëèíäðîâ S1 × R1 â çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè â ImF (ñì. ðèñ. 5.1, 5.2).

b) Áèôóðêàöèè ðåãóëÿðíûõ öèëèíäðîâ èìåþò òèï àòîìîâ A, B, C2, P 4 è B
′′ (ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó êðèâûìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû è àòîìàìè óêàçàíî íà ðèñóíêàõ 5.1, 5.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäñ÷¼òà ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîîáðàçå ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ìû ñëåäóåì àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â [50] (ñì. ðàçäåë 1.12). Îòíûíå ïå-

ðåìåííûå zq áóäóò èìåòü èíîå çíà÷åíèå: ÷åðåç íèõ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóëåâû çíàêè ñàìèõ

ðàäèêàëîâ rqj (à íå âûðàæåíèé ïîä ðàäèêàëàìè): zq = bsgn(rq1), z3+q = bsgn(rq2), q = 1, 2, 3. Åñ-

ëè êàêèå-òî èç ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé îêàæóòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, ïîìåíÿåì èõ çíàê, ñäåëàâ

ïîëîæèòåëüíûìè, à ïåðåä ðàäèêàëîì çàïèøåì ìíèìóþ åäèíèöó i â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà.

Ïóñòü (h, k) � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F . Òîãäà äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîì-

ïîíåíòû â Acc(h, k) ðàäèêàëû rqj ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ðàäèêàëû ïåðâîé ãðóïïû

íå ìåíÿþò ñâîåãî çíàêà âäîëü òðàåêòîðèé â ïðîîáðàçå ýòîé äàííîé êîìïîíåíòû, â òî âðåìÿ

êàê ðàäèêàëû âòîðîé ãðóïïû ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþò çíàê. Åñëè Acc(h, k) = [α11, α12]× [α21, α22],

òî êî âòîðîé ãðóïïå ñëåäóåò îòíåñòè ðàäèêàëû
√
uj − αjs, à òàêæå âñå ðàäèêàëû, êðàòíûå èì;

îñòàëüíûå ðàäèêàëû îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîé ãðóïïå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöó ñèñòåìû (5.0.2). Îíà èìååò 8 ñòðîê (â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëîì

óðàâíåíèé) è 6 ñòîëáöîâ (ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ). Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé, îòâå÷àþùåé ðàäèêàëó
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Ðèñ. 5.1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé, b ∈ (−1, 0)

èç âòîðîé ãðóïïû, ïðîäåëàåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö íåíóëåâîé,

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû îí ñîäåðæàë ðîâíî îäíó

åäèíèöó, à çàòåì âû÷åðêíåì èç ìàòðèöû äàííûé ñòîëáåö, à òàêæå ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ ïîëó÷åí-

íóþ åäèíèöó. Â êîíöå êîíöîâ, êîãäà âñå îñòàâøèåñÿ ñòîëáöû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàäèêàëàì

òîëüêî èç ïåðâîé ãðóïïû, ïîäñ÷èòàåì ðàíã ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Åñëè îí ðàâåí p, òî ïðîîáðàç

F−1(h, k) íàä âûáðàííîé êîìïîíåíòîé â Acc(h, k) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç 2p ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, òî÷êó (h, k) èç îáëàñòè II. Îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ Acc(h, k)

ñîñòîèò èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ: Π1 = [−m1,−m2] × (−∞, n1] è Π2 = [m2, n2] × (−∞, n1].

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê Π1. Äëÿ íåãî ðàäèêàëû r11, r21 è r32 îòíîñÿòñÿ êî âòîðîé ãðóïïå,

à ðàäèêàëû r31, r12 è r22 � ê ïåðâîé ãðóïïå. Èç âîñüìè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïåðåìåííûõ zq
â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (5.0.2) ìîæíî îñòàâèòü ïåðâûå ÷åòûðå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ. Òîãäà

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü âèä:
0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 1 0

1 1 0 0 0 1

 .

Íàì íóæíî âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû 1-é, 2-é è 6-é ñòîëáöû. 6-é ñòîëáåö è òàê óæå ñîäåðæèò

ðîâíî îäíó åäèíèöó, ïîýòîìó ìû ñðàçó ìîæåì åãî âû÷åðêíóòü âìåñòå ñ 4-é ñòðîêîé. Çàòåì

ìû âû÷¼ðêèâàåì 1-é ñòîëáåö âìåñòå ñî 2-é ñòðîêîé, à òàêæå 2-é ñòîëáåö âìåñòå ñ 1-é ñòðîêîé.

Òàê êàê â ðåçóëüòàòå â ìàòðèöå îñòà¼òñÿ âñåãî îäíà íåíóëåâàÿ ñòðîêà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîîáðàç

F−1(h, k) íàä ïðÿìîóãîëüíèêîì Π1 ñîñòîèò èç 21 = 2 ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ
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Ðèñ. 5.2: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è òèïû áèôóðêàöèé, b < −1

çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ z3 ⊕ z4 ⊕ z5. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê ïðÿìîóãîëüíèêó Π2,

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîîáðàç F−1(h, k) íàä Π2 òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëíûé ïðîîáðàç F−1(h, k) ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ òîïîëîãèè êàæäîé êîìïîíåíòû â F−1(h, k) ïðîàíàëèçèðóåì ïðîîáðàçû ñå÷å-

íèé {u1 = const} è {u2 = const} â Acc(h, k). Ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó â ïðîîáðàçå ëó÷à

{u1 = const, u2 ≤ n1}. Ýòî ïðÿìàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ çíà÷åíèåì ðàäèêàëà
√
n1 − u2, ìåíÿþ-

ùèìñÿ îò −∞ äî +∞. Ýòà ïðÿìàÿ �ðàçâîðà÷èâàåòñÿ� íàä òî÷êîé {u2 = n1}, à èíòåðâàë (−∞, n1)

íàêðûâàåò äâóëèñòíî.

Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà îòðåçêà {u1 ∈ [−m1,−m2], u2 = const} � ýòî îêðóæíîñòü,

÷åòûð¼õëèñòíî íàêðûâàþùàÿ èíòåðâàë {−m1 < u1 < −m2}. ×åòûðå ëèñòà ýòîãî íàêðûòèÿ

ðàçëè÷àþòñÿ çíàêàìè ðàäèêàëîâ
√
u1 +m1 è

√
−m2 − u1. Åñëè ïîëîæèòü u1 = −m1 cos2 ϕ −

m2 sin2 ϕ, òî ϕ mod 2π ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íà äàííîé îêðóæíîñòè.

Ïîäâîäÿ èòîã, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà F−1(h, k) íàä ïðÿìîóãîëüíè-

êîì Π1 äèôôåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè S1 è ïðÿìîé R, ò.å. öèëèíäðó. Òî æå
ñàìîå âåðíî è äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà Π2. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ïðîîá-

ðàçàõ F−1(h, k) äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé â ImF è ïîêàçûâàåì, ÷òî êàæäàÿ èç

ýòèõ êîìïîíåíò äèôôåîìîðôíà öèëèíäðó.

Òåïåðü ìû õîòèì ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ýòèìè öèëèíäðàìè, êîãäà òî÷êà (h, k) â ImF ïå-

ðåñåêàåò áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó. Ñíîâà âîçüì¼ì òî÷êó (h, k) èç îáëàñòè II. Òàê êàê çíàêè

ðàäèêàëîâ r12, r22 íå ìåíÿþòñÿ, òî óäîáíî ñ÷èòàòü èõ ôèêñèðîâàííûìè. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ

{
√
n1 − u2 = const} ÷åòûð¼õ öèëèíäðîâ â ïðîîáðàçå F−1(h, k). Ýòè ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ îêðóæ-
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íîñòÿìè: ïî äâå íàä êàæäûì èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ Π1 è Π2. Îêðóæíîñòè íàä Π1 ðàçëè÷àþòñÿ

çíàêîì ðàäèêàëà r31 (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé z3). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

îáîçíà÷èì èõ γ1+ è γ1−. Îêðóæíîñòè íàä Π2 ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì ðàäèêàëà r21 (èëè, ýêâèâà-

ëåíòíî, çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé z2). Èõ ìû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç γ2+ è γ2−.

Êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé γ1± ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîëóîêðóæíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì

ðàäèêàëà r21 (çíà÷åíèåì z2), êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç γ±1±. Íàïðèìåð, γ
−
1+ = γ1+ ∩ {z2 = 1}.

Àíàëîãè÷íî êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé γ2± ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîëóîêðóæíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñî

çíàêîì ðàäèêàëà r31 (çíà÷åíèåì z3), êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç γ±2±. Â òî æå âðåìÿ êàæäàÿ

èç îêðóæíîñòåé γi± ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîëóîêðóæíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì ðàäèêàëà r11

(çíà÷åíèåì z1), êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(±)
i± (γ(+)

2− = γ2− ∩ {z1 = 0} è ò.ä.).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà (h, k) äâèæåòñÿ èç îáëàñòè II â îáëàñòü IV . Êîãäà îíà äîñòèãàåò

ïàðàáîëû π+, ìû èìååì m2 = n2. Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòè γ2± ñòÿãèâàþòñÿ â òî÷êè, à äâà

öèëèíäðà íàä Π2 � â ïðÿìûå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äâóì áèôóðêàöèÿì òèïà A. Îòìåòèì, ÷òî ïðè

ïåðåñå÷åíèè òî÷êîé (h, k) ïàðàáîëû π+ ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì Π1, à òàêæå äâóìÿ öèëèíäðàìè íàä

íèì íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò.

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà (h, k) äâèæåòñÿ èç îáëàñòè II â îáëàñòü I, ïåðåñåêàÿ ïàðàáîëó π−. Ñ

ïðÿìîóãîëüíèêîì Π1 è öèëèíäðàìè íàä íèì îïÿòü-òàêè íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò. À âîò îêðóæ-

íîñòè γ2± íàä ïàðàáîëîé π− êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â äâóõ òî÷êàõ, îáðàçóÿ êðèòè÷åñêèé óðîâåíü

àòîìà C2 (ñì. ðèñ. 5.3). Â ýòèõ äâóõ îáùèõ òî÷êàõ u1 = n2 = m1. Äàëåå, êîãäà òî÷êà (h, k)

âõîäèò â îáëàñòü I, ýòî îáúåäèíåíèå îêðóæíîñòåé ñíîâà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå îêðóæíîñòè, íî

èíûì ñïîñîáîì: îäíà îêðóæíîñòü � ýòî γ+
2+ ∪ γ+

2−, à äðóãàÿ � γ
−
2+ ∪ γ−2−. Îïèñàííûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèè òèïà C2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèôóðêàöèÿ öèëèíäðîâ

îïèñûâàåòñÿ àòîìîì C2.

Ðèñ. 5.3: Ïåðåñòðîéêà òèïà àòîìà C2

Íàêîíåö, ïóñòü òî÷êà (h, k) äâèæåòñÿ èç îáëàñòè II â îáëàñòü V III, ïåðåñåêàÿ ïðÿìóþ l−.

Êîãäà îíà äîñòèãàåò ïðÿìîé l−, ìû èìååì m2 = 0, à ïðÿìîóãîëüíèêè Π1 è Π2 êàñàþòñÿ äðóã

äðóãà âäîëü îáùåé ñòîðîíû {u1 = 0, u2 ≤ n1}. ×åòûðå îêðóæíîñòè γ1±, γ2± êàñàþòñÿ äðóã äðóãà

â ÷åòûð¼õ òî÷êàõ (â êîòîðûõ m2 = 0), îáðàçóÿ êðèòè÷åñêèé óðîâåíü àòîìà P4 (ñì. ðèñ. 5.4).
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Êîãäà òî÷êà (h, k) âõîäèò â îáëàñòü V III, ýòî îáúåäèíåíèå îêðóæíîñòåé ðàñïàäàåòñÿ íà äâå

îêðóæíîñòè: îäíà îêðóæíîñòü � ýòî γ(+)
1+ ∪ γ

(+)
2+ ∪ γ

(+)
1− ∪ γ

(+)
2− , à äðóãàÿ � γ

(−)
1+ ∪ γ

(−)
2+ ∪ γ

(−)
1− ∪ γ

(−)
2− .

Îïèñàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò áèôóðêàöèè òèïà P4. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèôóðêàöèÿ

öèëèíäðîâ îïèñûâàåòñÿ àòîìîì P 4.

Ðèñ. 5.4: Ïåðåñòðîéêà òèïà àòîìà P4

Áèôóðêàöèè, îòâå÷àþùèå âñåì îñòàëüíûì ÷àñòÿì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ áèôóðêàöèé íóæíî

ïðèìåíèòü òåõíèêó, îïèñàííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.5.

Òåïåðü, êîãäà ìû çíàåì òèïû áèôóðêàöèé, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ó÷àñòêàì áèôóðêàöèîí-

íîé äèàãðàììû, ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü èíâàðèàíòû Ôîìåíêî äëÿ âñåõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé

ýíåðãèè. Ïîëîæèì

I1 =

(
−∞, b− 1

2

)
, I2 =

(
b− 1

2
,
min{−1, b}

2

)
, I3 =

(
−1

2
,
b

2

)
,

I4 =

(
b

2
,
1

2
−
√
−b
)

(â ñëó÷àå − 1 < b < 0), I5 =

(
b

2
,
1 + min{−2, b}

2

)
,

I6 =

(
max

{
1

2
−
√
−b,−1

2

}
,
b+ 1

2

)
, I7 =

(
b+ 1

2
,−1

2

)
,

I8 =

(
1 + max{−2, b}

2
,
1

2

)
, I9 =

(
1

2
,
1

2
+
√
−b
)
, I10 =

(
1

2
+
√
−b,+∞

)
.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çîíû ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé

ýíåðãèè:

I1, I2, I3, I4, I6, I8, I9, I10 ïðè − 1 < b < 0; I1, I2, I6, I8, I9, I10 ïðè b = −1;

I1, I2, I5, I6, I8, I9, I10 ïðè − 2 < b < −1; I1, I2, I5, I8, I9, I10 ïðè b = −2;

I1, I2, I5, I7, I8, I9, I10 ïðè b < −2.
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Ñëåäñòâèå 5.0.3. Ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà

ïðè b < 0, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðíûì çîíàì ýíåðãèè I1 −−I10, îïèñûâàþòñÿ ìîëåêóëàìè

ñåìè òèïîâ, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñóíêàõ 5.5-5.11.

Ðèñ. 5.5: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I1, I7 Ðèñ. 5.6: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I2, I5

Ðèñ. 5.7: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I3 Ðèñ. 5.8: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I4
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Ðèñ. 5.9: Ìîëåêóëà äëÿ çîí ýíåðãèè I6, I9 Ðèñ. 5.10: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I8

Ðèñ. 5.11: Ìîëåêóëà äëÿ çîíû ýíåðãèè I10
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåä¼í òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî (ñ ïàðàìåòðîì b) ñåìåé-

ñòâà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì òèïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà, çàäàííûõ íà êîàëãåáðå e(3)∗. Îòäåëüíî

ðàññìîòðåíû ñëó÷àè: b = 0 (ñëó÷àé ×àïëûãèíà), b > 0 (êîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà), b < 0

(íåêîìïàêòíûé ñëó÷àé Ãîðÿ÷åâà). Ïðè b ≥ 0 ïðè êàæäîì íåîñîáîì òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîì

óðîâíå ýíåðãèè ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà

Ôîìåíêî�Öèøàíãà (ìå÷åíîé ìîëåêóëû). Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåíà ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü

(ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ) ìíîãèì ðàíåå èçó÷åííûì êëàññè÷å-

ñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì (ñëó÷àÿì Ýéëåðà, Ëàãðàíæà, Êîâàëåâñêîé, Æóêîâñêîãî, ×àïëû-

ãèíà, Ñðåòåíñêîãî, Êëåáøà, Êîâàëåâñêîé�ßõüè â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà, ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòî-

êó òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå íåêîòîðûì èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì â îáëàñòÿõ, îãðàíè-

÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè). Ïðè b = 0 èññëåäîâàí òàêæå òîïîëîãè÷åñêèé òðàåêòîðíûé

ïîðòðåò ñèñòåìû â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà Áîëñèíîâà�Ôîìåíêî (t-ìîëåêóëû). Â ðåçóëüòàòå îêàçà-

ëîñü, ÷òî ñëó÷àé ×àïëûãèíà òîïîëîãè÷åñêè òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòåí (ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷å-

íèÿõ ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ) äâóì äðóãèì õîðîøî èçâåñòíûì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì:

ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà è çàäà÷å ßêîáè î ãåîäåçè÷åñêîì ïîòîêå íà òð¼õîñíîì

ýëëèïñîèäå (òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ ñèñòåì áûëà äîêàçà-

íà ðàíåå À.Â. Áîëñèíîâûì è À.Ò. Ôîìåíêî). Ïîêàçàíî, ÷òî ýòó òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü

ìîæíî ñäåëàòü ãëàäêîé ëèøü ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè, à òàêæå äîêàçàíî îòñóòñòâèå òî-

ïîëîãè÷åñêîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêîé) ñîïðÿæ¼ííîñòè ñëó÷àÿ ×àïëûãèíà ñëó÷àþ Ýéëåðà è

çàäà÷å ßêîáè.

Ñëó÷àé b < 0 ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå èíòåðåñíûì êàê ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ñè-

ñòåìû ñ íåêîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ

ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ýíåðãèè èññëåäîâàíà â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà Ôîìåíêî (ìîëåêóëû).

Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ðåãóëÿðíûå ëèóâèëëåâû ñëîè äèôôåîìîðôíû äâóìåðíîìó öèëèíäðó, à âñå

àòîìû (áèôóðêàöèè) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòíîãî äâóìåðíîãî àòîìà

íà ïðÿìóþ ëèáî îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé ñåäëîâîé äâóìåðíîé îñîáåííîñòè íà îêðóæíîñòü.

Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèé äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå.

• Èññëåäîâàíèå òèïîâ âûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåì òè-

ïà ×àïëûãèíà�Ãîðÿ÷åâà.
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• Èññëåäîâàíèå òðàåêòîðíîãî ïîðòðåòà êîìïàêòíîãî ñëó÷àÿ Ãîðÿ÷åâà (b > 0). Ðàçäåëåíèå

ïåðåìåííûõ, èìåþùååñÿ â ýòîé çàäà÷å, ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îñíîâíîé òðàåêòîðíûé èíâà-

ðèàíò � ôóíêöèþ âðàùåíèÿ � ÷åðåç ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Èõ àíàëèòè÷åñêîå

èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü çàòðóäíåíî, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíûé âûâîä î âèäå òðàåêòîðíûõ

èíâàðèàíòîâ, ïî-âèäèìîìó, äîëæåí îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåí-

òà.

• Ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ íå-

êîìïàêòíûìè ëèóâèëëåâûìè ñëîÿìè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñåé÷àñ àêòèâíî âåäóòñÿ ðàáîòû.

Â ÷àñòíîñòè, àâòîðîì ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Ôîìåíêî 1.3 äëÿ íåêîìïàêòíûõ 3-àòîìîâ,

à òàêæå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåêîìïàêòíûõ 2-àòîìîâ (ïðè íåêîòîðûõ åñòå-

ñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) (ñì. [92, 90]).
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