
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌÅÍÈ

Ì.Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

ÌÅÕÀÍÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÓÄÊ 514.7, 514.8

ÊÀÍÒÎÍÈÑÒÎÂÀ ÅËÅÍÀ ÎËÅÃÎÂÍÀ

ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÕ

ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

ÂÐÀÙÅÍÈß Â ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÌ ÏÎËÅ

01.01.04 � ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ

äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

Àêàäåìèê À.Ò. Ôîìåíêî

Ìîñêâà � 2015



Ñîäåðæàíèå

1 Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. 4

1.1 Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê è îñîáûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-

òà äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòè òî-

÷åê âîçâðàòà. Òåîðåìà êëàññèôèêàöèè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì

èçó÷àåìûõ ñèñòåì. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.4 Àíàëèç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû 43

1.5 Ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.6 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà èññëåäóåìîé ñè-

ñòåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

1.7 Ïîñòðîåíèå ãðóáîé ìîëåêóëû ñèñòåìû íà íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

1.8 Âû÷èñëåíèå ìåòîê äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ . . . . . 63

1.9 Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ñ

èçó÷åííûìè ðàíåå èíòåãðèðóåìûìè ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè . . 83

2 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ 89

2.1 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ è ìîòèâàöèÿ

äëÿ èõ èçó÷åíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.2 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. Îïðåäåëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . 91

2.3 Ìîíîäðîìèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

2.4 Âû÷èñëåíèå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðà-

ùåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

2.5 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ñêëåéêè ïî ðåøåòêå ïåðåìåííûõ

äåéñòâèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

2



2.6 Âû÷èñëåíèå ìåòîê è ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ

äåéñòâèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

2.7 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà 118

3 Çàêëþ÷åíèå 125

3



1 Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ

â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.

1.1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ øèðîêèé êëàññ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ äâè-

æåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî äâóìåðíîé ñôåðå ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ, çàäàâàå-

ìîé ôóíêöèåé f(r) (â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ âêëàäûâàåòñÿ â R3, ýòà

ôóíêöèÿ çàäàåò îáðàçóþùóþ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ), â ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì ïî-

òåíöèàëüíîì ïîëå V (r). Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû ïîëíû (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîòîêè ïîëíû) è ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëèóâèëëþ, ïîýòîìó äëÿ èõ èññëåäî-

âàíèÿ ïðèìåíèìà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, ñîçäàííàÿ À.Ò. Ôîìåíêî

è åãî øêîëîé, ñì.[1]. Íà îñíîâå ýòîé òåîðèè ìû äàåì òîïîëîãè÷åñêóþ (ëèóâèëëå-

âó) êëàññèôèêàöèþ óêàçàííûõ ñèñòåì. Ñóòü òåîðèè Ôîìåíêî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îãðàíè÷åííîé íà òðåõìåð-

íîå íåîñîáîå êîìïàêòíîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ýôôåêòèâíûì îáðàçîì

ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûé äèñêðåòíûé èíâàðèàíò, èìåþùèé ñòðóêòóðó ãðàôà ñ

÷èñëîâûìè ìåòêàìè. Ýòîò èíâàðèàíò, íàçûâàåìûé ìå÷åíîé ìîëåêóëîé, èëè èíâà-

ðèàíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà, äà¼ò ïîëíîå îïèñàíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè) ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äàííîé ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõ-

íîñòÿõ, îïðåäåëÿåìîãî çàìûêàíèÿìè òðàåêòîðèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà ñèñòåì, ìû èññëåäóåì òèïû îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è ñòðîèì

áèôóðêàöèîííûå êîìïëåêñû ñèñòåì, ââåäåííûå À.Ò.Ôîìåíêî. Ïîäðîáíåå ñì.ðàáîòû

À.Ò.Ôîìåíêî [2] è [3], ðàáîòó À.Ò.Ôîìåíêî è À.Â.Áîëñèíîâà [1], à òàêæå ðàáîòó ðà-

áîòó À.Ò.Ôîìåíêî è À.Þ.Êîíÿåâà [33].

Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ óïîìÿíóòîé òåîðèåé êëàññèôèêà-
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öèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé

êëàññèôèêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå å¼ ïðèëîæåíèÿ ê

èññëåäîâàíèþ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â ðàáîòå À.Ò.Ôîìåíêî [31], à òàêæå â ðà-

áîòàõ À.Â.Áîëñèíîâà è À.Ò.Ôîìåíêî [1], â òàêæå â ðàáîòàõ À.Ò.Ôîìåíêî [8],[9],

À.Â.Áîëñèíîâà è À.Ò.Ôîìåíêî [10],[6], À.Ò.Ôîìåíêî è Ï.Â.Ìîðîçîâà [12], À.Â.Áîëñèíîâà,

À.Ò.Ôîìåíêî è À.À.Îøåìêîâà [13], Å.À.Êóäðÿâöåâîé, È.Ì.Íèêîíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî

[14], Å.À.Êóäðÿâöåâîé, À.Ò.Ôîìåíêî [15], À.Ò.Ôîìåíêî, À.Þ.Êîíÿåâà [16].

Ïóñòü (M4, ω,H) � âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòå-

ìà, ãäå M4 � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω, H

� ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùèé ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ω−1dH =

sgradH. Èíòåãðèðóåìîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòå-

ãðàëà K ñèñòåìû, ïî÷òè âñþäó íåçàâèñèìîãî ñ H, ïðè÷åì âåêòîðíûå ïîëÿ sgradH

è sgradK ïîëíû.

Îïðåäåëåíèå 1 Ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà-

çûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M4 íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñîâìåñòíûõ ïî-

âåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ H è K.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ (ñì. ðàáîòó À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî

[1]), ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùåå èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ äâó-

ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, â êîìïàêòíîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ òîðîâ (òîðîâ

Ëèóâèëëÿ) è îñîáûõ ñëîåâ. Òîðû Ëèóâèëëÿ çàïîëíÿþò ïî÷òè âñå M4, à îñîáûå

ñëîè çàïîëíÿþò ìíîæåñòâî ìåðû 0.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ : M4 → R2 òàêîå, ÷òî åñëè x ∈ M4, òî Φ(x) =

(H(x), K(x)), íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà.

Åñëè rk dΦ(x) < 2, òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ îñîáîé (êðèòè÷åñêîé) òî÷êîé îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà, à òî÷êà ξ = Φ(x) � îñîáûì çíà÷åíèåì. Ìíîæåñòâî Σ ⊂ R2

îñîáûõ çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé.

Â íàøåé ðàáîòå ãëàâíûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ èíòåãðèðóå-

ìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè câîáîäû íà òðåõìåðíûå íåîñîáûå (dH 6= 0 íè â
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îäíîé òî÷êå) ñâÿçíûå êîìïàêòíûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Q3
h = {x ∈M4 |

H(x) = h}, íà êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë K ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà,

ò.å. ìíîæåñòâî åãî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå

íåâûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ýòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü

ëèáî îêðóæíîñòüþ, ëèáî äâóìåðíûì òîðîì, ëèáî áóòûëêîé Êëåéíà. Â ðåàëüíûõ

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ïîñëåäíèõ äâóõ òèïîâ âñòðå÷àþòñÿ

êðàéíå ðåäêî. Äëÿ èññëåäóåìûõ â íàøåé ðàáîòå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì êðèòè÷åñêèå

ìíîæåñòâà âñåãäà ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûé óðîâåíü ýíåðãèè H = h, êîòîðîìó â îáðàçå îòîáðàæå-

íèÿ ìîìåíòà ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê ïðÿìîé h = const. Íà ýòîì óðîâíå êàæäîìó

ðåãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ èç îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ò.å. êàæäîé ðåãóëÿðíîé

òî÷êå ýòîãî îòðåçêà) îòâå÷àåò òîð èëè íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå òîðîâ Ëèóâèëëÿ, à

òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé h = const ñ äóãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòâå-

÷àåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì,

ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïî äàííîé ïðÿìîé â ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììîé ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà òîðîâ Ëèóâèëëÿ, èëè áèôóðêàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2 Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû, åñëè

ñóùåñòâóåò ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì èõ ôàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Íàðÿäó ñ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà âñ¼ì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè,

ìû áóäåì ãîâîðèòü î ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà îòäåëüíûõ èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Îïðåäåëåíèå 3 Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé

(ò.å. öåëèêîì ñîñòîÿùåé èç ñëîåâ) îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

â èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì (ïîäðîáíåå î 3-àòîìàõ

ñì. ñòàòüþ À.Ò.Ôîìåíêî, Õ.Öèøàíãà [17]).

Òàêèì îáðàçîì, 3-àòîìû êîäèðóþò áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

åñëè ôèêñèðîâàòü ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà äàííîì îñîáîì ñëîå, òî â
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áîòòîâñêîì ñëó÷àå èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ áèôóðêàöèé. Íàïîìíèì

òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë � ôóíêöèÿ Áîòòà, òî

3-àòîì ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå) ñ îñîáûìè ñëîÿìè

òèïà (2, 1) íàä 2-àòîìîì.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññëîåííûì ïîëíîòîðèåì íàçûâàåòñÿ ïîëíîòîðèå, ðàññëîåííîå

íà îêðóæíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì òðèâèàëüíî ðàññëîåííûé íà îòðåçêè

öèëèíäðD2×[0, 1] è ñêëåèì åãî îñíîâàíèÿD2×{0} èD2×{1} ïî äèôôåîìîðôèçìó,

ÿâëÿþùåìóñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 2πα, α ∈ Q.

Îïðåäåëåíèå 4 Êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâà-

åòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Çåéôåðòà, åñëè íà íåì ìîæíî çàäàòü ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ

Çåéôåðòà, ò.å. ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå (ñëîè)

òàê, ÷òî êàæäûé ñëîé èìååò öåëèêîì ñîñòîÿùóþ èç ñëîåâ îêðåñòíîñòü, ïîñëîé-

íî ãîìåîìîðôíóþ ðàññëîåííîìó ïîëíîòîðèþ.

3-àòîìû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì 2-àòîìû îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè

áóêâàìè. Â íàøåé ðàáîòå âñòðå÷àþòñÿ àòîìû òðåõ òèïîâ: A, B è Vk (ïîäðîáíåå

ñì. êíèãó À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî [1]). Óêàçàííûå àòîìû èçîáðàæåíû íà ðè-

ñóíêå 1.

Ðèñ. 1: àòîìû òèïîâ A, B è Vk.

Êàæäîé íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé

ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ áàçîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà Q3
h. Âíóòðåííèå òî÷êè ðåáåð ýòîãî
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ãðàôà îòâå÷àþò ðåãóëÿðíûì ñëîÿì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, à âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò

îñîáûì ñëîÿì. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3, êàæäîé âåðøèíå ãðàôà ìîæíî ñîïîñòà-

âèòü íåêîòîðûé àòîì. Ïîëó÷åííûé îðèåíòèðóåìûé ãðàô ñ âåðøèíàìè-àòîìàìè

íàçûâàåòñÿ ìîëåêóëîé.

Ìîëåêóëà ñîäåðæèò ìíîãî èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, îäíàêî

ýòà èíôîðìàöèÿ íå ïîëíà, â òîì ñìûñëå, ÷òî ìîëåêóëà íå îïðåäåëÿåò äèôôåîìîðô-

íûé òèï ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h, à òåì áîëåå, ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà íåì (ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà). Íàïðèìåð, ìîëåêóëà âèäà A−A ñîîáùàåò íàì, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå Q3
h ñêëååíî èç äâóõ ïîëíîòîðèé, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàññëîåííûõ

íà êîíöåíòðè÷åñêèå òîðû. Îäíàêî, êàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíà ñêëåéêà, êàêîå â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå è êàêîå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåì � ìîëåêó-

ëà íå ñîîáùàåò. Ïîýòîìó ê ìîëåêóëå íåîáõîäèìî äîáàâèòü èíôîðìàöèþ î ñêëåéêå

îòäåëüíûõ àòîìîâ.

Ðàçðåæåì êàæäîå ðåáðî ìîëåêóëû ïîñåðåäèíå. Ìîëåêóëà ðàñïàäåòñÿ íà îòäåëü-

íûå 3-àòîìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàçðåçàëè ìíîãîîáðàçèå ïî íåêîòîðûì òîðàì

Ëèóâèëëÿ íà îòäåëüíûå àòîìû. Ïóñòü ìû õîòèì ïðîèçâåñòè îáðàòíóþ ñêëåéêó.

Ìîëåêóëà ãîâîðèò íàì, êàêèå ïàðû ãðàíè÷íûõ òîðîâ ìû äîëæíû ñêëåèâàòü ìåæ-

äó ñîáîé. ×òîáû ïîíÿòü, êàê èìåííî èõ íóæíî ñêëåèâàòü, ìû äîëæíû çàäàòü äëÿ

êàæäîãî ðàçðåçàííîãî ðåáðà ìàòðèöó ñêëåéêè, îïðåäåëÿþùóþ èçîìîðôèçì ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñêëåèâàþùèõñÿ òîðîâ. ×òîáû çàäàòü ýòó ìàòðèöó, ôèêñèðóåì

íà òîðàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò � ïàðû íåçàâèñèìûõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ (λ, µ),

ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçóþùèìè ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(T
2) = Z ⊕ Z (ïîäðîáíåå

ñì.[1]).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ei ìîëåêóëû è çàäàäèì íà íåì îðèåíòàöèþ.

Ðàçðåæåì ýòî ðåáðî âäîëü íåêîòîðîãî òîðà Ëèóâèëëÿ è îïðåäåëèì íà áåðåãàõ ðàç-

ðåçà äîïóñòèìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò (λ−, µ−) � íà íà÷àëå ðåáðà è (λ+, µ+) � íà

êîíöå ðåáðà. Ðàññìàòðèâàÿ ýòè ïàðû öèêëîâ êàê áàçèñû â ãðóïïå îäíîìåðíûõ ãî-
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ìîëîãèé, ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñêëåéêè

Ci =

 αi βi

γi δi

 .

Ci � ýòî öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì −1. Ýòà ìàòðèöà îïðå-

äåëåíà íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî äîïóñòèìûõ çàìåí êîîðäèíàò (ñì.[1]).

Îïðåäåëåíèå 5 ×èñëîâîé ðàöèîíàëüíîé ìåòêîé ri íà ðåáðå ei ìîëåêóëû íàçûâà-

åòñÿ:

ri =


αi
βi

mod1 ∈ Q/Z, βi 6= 0

∞, βi = 0

Îïðåäåëåíèå 6 ×èñëîâîé öåëî÷èñëåííîé ìåòêîé εi íà ðåáðå ei ìîëåêóëû íàçû-

âàåòñÿ:

εi =

 signβi, βi 6= 0

signαi, βi = 0

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàòðèöà ñêëåéêè Ci îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî, ìåòêè ri è εi

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, ò.å. íå ìåíÿþòñÿ ïðè äîïóñòèìûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ìåòêè nk. Åñëè ðàçðåçàòü ìîëåêóëó ïî âñåì ð¼áðàì ñ êîíå÷-

íîé r-ìåòêîé, òî îíà ðàñïàä¼òñÿ íà íåñêîëüêî ñâÿçíûõ êóñêîâ. Cåìüÿìè íàçûâàþò-

ñÿ òå èç íèõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò àòîìîâ A. Ðàññìîòðèì òåïåðü îòäåëüíóþ ñåìüþ.

Âñå ð¼áðà, èìåþùèå â íåé õîòÿ áû îäíó âåðøèíó, ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà

(ñ ó÷¼òîì èìåþùåéñÿ íà íèõ îðèåíòàöèè): âõîäÿùèå, âûõîäÿùèå è âíóòðåííèå.

Îïðåäåëåíèå 7 Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðåáðó ei äàííîé ñåìüè öåëîå ÷èñëî θi ïî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

θi =



[αi
βi

]
, åñëè ei � âûõîäÿùåå ðåáðî,[

− δi
βi

]
, åñëè ei � âõîäÿùåå ðåáðî,[

− γi
αi

]
, åñëè ei � âíóòðåííåå ðåáðî.

Ìåòêà nk, îòâå÷àþùàÿ äàííîé ñåìüå, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ÷èñåë θi ïî âñåì

ð¼áðàì ýòîé ñåìüè.
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Îòìåòèì, ÷òî ìåòêà nk ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ðàññëîåíèÿ Çåéôåð-

òà.

Îïðåäåëåíèå 8 Ìîëåêóëà, ñíàáæåííàÿ ìåòêàìè ri, εi è nk, íàçûâàåòñÿ ìå÷å-

íîé ìîëåêóëîé, èëè èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà.

Òåîðåìà 1 (À.Ò.Ôîìåíêî, Õ.Öèøàíã [17]). Äâå íåâûðîæäåííûå èíòåãðèðóåìûå

ñèñòåìû v íà Q3 è v′ íà Q′3 ëèâóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Â íàøåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì òîïîëîãèþ ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äâè-

æåíèåì òî÷êè ïî ìíîãîîáðàçèþ âðàùåíèÿ â ïîëå äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà. Ïîâòî-

ðèì, ÷òî òàêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè

(ñì.äàëåå óòâåðæäåíèå 1). Ýòà çàäà÷à âîçíèêëà êàê îáîáùåíèå èçâåñòíîé çàäà÷è

îá èçó÷åíèè òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ âðà-

ùåíèÿ (ò.å. ñèñòåì ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì). Òîïîëîãèÿ èíòåãðèðóåìûõ

ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ õîðîøî èçó÷åíà: âàæíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ

À.Ò.Ôîìåíêî, À.Áåññå ([23]), Ì.Ýíãìàíà ([25]), À.Ò.Ôîìåíêî, Å.Î.Êàíòîíèñòîâîé

([19]), À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî ( [20]), À.Â.Áîëñèíîâà, Á.Éîâàíîâè÷à ([21]),

Í.Â.Êîðîâèíîé ([22]), Ì.Â.Íîâèêîâà ([24]), Å.À.Êóäðÿâöåâîé è Ä.À.Ôåäîñååâà ([30]).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó êëàññèôèêàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà

ñôåðå, ïîëó÷åííóþ Ò.Ç.Íãóåíîì è Ë.Ñ.Ïîëÿêîâîé. Â äàëüíåéøåì ñðàâíèì ïîëó-

÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû (äëÿ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì) ñ èõ ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 2 (Ò.Ç.Íãóåí, Ë.Ñ.Ïîëÿêîâà [1]). Ðàññìîòðèì íà ñôåðå ãåîäåçè÷åñêèé

ïîòîê ðèìàíîâîé ìåòðèêè âèäà

ds2 = dθ2 + f(θ)dϕ2,

ãäå θ, ϕ � ñòàíäàðòíûå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

1) Òîãäà îòâå÷àþùàÿ ýòîìó ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó ìîëåêóëà èìååò âèä, ïî-

êàçàííûé íà ðèñóíêå (ìîëåêóëà íà ðèñóíêå ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòåé
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W (f), è W̃ (f) = W (f)\∪A). Â âåðøèíàõ ãðàôà ñòîÿò àòîìû A, B è Vk. Íà ðåáðàõ

ìåæäó ñåäëîâûìè àòîìàìè âíóòðè êàæäîé W (f) ìåòêè r ðàâíû ∞, íà ðåáðàõ

ìåæäó ñåäëîâûìè àòîìàìè è àòîìàìè A r-ìåòêè ðàâíû íóëþ, âñå ε-ìåòêè ðàâ-

íû +1.

2) Åñëè ìîëåêóëà îòëè÷íà îò A − A, òî íà åäèíñòâåííîì öåíòðàëüíîì ðåá-

ðå (îíî ñîåäèíÿåò äâà ñåäëîâûõ àòîìà) ìåòêà r ðàâíà ∞, à ε-ìåòêà ðàâíà −1.

Ìåòêà n íà åäèíñòâåííîé ñåìüå, ñîñòîÿùåé èç âñåõ ñåäëîâûõ àòîìîâ, ðàâíà 2.

3) Åñëè ìîëåêóëà èìååò âèä A− A, òî ìåòêè ñëåäóþùèå: r = 1/2, ε = +1.

Ðèñ. 2: ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà ñôåðå.

Â äèïëîìíîé ðàáîòå Ì.Â.Íîâèêîâà [24] âïåðâûå ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ

òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ â ïî-

òåíöèàëüíîì ïîëå. Ì.Â.Íîâèêîâ èññëåäóåò áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû òàêèõ ñè-

ñòåì. Â ðàáîòå ñäåëàíû çíà÷èòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ â ïîñòàâëåííîé çàäà÷å, à èìåí-

íî, èññëåäîâàíû òèïû îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, íàéäåíû

ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, â íåÿâíîì âèäå íàé-

äåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê âîçâðàòà è èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå áèôóðêàöè-

îííûõ äóã â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê. Òàêæå èññëåäîâàí òèï òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ

áèôóðêàöèîííûå äóãè (ýëëèïòè÷åñêàÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, âûðîæäåííàÿ).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ñè-

ñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ, à òàêæå èçó÷åíà òîïîëîãèÿ äàííûõ ñèñòåì.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû.

1. Â ðàáîòå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðà-

çèÿõ âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ

òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, êëàññè-

ôèöèðîâàíû âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòà êëàññèôè-

êàöèÿ ïîëó÷åíà íà îñíîâå âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà

(ìå÷åíûõ ìîëåêóë) èññëåäóåìûõ ñèñòåì (ïîäðîáíåå ñì.òåîðåìó 6 èç

ïàðàãðàôà 1.8).

2. Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèõ 3-ìíîãîîáðàçèé âìåñòå ñî ñëîåíèÿìè Ëèóâèëëÿ íà íèõ (áîëåå ïî-

äðîáíî ñì.òåîðåìó 6 è ëåììó 22 èç ïàðàãðàôà 1.8).

3. Äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíî-

ñòÿõ âðàùåíèÿ ñ ãëàäêèì ïîòåíöèàëîì, îãðàíè÷åííûå íà ñâÿçíûå êîì-

ïîíåíòû òðåõìåðíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ òîïîëîãè÷åñêè (ëèóâèëëåâî) ýêâèâàëåíòíû ðàçëè÷íûì êëàññè-

÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (ïîäðîáíåå ñì. ïàðà-

ãðàô 1.9).

Êîììåíòàðèé 3.1. Åñëè ìîëåêóëà èññëåäóåìîé ñèñòåìû èìååò òèï A−A,

òî ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì Æóêîâñêî-

ãî, Êîâàëåâñêîé, ñëó÷àþ äèíàìèêè øåðîõîâàòîãî ýëëèïñîèäà íà ïëîñêîñòè (ñì.

ðàáîòó Ì.Þ.Èâî÷êèíà [4] è Ã.Ì.Ñå÷êèíà [5]) è íåêîòîðûì äðóãèì ñèñòåìàì (äëÿ

ïîäõîäÿùèõ çîí ýíåðãèè ýòèõ ñèñòåì).
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Êîììåíòàðèé 3.2. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìîëåêóëà èìååò âèä äåðåâà (ñì.òåîðåìó

6), äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì, ò.å. èíòå-

ãðèðóåìàÿ ñèñòåìà âèäà (f(r), V (r)), �ìîäåëèðóåòñÿ� íåêîòîðûì íàáîðîì ãåîäå-

çè÷åñêèõ ïîòîêîâ, à èìåííî, â êàæäîé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíå, ãðàíèöàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ îñîáûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè (êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè hi, à òàêæå

çíà÷åíèÿ ýíåðãèè hj òî÷åê âîçâðàòà è çíà÷åíèÿ ýíåðãèè hk òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äóã íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå), ñèñòåìà

ìîäåëèðóåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì íåêîòîðîé ìåòðèêè âðàùåíèÿ (ïðè íóëå-

âîì ïîòåíöèàëå). Áîëåå òî÷íî, äëÿ êàæäîé òàêîé çîíû ïî ïàðå (f(r), V (r)) àëãî-

ðèòìè÷åñêè ñòðîèòñÿ íîâàÿ ìåòðèêà âðàùåíèÿ, çàäàâàåìàÿ íåêîòîðîé ôóíêöè-

åé F (r), ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê êîòîðîé ïðè h > Vmax ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòåí, à

ïðè ìàëåíüêèõ ýíåðãèÿõ h � ãðóáî ýêâèâàëåíòåí èñõîäíîé ñèñòåìå â âûáðàííîé

çîíå. Â ýòîì ñìûñëå ëþáàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

(f(r), V (r)) ÿâëÿåòñÿ �êîìïîçèöèåé� áîëåå ïðîñòûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè (áåç ïîòåíöèàëà) íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùå-

íèÿ. Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ (h > Vmax) óòâåðæäåíèå âåðíî áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó

Ìîïåðòþè. Îäíàêî, òàê êàê ïîòîêè ñ ïîòåíöèàëîì ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ âåäóò

ñåáÿ áîëåå ñëîæíî, ÷åì ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè, êëàññ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì íå

âêëàäûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ â êëàññ ñèñòåì áåç ïîòåíöèëà (áîëåå ïîäðîáíî ñì.1.9).

Ýòè ãëàâíûå ðåçóëüòàòû îïèðàþòñÿ íà ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

äàííîé äèññåðòàöèè.

1) Âûÿñíåíî, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ìåòðèêó è ïîòåíöèàë ÷èñëî êðèâûõ áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììû êîíå÷íî, à ïðè êàêèõ áåñêîíå÷íî.

2) Íàéäåíû ÿâíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê âîçâðàòà áèôóðêàöèîííûõ

êðèâûõ, à òàêæå íàéäåíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå êîíå÷íîñòü (èëè áåñêîíå÷-

íîñòü) ÷èñëà òî÷åê âîçâðàòà.

3) Êëàññèôèöèðîâàíû òèïû âñåõ áèôóðêàöèîííûõ äóã (ýëëèïòè÷åñêàÿ, ãèïåð-

áîëè÷åñêàÿ).
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4) Íàéäåíû êðèòåðèè âûðîæäåííîñòè èëè íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììû.

5) Êëàññèôèöèðîâàíû âñåâîçìîæíûå òèïû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áèôóðêà-

öèîííûõ äóã, âêëþ÷àÿ èõ ïåðåñå÷åíèå è ñàìîïåðåñå÷åíèå.

6) Ïðåäúÿâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà.

7) Êëàññèôèöèðîâàíû ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, âîçíèêàþùèå â ñèñòåìàõ íà ìíîãî-

îáðàçèÿõ âðàùåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

8) Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, äîêàçàíà òåîðåìà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè-

ôèêàöèè ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì (òåîðåìà 6).

9) Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, è ïî íèì ïîñòðîå-

íû ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. Ïðåäúÿâëåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïî ðåøåò-

êàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà è ìàòðèö ìîíîäðîìèè

èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0.

10) Êàê ïðèëîæåíèå ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà è

ìàòðèö ìîíîäðîìèè ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, ñ ïîìîùüþ ïðåäúÿâëåí-

íîãî àëãîðèòìà èññëåäîâàí îáîáùåííûé ñëó÷àé Ëàãðàíæà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Ò.Ôîìåíêî

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå Å.À.Êóäðÿâöåâîé

çà öåííûå íàó÷íûå èäåè è ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è À.À.Îøåìêîâó çà î÷åíü

âàæíûå êîììåíòàðèè, ñóùåñòâåííî óëó÷øèâøèå òåêñò ðàáîòû.

1.2 Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê è îñîáûõ çíà÷åíèé îòîáðà-

æåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ≈ S2 ñ ìåòðèêîé g, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëå-

íî ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû S1 (îêðóæíîñòè) èçîìåòðèÿìè (òàêàÿ ìåòðèêà g

íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ, à ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå M � ìíîãîîá-

ðàçèåì âðàùåíèÿ).
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ÏóñòüN è S � íåïîäâèæíûå òî÷êè S1�äåéñòâèÿ, íàçîâåì èõ ñåâåðíûì è þæíûì

ïîëþñàìè ìíîãîîáðàçèÿ M ≈ S2 (èçâåñòíî, ÷òî èõ ðîâíî äâå, ñì. êíèãó À.Áåññå

[23]). Âûáåðåì íà M ñïåöèàëüíûå êîîðäèíàòû (íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû) ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Ïóñòü γ0 � ãåîäåçè÷åñêàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ N è S. Èçîìåòðèè Rϕ

(ò.å. ñäâèãè íà óãîë ϕ âäîëü îðáèò S1-äåéñòâèÿ) ïåðåâîäÿò ãåîäåçè÷åñêèå â ãåî-

äåçè÷åñêèå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ M \ {N,S} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå

ϕ mod2π, òàêîå ÷òî m ∈ Rϕ(γ0) = γϕ. Îïðåäåëèì ïàðàìåòð r êàê äëèíó îòðåçêà

ãåîäåçè÷åñêîé γϕ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè N è m. Òîãäà òî÷êà m áóäåò èìåòü êîîðäè-

íàòû (r, ϕ).

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. êíèãó À.Áåññå [23]), ÷òî ìåòðèêó g ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ds2 = dr2 + f 2(r)dϕ2,

ãäå f(r) : [0, L] → R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ íà (0, L), ãäå L �

äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé γ0. Òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ f(0) = f(L) = 0. Ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ãëàäêèå ôóíêöèè f(r). Ïóñòü V (r) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå

[0, L], íàçîâåì å¼ ïîòåíöèàëîì.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèèM ðåãóëÿðíà âíå ïîëþñîâ. Ñôîð-

ìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î òîì, êîãäà ìåòðèêà íà M áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãëàäêîé â ïî-

ëþñàõ.

Êîììåíòàðèé. Óïîòðåáëÿåìûé çäåñü òåðìèí �ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ� îò-

íþäü íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòüM ñ ìåòðèêîé ds2 îáÿçàòåëüíî äîëæíà âêëà-

äûâàòüñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3 â âèäå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ãäå ds2

èíäóöèðóåòñÿ îáúåìëþùåé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Áîëåå òîãî, èçâåñòíû ïðèìå-

ðû, êîãäà ýòî íå òàê (ñì.áîëåå ïîäðîáíî ëåììó 2). Íàïðèìåð, èçâåñòåí öåëûé

êëàññ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, íå âêëàäûâàþùèõñÿ â R3, ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãîîáðà-

çèÿìè Áåðòðàíà (ñì. ðàáîòó Å.À.Êóäðÿâöåâîé è Ä.À.Ôåäîñååâà [30]). Â ñëó÷àå,

åñëè ìíîãîîáðàçèå M âêëàäûâàåòñÿ â R3, ôóíêöèÿ f(r) èìååò ñìûñë ðàññòîÿíèÿ

äî îñè âðàùåíèÿ.
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Ëåììà 1 (À.Áåññå [23]). Ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ M è ôóíêöèÿ V (r)

íà íåì ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â ïîëþñàõ (ò.å. â òî÷êàõ r = 0 è r = L), åñëè ñóùå-

ñòâóþò ãëàäêèå ôóíêöèè F = F (r) è W = W (r), îïðåäåëåííûå íà âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé R, òàêèå ÷òî F |[0,L] = f, W |[0,L] = V è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) F (−r) = −F (r) = F (2L−r), ò.å. ôóíêöèè F (r) è F (L+r) íå÷åòíû (èëè, ÷òî

ýêâèâàëåíòíî, ôóíêöèÿ F (r) � ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2L è íå÷åòíà) è F ′(0) =

1, F ′(L) = −1;

2) W (−r) = W (r) = W (2L − r), ò.å. ôóíêöèè W (r) è W (L + r) ÷åòíû (èëè,

÷òî ýêâèâàëåíòíî, ôóíêöèÿ W (r) � ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2L è ÷åòíà).

Êîììåíòàðèé. Íà ñàìîì äåëå, ôóíêöèè F (r) è W (r) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé

íàì â äàëüíåéøåì íå ïîíàäîáÿòñÿ. Èõ ñóùåñòâîâàíèå âàæíî ëèøü â îêðåñòíî-

ñòè êîíöîâ îòðåçêà [0, L] äëÿ ïðîâåðêè ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè ôóíêöèé f(r) è

V (r). Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè f(r)

è V (r) ïðîäîëæàëèñü â îêðåñòíîñòè êîíöîâ îòðåçêà [0, L] äîëæíûì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè

T ∗M ê M ñî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ω = dp ∧ dq è ôóíêöèåé

Ãàìèëüòîíà

H =
1

2
gij(q)pipj + V (q), (1)

ãäå q = (q1, q2) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M ≈ S2, p = (p1, p2) � ñîîòâåòñòâó-

þùèå èìïóëüñû, ò.å. êîîðäèíàòû â T ∗
q
M , à gij � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå

ìåòðèêè g.

Îïðåäåëåíèå 9 Ïóñòü (M, g) � ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ

ds2 = dr2+f 2(r)dϕ2. Ïóñòü ôóíêöèè f(r), r ∈ [0, L], è V (r), r ∈ [0, L], óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì ëåììû 1. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ôóíêöèé (f(r), V (r)), r ∈

[0, L], çàäàåò íàòóðàëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè

âðàùåíèÿ (M, g).

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå (M, g) íå âñåãäà âêëàäûâàåòñÿ â R3, ò.å. îíî íå îáÿçà-

16



òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòå-

ðèé.

Ëåììà 2 (M.Engman [25]). Ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ (M, g) èçîìåòðè÷íî C1-âêëàäûâàåòñÿ

â R3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′(0) = 1, f ′(L) = −1 è |f ′(r)| ≤ 1 äëÿ âñåõ

r ∈ [0, L].

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå M âêëàäûâàåòñÿ â R3, ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ u(r), òàêàÿ ÷òî f ′(r)2 + u′(r)2 = 1, è ïîâåðõíîñòü M ïîëó÷àåòñÿ âðà-

ùåíèåì êðèâîé (f(r), u(r)) ∈ R2(x, z) âîêðóã îñè Oz, ò.å. ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f(r)cosϕ, f(r)sinϕ, u(r)), r ∈ [0, L], ϕ ∈ [0, 2π].

Âñþäó äàëåå â ñòàòüå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè f(r), V (r), r ∈ [0, L] óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.

Óòâåðæäåíèå 1 Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1) íà ìíîãîîáðàçèè

âðàùåíèÿ äëÿ âñåõ ïàð (f(r), V (r)) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé â ñìûñëå Ëè-

óâèëëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ÷åòûðåõìåðíî � êàæäàÿ åãî òî÷êà çàäàåò-

ñÿ êîîðäèíàòàìè (pr, pϕ, r, ϕ), ãäå (pr, pϕ) � èìïóëüñû òî÷êè, (r, ϕ) � êîîðäèíàòû

òî÷êè.

2) Ñèñòåìà èìååò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà:

èíòåãðàë ýíåðãèè

H =
p2r
2

+
p2ϕ

2f 2(r)
+ V (r)

è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë K = pϕ (òàê êàê ṗϕ = −∂H
∂ϕ
=0). Îòìåòèì, ÷òî

èíòåãðàë K îïðåäåëåí íà âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â òîì ÷èñëå, â ïîëþñàõ.
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3) Äâèæåíèå òî÷êè ïî ìíîãîîáðàçèþ âðàùåíèÿ, çàäàííîìó ôóíêöèåé f(r), â

ïîëå äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà V (r) çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà:

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâà, å¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÷åòûðåõìåðíî, è

îíà èìååò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà, ïîýòîìó ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà (ñì., íàïðèìåð,

ðàáîòû À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî [1] è Å.Î.Êàíòîíèñòîâîé [26],[27],[28]).�.

Ëåììà 3 Íàòóðàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿM , òà-

êàÿ ÷òî f ′(r)2+V ′(r)2 > 0, èìååò ðîâíî äâå îñîáûå òî÷êè (â T ∗M) ðàíãà 0: òî÷êó

(p, q) = (0, N) è òî÷êó (p, q) = (0, S), à òàêæå 2�ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îñî-

áûõ òî÷åê (pr, pϕ, r, ϕ) = (0, k(r), r, ϕ) ðàíãà 1 ñ ïàðàìåòðàìè (r, ϕ) ∈ I × R/2πZ,

ãäå k(r) := ±f(r)
√

f(r)V ′(r)
f ′(r)

, r ∈ I, I � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî èíòåðâàëà (0, L),

çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì V ′(r)f ′(r) > 0 (è ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî

÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ Ii = (ri1, r
i
2) è, âîçìîæíî, �ãðàíè÷-

íûõ� èíòåðâàëîâ (0, r1) è (r2, L)), N è S � ñåâåðíûé è þæíûé ïîëþñû ìíîãîîáðà-

çèÿ âðàùåíèÿ M (ñ êîîðäèíàòîé r = 0 è r = L ñîîòâåòñòâåííî). Íà ëþáîì êîíöå

ëþáîãî èíòåðâàëà Ii âûïîëíåíî ëèáî V
′(r)f ′(r) = 0, ëèáî r = 0 èëè r = L.

Â ÷àñòíîñòè, áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî

îñè h. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê

(h, k) = (V (0), 0), (h, k) = (V (L), 0),

ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè îñîáûõ òî÷åê (p, q) = (0, N) è (p, q) = (0, S) ðàíãà 0, è èç

êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà ñåìåéñòâà òî÷åê ðàíãà

1 è äîïóñêàþùåé ãëàäêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà

h(r) =
f(r)V ′(r)

2f ′(r)
+ V (r), k(r) = ±f(r)

√
f(r)V ′(r)

f ′(r)
,

ãäå ïàðàìåòð r êðèâîé ïðîáåãàåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî I (ñì. âûøå). Ýòà êðèâàÿ

ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà äóã, ãäå íà (2i − 1)-îé è (2i)-îé äóãàõ
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(ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè h), i = 1, 2, ..., ïàðàìåòð r ïðîáåãàåò èíòåðâàë

Ii.

Îñîáàÿ òî÷êà (0, N) (ñîîòâåòñòâåííî (0, S)) íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà V ′′(0) (ñîîòâåòñòâåííî V ′′(L)) îòëè÷íî îò 0. Åñëè ýòà òî÷êà íåâû-

ðîæäåíà, òî îíà èìååò òèï öåíòð�öåíòð èëè ôîêóñ�ôîêóñ, â çàâèñèìîñòè îò

çíàêà sgnV ′′(0) = +1 èëè −1 (ñîîòâåòñòâåííî sgnV ′′(L) = +1 èëè −1).

Çàìå÷àíèå. Â ëåììå 3 áèôóðêàöèîííûå äóãè çàäàíû ñâîèìè ïàðàìåòðè÷åñêè-

ìè óðàâíåíèÿìè. Ïîâåäåíèå äóã, à èìåííî: èçëîìû, ïåðåñå÷åíèÿ è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ

áóäóò èññëåäîâàíû â ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì íà T ∗M äâå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû � ñ ôóíêöèÿìè Ãàìèëüòîíà H

è pϕ.

Îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 � ýòî ôàçîâûå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíî-

âåñèÿ îáåèõ ýòèõ ñèñòåì. Íî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ñèñòåìû, ò.å. ñèñòåìû

v = sgradpϕ � ýòî òðåáóåìûå òî÷êè (p, q) = (0, N) è (p, q) = (0, S). Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ïåðâîé ñèñòåìû

(ñ ãàìèëüòîíèàíîì H), à ïîòîìó èìåþò ðàíã 0.

Íàéäåì îñîáûå òî÷êè ðàíãà 1. Ýòî òå òî÷êè, â êîòîðûõ âåêòîðíûå ïîëÿ sgradH

è sgradK êîëëèíåàðíû è îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ. Íàïîìíèì, ÷òî òðàåêòî-

ðèè ñèñòåìû v = sgradK � ýòî îêðóæíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ íàéäåííûõ âûøå

òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ðàíãà 1, òî òàêî-

âîé ÿâëÿåòñÿ è âñÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå òðàåêòîðèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòàÿ

òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû v = sgradK, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, áóäåò

îñîáîé ðàíãà 1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé

òðàåêòîðèåé ñèñòåìû v = sgradH, ëèáî öåëèêîì ñîñòîèò èç åå íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîåêöèÿ ëþáîé òàêîé òðàåêòîðèè íå ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëþñà

ïîâåðõíîñòè M (èíà÷å ãîâîðÿ, âî âñåõ òî÷êàõ òðàåêòîðèè 0 < r < L). Â ñàìîì

äåëå, òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradK íà ïðîñòðàíñòâàõ T ∗NM (èëè T ∗SM) �

ýòî êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè è îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì òî÷êó,
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ëåæàùóþ íà êàêîé-òî èç ýòèõ îêðóæíîñòåé. Îíà èìååò íåíóëåâîé èìïóëüñ, ñëå-

äîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v = sgradH, âûõîäÿùàÿ èç ýòîé òî÷êè

((p̄, N) èëè (p̄, S), ãäå p̄ 6= 0), ïîêèíåò T ∗NM (èëè T ∗SM), ïîýòîìó îíà íå ñîâïàäàåò

íè ñ êàêîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû v = sgradK.

Òåïåðü ÿâíûé âèä òî÷åê ðàíãà 1 âûòåêàåò èç óñëîâèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

êîâåêòîðîâ dH è dpϕ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ.

Îïðåäåëèì òèï îñîáûõ òî÷åê, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì èç [[1], §1.10.2]. Ñèìïëåêòè-

÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â òî÷êàõ ðàíãà 0 (â ïîëþñàõ) çàäàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ìàòðèöåé

Ω =

 0 E

−E 0

 . Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ è µ òàêèå, ÷òî ìàòðèöà λAH + µAM íå âûðîæäåíà è èìååò

ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Çäåñü AH = Ω−1d2H|x, AM = Ω−1d2M |x.

Ââåäåì â îêðåñòíîñòè ïîëþñà ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (x, y, px, py) íà ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå:

x = f(r)cosϕ, y = f(r)sinϕ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà íà M èìååò âèä ds2 = dr2 + f 2(r)dϕ2.

Ñîãëàñíî ëåììå 1, â ïîëþñàõ èìååì |f ′(r)| = 1, ïîýòîìó ìåòðèêà â ïîëþñàõ

èìååò âèä

ds2 = dr2 + f 2(r)dϕ2 = f ′(r)2dr2 + f 2(r)dϕ2 = dx2 + dy2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãàìèëüòîíèàí H â ïîëþñå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H =
1

2
(p2x + p2y) + V (0).

Çàïèøåì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, px, py):

pϕ = K = xpy − ypx.

Åñëè V (f−1(
√
x2 + y2)) � ôóíêöèÿ Ìîðñà, òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîëþñà

V (f−1(
√
x2 + y2)) = c0 + c1(x

2 + y2) + o(x2 + y2), c1 6= 0,
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ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè ïîëþñà ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ïðèíè-

ìàþò ñëåäóþùèé âèä:
H =

1

2
(p2x + p2y) + c0 + c1(x

2 + y2) + o(x2 + y2)

K = xpy − ypx

Òîãäà dH = pxdx+ pydy+ 2c1xdx+ 2c1ydy, dK = −ydpx + xdpy + pydx− pxdy. Çàòåì

âû÷èñëÿåì ìàòðèöû âòîðûõ äèôôåðåíöèàëîâ:

d2H =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2c1 0

0 0 0 2c1


, d2K =



0 0 0 −1

0 0 1 0

0 1 0 0

−1 0 0 0


.

ßñíî, ÷òî ôîðìû d2K è d2H íåçàâèñèìû.

Çàòåì âû÷èñëÿåì ìàòðèöû AH = Ω−1d2H è AK = Ω−1d2K. Òàê êàê Ω−1 =

0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0


, ïîëó÷àåì

AH =



0 0 −2c1 0

0 0 0 −2c1

1 0 0 0

0 1 0 0


, AK =



0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


.

Îñòàëîñü íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

λAH + µAK =



0 −µ −2c1λ 0

µ 0 0 −2c1λ

λ 0 0 −µ

0 λ µ 0


.
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Åñëè c1 > 0, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ k ñëåäóþùèå: k = ±i(
√

2c1λ ± µ), à çíà÷èò,

îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0 íåâûðîæäåíà è èìååò òèï öåíòð�öåíòð.

Åñëè c1 < 0, ñäåëàåì çàìåíó c = −c1, c > 0, òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ k

ñëåäóþùèå: k = ±(
√

2cλ ± iµ), à çíà÷èò, îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0 íåâûðîæäåíà è

èìååò òèï ôîêóñ�ôîêóñ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ V (z) = c0 + c1 · z2 + o(z2), ïîëó÷àåì,

÷òî c1 = sgnV ′′(0), ò.å. c1 � ýòî çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà â ïîëþñå.�.

Ïàðàìåòðèçîâàííóþ êðèâóþ èç ëåììû 3 íàçîâåì ïàðàìåòðèçîâàííîé áèôóðêà-

öèîííîé êðèâîé, èëè ïðîñòî áèôóðêàöèîííîé êðèâîé.

Òàê êàê áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè h, òî êàæ-

äîìó èíòåðâàëó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ri1, r
i
2) ñîîòâåòñòâóþò äâå ñèììåòðè÷íûå íåïðå-

ðûâíûå êðèâûå íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå. Ïîýòîìó ÷òîáû èçó÷àòü ñâîéñòâà

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü îáëàñòü k > 0.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû äàäèì íåñêîëüêî

îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü γ : (r1, r2) → R2 � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ â ïëîñêîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå r∗, åñëè âåêòîð ñêîðîñòè

γ′(r∗) îòëè÷åí îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 10 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ γ èìååò îñîáåííîñòü òèïà �íåâû-

ðîæäåííàÿ òî÷êà âîçâðàòà� â òî÷êå r∗, åñëè

γ′(r∗) = 0, γ′′(r∗) 6= 0, 〈γ′′′(r∗), w〉 6= 0,

ãäå w � åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó v := γ′′(r∗)
|γ′′(r∗)| ,

à 〈γ′′′(r∗), w〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ γ′′′(r∗) è w.

Íåòðóäíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

lim
r→r∗−

γ′(r)

|γ′(r)|
= −v, lim

r→r∗+

γ′(r)

|γ′(r)|
= v
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(ò.å. r∗ � ýòî �òî÷êà âîçâðàòà� êðèâîé γ, ïðè÷åì �îñòðèå� êðèâîé ñîíàïðàâëåíî

âåêòîðó −v), è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 äâå äóãè, èñõîäÿùèå èç òî÷êè âîçâðà-

òà, γ(r∗−ε,r∗) è γ(r∗,r∗+ε) ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû ïðÿìîé γ(r∗) + tv, t ∈ R,

êàñàòåëüíîé ê êðèâîé (ò.å. â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé).

À èìåííî, åñëè 〈γ′′′(r∗), w〉 > 0, òî ýòè äóãè ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòÿõ ñ âíóò-

ðåííèìè íîðìàëÿìè −w è w ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïàðàãðàôå 1.3 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ òî÷êà âîçâðàòà ÿâëÿåòñÿ

ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëîé (âèäà y2 = x3).

Îïðåäåëåíèå 11 Äóãîé áèôóðêàöèîííîé êðèâîé c íîìåðîì i (äóãîé ñ íîìåðîì i)

íàçîâåì ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, îïðåäåë¼ííóþ íà èíòåðâàëå (ri1, r
i
2) (äóã ñ

íîìåðîì i äâå � â âåðõíåé è â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îñè h).

Îïðåäåëåíèå 12 Ïîääóãîé äóãè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé ñ íîìåðîì i íàçîâ¼ì ãëàä-

êóþ ÷àñòü äóãè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ëåæàùóþ ëèáî ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷-

êàìè âîçâðàòà, ëèáî îïðåäåëåííóþ íà èíòåðâàëå (ri1, r
∗
1) èëè (r∗k, r

i
2), ãäå r

∗
1, r
∗
k �

ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ òî÷êè âîçâðàòà íà äóãå.

Ëåììà 4 Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà îáëàñòè r ∈ [0, L], íàçûâàåìóþ

ýôôåêòèâíûì ïîòåíöèàëîì:

Uk(r) =
k2

2f 2(r)
+ V (r).

Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: íà ïðîìåæóòêå, ñî-

äåðæàùåìñÿ â îáëàñòè I èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, åñëè

f ′(r) > 0 (V ′(r) > 0):

Uk0(r) ìîíîòîííî óáûâàåò, åñëè k
2
0 > k2(r) íà ýòîì ïðîìåæóòêå, è Uk0(r) ìîíî-

òîííî âîçðàñòàåò, åñëè k20 < k2(r) íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Íà ïðîìåæóòêå, èìåþùåì ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îáëàñòüþ I èçìåíåíèÿ ïàðà-

ìåòðà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, Uk0(r) ìîíîòîííî óáûâàåò.

Åñëè f ′(r) < 0 (V ′(r) < 0), òî õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè èçìåíÿåòñÿ íà ïðî-

òèâîïîëîæíûé.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðåøèì íåðàâåíñòâî U ′k0(r) > 0:

U ′k0(r) = −k
2
0f
′(r)

f 3(r)
+ V ′(r) > 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî k20f
′(r) < f 3(r)V ′(r). Ïðè f ′(r) > 0 ïîëó÷àåì

k20 <
f 3(r)V ′(r)

f ′(r)
= k2(r),

òî åñòü ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë Uk0(r) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Åñëè f
′(r) < 0, òî

èìååì ìîíîòîííîå óáûâàíèå ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïðè âûïîëíåíèè òîãî æå

íåðàâåíñòâà.

Ïðîìåæóòêè, íå ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòÿì îïðåäåëåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ êðè-

âûõ, õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì: f ′(r)V ′(r) < 0. Ïîýòîìó ïðè f ′(r) > 0 èìååì

V ′(r) < 0. Ïîëó÷àåì f 3(r)V ′(r) < 0 < k20f
′(r), ò.å. ïðè f ′(r) > 0 ýôôåêòèâíûé

ïîòåíöèàë óáûâàåò íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ.�.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà ìîíîòîííîñòè

áèôóðêàöèîííûõ äóã.

Ëåììà 5 Ïðè k > 0 âåêòîð ñêîðîñòè â òî÷êàõ áèôóðêàöèîííîé êðèâîé ëåæèò

ëèáî â 1 ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (h, k), ëèáî â 3 ÷åòâåðòè, ëèáî ðàâåí

0 (â òî÷êàõ âîçâðàòà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷å-

ñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ = {fV
′

2f ′
+ V, f

√
fV ′

f ′
}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: p := (fV
′

f ′
)′. Òîãäà âåêòîð ñêîðîñòè èìååò âèä

γ̇ =
p+ 2V ′

2
{1, f√

fV ′

f ′

}.

Òàê êàê âòîðàÿ êîîðäèíàòà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà (f > 0), òî çíàêè îáåèõ êîîðäèíàò

îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì îáùåãî ìíîæèòåëÿ. Òî åñòü, åñëè (p + 2V ′) > 0, òî âåêòîð
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ñêîðîñòè ëåæèò â 1 ÷åòâåðòè; åñëè (p + 2V ′) < 0, òî âåêòîð ñêîðîñòè ëåæèò â 3

÷åòâåðòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð ñêîðîñòè ðàâåí 0.�.

Çàìå÷àíèå. Âûðàæåíèå p + 2V ′ ðàâíî 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂2Uk(r)
∂r2

=

∂k(r)
∂r

= 0.

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûì òèïàì áèôóðêàöèîííûõ äóã. Áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî âñå äóãè èç îïðåäåëåíèé óäîâëåòâîðÿþò ëåììå 5.

Îïðåäåëåíèå 13 Äóãîé òèïà �ïðîñòàÿ ïàðàáîëà� íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ îò-

íîñèòåëüíî îñè h (â ïëîñêîñòè h, k) ãëàäêàÿ (âñþäó, êðîìå, âîçìîæíî, �âåðøèíû

ïàðàáîëû�) äóãà, èìåþùàÿ îäíó òî÷êó, ëåæàùóþ íà îñè h, è óõîäÿùàÿ íà ïëþñ

áåñêîíå÷íîñòü ïî îáåèì êîîðäèíàòàì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 14 Äóãîé òèïà �ñîñòàâíàÿ ïàðàáîëà� íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ

îòíîñèòåëüíî îñè h íåïðåðûâíàÿ äóãà, èìåþùàÿ îäíó òî÷êó, ëåæàùóþ íà îñè h

(�âåðøèíà ïàðàáîëû�), ñîñòîÿùàÿ èç ãëàäêèõ (âñþäó, êðîìå, âîçìîæíî, �âåðøèíû

ïàðàáîëû�) ïîääóã, ðàçäåëåííûõ òî÷êàìè âîçâðàòà, è óõîäÿùàÿ íà ïëþñ áåñêîíå÷-

íîñòü ïî îáåèì êîîðäèíàòàì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 15 Äóãîé òèïà �ïðîñòàÿ ëóíêà� íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ îò-

íîñèòåëüíî îñè h (â ïëîñêîñòè h, k) çàìêíóòàÿ äóãà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ãëàä-

êèõ (âñþäó, êðîìå, âîçìîæíî, ëåâîé �âåðøèíû ëóíêè�) ïîääóã, ðàçäåëåííûõ äâóìÿ

òî÷êàìè âîçâðàòà, è èìåþùàÿ äâå òî÷êè, ëåæàùèå íà îñè h (�âåðøèíû ëóíêè�).

Îïðåäåëåíèå 16 Äóãîé òèïà �ñîñòàâíàÿ ëóíêà� íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ îò-

íîñèòåëüíî îñè h (â ïëîñêîñòè h, k) íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ äóãà, èìåþùàÿ äâå

òî÷êè, ëåæàùèå íà îñè h (�âåðøèíû ëóíêè�), è ñîñòîÿùàÿ èç ãëàäêèõ (âñþäó,

êðîìå, âîçìîæíî, ëåâîé �âåðøèíû ëóíêè�) ïîääóã, ðàçäåëåííûõ òî÷êàìè âîçâðà-

òà.

Îïðåäåëåíèå 17 Äóãîé òèïà �ïðîñòîé êëþâ� íàçûâàåòñÿ äóãà, ñîñòîÿùàÿ èç

äâóõ ãëàäêèõ ïîääóã, ðàçäåëåííûõ òî÷êîé âîçâðàòà è óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü

ïî îáåèì êîîðäèíàòàì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 18 Äóãîé òèïà �ñîñòàâíîé êëþâ� íàçûâàåòñÿ äóãà, ñîñòîÿùàÿ èç

ãëàäêèõ ïîääóã, ðàçäåëåííûõ òî÷êàìè âîçâðàòà, îáà êîíöà êîòîðîé óõîäÿò íà

áåñêîíå÷íîñòü ïî îáåèì êîîðäèíàòàì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðèìåðû äóã, îïèñàííûõ â îïðåäåëåíèÿõ 13�18, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.

aL bL cL

dL eL f L

h

k

h

k

h

k

h

k

h

k

h

k

Ðèñ. 3: òèïû áèôóðêàöèîííûõ äóã: a) �ïðîñòàÿ ïàðàáîëà�; b) �ïðîñòàÿ ëóíêà�; c)

�ïðîñòîé êëþâ�; d) �ñîñòàâíàÿ ïàðàáîëà�; e) �ñîñòàâíàÿ ëóíêà�; f) �ñîñòàâíîé êëþâ�.

Îòìåòèì, ÷òî �ïðîñòàÿ� äóãà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì �ñîñòàâíîé� äóãè òàêîãî

æå òèïà. Äàëåå âìåñòî �ñîñòàâíîé êëþâ� áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî �êëþâ� (òî æå

îòíîñèòñÿ è ê �ïàðàáîëå�, è ê �ëóíêå�).

Äàëåå (ïîä)äóãîé òèïà A ((ïîä)äóãîé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà) áóäåì íàçûâàòü

(ïîä)äóãó áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ïðîîáðàçó êàæäîé òî÷êè êîòîðîé ñîîòâåò-

ñòâóåò àòîì A. (Ïîä)äóãîé òèïà Vp ((ïîä)äóãîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà) áóäåì íà-

çûâàòü (ïîä)äóãó, ïðîîáðàçó êàæäîé òî÷êè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò àòîì Vp (â ÷àñò-

íîñòè, àòîì B). Îòìåòèì, ÷òî áèôóðêàöèîííûå äóãè ïî÷òè âñþäó ñîñòîÿò èç òî÷åê

òèïîâ A è B, à áèôóðêàöèè Vk ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî íà ïåðåñå÷åíèè (ïîä)äóã

òèïà B, ïðè÷åì ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî áèôóðêàöèè óêàçàííîãî òèïà (ñì.ëåììó

21).
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Îïðåäåëåíèå 19 Îáëàñòüþ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùåé çíà÷åíèþ èí-

òåãðàëà K ðàâíîìó k, íàçîâåì îáëàñòü, â êîòîðîé ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ôóíê-

öèè pr(r) = ±
√

2(h− Uk(r)) íåîòðèöàòåëüíî.

Ëåììà 6 Åñëè â òî÷êå (h, k) = (h(r∗), 0), ïðèíàäëåæàùåé �ïàðàáîëå�, çíà÷åíèå

V ′′(r∗) > 0, òî �ïàðàáîëà� â îêðåñòíîñòè ñâîåé âåðøèíû èìååò òèï A. Åñëè

V ′′(r∗) < 0, òî â îêðåñòíîñòè ñâîåé âåðøèíû �ïàðàáîëà� èìååò òèï B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê òî÷êà (H(r∗), 0) ïðèíàäëåæèò �ïàðàáîëå�, òî k(r∗) =

±f(r∗)
√

f(r∗)V ′(r∗)
f ′(r∗)

= 0, ò.å. V ′(r∗) = 0. Òàê êàê V (r) � ôóíêöèÿ Ìîðñà, òî V ′′(r∗) 6=

0.

Äàëåå, òàê êàê U0(r) = V (r), òî åñëè V ′′(r∗) > 0, òî ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë

èìååò ìèíèìóì â òî÷êå r∗, çíà÷èò, ïðè óâåëè÷åíèè óðîâíÿ ýíåðãèè h (h > U0(r
∗))

âîçíèêàåò íîâàÿ îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ çíà÷åíèþ k = 0 (ñì.

îïðåäåëåíèå 19), ñëåäîâàòåëüíî, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (r, ϕ, pr, k) ïîÿâëÿåòñÿ

íîâûé òîð. Ñëåäîâàòåëüíî, �ïàðàáîëà� èìååò òèï A. Èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé

ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè V ′′(r∗) < 0, òî �ïàðàáîëà� èìååò òèï B.�.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì, ïîýòîìó ìû åãî

îïóñòèì.

Ëåììà 7 Åñëè �âåðøèíà ïàðàáîëû� � ýòî îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0, òî �ïàðàáîëà�

èìååò èçëîì â ýòîé òî÷êå. Èíà÷å �ïàðàáîëà� ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà âñåé ñâîåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Èçó÷èì òî÷êè ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì îïðåäåëåíèå

íåâûðîæäåííîé òî÷êè.

Ïóñòü x � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Ïóñòü dH(x) 6= 0.

Òîãäà ïî òåîðåìå Äàðáó â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò (p1, q1, p2, q2), ãäå H = p1. Òàê êàê f (äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë) è H

êîììóòèðóþò, òî f íå çàâèñèò îò q1, ò.å. f = f(p1, p2, q2). Òî÷êà x � êðèòè÷åñêàÿ

òî÷êà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, ïîýòîìó ∂f(x)
∂p2

= ∂f(x)
∂q2

= 0.
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Îïðåäåëåíèå 20 Ïóñòü H è K � ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë

ñèñòåìû. Îñîáàÿ òî÷êà x ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (è ñîäåðæàùàÿ åå ôà-

çîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû), òàêàÿ ÷òî dH(x) 6= 0, íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé,

åñëè ìàòðèöà

J =


∂2K

∂p2∂p2

∂2K

∂p2∂q2
∂2K

∂p2∂q2

∂2K

∂q2∂q2


íåâûðîæäåíà â òî÷êå x.

Åñëè detJ(x) > 0 èëè < 0, òî òî÷êà x (è ñîäåðæàùàÿ åå ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ

ñèñòåìû) èìååò òèï �öåíòð� èëè �ñåäëî� ñîîòâåòñòâåííî (òàê êàê ìàòðèöà

J(x) ñèììåòðè÷íà, íåâûðîæäåíà è èìååò ñèãíàòóðó (+,+), (−,−) èëè (+,−)

ñîîòâåòñòâåííî). Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x, íàçû-

âàåòñÿ òàêæå óñòîé÷èâîé (ýëëèïòè÷åñêîé) èëè íåóñòîé÷èâîé (ãèïåðáîëè÷åñêîé)

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 21 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé Ft(r) íà èí-

òåðâàëå (r1, r2) ⊂ R ñ ïàðàìåòðîì r ∈ (t1, t2) ⊂ R íàçîâåì ñåìåéñòâîì îáùåãî

ïîëîæåíèÿ (èëè íåâûðîæäåííûì ñåìåéñòâîì), åñëè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðà t = t0 ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà r∗ ôóíêöèè Ft0(r) � ëèáî ìîðñîâñêàÿ

(ò.å. F ′′t0(r
∗) 6= 0), ëèáî

F ′′t0(r
∗) = 0, F ′′′t0 (r∗) 6= 0,

d2Ft0(r
∗)

dtdr
6= 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå (ïðè F ′′t0(r
∗) = 0) çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà t0 ÿâëÿåòñÿ �áèôóðêàöèîííûì�: ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t

âñå ìîðñîâñêèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ft �ñîõðàíÿþòñÿ�, ëèøü ñëåãêà èç-

ìåíÿÿ ñâîå ïîëîæåíèå, îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðà t ÷åðåç áèôóðêàöèîííîå

çíà÷åíèå t0 íåêîòîðàÿ ïàðà ìîðñîâñêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê � òî÷êà ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà è òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà � ëèáî âîçíèêàåò (�ðîæäàåòñÿ�) èç òî÷-

êè r∗, ëèáî ñêëåèâàåòñÿ â òî÷êó r∗ è �èñ÷åçàåò�, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà F ′′′t0 (r∗)

èìååì d2Ft0 (r
∗)

dtdr
> 0 èëè < 0 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðèìåíèì îïðåäåëåíèå 20 ê èññëåäóåìîìó ñëó÷àþ. Ñèñòåìà îáëàäàåò êàíîíè-

÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (pr, pϕ, r, ϕ) óêàçàííîãî âèäà, ïîýòîìó ìû ìîæåì íàïðÿìóþ

ïðîâåðèòü îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîñòè òî÷êè.

Òåîðåìà 3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà ôóíêöèé (f(r), V (r)) íà (0, L) çàäàåò íàòó-

ðàëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ (M, g), è

ôóíêöèÿ k(r) � ìîðñîâñêàÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå Ii. Òîãäà:

A) 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé Uk(r) íà ëþáîì èíòåðâàëå

(ri1, r
i
2) ñ ïàðàìåòðîì k > 0 ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ñì. îïðåäå-

ëåíèå 21), ò.å. äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíê-

öèè � ëèáî ìîðñîâñêàÿ, ëèáî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3) èç ëåììû 9 íèæå.

B) íåâûðîæäåííûì îñîáûì òî÷êàì ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (è ñîîò-

âåòñòâóþùèì îñîáûì îêðóæíîñòÿì, ò.å. �êðóãîâûì îðáèòàì�) îòâå÷àþò (â

ñèëó ëåììû 3) ðåãóëÿðíûå òî÷êè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé (ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì

ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà), à âûðîæäåííûì îñî-

áûì òî÷êàì ðàíãà 1 � íåâûðîæäåííûå òî÷êè âîçâðàòà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé

(ñì.îïðåäåëåíèå 10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ìàòðèöó èç îïðåäåëåíèÿ 20 äëÿ èññëåäóåìîé ñè-

ñòåìû:

|J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2H

∂pr∂pr

∂2H

∂pr∂r

∂2H

∂pr∂r

∂2H

∂r∂r

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0
∂2Uk
∂r2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∂2Uk
∂r2

.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè r íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé áèôóðêàöèîííîé êðèâîé (à

çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé âîçâðàòà, ñì.îïðåäåëåíèå 10), òî îòâå÷à-

þùàÿ åé êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü {(0, k(r), r, ϕ)|ϕ ∈ R/2πZ} ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà âûðîæäåíà. È íàîáîðîò, ðåãóëÿðíûì òî÷êàì r áèôóðêàöèîííîé êðèâîé

îòâå÷àþò íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè {(0, k(r), r, ϕ)|ϕ ∈ R/2πZ} ðàí-

ãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.�.
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1.3 Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ â îêðåñò-

íîñòè òî÷åê âîçâðàòà. Òåîðåìà êëàññèôèêàöèè áèôóðêà-

öèîííûõ äèàãðàìì èçó÷àåìûõ ñèñòåì.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå íåðåãóëÿðíûå òî÷êè íà áèôóðêàöèîííûõ

êðèâûõ � ýòî íåâûðîæäåííûå òî÷êè âîçâðàòà è òîëüêî îíè (äàëåå ìû ïîêàæåì,

÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) èç ëåììû 9, òî÷êè âîçâðàòà ÿâëÿþòñÿ ïîëóêóáè÷å-

ñêèìè). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì ïîâåäåíèå áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ è òî-

ïîëîãèþ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òî÷åê âîçâðàòà, à çàòåì ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì

òåîðåìó êëàññèôèêàöèè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ

âðàùåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

H =
p2r
2

+
p2ϕ

2f 2(r)
+ V (r) =

p2r
2

+ Uk(r).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ìíîæåñòâî ïàð âèäà

γ = {(Uk(r), k) | ∃r : U ′k(r) = 0},

ãäå k � ïàðàìåòð, à r � ïåðåìåííàÿ. Èç óñëîâèÿ U ′k(r) = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî

f ′(r) = V ′(r) = 0, ëèáî f ′(r)V ′(r) > 0 è k = k(r) = ±
√

f3(r)V ′(r)
f ′(r)

, ïîýòîìó â ñëó÷àå

f ′(r)2+V ′(r)2 > 0 ïàðàìåòðèçîâàííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ γ èìååò ñëåäóþùèé

âèä

γ = {(f(r)V ′(r)

2f ′(r)
+ V (r),±

√
f 3(r)V ′(r)

f ′(r)
) | a < r < b},

ãäå a è b � ñîñåäíèå íóëè ôóíêöèè f(r)f ′(r)V ′(r), òàêèå ÷òî f3(r)V ′(r)
f ′(r)

> 0 íà èí-

òåðâàëå (a, b).

Ëåììà 8 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè γ).

Äëÿ ëþáîãî r èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà I èíòåðâàëà (0, L) ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ðàâíîñèëüíû:
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1) îñîáàÿ òî÷êà (0, k(r), r, ϕ) ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (è ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ îñîáàÿ îêðóæíîñòü) íåâûðîæäåíà

2) ïàðàìåòðèçîâàííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ ðåãóëÿðíà â òî÷êå r

3) ÷èñëî k′(r) îòëè÷íî îò 0, ò.å. r íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè

k(r) íà I

4) òî÷êà r ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè Uk(r)(r), ò.å.

÷èñëî U ′′k(r)(r) îòëè÷íî îò 0, ãäå

U ′′k(r)(r) =
(3f ′(r)2 − f(r)f ′′(r))V ′(r)

f(r)f ′(r)
+ V ′′(r). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå (2), òî ëîêàëüíî èìååì

U ′k(r)(r) = 0⇔ r = r(k) ∈ C∞.

Ëåììà äîêàçàíà.�.

Ëåììà 9 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè òî÷êè âîçâðàòà). Äëÿ ëþáîãî

ïðîìåæóòêà (ri1, r
i
2) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ôóíêöèÿ k(r) íà (ri1, r
i
2) ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé

2) â ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå r0 ôóíêöèè k(r) íà (ri1, r
i
2) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïîëóêóáè÷åñêóþ òî÷êó âîçâðàòà:

U ′k(r0)(r0) = 0

U ′′k(r0)(r0) = 0

U ′′′k(r0)(r0) 6= 0

f ′(r0) 6= 0

(3)

3) ëþáàÿ íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà r äóãè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ïàðàìåòðèçîâàííîé

èíòåðâàëîì Ii, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé âîçâðàòà (à ïîòîìó ïîëóêóáè-

÷åñêîé òî÷êîé âîçâðàòà).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ âû÷èñëèòåëü-

íûì. Ïðèâåäåì òîëüêî èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 2) è 3). Ñî-

ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 10, òî÷êà r0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé (ïîëóêóáè÷åñêîé) òî÷-

êîé âîçâðàòà ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé êðèâîé (h(r), k(r)) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

h′(r0) = 0, k′(r0) = 0, h′′′(r0)k
′′(r0)− h′′(r0)k′′′(r0) 6= 0.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì (3) íà

ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë Uk(r).�

Êîììåíòàðèé. Åñëè U ′′′k(r0)(r0) = 0, íî ñóùåñòâóåòm > 0 òàêîå, ÷òî U
(m)
k(r0)

(r0) 6=

0, òîãäà òî÷êà r0 âñå ðàâíî áóäåò íåâûðîæäåííîé òî÷êîé âîçâðàòà, îäíàêî óæå

íå ïîëóêóáè÷åñêîé.

Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷åñêè ïîâåäåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë

Uk(r̃)(r̃) è áèôóðêàöèîííîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè âîçâðàòà. Ôóíêöèÿ Uk(r̃)(r̃)

èìååò äâà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìà � òî÷êó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è òî÷êó ëîêàëü-

íîãî ìèíèìóìà (êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ãèïåðáîëè÷åñêàÿ è ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèòè-

÷åñêèå îêðóæíîñòè Hk=k(r0)). Çíà÷èò, â ñëó÷àå, êîãäà U
′′′
k(r0)

(r0) > 0, ãðàôèê ôóíê-

öèè Uk(r) èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ.4a (åñëè U ′′′k(r0)(r0) < 0, òî îáëàñòè âîçðàñ-

òàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè Uk(r) ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè).

Ñëåäñòâèå 1. Ñîãëàñíî ëåììàì 8 è 9, åñëè ôóíêöèÿ k(r) ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé

íà ëþáîì èíòåðâàëå Ii, òî ëþáàÿ íåêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà r ôóíêöèè k(r) ÿâëÿåòñÿ

ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ïàðàìåòðèçîâàííîé áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, à âñå åå êðèòè-

÷åñêèå òî÷êè r∗ ÿâëÿþòñÿ ïîëóêóáè÷åñêèìè òî÷êàìè âîçâðàòà áèôóðêàöèîííîé

êðèâîé, ò.å. áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê è òî÷åê âîç-

âðàòà.

Èç ëåìì 8 è 9 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ýòèõ ëåìì, ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êîé âîçâðàòà. Çíà÷èò, ëîêàëüíî âåòâè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû â

îêðåñòíîñòè òî÷êè âîçâðàòà âûãëÿäÿò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.4b. Â ïðîîáðàçå

òî÷åê èç îáëàñòè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè �êëþâà�, ÷èñëî òîðîâ Ëèóâèëëÿ íà åäèíèöó
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áîëüøå, ÷åì â ïðîîáðàçå òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ ñíàðóæè �êëþâà� (ñì. ðèñ.4b).

Òåïåðü îïðåäåëèì, êàêàÿ èç ýòèõ âåòâåé îòâå÷àåò ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè,

à êàêàÿ � ãèïåðáîëè÷åñêîé.

hyp.
hyp.

hyp.

ell.

ell.

ell.

h

k

III

r�

Uk
�Hr�L

m T2

Hm+1LT2

m T2

m T2

Hm+1LT2

m T2

aL bL

Ðèñ. 4: a) ãðàôèê ôóíêöèè Uk̃(r̃); b) êëþâû òèïîâ II (ñëåâà) è I (ñïðàâà).

Ëåììà 10 Â îêðåñòíîñòè òî÷êè âîçâðàòà ðåãóëÿðíûé ó÷àñòîê áèôóðêàöèîííîé

êðèâîé, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê, îòâå÷àþùèõ àòîìó A, ëåæèò ëåâåå ðåãóëÿðíîãî

ó÷àñòêà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ñîñòîÿùåãî èç òî÷åê, îòâå÷àþùèõ àòîìó B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k̃, áëèçêîì ê íóëþ è

òàêîì, ÷òî f ′(r0) · k̃ < 0, ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè H = h, ïðè ïðîõîæäåíèè h ÷å-

ðåç ìîðñîâñêèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì h0 ôóíêöèè Uk̃0(r) âîçíèêàåò íîâàÿ îáëàñòü

âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ çíà÷åíèþ k̃ (Òî åñòü, òî÷êå ëîêàëüíîãî ìè-

íèìóìà ôóíêöèè Uk̃0(r) îòâå÷àþò òî÷êà (h0, k̃0) íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé è àòîì

A � ýëëèòè÷åñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.)

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè óðîâíÿ ýíåðãèè h, ïðè ïðîõîæäåíèè h ÷åðåç ìîð-

ñîâñêèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì h0 ôóíêöèè Uk̃0(r) äâå îáëàñòè âîçìîæíîñòè äâèæå-

íèÿ (â òîì ÷èñëå óïîìÿíóòàÿ âûøå) ñëèâàþòñÿ â îäíó. (Òî åñòü, òî÷êå ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà ôóíêöèè Uk̃0(r) îòâå÷àþò òî÷êà (h0, k̃0) íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé è
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àòîì B � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ðàíãà 1 îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-

òà.) �.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðàçëè÷èÿ �êëþâîâ�.

Ëåììà 11 Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ òèïà ïîâåäåíèÿ áèôóð-

êàöèîííîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè âîçâðàòà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ çíà-

êàìè ôóíêöèé h′′(r) è k′′(r) â òî÷êå âîçâðàòà r0: ñëó÷àè h′′(r0) > 0, k′′(r0) > 0

(ëîêàëüíî ìû èìååì íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå íåâûðîæäåííóþ òî÷êó âîç-

âðàòà òèïà I) è h′′(r0) < 0, k′′(r0) < 0 (èìååì íåâûðîæäåííóþ òî÷êó âîçâðàòà

òèïà II) (ñì.ðèñ.5) è ïîëó÷àåìûå èç íèõ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî îñè h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êíèãå Ï.Ê.Ðàøåâñêîãî [34] (ãëàâà 1, �7), â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè âîçâðàòà ôóíêöèè h(r) è k(r) èìåþò âèä

h(r) =
1

2
h′′(r0)(r − r0)2 + o((r − r0)2), k(r) =

1

2
k′′(r0)(r − r0)2 + o((r − r0)2),

ò.å. ëîêàëüíî ôóíêöèè h(r) è k(r) � ýòî ïàðàáîëû. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè h′′(r0) >

0 è k′′(r0) > 0 ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå âîçâðàòà ñëåâà (r → r0− 0) ôóíêöèè h(r) è k(r)

óáûâàþò (àíàëîãè÷íî ïðè r → r0 + 0) ôóíêöèè âîçðàñòàþò. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå

èìååì êëþâ òèïà I.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè h′′(r0) < 0 è k′′(r0) < 0 èìååì

êëþâ òèïà II.

Òàê êàê âåêòîð ñêîðîñòè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé ïðè k > 0 âñåãäà ëåæèò â

ïåðâîé èëè òðåòüåé ÷åòâåðòè, äðóãèõ íàáîðîâ çíàêîâ ôóíêöèé h′′(r0) è k′′(r0) â

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè áûòü íå ìîæåò.�
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Ðèñ. 5: Êëþâ: a) òèïà I; b) òèïà II.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû îïèøåì ñòðóêòóðó áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì îáùå-

ãî âèäà.

Òåîðåìà 4 (êëàññèôèêàöèÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ

âðàùåíèÿ). Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ìíîãîîáðàçèè

âðàùåíèÿ M , çàäàííóþ ïàðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)), r ∈ [0, L]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) ôóíêöèÿ f(r) � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà èíòåðâàëå (0, L), ôóíêöèÿ W (r) � ôóíê-

öèÿ Ìîðñà íà îòðåçêå [0, L] (íàïîìíèì, ÷òî W (r)|[0,L] = V (r)) (îòñþäà, â ÷àñòíî-

ñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýêâàòîðîâ (ò.å.

òî÷åê r, òàêèõ ÷òî f ′(r) = 0), ò.å. ôóíêöèÿ f ′(r) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

íóëåé íà (0, L))

b) V ′(r)2 + f ′(r)2 > 0 íà (0, L)

Ïóñòü rij � âñå òàêèå òî÷êè, â êîòîðûõ ëèáî f ′(rij) = 0, ëèáî V ′(rij) = 0 (j =

1, 2), ãäå r01 = 0 < r02 = r1 < r11 < r12 < r22 < . . . < ri1 < ri2 < · · · < rN1 = r2 < rN2 = L.

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçîâàííóþ áèôóðêàöèîííóþ êðèâóþ, äóãè êîòîðîé îïðå-

äåëåíû íà ïðîìåæóòêàõ
N⊔
i=0

(ri1, r
i
2), N ∈ N.

Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
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1) ïàðàìåòðèçîâàííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äóãà ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè ëþáîãî

êîíöà ëþáîãî èíòåðâàëà (ri1, r
i
2)

2) åñëè ôóíêöèÿ k(r) = ±
√

f3(r)V ′(r)
f ′(r)

íà Ii ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé, òî ïàðàìåòðè-

çîâàííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äóãà íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê

(ò.å. ôóíêöèÿ k(r) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê), è êàæäàÿ åå

íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé âîçâðàòà (îòñóòñòâèå òî-

÷åê íàêîïëåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïëîñêîñòè (h, k)

áèôóðêàöèîííûå äóãè èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê âîçâðàòà);

3) åñëè k(r) � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà (ri1, r
i
2), òî òî÷êè âîçâðàòà äåëÿò áèôóð-

êàöèîííóþ äóãó íà �ðåãóëÿðíûå ó÷àñòêè� äâóõ òèïîâ (òèïà A � �ýëëèïòè÷å-

ñêàÿ� è òèïà B � �ãèïåðáîëè÷åñêàÿ�), êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì 1-

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ èëè ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ñîîòâåòñòâåí-

íî) îêðóæíîñòåé ðàíãà 1 ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà, ïðè÷åì òèïû ðåãóëÿðíûõ

ó÷àñòêîâ (ïîääóã) ÷åðåäóþòñÿ âäîëü äóãè, òàê ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé

òî÷êè âîçâðàòà ëåâàÿ ïîääóãà, ïðèìûêàþùàÿ ê ýòîé òî÷êå, èìååò òèï A, à

ïðàâàÿ � òèï B; òèï äóãè ïîñòîÿíåí âäîëü âñåé ïîääóãè.

4) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç äóã òðåõ òèïîâ: �ïàðàáîëà�, �êëþâ�

èëè �ëóíêà�:

a) åñëè f ′(ri1) = f ′(ri2) = 0, òî äóãà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ èíòåðâàëîì Ii, èìååò

òèï �êëþâ� (ñì.ðèñ.3b);

b) åñëè f ′(ri1) = V ′(ri2) = 0 (èëè V ′(ri1) = f ′(ri2) = 0), òî äóãà, ïàðàìåòðèçîâàí-

íàÿ èíòåðâàëîì Ii, èìååò òèï �ïàðàáîëà� (ñì.ðèñ.3à);

c) åñëè V ′(ri1) = V ′(ri2) = 0, òî äóãà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ èíòåðâàëîì Ii, èìååò

òèï �ëóíêà� (ñì.ðèñ.3ñ);

Â òî÷êàõ r, ãäå V ′(r) = 0 áèôóðêàöèîííûå äóãè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

5) Ïàðàìåòð r íà áèôóðêàöèîííîé äóãå âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a) íà äóãå òèïà �êëþâ� ïðè óâåëè÷åíèè r îò ri1 äî ïåðâîé òî÷êè âîçâðàòà ïðè

V ′(r) > 0 íà (ri1, r
i
2) ïàðàìåòð �ïðîáåãàåò� äóãó òèïà B, èäóùóþ èç áåñêîíå÷íî-

ñòè, çàòåì âñå îñòàâøèåñÿ äóãè; ïðè V ′(r) < 0 äâèæåíèå ïî äóãå ïðîèñõîäèò â
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ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè;

b) íà äóãå òèïà �ïàðàáîëà� ïðè óâåëè÷åíèè r îò ri1 äî r
i
2, åñëè V

′(ri1) = 0, òî

ïàðàìåòð �ïðîáåãàåò� �ïàðàáîëó�, íà÷èíàÿ îò òî÷êè, ëåæàùåé íà îñè h, è óõîäÿ

â áåñêîíå÷íîñòü ïî áèôóðêàöèîííîé äóãå; åñëè V ′(ri2) = 0, òî äâèæåíèå ïî äóãå

ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè;

c) íà äóãå òèïà �ëóíêà� ïðè óâåëè÷åíèè r îò ri1 äî ïåðâîé òî÷êè âîçâðàòà

ïàðàìåòð �ïðîáåãàåò� ÷àñòü �ëóíêè�, íà÷èíàÿ îò òî÷êè ((V (ri1), 0)), ëåæàùåé

íà îñè h. Ò.å. ïðè V ′(r) > 0 íà (ri1, r
i
2) ïàðàìåòð ïðîáåãàåò �ëóíêó�, äâèãàÿñü îò

òî÷êè (V (ri1), 0) ïî äóãå òèïà A, çàòåì ïî äóãå òèïà B äî òî÷êè (V (ri2), 0); åñëè

V ′(r) < 0, òî äâèæåíèå ïî äóãå ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

aL r Î Hr1
1,r2

1D: f ¢Hr1
1L=V ¢Hr2

1L=0 bL r Î Hr1
3,r2

3L: f ¢Hr1
3L= f ¢Hr2

3L=0 cL r Î @r1
2,r2

2D: V ¢Hr1
2L=V ¢Hr2

2L=0

VHr2
1L VHri

2L VHr3-i
2 L

r1
1 r2

1 r1
2 r2

2 r1
3 r2

3

r1
1 r2

1 r1
2 r2

2 r1
3 r2

3

h

k

h

k

h

k

r

r

f HrL

VHrL

Ðèñ. 6: òèïû áèôóðêàöèîííûõ äóã: a) ïîâåäåíèå ôóíêöèé f(r) è V (r) â îêðåñòíîñòè

òî÷åê rij; b) äóãà òèïà �ïàðàáîëà�: r ∈ (r11, r
1
2] : f ′(r11) = V ′(r12) = 0; c) äóãà òèïà

�êëþâ�: r ∈ (r31, r
3
2) : f ′(r31) = f ′(r32) = 0; d) äóãà òèïà �ëóíêà�: r ∈ [r21, r

2
2] : V ′(r21) =

V ′(r22) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ïóíêò 1).

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

F (r) :=
1

f 2(r)
, a(r) :=

k2(r)

2
= −V

′(r)

F ′(r)
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâàÿ áûëà ðåãóëÿðíà â U(rij), íàäî ÷òîáû ïðè r → rij ôóíêöèÿ

a′(r) íå ñòðåìèëàñü ê 0.

a′(r) = −V
′′(r)F ′(r)− V ′(r)F ′′(r)

F ′(r)2

Ïóñòü r → rij è ïóñòü F
′(rij) = 0.

Òàê êàê F (r) � ôóíêöèÿ Ìîðñà, òî F ′′(rij) 6= 0. Òàêæå V ′(rij) 6= 0.

Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè òî÷êè rij, ïîëîæèâ r̃ = r − rij, èìååì:

F (r̃) = a0 + a1r̃
2 + o(r̃2), V (r̃) = c0 + c1r̃ + c2r̃

2 + o(r̃2), a1 6= 0, c1 6= 0,

ïîýòîìó a′(r̃) ∼ −2c2·2a1r̃−(c1+2c2r̃)2a1r̃
(2a1r̃)2)

= c1
2a1r̃
→∞ 6= 0.

Ïóñòü òåïåðü r → 0 (àíàëîãè÷íî r → L):

V ′(0) = 0, F ′(0) = 1, è V ′′(0) 6= 0 (V (r) � ôóíêöèÿ Ìîðñà) ïîýòîìó â îêðåñòíî-

ñòè 0 èìååì

F (r) = a0 + 1 · r + a2r
2 + o(r2), V (r) = c0 + c1r

2 + o(r2), c1 6= 0,

ïîýòîìó a′(r) = 2c1r·2a1−2c1(2a1r+1)
(2a2r+1)2

|r=0 = −2c1 6= 0.

Ïóíêò 2) ñëåäóåò èç ïóíêòîâ 1) è 2) ëåììû 8 è èç ëåììû 9.

Ïóíêò 3) ñëåäóåò èç ëåììû 10.

Äîêàæåì ïóíêò 4).

Åñëè íà êîíöàõ èíòåðâàëà (ri1, r
i
2) : f ′(ri1) = f ′(ri2) = 0, òî ïðè r → ri1(r

i
2)

èìååì k(r)→ +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, è H(r)→ +∞. Òî åñòü îáà êîíöà ñîîòâåòñòâó-

þùåé áèôóðêàöèîííîé êðèâîé óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü ïî îáåèì êîîðäèíàòàì ïðè

ñòðåìëåíèè r ê êîíöàì èíòåðâàëà (ri1, r
i
2). Çíà÷èò, ìû èìååì íà áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå äóãó òèïà �êëþâ�.

38



Ïóñòü íà êîíöàõ èíòåðâàëà (ri1, r
i
2) : f ′(ri1) = 0, V ′(ri2) = 0. Òîãäà k → +∞

è H(r) → +∞ ïðè r → ri1, ò.å. áèôóðêàöèîííàÿ äóãà îäíèì êîíöîì óõîäèò íà

áåñêîíå÷íîñòü. À ïðè r → ri2 ïîëó÷àåì k → 0, H(r) → H(ri2), ò.å. äðóãîé êîíåö

áèôóðêàöèîííîé äóãè � ýòî òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îñè h. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì íà

áèôóðêàöèîííóþ äóãó òèïà �ïàðàáîëà�.

Íàêîíåö, åñëè V ′(ri1) = 0 è V ′(ri2) = 0, òî îáà êîíöà áèôóðêàöèîííîé äóãè äëÿ

èíòåðâàëà (ri1, r
i
2) ëåæàò íà îñè h. Ýòîò ñëó÷àé îïèñûâàåò äóãó òèïà �ëóíêà�.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â òî÷êàõ r, ãäå V ′(r) = 0 è r 6= r(P ) (P � ïîëþñ), áèôóð-

êàöèîííûå äóãè ãëàäêèå.

Ïóñòü V ′(r1) = 0. Òîãäà f ′(r1) 6= 0. Â òåðìèíàõ ôóíêöèé F (r) è V (r) áèôóðêà-

öèîííûå äóãè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(r) = −V
′(r)

F ′(r)
, H(r) = a(r)F (r) + V (r).

Â òî÷êå r1 èìååì V ′(r1) = 0, ïîýòîìó a(r1) = 0.

Â òî÷êå r1 èìååì V ′(r1) = 0, ïîýòîìó a(r1) = 0.

a′(r1) = −V ′′(r1)
F ′′(r1)

6= 0, ò.ê. V (r) �ôóíêöèÿ Ìîðñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü

çàìåíó h = h(a) = h(k2).

Èìååì a = 0, h′r = a′r · F 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, h(k2) ∼ c · k2.

Òàê êàê h′a = h′r
a′r

= F > 0, òî h ∼ a ∼ k2. Çíà÷èò, â òî÷êå r1 äóãà èìååò âèä

a(k) = k2, ïîýòîìó â ýòîé òî÷êå äóãà ãëàäêàÿ.

Äîêàæåì ïóíêò 5) òåîðåìû.

a) Äëÿ äóãè òèïà �êëþâ� íà êîíöàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ri1, r
i
2) èìååì f ′(ri1) =

f ′(ri2) = 0, ïîýòîìó ôóíêöèÿ k(r) âûãëÿäèò òàê, êàê íà ðèñóíêå 7a. Ïóñòü V ′(r) > 0

íà (ri1, r
i
2). Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷åñêè, ïîëüçóÿñü ëåììîé 4, ãðàôèê ôóíêöèè Uk0(r)

äëÿ íåêîòîðîãî k0 > k∗, ãäå k∗ � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè k(r) íà (ri1, r
i
2).

Ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñóíêå 7b. Ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè Uk0(r) ñîîòâåòñòâóåò

òî÷êå íà äóãå òèïà A áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ëîêàëüíûé ìàêñèìóì � òî÷êå íà

äóãå òèïà B. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè H = hlocmin çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r áîëüøå, ÷åì

ïðè H = hlocmax, ò.å. ïåðåñåêàÿ �êëþâ� ïðÿìîé k = k0, ïåðåñå÷åíèå ñ äóãîé òèïà B

39



ïðîèñõîäèò ïðè íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà r. Çíà÷èò, äâèæåíèå ïî �êëþâó�

íà÷èíàåòñÿ èç áåñêîíå÷íîñòè ïî äóãå òèïà B (ñì.ðèñ.7d). Ïðè V ′(r) < 0 èìååì

äâèæåíèå ïî �êëþâó� â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè (ñì.ðèñ.7c,e).

Uk0
HrL

Uk0
HrL

kHrL

k

k

r1 r2r1
i r2

i

r1 r2r1
i r2

i

r1 r2r1
i r2

i

r

r

r

h

h

k0

k0

k0

k*

r1r2

r1 r2

r1< r2

r1< r2

A

B

A

B

A

B

A

B

V ¢> 0

V ¢< 0

aL

bL

cL

dL

eL

Ðèñ. 7: ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà r íà áèôóðêàöèîííîé äóãå òèïà �êëþâ�.

b) Ïóñòü äëÿ äóãè òèïà �ïàðàáîëà� V ′(ri1) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå ôóíê-

öèè k(r) èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 8a, ò.å. â ìàëîé îêðåñòíîñòè (ri1, r
i
1 + ε) èìååì

k′(r) > 0. Ñîãëàñíî ëåììå 5, â ýòîé îêðåñòíîñòè h′(r) > 0, ïîýòîìó âåêòîð ñêîðîñòè

íà �ïàðàáîëå� ïðè äâèæåíèè îò å¼ �âåðøèíû�, ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Ò.å. óâåëè-

÷åíèå ïàðàìåòðà r íà÷èíàåòñÿ îò âåðøèíû (ñì.ðèñ.8b). Â ñëó÷àå, åñëè V ′(ri2) = 0

èìååì äâèæåíèå â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó (ñì.ðèñ.8c,d).
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Ðèñ. 8: ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà r íà áèôóðêàöèîííîé äóãå òèïà �ïàðàáîëà�.

ñ) Ïóñòü íà äóãå òèïà �ëóíêà�, îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (ri1, r
i
2), âûïîëíåíî

óñëîâèå V ′(r) > 0. Ïîëüçóÿñü àíàëîãè÷íûìè ïóíêòó a) ðàññóæäåíèÿìè, ïîëó÷àåì,

÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà r äâèæåíèå ïî äóãå íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè, ëåæàùåé

íà îñè h, ïî äóãå òèïà A. Ïðè V ′(r) < 0 äâèæåíèå ïî äóãå ïðîèñõîäèò â ïðîòèâî-

ïîëîæíóþ ñòîðîíó (ñì.ðèñ.9a-e).�.
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Ðèñ. 9: ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà r íà áèôóðêàöèîííîé äóãå òèïà �ëóíêà�.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k0 ñóùåñòâóåò áîëüøå äâóõ òî÷åê

ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ri, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Uk0(ri) ñîâïàäàþò, òî åñòü

íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé è íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå (ñì.îïðåäåëåíèå 22) â

íåêîòîðîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ áîëüøå äâóõ äóã òèïà B, òî â ïðîîáðàçå ýòîé òî÷êè

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèñõîäèò ãèïåðáîëè÷åñêàÿ

ïåðåñòðîéêà, èìåþùàÿ òèï Vk (ñì.ëåììó 21).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà ôóíêöèé (f(r), V (r)), çàäàþùèõ ñèñòåìó íà ìíî-

ãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 4.
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1.4 Àíàëèç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷èì âîïðîñ î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè áèôóðêàöèîííûõ äóã:

îá èõ ïåðåñå÷åíèè äðóã ñ äðóãîì è î ñàìîïåðåñå÷åíèè.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè âîçâðàòà � ýòî òî÷êè (h(r∗), k(r∗)) òàêèå, ÷òî

k′(r∗) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíûå ÷àñòè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé çàäàíû íà

îáëàñòè
N−1⊔
i=0

(r∗i , r
∗
i+1),

ãäå r∗0 = r1, r
∗
N = r2 è êàæäîìó èíòåðâàëó èç (r∗i , r

∗
i+1) îòâå÷àåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ

ñ êîíöàìè â òî÷êàõ âîçâðàòà (â ñëó÷àå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî èíòåðâàëîâ îäèí èç

êîíöîâ êðèâûõ ìîæåò óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü).

Îòâåòèì íà ñëåäóþùèå âîïðîñû: ìîæåò ëè êðèâàÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå

(r∗i , r
∗
i+1), ñàìîïåðåñåêàòüñÿ? ìîãóò ëè ïåðåñåêàòüñÿ êðèâûå, îïðåäåëåííûå íà ñî-

ñåäíèõ èíòåðâàëàõ? ìîãóò ëè ïåðåñåêàòüñÿ êðèâûå, îïðåäåëåííûå íå íà ñîñåäíèõ

èíòåðâàëàõ? ìîãóò ëè ïåðåñåêàòüñÿ áåñêîíå÷íûå �õâîñòû� êðèâîé áèôóðêàöèîí-

íîé äèàãðàììû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè h?

Ëåììà 12 Ïîääóãà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé (ñì.îïð.12), îïðåäåëåííàÿ íà èíòåð-

âàëå (r∗i , r
∗
i+1), íå ìîæåò ñàìîïåðåñåêàòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ ñàìîïåðåñåêàåòñÿ (ñì.ðèñ.10), òîãäà íà íåé ñó-

ùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ âåêòîð ñêîðîñòè íå ïðèíàäëåæèò 1 èëè 3 ÷åòâåðòè.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû 5. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êðèâàÿ ñà-

ìîïåðåñåêàåòñÿ, òî ó íåå ñóùåñòâóþò òàêèå äâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t0, t1, òàêèå

÷òî γ(t0) = γ(t1). Òîãäà õîòÿ áû â êàêîé-òî òî÷êå íà îòðåçêå [t0, t1] êàñàòåëüíûé

âåêòîð îáÿçàí áóäåò âûéòè çà ïðåäåëû ïåðâîé èëè òðåòüåé ÷åòâåðòè. �.

43



Ðèñ. 10: áèôóðêàöèîííàÿ äóãà ñ ñàìîïåðåñå÷åíèåì

Ëåììà 13 Ñîñåäíèå ïîääóãè îäíîé è òîé æå äóãè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé (ò.å.

äóãè, îïðåäåëåííûå íà ñîñåäíèõ èíòåðâàëàõ, ðàçäåëåííûõ òî÷êîé âîçâðàòà) íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k(a) = k(b) = k0, ãäå a, b � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r ñ

ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ (ñì. ðèñóíîê 11).

Íà èíòåðâàëå (a, b) ãðàôèê ôóíêöèè k(r) íàõîäèòñÿ ïîëíîñòüþ ïîä ïðÿìîé k =

k0, ëèáî ïîëíîñòüþ íàä íåé (ò.ê. a è b � ñîñåäíèå êîðíè óðàâíåíèÿ k(r) = k0 â ñèëó

òîãî, ÷òî ýòè òî÷êè îòâå÷àþò ñîñåäíèì êðèâûì). Òîãäà ïî ëåììå 4 ôóíêöèÿ Uk0(r)

ìîíîòîííà íà (a, b). (ñì. ðèñ.11), ïîýòîìó Uk0(a) 6= Uk0(b), òî åñòü íå ñóùåñòâóåò

çíà÷åíèé a è b ïàðàìåòðà r, ïðèíàäëåæàùèõ ñîñåäíèì ïîäèíòåðâàëàì, ÷òî k(a) =

k(b) è h(a) = h(b) îäíîâðåìåííî. Ýòî è îçíà÷àåò òðåáóåìîå.�.

r

r

Uk0
HrL

k2HrL

a b

a b

I II III IV

I II III IV

UHaL

UHbL

k0
2

Ðèñ. 11: èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 13.
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Ëåììà 14 Ðåãóëÿðíûå ó÷àñòêè (ïîääóãè) îäíîé è òîé æå äóãè áèôóðêàöèîííîé

êðèâîé, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîñåäíèìè (ò.å. íå èìåþùèå îáùåé òî÷êè âîçâðàòà), ìî-

ãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ïðè÷åì ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ äóãè âñåâîçìîæíûõ òèïîâ: À ñ

À, À ñ Â è Â ñ Â.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ïðèìåðû, êàê ìîãóò âûãëÿäåòü ãðàôèêè ôóíêöèé

k(r) è Uk0(r), ÷òîáû ðåàëèçîâûâàëèñü âñå âèäû ïåðåñå÷åíèé äóã: ñì. ðèñóíîê 12a,b,c.

Áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ, ðåàëèçóþùàÿ ñðàçó âñå òèïû ïåðåñå÷åíèé, ïîêàçàíà íà

ðèñóíêå 12d.�.

Uk0
HrL

k2HrL

r

r

k0
2

Uk0
HrL

k2HrL

r

r

k0
2

Uk0
HrL

k2HrL

r

r

k0
2

A

A

B

B

aL bL

cL dL

Ðèñ. 12: a)-c) âîçìîæíûé âèä ãðàôèêîâ ôóíêöèé k2(r) è Uk0(r), ðåàëèçóþùèõ ðàç-

ëè÷íûå òèïû ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äóã; d) áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ, ðåà-

ëèçóþùàÿ âñå âîçìîæíûå òèïû ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äóã.
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Ëåììà 15 Äâà áåñêîíå÷íûõ �õâîñòà� (ò.å. äâà íåîãðàíè÷åííûõ ðåãóëÿðíûõ ó÷àñò-

êà) îäíîé è òîé æå äóãè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé (ýòî äóãà òèïà �êëþâ�, òàê êàê

õâîñòû �ïàðàáîëû�, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ëåæàò â ðàç-

íûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ) íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k, à çíà÷èò, è

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè h (òàê êàê �õâîñòû� óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü ïî

h è ïî k îäíîâðåìåííî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðèñóåì òèïè÷íûé âèä ãðàôèêà ôóíêöèè k(r) íà èíòåðâàëå

(r1, r2). Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íà ýòîì èí-

òåðâàëå. Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå k0 áîëüøåå ñàìîãî áîëüøîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Òîãäà ãðàôèê ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé k = k0 ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâóþò çíà÷åíèÿì a è b ïàðàìåòðà r, ïðè÷åì r = a ïðèíàäëåæèò ïåðâîé ãëàäêîé

äóãå áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, à r = b � ïîñëåäíåé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèé

ðîâíî äâà, ïîëüçóÿñü ëåììîé 4, ïîëó÷àåì, ÷òî Uk0(r) ìîíîòîíåí íà èíòåðâàëå (a, b),

ïîýòîìó Uk0(a) 6= Uk0(b) è, çíà÷èò, h(a) 6= h(b) (ñì.ðèñ.13).�.

Uk0
HrL

k2HrL

r

r

k0
2

UHaL

UHbL

a b

a b

Ðèñ. 13: èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 15.

Òåïåðü îòâåòèì íà âîïðîñ: ìîãóò ëè ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå äóãè

áèôóðêàöèîííîé êðèâîé (ò.å. äóãè, ïàðàìåòðèçîâàííûå ðàçíûìè èíòåðâàëàìè Ii

îáëàñòè I èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé)?
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Ëåììà 16 Äâå äóãè áèôóðêàöèîííîé êðèâîé, ïàðàìåòðèçîâàííûå èíòåðâàëàìè

(ri1, r
i
2) 6= (rj1, r

j
2) ìîãóò òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàòüñÿ íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìå, ò.å. èìåòü îáùóþ òî÷êó, ïðè÷åì ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ëþáûå èõ ðåãóëÿðíûå

ïîääóãè: À ñ À, À ñ Â, Â ñ Â.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ äóã îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ a è

b ñ ðàçíûõ îòðåçêîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òàêèå, ÷òî k(a) = k(b) = k0. Íàðèñóåì

Uk0(r). Ìû õîòèì, ÷òîáû Uk0(a) = Uk0(b) � òî åñòü ìû õîòèì ñîâïàäåíèÿ çíà÷å-

íèé â äâóõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìàõ ãðàôèêà Uk0(r) (ò.ê. èìåííî òî÷êè ýêñòðåìóìà

Uk0(r) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ k(r) = k0). Íà ðèñóíêå 14a ïðèâåäåí ïðè-

ìåð ãðàôèêà ôóíêöèè Uk0(r), äëÿ êîòîðîãî ðåàëèçóþòñÿ âñå òèïû ïåðåñå÷åíèé äóã,

óêàçàííûå â óñëîâèè. Íà ðèñóíêå 14b ïðèâåäåí ïðèìåð êðèâûõ áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû, èìåþùèõ ïåðåñå÷åíèÿ äóã A-A, A-B è B-B.�.

A

A B

B

aL

bL

Uk0
HrL

h1

h2

h3

0 L

min

max

min

max

min

max

r

Ðèñ. 14: âåðõíèé ðèñóíîê � ãðàôèê ôóíêöèè Uk0(r), äëÿ êîòîðîãî ðåàëèçóþòñÿ âñå

òèïû ïåðåñå÷åíèé äóã èç óñëîâèÿ ëåììû 16; íèæíèé ðèñóíîê � ÷àñòü áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììû, îòâå÷àþùàÿ ãðàôèêó ôóíêöèè Uk0(r) è ðåàëèçóþùàÿ âñå òèïû

ïåðåñå÷åíèé äóã èç óñëîâèÿ ëåììû 16.
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Âûâîä. Â ïàðàãðàôàõ 1.2 è 1.3 èññëåäîâàíî, èç êàêèõ òèïîâ äóã ìîæåò ñîñòî-

ÿòü áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. Â ïàðàãðàôå 1.4 èçó÷åíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

ýòèõ äóã. Êàê ñëåäñòâèå, áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêàõ,

èëëþñòðèðóþùèõ òåîðåìó 4, íå åäèíñòâåííûå âîçìîæíûå. Âîçìîæíû òàêæå ëþ-

áûå �øåâåëåíèÿ� ýòèõ äèàãðàìì, äîïóñêàþùèå âñåâîçìîæíûå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ

äðóã ñ äðóãîì, óäîâëåòâîðÿþùèå ëåììàì 12�16.

1.5 Ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïîëíîñòüþ èññëåäîâàëè óñòðîéñòâî áèôóðêàöèîí-

íîé äèàãðàììû äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ. Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü �

íàó÷èòüñÿ ïî áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå âîññòàíàâëèâàòü áèôóðêàöèîííûé êîì-

ïëåêñ (ñì. îïðåäåëåíèå 22). Íàïîìíèì, ÷òî â ãëàâå 1.4 áûëè îïèñàíû âñåâîçìîæ-

íûå òèïû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ. Îäíàêî íåêîòîðûå

íåóñòîé÷èâûå êîíôèãóðàöèè äóã áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (ò.å. òå êîíôèãóðà-

öèè, êîòîðûå ìàëûì øåâåëåíèåì èçìåíÿþò ñâîé òèï) ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Äëÿ ýòîãî íèæå ìû îïðåäåëèì ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé îá-

ùåãî ïîëîæåíèÿ, ìû îòáðàñûâàåì òå ñèòóàöèè, êîãäà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

íåóñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî ìàëûõ øåâåëåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ. Îí ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïî-

íÿòèÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Çàìåòèì, ÷òî â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

ìîãóò áûòü ðåãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ (h, k), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò áîëåå ÷åì îäíà

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà (òîð) èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿMh,k = Φ−1(h, k). Ýòî ìîæ-

íî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàä òî÷êîé (h, k) èìååòñÿ íåñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ ëèñòîâ îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ. ßñíî, ÷òî ýòè ëè-

ñòû ìîãóò ñêëåèâàòüñÿ òîëüêî âäîëü áèôóðêàöèîííûõ äóã. Ñîâîêóïíîñòü ñêëååí-

íûõ ëèñòîâ è äóã íàçîâåì áèôóðêàöèîííûì êîìïëåêñîì (ïîäðîáíåå ñì. â ðàáîòàõ

À.Ò.Ôîìåíêî [2], [3]). Äàäèì òåïåðü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 22 (À.Ò.Ôîìåíêî) Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êàìè êîòî-

ðîãî ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Mh,k, ñ åñòå-

ñòâåííîé ôàêòîðòîïîëîãèåé, íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì êîìïëåêñîì (ò.å. áè-

ôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ M4 ïðè îòîæäåñòâëåíèè â

òî÷êó êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Mh,k).

Äàäèì òåïåðü äðóãîå, áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåñà, òàêæå

ââåäåííîå À.Ò.Ôîìåíêî (ñì. ðàáîòû À.Ò.Ôîìåíêî [2], [3], à òàêæå ðàáîòó À.Ò.Ôîìåíêî

è À.Þ.Êîíÿåâà [16]).

Ïóñòü (M2n, ω) � ãëàäêîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, v = sgradH � ãëàä-

êàÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ôóíêöèîíàëüíî

íåçàâèñèìûìè è ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè f1 = H, . . . , fn.

Ðàññìîòðèì ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ äàííîé ñèñòåìû. Òî÷êè x, y ∈M2n íàçîâåì ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè f(x) = f(y) äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëà f ñèñòåìû v = sgradH. Òàêèì

îáðàçîì, ñëîè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññàìè îïèñàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè

òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ M2n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z � äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó

âñåõ ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ ñëîåíèÿ âM2n. Ìíîæåñòâî Z çàìêíóòî è ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñëîåâ ðàçìåðíîñòè íå áîëåå n.

Îïðåäåëåíèå 23 (À.Ò.Ôîìåíêî) Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Cn,

òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ:

1) ðåãóëÿðíûå òîðû Ëèóâèëëÿ (èç ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ);

2) ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Z.

Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî Cn íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì êîìïëåêñîì.

Ïðîñòðàíñòâî Cn ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì è ïî÷òè âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ èìååò

ñòðóêòóðó n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâî Cn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííî-

ñòÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H íåðåçîíàíñíàÿ (ò.å. ïî÷òè êàæäûé

òîð Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ëþáîé èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè, ïðèíàäëå-
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æàùåé ýòîìó òîðó), òî ñòðàòèôèöèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Cn ñ îñîáåííîñòÿìè íå

çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà îáðàçóþùèõ ãðóïïû Rn, òî åñòü íå ìåíÿåòñÿ, åñëè

âìåñòî èñõîäíûõ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn ìû âîçüìåì íîâûé íàáîð ôóíêöèé g1, . . . , gn,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç èñõîäíûå ôóíêöèè (ïîäðîáíåå

ñì.ðàáîòó À.Ò.Ôîìåíêî è À.Þ.Êîíÿåâà [16]).

Âòîðîå îïðåäåëåíèå áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì è îòðà-

æàåò åãî âàæíîå ñâîéñòâî: èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îïèñàííîãî âûøå âûáîðà

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî, òàê êàê â íàøåé çàäà÷å ïåðâûå èíòåãðàëû ôèêñèðî-

âàíû, òî ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ è ïåðâûì îïðåäåëåíèåì áèôóðêàöèîííîãî êîì-

ïëåêñà.

Áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èññëåäîâà-

íèÿ òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïîíÿòèå áèôóðêàöèîííîãî

êîìïëåêñà áûëî èñïîëüçîâàíî â îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ èíòå-

ãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, íàïðèìåð, â ðàáîòå À.Þ.Ìîñêâèíà [32], à òàêæå

â ðàáîòå À.Â.Áîëñèíîâà, À.Â.Áîðèñîâà, È.Ñ.Ìàìàåâà [11].

Îïðåäåëåíèå 24 Îïèøåì ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî åñòü òå âîçìîæíîñòè

âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã, êîòîðûå ìû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü:

1) ÷èñëî êðèâûõ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, êîíå÷íî;

2) ÷èñëî òî÷åê âîçâðàòà íà áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ êîíå÷íî;

3) òî÷åê, â êîòîðûõ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ è ñàìîïåðåñåêàþòñÿ áè-

ôóðêàöèîííûå êðèâûå, êîíå÷íîå ÷èñëî;

4) â ëþáîé òî÷êå íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëü-

êî äâå áèôóðêàöèîííûå äóãè, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå òðàíñâåðñàëüíî (ñì.ëåììó 17

íèæå);

5) çàïðåùåíî ïîëíîå èëè ÷àñòè÷íîå íàëîæåíèå áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïóíêòû 1) è 2) ñëåäóþò èç òåîðåì ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èññëåäóåìûå íàìè ñèñòåìû � ýòî ñèñòå-

ìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ (îäíàêî, â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ýòî íå çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèÿ,
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ïóíêòû 4) è 5) ìû çàïðåùàòü íå áóäåì).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì, ïîýòîìó ìû

åãî îïóñòèì.

Ëåììà 17 Ìàëûì ãëàäêèì èçìåíåíèåì ôóíêöèé f(r) è V (r), çàäàþùèõ ñèñòåìó

íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå íà

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàëèñü èëè ñàìîïåðåñåêàëèñü íå

áîëåå, ÷åì äâå áèôóðêàöèîííûå äóãè.

Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ïóíêò 5). Åñëè íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå âîçíèêàåò íà-

ëîæåíèå äâóõ äâóã, òî â ïðîîáðàçå òî÷åê, ãäå âîçíèêàåò íàëîæåíèå, ìîæåò ïðî-

èñõîäèòü äâå âåùè: ëèáî ïðîèñõîäèò �óäâîåíèå àòîìà� (íàïðèìåð, â òî÷êàõ, ãäå

íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà äâå äóãè òèïà B, â ïðîîáðàçå ìû èìååì àòîì 2B),

ëèáî âîçíèêàåò áîëåå ñëîæíàÿ îñîáåííîñòü � îíà íàçûâàåòñÿ �âèëêîé� (cì. êíè-

ãó À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî [1]). Òî åñòü â îáùåì ñëó÷àå ïî áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå ñ ÷àñòè÷íûì íàëîæåíèåì äâóõ äóã íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, êàê óñòðî-

åí ïðîîáðàç íàêëàäûâàþùèõñÿ äðóã íà äðóãà ó÷àñòêîâ êðèâûõ. Îäíàêî â ñèñòåìàõ

íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ íà ýòîò âîïðîñ âñåãäà ìîæíî äàòü îäíîçíà÷íûé îòâåò.

Ëåììà 18 Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íàòóðàëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íà ìíî-

ãîîáðàçèè âðàùåíèÿ íå äîïóñêàåò îñîáåííîñòè òèïà �âèëêà�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ñèñòåìû, èìåþùåé îñîáåííîñòü òèïà

�âèëêà�, ëîêàëüíî âûãëÿäèò è âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè íåêîòîðîì k = k0

ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë èìååò îäèí ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Çàòåì ïðè óâåëè÷åíèè

k äî k = k1 ýòîò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ðàñïàäàåòñÿ â òðè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìà,

èäóùèå â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ìèíèìóì, ìàêñèìóì è ìèíèìóì, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ

â ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ ñîâïàäàþò. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè k îò k1 äî k2

êàðòèíêà êà÷åñòâåííî îñòàåòñÿ òàêîé æå.

Íàïðèìåð, ýòà ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñëåäóþùåãî âèäà (ε � ïàðà-

ìåòð):

f(x) = x2 · (x2 − ε).
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Îäíàêî, äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà. Ýô-

ôåêòèâíûé ïîòåíöèàë Uk(r) äîëæåí âåñòè ñåáÿ òàê æå, êàê ôóíêöèÿ èç ïðèìåðà.

Ò.å. óðàâíåíèå U ′k(r) = 0:
f 3(r)V ′(r)

f ′(r)
= k2

äîëæíî èìåòü îäèí êîðåíü ïðè k = k0, à, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k1 > k0 � ñðàçó òðè

êîðíÿ. Òàêîå íåâîçìîæíî â ñèëó óêàçàííîé çàâèñèìîñòè óðàâíåíèÿ îò ïàðàìåòðà

k.�

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè äâå áèôóðêàöèîííûå äóãè äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè

âðàùåíèÿ ÷àñòè÷íî íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà, ýòî âñåãäà îçíà÷àåò, ÷òî ÷à-

ñòè÷íî ñîâïàäàþùèå äóãè äàþò â ïðîîáðàçå àòîì 2A èëè 2B.

Òàêóþ áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü

ïðè r ∈ (r1, r2) íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå èìååì äóãó òèïà �êëþâ�; îïðåäåëèì

ïðè r ∈ (r3, r4) ôóíêöèè f(r) è V (r) òàê, ÷òî ïðè r ∈ (r3, r
∗), r∗ < rmin, ãäå rmin �

òî÷êà âîçâðàòà êëþâà, îïðåäåëåííîãî íà èíòåðâàëå (r1, r2), ôóíêöèè f(r) è V (r)

ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè f(r) è V (r) íà ïåðâîì óêàçàííîì èíòåðâàëå. Çàòåì äîîïðå-

äåëèì íà (r∗, r4) ôóíêöèè f(r) è V (r) òàê, ÷òîáû ôóíöèÿ k(r) èìåëà åäèíñòâåííûé

ëîêàëüíûé ìèíèìóì íà (r3, r4). Òîãäà ïîëó÷èì áèôóðêàöèîííóþ äóãó òèïà �êëþâ�

è áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó òèïà �âèëêà�. Èñõîäÿ èç ëåììû, ïðè íàëîæåíèè

áèôóðêàöèîííûõ äóã èìååì àòîì 2B.

Çàìå÷àíèå. Ñèòóàöèÿ, êîãäà íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ñèñòåìû íà ìíî-

ãîîáðàçèè âðàùåíèÿ âîçíèêàåò ÷àñòè÷íîå íàëîæåíèå äâóõ äóã, íåóñòîé÷èâàÿ (íàëî-

æåíèå äóã ìîæíî ïåðåâåñòè â ïåðåñå÷åíèå äóã ìàëûì øåâåëåíèåì ôóíêöèè Uk(r)).

Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ïî áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíî-

âèòü áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ, ïîýòîìó, êîãäà ýòî íå çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèÿ,

ýòîò ñëó÷àé ìû çàïðåùàòü íå áóäåì.

Íà ðèñóíêå 15 ïîêàçàí ïðèìåð áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îáùåãî âèäà.
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h

k

Ðèñ. 15: ïðèìåð áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îáùåãî âèäà.

1.6 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà èñ-

ñëåäóåìîé ñèñòåìû

×òîáû ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ, àíàëèçà òîëüêî áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ñâîéñòâàìè ýôôåêòèâíîãî

ïîòåíöèàëà. Íàïîìíèì, ÷òî ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë � ýòî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

Uk(r) =
k2

2f 2(r)
+ V (r).

×òîáû ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ, à çàòåì ìå÷åíóþ ìîëåêóëó, âîñïîëü-

çóåìñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì (ïóíêòû àëãîðèòìà ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðè-

ìåðå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ.16 è ðèñ.17):
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2

1 3

4

5

6

h5

h5

k5

h

k

r

Uk5
HrL

A

A

B

B

A
2T2

2T2

1

2 3

Ðèñ. 16: èëëþñòðàöèÿ ê àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà (íà÷à-

ëî).
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1
1

3
4 6

k1

k2

k3

k4

k4

k5

h

k

r

Uk4HrL

A

A

B

B

A

1

2

3

A1 A2 A3 B3

B2

A1

A2

A3

B3
B2

r1 r2 r3 r4 r5

HA1,1L, HA2,3L, HA3,4L, HB3,6L, HB2,1L

HA1, 1 L HA2, 3 L HA3, 4 L HB3,6L HB2,1L
r1 r2r3 r4r5

1 6

Ðèñ. 17: èëëþñòðàöèÿ ê àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà (êî-

íåö).

Øàã 1. Ñòðîèì áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó (ÁÄ).

Øàã 2. Íóìåðóåì äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äóãà,

îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå (ri1, r
i
2) èìååò íîìåð i. Îòìå÷àåì íîìåðà äóã íà áèôóð-
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êàöèîííîé äèàãðàììå.

Øàã 3. Îïðåäåëÿåì òèïû âñåõ äóã è ïîääóã (ñòàâèì áóêâû A èëè B îêîëî êàæäîé

äóãè èëè ïîääóãè).

Øàã 4. Èññëåäóåì, åñòü ëè ñîâïàäàþùèå äóãè íà ÁÄ: äëÿ êàæäîé äóãè ÁÄ âîçü-

ìåì ïî îäíîìó ðåãóëÿðíîìó çíà÷åíèþ ki, íå ÿâëÿþùåìóñÿ çíà÷åíèåì èíòåãðàëà K

â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ äóã ÁÄ; ñòðîèì Uki(r).

Åñëè äëÿ äóãè (äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà r) Uki(r)

èìååò äâà (èëè áîëüøå) ñîâïàäàþùèõ ïî çíà÷åíèþ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà (èëè

ìèíèìóìà), òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 (ñì.íèæå) ýòà äóãà íàëîæåíà íà ñåáÿ äâà

(èëè, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøå) ðàçà è èìååò òèï 2A èëè 2B (â îáùåì ñëó÷àå, mA

èëè mB). Îòìå÷àåì ýòè òèïû íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå.

Øàã 5. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ðàçáèâàåò îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà êî-

íå÷íîå ÷èñëî ñâÿçíûõ îáëàñòåé (çäåñü îáëàñòüþ íàçûâàåì ÷àñòü ïëîñêîñòè R2(h, k),

îãðàíè÷åííóþ áèôóðêàöèîííûìè êðèâûìè, âíóòðåííîñòü êîòîðîé ñîñòîèò èç ðå-

ãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà). Íóìåðóåì ýòè îáëàñòè â ïðîèçâîëüíîì

ïîðÿäêå (ñòàâèì íîìåð â êàæäóþ îáëàñòü). Áåðåì ïðîèçâîëüíîå ðåãóëÿðíîå çíà÷å-

íèå (hi, ki) äëÿ îáëàñòè ñ íîìåðîì i è ñòðîèì Uki(r). Îòìå÷àåì íà ãðàôèêå ëèíèþ

hi = const è ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ îáëàñòåé, ëåæàùèõ ïîä ãðàôèêîì ôóíê-

öèè Uki(r) � ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì òîðîâ â ïðîîáðàçå îáëàñòè ñ íîìåðîì i.

Ýòó îïåðàöèþ ïðîâîäèì äëÿ êàæäîé îáëàñòè. Â ðåçóëüòàòå íàì ñòàíîâèòñÿ èçâåñò-

íî ÷èñëî òîðîâ, ëåæàùèõ â ïðîîáðàçå êàæäîé îáëàñòè.

Øàã 6. Åñëè íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå åñòü äóãà èëè ïîääóãà òèïà B, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé äóãå ëèñò áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà ïðè-

êëååí ê êîìïëåêñó ïî ýòîé ïîääóãå. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, ê êàêîìó èìåííî ëèñòó

êîìïëåêñà ïðèêëåèâàåòñÿ äóãà òèïà B. Äëÿ ýòîãî:

a) îòìåòèì çíà÷åíèÿ {ki} âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áèôóð-

êàöèîííûõ äóã, à òàêæå âñåõ òî÷åê âîçâðàòà; ïóñòü ýòè çíà÷åíèÿ � k0, k1, . . . , kN

(k0 = 0);

b) âûáåðåì íà êàæäîì èíòåðâàëå (ki, ki+1) ïðîèâîëüíîå çíà÷åíèå ki : k1, k2, . . . , kN
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(çäåñü kN = kN + ε � çíà÷åíèå k, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò òî÷êè â îáðàçå îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà) è ïîñòðîèì âñå ôóíêöèè Uki(r);

c) ïðîâåäåì ïðÿìóþ ki = const è îòìåòèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé

ñ áèôóðêàöèîííûìè äóãàìè. Ïðîíóìåðóåì ýòè òî÷êè ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîääóãîé íîìåð i òèïà A, òî òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåì

Ai (àíàëîãè÷íî � Bi);

d) âûïèñûâàåì ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè òî÷êè ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèÿ ýíåðãèè

h: ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàïðèìåð, A1A2A3B3B2 (ýòà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïåðåñåêëè äóãè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñ íîìå-

ðàìè 1, 2, 3, à òàêæå èõ ïîääóãè òèïîâ A è B);

e) ñòðîèì ôóíêöèþ Uki(r) è îáîçíà÷àåì ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû íà ãðàôè-

êå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó ìèíèìóìó ïðèñâàèâàåì ñîîòâåòñòâóþùåå

îáîçíà÷åíèå Ai, êàæäîìó ìàêñèìóìó � Bj;

f) íà ïðÿìîé ki ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ áèôóðêàöèîííû-

ìè äóãàìè îòìåòèì íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé; òåïåðü êàæäîìó

îáîçíà÷åíèþ äóãè Ai (èëè Bi) ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íîìåð îáëàñòè, ëåæàùèé íà

îòðåçêå ñïðàâà îò òî÷êè Ai. Ïîëó÷àåì íàáîð ïàð, ñîñòîÿùèõ èç îáîçíà÷åíèÿ äóãè

è îáëàñòè, íàïðèìåð:

(A1, 1), (A2, 3), (A3, 4), (B3, 6), (B2, 1).

g) âûïèøåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r äëÿ êàæäîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Íó-

ìåðóåì èõ ïî âîçðàñòàíèþ r : r1 < r2 < ...; òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ëîêàëüíîìó

ýêñòðåìóìó ñîîòâåòñòâóåò åãî îáîçíà÷åíèå Ai è ÷èñëî rj;

h) äëÿ êàæäîãî ki ìû ïîëó÷èëè íàáîð òðîåê, íàïðèìåð:

(A1, 1); r1, (A2, 3); r3, (A3, 4); r5, (B3, 6); r4, (B2, 1); r2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàæäóþ òðîéêó, ñîäåðæàùóþ îáîçíà÷åíèå Bj:

íàïðèìåð (Bj, n); rk. Íàõîäèì òðîéêè (Ap, a); rk−1 è (Aq, b); rk+1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

òîðû, �ðîäèâøèåñÿ� â ïðîîáðàçå îáëàñòåé ñ íîìåðàìè a è b, ïðè ôèêñèðîâàííîì
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çíà÷åíèè ki è ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ýíåðãèè h, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äóãó Bj

�ñêëåèâàþòñÿ� â òîð, íàõîäÿùèéñÿ â ïðîîáðàçå îáëàñòè n: íàïðèìåð, îáëàñòè 3 è 4

ïåðåøëè â îáëàñòü 6, ò.å. äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà ïîääóãà B äóãè 3 ïðèêëåèâà-

åòñÿ ê ëèñòó êîìïëåêñà, îáðàçîâàííîìó äóãîé 2;

i) ïðîäåëûâàåì ïóíêòû a)�h) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ki è â ðåçóëüòàòå óçíà¼ì,

êàêèå ëèñòû êîìïëåêñà ïðèêëåèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó ïî ïîääóãàì òèïà B, òî åñòü

ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåì áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2, êîòîðûì ìû ïîëüçóåìñÿ â ÷åòâåðòîì øàãå àëãîðèòìà.

Óòâåðæäåíèå 2 Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà k = ki. Åñëè äëÿ äóãè (äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà r) ôóíêöèÿ Uki(r) èìååò s

ñîâïàäàþùèõ ïî çíà÷åíèþ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ (èëè ìèíèìóìîâ), òî ýòà äó-

ãà íàëîæåíà íà ñåáÿ s ðàç è èìååò òèï sA èëè sB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s = 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ äëÿ çíà÷å-

íèé ri è rj ïàðàìåòðà r, òî â òî÷êå (h(ri), k(ri)) ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãà áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììû �óäâàèâàåòñÿ�. Â ñèëó ãëàäêîñòè äóãè è ôóíêöèè Uki(r) äóãà

�óäâàèâàåòñÿ� âî âñåõ å¼ ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ (àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â

ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ s ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ èëè ìèíèìóìîâ).�.

Áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ (åãî ïîëîâèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèÿì k > 0)

è åãî ïðîåêöèÿ íà áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà äëÿ èëëþñòðà-

öèè àëãîðèòìà, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 18.
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Ðèñ. 18: âåðõíÿÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû (k > 0) äëÿ ìîäåëüíîãî ïðè-

ìåðà ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ è âîçìîæíûé âèä áèôóðêàöèîííîãî êîì-

ïëåêñà, îòâå÷àþùåãî ýòîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (åå âåðõíåé ÷àñòè).

1.7 Ïîñòðîåíèå ãðóáîé ìîëåêóëû ñèñòåìû íà íåîñîáîé èçî-

ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Åñëè äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ïîñòðîåí áèôóðêàöèîííûé êîìïëåêñ, òî ïî íåìó

ìîæíî ïîñòðîèòü ãðóáóþ ìîëåêóëó (áåç ìåòîê). Îäíàêî, ïîñòðîåíèå ìîëåêóëû âîç-

ìîæíî íå äëÿ êàæäîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h. Íàïîìíèì, ÷òî òåîðèÿ

òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïðèìåíèìà òîëüêî ê ñèñòåìàì, îãðàíè÷åííûì íà

íåîñîáûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Q3
h, ò.å. íà òàêèå ïîâåðõíîñòè, ãäå dH 6= 0

âî âñåõ òî÷êàõ. Èçó÷èì ïîäðîáíåå, êàê çàïèñûâàåòñÿ óñëîâèå íåîñîáîñòè äëÿ èñ-

ñëåäóåìûõ ñèñòåì.

Ëåììà 19 (êðèòåðèé íåîñîáîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h).

Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
h ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà h 6= V (0), h 6= V (L) è h 6= V (ri), ãäå V
′(ri) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæåñòâî ïîëþñîâ, ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê

(x, p) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òàêèõ, ÷òî x � îäèí èç ïîëþñîâ ñôåðû S2.

1) Ïóñòü k 6= 0. Çàïèøåì dH:

dH = {pr,
k

f(r)2
,− k2

f ′(r)f 3(r)
+ V ′(r), 0}.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âíå ïîëþñîâ ∂H
∂k

= k
f2(r)

6= 0, ò.å. ïîâåðõíîñòü Q3
h íåîñîáàÿ.

2) Ïîêàæåì, ÷òî â ïîëþñå P ëþáàÿ òî÷êà èç Q3
h íåîñîáàÿ, åñëè è òîëüêî åñëè

h /∈ {V (0), V (L)}.

Èç ïðåäûäóùåãî

H|P =
p2x + p2y

2
+ V (0) = E.

Òîãäà ïðè E > V (0) ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ïîëþñîâ P
⋂
Q3
h (p

2
x + p2y = E − V (0)),

çíà÷èò, dH|P ⋂
Q3

h
= {px, py, 0, 0} 6= 0. Çíà÷èò, Q3

h � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü â P .

Ïóñòü òåïåðü E = V (0). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëþñ, ÿâëÿþùèé-

ñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ (ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êîé ðàíãà 0), ò.å. P = {0, 0}, è

dH|P ⋂
Q3

h
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Q3

h � îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü.

Íàêîíåö, ïóñòü E < V (0). Òîãäà P
⋂
Q3
h = ∅, ò.å. Q3

h � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü â

ïîëþñàõ.

3) Ïóñòü òåïåðü k = 0, ðàññìîòðèì ñëó÷àé âíå ïîëþñîâ. Èìååì dH = {pr, 0, V ′(r), 0}.

Òîãäà òî÷êà (pr, k, r, ϕ) ∈ Q3
h � îñîáàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (pr = 0 ⇒

E = V (r) è V ′(r) = 0). Ñëåäîâàòåëüíî, Q3
h � íåîñîáàÿ ïîâåðõíîñòü â îêðåñòíîñòè

Q3
h

⋂
{k = 0} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E 6= V (ri), V

′(ri) = 0. Òî÷åê ri êîíå÷íîå

÷èñëî, ò.ê. V (r) � ôóíêöèÿ Áîòòà, V (r) 6= const.�

Ëåììà 20 Ïóñòü Q3
h � íåîñîáàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Òîãäà k|Q3

h
�

ôóíêöèÿ Áîòòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé òî÷êå {0, ki, ri, ϕ}, ëåæà-

ùåé íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, èìååì U ′′ki(ri) 6= 0. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî

ñëåäóþùåìó: ïðÿìàÿ h = const íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè âîçâðàòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñâòèåì ëåì-

ìû 8, à èìåííî, ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1) è 4) ëåììû, òàê êàê áîòòîâîñòü èí-
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òåãðàëà K íà Q3
h îçíà÷àåò, ïî îïðåäåëåíèþ, íåâûðîæäåííîñòü âñåõ êðèòè÷åñêèõ

îêðóæíîñòåé íà óðîâíå H = h.�.

Èñõîäÿ èç äîêàçàòåëüñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Q3
h íåîñîáàÿ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà U ′′ki(ri) 6= 0. À ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü íåîñî-

áàÿ ïðè h 6= h∗, ãäå h∗ � çíà÷åíèå ýíåðãèè h äëÿ òî÷åê èçëîìà.

Âî âñåõ äàëüíåéøèõ óòâåðæäåíèÿõ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýíåðãèÿ h èçîýíåð-

ãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåìì 19 è 20.

Ëåììà 21 Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ýíåðãèè h íà áèôóðêàöèîííîì êîì-

ïëåêñå ïåðåñåêàþòñÿ s äóã òèïà B. Òîãäà íà Q3
h ìîëåêóëà èìååò â ñîîòâåòñòâó-

þùåé ýòîé òî÷êå âåðøèíå àòîì Vs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçðåæåì Q3
h âäîëü ïîâåðõíîñòè {k = 0}. Òîãäà Q3

h ðàñïàäåòñÿ

íà äâà êóñêà: Q+ := {k > 0} è Q− := {k < 0}. Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòà ϕ íå

îïðåäåëåíà òîëüêî â ïîëþñàõ, íî òàì k = 0, à ýòîò óðîâåíü ìû âûêèíóëè. Êàæäûé

èç êóñêîâ èìååò òèï ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðåäúÿâèâ

ãëîáàëüíîå òðàíñâåðñàëüíîå ñå÷åíèå: îíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ptr = {ϕ = const}.

Â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà ýòîì ñå÷åíèè âîçüìåì (r, pr). Òîãäà, òàê êàê
p2r
2

+ k2

2f2(r)
+ V (r) = h0, òî

k(r) = ±
√

(2(h0 − V (r))− p2r)f 2(r).

Íà Q+ áåðåòñÿ çíàê �+�, íà Q− � çíàê �−�. Ñëîè ñëîåíèÿ Çåéôåðòà çàäàþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{r = const, k = const, pr = const, ϕ ∈ Z mod2π},

ϕ � ïàðàìåòð íà ñëîå-îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïîëó÷àåòñÿ

ïóòåì ïðÿìîãî óìíîæåíèÿ íà îêðóæíîñòü (ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà) îäíîìåðíî-

ãî ñëîåíèÿ íà òðàíñâåðñàëüíîì ñå÷åíèè Ptr, çàäàâàåìîãî ëèíèÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè

k. Ò.å. ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé (2(h0 − V (r)) − p2r)f 2(r).
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Ôóíêöèÿ k � ôóíêöèÿ Áîòòà íà íåîñîáûõ ïîâåðõíîñòÿõ Q3
h, ãäå ïðÿìàÿ h = const

íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè âîçâðàòà áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ.

Òàê êàê íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ s êðèâûõ,

òî ïðè r1 6= r2 6= · · · 6= rs çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Uk(r) â ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìàõ ñîâïà-

äàþò, ò.å. Uk(r1) = Uk(r2) = · · · = Uk(rs).

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê áèôóðêàöèîííûì äóãàì âñåãäà ëåæèò â ïåðâîé èëè òðå-

òüåé ÷åòâåðòè, ïîýòîìó íåâàæíî, ìåíÿåì ìû êîîðäèíàòó h èëè k äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Uk ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-

íèè èíòåãðàëà k. Åñëè ÷èñëî ìàêñèìóìîâ � ýòî s, òî ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé h ≥ h0 ñ

íàäãðàôèêîì Uk ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ïðè h < h0 ïåðåñå÷åíèå

ñ íàäãðàôèêîì èìååò s + 1 êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòðîéêå

s+ 1 òîðîâ Ëèóâèëëÿ â îäèí òîð Ëèóâèëëÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îñîáûé ñëîé.

Ëîêàëüíî èìååì ñòðóêòóðó òðèâèàëüíîãî ñëîåíèÿ (ñ ïàðàìåòðîì ϕ íà ñëîå-

îêðóæíîñòè). Ïðè ôèêñèðîâàííîì ϕ èìååì äâóìåðíîå ñëîåíèå íà ïëîñêîñòè (r, pr)

(ñì.ðèñóíîê 19), êîòîðîå äàåò íàì àòîì Vs.�.

Ðèñ. 19: âåðõíèé ðèñóíîê: ãðàôèê ôóíêöèè Uk(r); íèæíèé ðèñóíîê: ãðàôèê ôóíê-

öèè pr(r) =
√

2(h− Uk(r)), çàäàþùåé äâóìåðíîå ñëîåíèå.
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Òåîðåìà 5 (êëàññèôèêàöèÿ ìîëåêóë). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íà ìíîãîîáðàçèè âðà-

ùåíèÿ, çàäàííóþ ïàðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)). Ïóñòü Q ⊆ Q3
h � ñâÿçíàÿ êîìïîíåí-

òà íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé k � ôóíêöèÿ Áîòòà.

Òîãäà ìîëåêóëà ñèñòåìû íà Q ñèììåòðè÷íà (áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè íà ðåáðàõ)

îòíîñèòåëüíî îñè h, à îðèåíòàöèÿ íà ðåáðàõ çàäàåòñÿ â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ k.

Ò.å. ìîëåêóëà èìååò âèä W −W , ãäå êàæäàÿ W � ýòî ëèáî îäèí àòîì A, ëè-

áî äåðåâî. Âñå íåêîíöåâûå âåðøèíû äåðåâà � ýòî ñåäëîâûå àòîìû Vl, à êîíöåâûå

âåðøèíû èìåþò òèï A. Ïðè ýòîì ïðè k > 0 âõîäÿùåå ðåáðî äëÿ êàæäîãî àòîìà

Vl îäíî, à èñõîäÿùèõ l (ïðè k < 0 êàðòèíà àíòèñèììåòðè÷íà, ò.å. áåç ó÷åòà

îðèåíòàöèè íà ðåáðàõ ìîëåêóëà W −W ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè h, îä-

íàêî îðèåíòàöèÿ íà êóñêàõ W+ = W (k > 0) è W− = W (k < 0) ïðîòèâîïîëîæíà,

ñì.ðèñ.21).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç àíàëèçà áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû è èç ëåììû 21.�.

Çàìå÷àíèå. Àòîìû Vl 6= B âîçíèêàþò íà Q, åñëè ïðè H = h ïðîèñõîäèò íà-

ëîæåíèå íåñêîëüêèõ áèôóðêàöèîííûõ äóã òèïà B è ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ

ëèñòîâ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà.

1.8 Âû÷èñëåíèå ìåòîê äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèè âðàùå-

íèÿ

Óòâåðæäåíèå 3 Ðåãóëÿðíàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
h èìååò ñòðóê-

òóðó ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñëîåì îêðóæíîñòü, ñîãëàñîâàííîãî ñî

ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ, ò.å. ñëîè�îêðóæíîñòè ñîäåðæàòñÿ â ñëîÿõ ñëîåíèÿ Ëèóâèë-

ëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî T ∗S2 â êàæäîé òî÷êå,

êðîìå ïîëþñîâ, èìååò êîîðäèíàòû (r, ϕ, pr, k), ãäå (r, ϕ) � êîðäèíàòû íà êîíôèãó-

ðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå S2. Ñëîè�îêðóæíîñòè âíå ïîëþñîâ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì
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îáðàçîì: {r = const, pr = const, k = const, ϕ ∈ R mod2πZ}. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ

òàêàÿ îêðóæíîñòü ëåæèò íà îäíîì ñëîå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ò.ê. ïåðâûå èíòåãðàëû

íå çàâèñÿò îò ϕ.

Åñëè òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëþñ, òî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëîé-îêðóæíîñòü,

âðàùàåì êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ïîëþñå. Òàê êàê S1-äåéñòâèå çàäàåòñÿ âðà-

ùåíèåì êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñëè òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

ïðîåêòèðóåòñÿ â ïîëþñ (ïðè ýòîì ñêîðîñòü v 6= 0, òàê êàê k = 0, v = 0 ìîæåò áûòü

òîëüêî â îñîáûõ òî÷êàõ ðàíãà 0, à ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðåãóëÿðíûå ïîâåðõ-

íîñòè Q3
h, ò.å. ïîâåðõíîñòè, íå ñîäåðæàùèå îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0), òî S1-äåéñòâèå

çàäàåò âðàùåíèå êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïîëþñå.�.

Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî�òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåì S1 ÿâëÿåòñÿ ðàññëî-

åíèåì Çåéôåðòà áåç îñîáûõ ñëîåâ.

Òåîðåìà 6 (êëàññèôèêàöèÿ ìå÷åíûõ ìîëåêóë). Ïóñòü Q3 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà

íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h. Ïóñòü W −W � ìîëåêóëà ñèñòåìû

íà Q3.

a) Ìåòêè íà ðåáðàõ òèïà A− Vl ìîëåêóëû: r = 0, ε = +1.

b) Ìåòêè íà ðåáðàõ òèïà Vs − Vl, ãäå îáà ñåäëîâûõ àòîìà íàõîäÿòñÿ â îäíîé

ïîëóïëîñêîñòè (k > 0 èëè k < 0): r =∞, ε = +1.

c) Ìåòêè íà öåíòðàëüíîì ðåáðå òèïà Vl − Vl (ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé k = 0): r =∞, ε = −1.

d) Åñëè ìîëåêóëà W −W èìååò âèä A − A, òî ìåòêà r îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: ðàçðåæåì ìíîãîîáðàçèå M4 ïî ïîâåðõíîñòè Q3 íà äâà êóñêà M4
−

è M4
+ (íàïîìíèì, ÷òî Q3 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Q3

h). Êóñîê M
4
−, êîòîðûé îòâå-

÷àåò ñòðîãî ìåíüøèì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè, ÷åì h, ìîæåò ñîäåðæàòü 2, 1 èëè 0

îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü. Òîãäà ñîîòâåòñòâåííî r = 1
2
, r = 0 èëè r =∞. Âî âñåõ

òð¼õ ñëó÷àÿõ ε = +1.

e) Åñëè ìîëåêóëà W −W îòëè÷íà îò A−A, òî îíà ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ

ñåìüþ, ïîëó÷àåìóþ îòáðàñûâàíèåì âñåõ àòîìîâ A. Ìåòêà n â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà
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÷èñëó îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü íà ìíîãîîáðàçèè M4
− (ñì. ïóíêò d)).

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü äîïóñòèìûå

ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ. Íàïîìíèì ïðàâèëà èõ âûáîðà.

Ïóñòü ñíà÷àëà 3-àòîì èìååò òèï A, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîëíîòîðèåì. Òîãäà â êà÷åñòâå

ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà λ áåð¼òñÿ ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ, ò.å. öèêë, ñòÿãèâàþùèé-

ñÿ â òî÷êó âíóòðè ïîëíîòîðèÿ. Â êà÷åñòâå âòîðîãî öèêëà µ áåð¼òñÿ ïðîèçâîëüíûé

öèêë, äîïîëíÿþùèé λ äî áàçèñà. Öèêë µ ìîæíî ñ÷èòàòü ñëîåì ðàññëîåíèÿ Çåéôåð-

òà (åãî îðèåíòàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îðèåíòàöèåé ãàìèëüòîíîâà

ïîòîêà íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè). Îðèåíòàöèÿ öèêëà λ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû

ïàðà (λ, µ) áûëà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñåäëîâîãî 3-àòîìà Vl. Îí èìååò ñòðóêòóðó òðèâèàëüíîãî

S1-ðàññëîåíèÿ íàä äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà

λ âîçüìåì ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ (ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé). Òåïåðü ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå 3-àòîìà. Îíî âûñåêàåò íà êàæäîì ãðàíè÷íîì òîðå íåêîòîðûé

öèêë, êîòîðûé ìû è âîçüìåì â êà÷åñòâå âòîðîãî áàçèñíîãî öèêëà µ.

Âû÷èñëèì òåïåðü ìåòêè r è ε íà ðåáðå A − Vl. Âòîðîé öèêë µ1 îêîëî àòîìà A

� ýòî ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Ïåðâûé (âûäåëåííûé) öèêë λ2 îêîëî ñåäëîâîãî

àòîìà � ýòî òàêæå ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Òàê êàê ðàññëîåíèå Çåéôåðòà ãëî-

áàëüíî, òî λ2 = µ1 (îáà êîíöà ðåáðà A − Vl ñîîòâåòñòâóþò îäíîé ïîëóïëîñêîñòè

k > 0 (èëè k < 0), ïîýòîìó âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìàì îñîáûõ òðàåêòîðèé

çíà÷åíèå ϕ âåä¼ò ñåáÿ îäèíàêîâî: ëèáî âîçðàñòàåò, ëèáî óáûâàåò â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îðèåíòàöèè öèêëîâ λ2 è µ1 ñîâïàäàþò). Ïîëó÷àåì λ2

µ2

 =

 0 1

1 p

 ·
 λ1

µ1

 .

Çäåñü (λ1, µ1) � áàçèñ íà òîðå îêîëî àòîìà A, à (λ2, µ2) � áàçèñ íà òîðå îêîëî àòîìà

Vl. Ïåðâûé ýëåìåíò âî âòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû ñêëåéêè ðàâåí 1, ò.ê. îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû ðàâåí −1. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ìåòêè: r = 0, ε = +1.
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b) Âû÷èñëèì òåïåðü ìåòêè íà ðåáðå Vs−Vl, ãäå îáà êîíöà ðåáðà ëåæàò â îäíîé

è òîé æå ïîëóïëîñêîñòè (k > 0 èëè k < 0).

Òàê êàê ïåðâûå áàçèñíûå öèêëû âáëèçè ñåäëîâûõ àòîìîâ � ýòî ñëîè (ãëîáàëü-

íîãî) ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, òî îíè ñîâïàäàþò. Ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñêëåéêè λ2

µ2

 =

 1 0

p −1

 ·
 λ1

µ1

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòêà r ðàâíà ∞, à ìåòêà ε ðàâíà +1.

Íà ðåáðå Vl−A ìàòðèöà ñêëåéêè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê äàííîé. Ìåòêè r è ε äëÿ

äàííîé ìàòðèöû îñòàíóòñÿ òàêèìè æå.

c) Âû÷èñëèì ìåòêè íà ðåáðå Vl−Vl, ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé k = 0.

Òàê êàê ïðè k > 0 äâèæåíèå ïî ïàðàëëåëÿì ïðîèñõîäèò â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ

ϕ, à ïðè k < 0 � â ñòîðîíó óáûâàíèÿ ϕ, òî ïåðâûå áàçèñíûå öèêëû âáëèçè ðåáåð

Vl � ýòî ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, îäíàêî îíè íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå

ñòîðîíû. Ïîýòîìó ìàòðèöà ñêëåéêè ñëåäóþùàÿ: λ2

µ2

 =

−1 0

p 1

 ·
 λ1

µ1

 .

Çíà÷èò, ìåòêè òàêèå: r =∞, ε = −1.

d) Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ìåòêó íà ðåáðå A − A ìîëåêóëû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ýòîãî ïóíêòà íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ. Ñôîðìóëèðóåì

è äîêàæåì èõ è, ïîëüçóÿñü èìè, äîêàæåì ïóíêò d) òåîðåìû.

Óòâåðæäåíèå 4 Ðàçðåæåì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî T ∗S2 ñèñòåìû íà ìíîãîîáðà-

çèè âðàùåíèÿ âäîëü ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Q3 èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h.

Òîãäà îíî ðàñïàäåòñÿ íà äâà ñâÿçíûõ êóñêà, ïðè÷åì ðîâíî îäèí èç íèõ áóäåò ñî-

îòâåòñòâîâàòü ýíåðãèÿì, ñòðîãî ìåíüøèì h (íàçîâåì åãî M4
−, à âòîðîé êóñîê

� M4
+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà óðîâíåì {k =

0}. Ýòî ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì Ggoriz, ó êîòîðîãî êàæäîå ðåáðî îðèåí-
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òèðîâàíî ïî âîçðàñòàíèþ ýíåðãèè. Èç àíàëèçà ãðàôèêà ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà

ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû ýòîãî ãðàôà âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî.

Ðàçðåçàíèå êîìïëåêñà ïî íåîñîáîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå Q3 îçíà÷àåò, ÷òî ìû

ðàçðåçàåì íåêîòîðîå ðåáðî ãðàôà Ggoriz. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ãðàô ðàñïàäåòñÿ íà

äâà ñâÿçíûõ êóñêà.

Òàêæå ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà

óðîâíåì ýíåðãèè {h = h0}. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ãðàôîì Gh0
vertic, êàæäàÿ ïîëî-

âèíà êîòîðîãî èìååò òàêóþ æå ñòðóòêòóðó: åñëè îðèåíòèðîâàòü åãî ðåáðà ïî âîç-

ðàñòàíèþ íà íèõ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà K, òî â êàæäóþ âåðøèíó áóäåò

âõîäèòü ðîâíî îäíî ðåáðî.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó íà êîìïëåêñå è äëÿ ýíåðãèè h0 ýòîé òî÷êè ïîñòðî-

èì ãðàô Gh0
vertic. Ñïóñòèì (ïîäíèìåì) ýòó òî÷êó ïî ïîñòðîåííîìó ãðàôó íà óðîâåíü

k = 0, ò.å. íà ãðàô Ggoriz. Îíà ïîïàäåò íà îäíó èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà

Ggoriz. Òåì ñàìûì, íà âñåõ òî÷êàõ êîìïëåêñà áåç îáðàçàQ3 ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâå òî÷êè ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ïîñëå îïèñàííîé ïðîöåäóðû

ïîïàäàþò â îäíó êîìïîíåíòó ðàçðåçàííîãî ãðàôà Ggoriz. Ñîîòâåòñòâåííî, èM4\Q3

ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâà: êàæäîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç âñåõ òåõ

òî÷åê, ÷üè îáðàçû íà êîìïëåêñå ýêâèâàëåíòíû.

Îäíàêî ñàìî M4 \ Q3 ïðè ýòîì íå ñâÿçíî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïî òî÷-

êå èç êàæäîãî ñâÿçíîãî êóñêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ ìîæíî ñîåäèíèòü êàêèì-òî

ïóòåì. Ñòÿíåì ýòîò ïóòü ïî âåðòèêàëüíûì ãðàôàì íà ãîðèçîíòàëüíûé ãðàô. Åãî

êîíöû, òåì ñàìûì, îêàæóòñÿ â ðàçíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ ðàçðåçàííîãî ãðàôà

Ggoriz è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû íåïðåðûâíûì ïóòåì. �.

Ëåììà 22 Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Q3 èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïî-

âåðõíîñòè Q3
h îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 íà M4

−.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðîåöèðîâàòü Q3
h íà ñôåðó S2 ïðè ïîìîùè ïðîåêöèè,

îïðåäåëÿþùåé êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê ñôåðå. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîåêöèè íàì ïîíà-

äîáèòñÿ ãðàôèê ïîòåíöèàëà, ò.å. ôóíêöèè V (r).
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Íàïîìíèì, êàê óñòðîåíà ïðîåêöèÿ. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h =

h0 â òî÷êó (r, ϕ) íà ñôåðå ïðè ïðîåêöèè ïåðåõîäÿò âñå òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

(r, ϕ, pr, k), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

p2r
2

+
k2

2f 2(r)
+ V (r) = h0.

Òî åñòü åñëè õîòÿ áû îäíà òî÷êà (r, ϕ, pr, k) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, òî ïðè

äàííîì çíà÷åíèè h = h0 òî÷êà (r, ϕ) ïðèíàäëåæèò ïðîåêöèè.

1 ñëó÷àé. Ôóíêöèÿ V (r) ìîíîòîííà (ðèñ.20a).

Ïóñòü V (r) âîçðàñòàåò íà [a; b]. Òîãäà, åñëè h > h(a) (h < h(b)), òîð Ëèóâèëëÿ

ïðîåêòèðóåòñÿ â �øàïêó� íà ñôåðå S2 (òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå V (a) = h(a) è

íàì ïîäõîäÿò âñå çíà÷åíèÿ r ∈ [a, r0], òàêèå ÷òî r0 < b). Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå

Q3 ≈ S3, ò.å. ìåòêà r = 0 (ñì. êíèãó À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî [1]). Ïðè h > h(b)

òîð Ëèóâèëëÿ ïðîåêòèðóåòñÿ âî âñþ ñôåðó. Â ýòîì ñëó÷àå Q3 ≈ RP 3, ò.å. ìåòêà

r = 1/2.

2 ñëó÷àé.Íà (a; b) ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè V (r) (ðèñ.20b).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé âàðèàíò ïðîåêöèè òîðà Ëèóâèëëÿ íà S2. Ïóñòü

ýíåðãèÿ h íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè ôóíêöèè

V (r), à èìåííî, hmin < h < hmax Òîãäà ïðîåêöèÿ òîðà Ëèóâèëëÿ íà ñôåðó � ýòî

êîëüöî (ïàðàìåòð r ìîæåò èçìåíÿòüñÿ âíóòðè îòðåçêà [r1, r2], ãäå r1, r2 � êîðíè

óðàâíåíèÿ V (r) = h). Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå Q3 ≈ S1 × S2, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòêà

r =∞.

Çàòåì, ïðè óâåëè÷åíèè óðîâíÿ ýíåðãèè h, ïðè h > hmax ýôôåêò, âîçíèêàþùèé

îò íåìîíîòîííîñòè ïîòåíöèàëà, ïðîïàäàåò. Íàïðèìåð, åñëè, êàê íà ðèñóíêå 20b,

h(a) � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íà [a; b] (íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ýòî òî÷êà

ðàíãà 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ r = a), ò.å. â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, à

èìåííî, íà èíòåðâàëå (a, a + ε) ïîâåðõíîñòü Q3 � ýòî ñôåðà, òî ïðè h > hmax

ïîâåðõíîñòü Q3
h ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé S

3.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òèï ïîâåðõíîñòè Q3 äî �ëóíêè� íà áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììå, íå ñîäåðæàùåé îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0, è òèï ïîâåðõíîñòè Q3
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ïîñëå �ëóíêè�, ñîâïàäàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè, �ëóíêè� íå âëèÿþò íà òèï èçîýíåðãå-

òè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Íà òèï Q3 âëèÿþò òîëüêî îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0.�

Ðèñ. 20: âèäû ïðîåêöèé Q3
h íà ñôåðó S

2 â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè V (r).

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà d) òåîðåìû.

Ìåòêà íà ðåáðå A−A ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì òèïîì ïîâåðõ-

íîñòè Q3
h (ñì. êíèãó À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî [1]). Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà íà

ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ èìååò ðîâíî äâå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 (ñì. ëåììó 3). Ïóñòü

ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì òî÷êàì, ýòî h1 è h2, h1 < h2. Òîãäà, ïîëüçóÿñü ðå-

çóëüòàòàìè ëåììû 22, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

åñëè ìîëåêóëà A − A ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè h < h1, òî Q3
h ≈ S1 × S2, çíà÷èò,

ìåòêà r ðàâíà ∞;

ïðè h1 < h < h2 èìååì Q3
h ≈ S3, ïîýòîìó r = 0;

ïðè h > h2 èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
h ≈ RP 3, à çíà÷èò, r = 1/2.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòêà ε = +1, âûáðàâ ïîäõîäÿùóþ îðèåí-

òàöèþ Q3
h.
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Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ïóíêò e), ò.å. âû÷èñëèòü ìåòêó n. Äëÿ ñèñòåì íà ìíîãî-

îáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ìåòêó n ìîæíî âû÷èñëÿòü òîëüêî äëÿ ñåìüè Vs − Vl (r =∞).

Ðàçðåæåì ìíîãîîáðàçèå Q3
h íà äâå ÷àñòè âäîëü ïîâåðõíîñòè k = 0. Îíî ðàñïà-

äàåòñÿ íà äâà êóñêà: Q+ è Q−. Êàæäûé èç ýòèõ êóñêîâ èìååò òèï ïðÿìîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ (ñì. êíèãó À.Â.Áîëñèíîâà, À.Ò.Ôîìåíêî [1]). ßñíî, ÷òî ñêëåéêà Q+ è Q− ïî

òîðó T0 = {H = h,K = 0} äàåò ìíîãîîáðàçèå Q3
h. Íà êîíöå êàæäîãî êóñêà (Q+ è

Q−) íàõîäèòñÿ ñåäëîâîé àòîì. Âáëèçè ýòîãî àòîìà ïåðâûé áàçèñíûé öèêë íà òîðå

� ýòî ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. ßñíî, ÷òî åñëè λ+ è λ− � ïåðâûå áàçèñíûå öèêëû

íà òîðàõ â Q+ è Q− ñîîòâåòñòâåííî, òî λ+ = −λ−, ïîýòîìó ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò

âèä −1 0

p 1

 ,

ãäå p � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî p ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ãðóïïó ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h, ñêëååííîãî èç äâóõ ïîëíîòîðèé (â äàííîì

ñëó÷àå ýòî Q+ è Q−), à èìåííî: π1(Q3
h) = Zp. Ïîýòîìó, åñëè Q3

h ≈ S1×S2, òî p = 0.

Åñëè Q3
h ≈ S3, òî p = 1. Åñëè Q3

h ≈ RP 3, òî p = 2.

Òåïåðü, êîãäà ìû çíàåì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî îñè h

ðåáðå Vs−Vl, ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ìåòêó n ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. êíèãó À.Â.Áîëñèíîâà,

À.Ò.Ôîìåíêî [1]):

n =
∑

èñõîäÿùèå ðåáðà

[αi

βi
] +

∑
âõîäÿùèå ðåáðà

[− δi
βi

] +
∑

âíóòðåííèå ðåáðà

[− γi
αi

]. Òàê êàê ìàòðèöà

ñêëåéêè íà ðåáðå A− Vl ðàâíà

M =

 0 1

1 p

 ,

òî ìàòðèöà ñêëåéêè íà òîì æå ðåáðå Vl − A èìååò âèä

M−1 =

α β

γ δ

 =

−p 1

1 0

 .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìîëåêóëà ñèììåòðè÷íà, íî �ñèììåòðè÷íûå� ðåáðà A−Vl è Vl−A,
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îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì, òî ìàòðèöà íà ðåáðå Vl − A ðàâíà−α β

γ −δ

 =

 p 1

1 0

 .

Çíà÷èò, äëÿ âõîäÿùåãî ðåáðà A − Vl âêëàä â ìåòêó n ðàâåí âêëàäó â ìåòêó n îò

ñèììåòðè÷íîãî åìó èñõîäÿùåãî ðåáðà Vl − A, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì.

Òàêèì îáðàçîì, âêëàäû â ìåòêó n îò âõîäÿùèõ ðåáåð è îò èñõîäÿùèõ â ñóììå

äàþò 0, çíà÷èò, n =
∑

âíóòðåííèå ðåáðà

[− γi
αi

] = [− p
−1 ] = p. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ Q3

h

èìååì h < min{h1, h2}, òî n = 0, åñëè h1 < h < h2, òî n = 1, è åñëè h > max{h1, h2},

òî n = 2.

Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.�.

Ìû êëàññèôèöèðîâàëè âñå ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì

ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñå ëè ñèñòåìû

íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì ðåàëèçóþòñÿ â êëàññå ñèñòåì íà ïî-

âåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì? Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7 Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, çàäàííîé ïàðîé (f(r), V (r)),

íàéäåòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñèñòåìà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, íàéäóòñÿ îáðàçóþùàÿ ôóíêöèÿ f2(r), çàäàþùàÿ ïîâåðõíîñòü â R3,

è ïîòåíöèàë V2(r), òàêèå ÷òî ñèñòåìà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, çàäàííàÿ ïàðîé

(f2(r), V2(r)), ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, çàäàííîé ïàðîé (f(r), V (r)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, çàäàííóþ ïà-

ðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)), r ∈ [0;L]. Ñîãëàñíî ëåììå 1, f ′(0) = +1, f ′(L) = −1.

Êðèòåðèåì âëîæåííîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî ôóíêöèåé f(r), â R3, ñîãëàñíî

ëåììå 2, ñëóæèò óñëîâèå |f ′(r)| ≤ 1 íà [0;L]. Ïðîäåôîðìèðóåì ôóíêöèþ f(r) òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà ñòàëà óäîâëåòâîðÿòü ïîñëåäíåìó óñëîâèþ ñ ñîõðàíåíèåì

óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â êîíöàõ îòðåçêà.

1) Íîðìèðóåì ôóíêöèþ f(r), à èìåííî, ïîäåëèì ôóíêöèþ íà ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå M = |f ′max| åå ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [0;L]. Ïîëó÷èì f1(r) = f(r)
M
. Òîãäà
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äëÿ ôóíêöèè f1(r) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íà ìîäóëü ïðîèçâîäíîé: |f ′1(r)| ≤ 1 íà

[0;L], îäíàêî ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â êîíöàõ

îòðåçêà.

2) Òàê êàê f(r) è V (r) � ôóíêöèè Ìîðñà, òî ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî

â îêðåñòíîñòÿõ (0, ε) è (L − ε, L) êîíöîâ îòðåçêà [0;L] ôóíêöèè f(r) è V (r) ìî-

íîòîííû. À èìåííî, f(r) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà (0, ε) è ìîíîòîííî óáûâàåò íà

(L− ε, L). Çàìåíèì ôóíêöèþ f1(r) íà [0;L] íà ôóíêöèþ f2(r) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f2(r) = f1(r) íà [ε, L − ε], f ′2(0) = +1, f ′2(L) = −1, f2(r) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

íà (0, ε), ïðè÷åì äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k âûïîëíåíî: f (k)
2 (ε) = f

(k)
1 (ε)

(òàêóþ ôóíêöèþ f2(r) ìîæíî ïîñòðîèòü, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ñêëåéêó ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè e−x
2
â îêðåñòíîñòè òî÷êè r = ε). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäàåì f2(r) íà

ïðîìåæóòêå (L− ε, L).

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ f2(r) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îáîèì òðåáóåìûì óñëîâèÿì:

|f ′2(r)| ≤ 1 íà [0;L] è f ′2(0) = +1, f ′2(L) = −1.

Îäíàêî òèï, êîëè÷åñòâî è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ

îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà Uk(r) = k2

2f2(r)
+ V (r) (áîëåå

òî÷íî, ïîâåäåíèåì åãî ïðîèçâîäíîé, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ôóíêöèåé f(r)V ′(r)
f ′(r)

(ñì.

òåîðåìó 4)), ò.å. èçìåíèâ ôóíêöèþ f(r) â îêðåñòíîñòÿõ êîíöîâ îòðåçêà [0;L], ìû

ìîãëè èçìåíèòü ïîâåäåíèå Uk(r) â ýòèõ îêðåñòíîñòÿõ. Ïîýòîìó ïåðâûì øàãîì íîð-

ìèðóåì òîé æå êîíñòàíòîé M ïîòåíöèàë V (r): V1(r) = V (r)
M

. Ïîâòîðèì, ÷òî òàê êàê

f(r) è V (r) � ôóíêöèè Ìîðñà, òî â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ (0, δ), δ ≤ ε (è (L− δ, L))

êîíöîâ îòðåçêà ïîâåäåíèå ôóíêöèè Uk(r) íå èçìåíèëîñü, îäíàêî îíî ìîãëî èçìå-

íèòüñÿ íà ïðîìåæóòêàõ (δ, ε) è (L − ε, L − δ). Åñëè ýòî ïðîèçîøëî, ïîäïðàâèì

ôóíêöèþ V1(r) (ïîëó÷èì íîâóþ ôóíêöèþ V2(r)) íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ òàê, ÷òî-

áû ôóíêöèè f(r)V ′(r)
f ′(r)

è f2(r)V ′2(r)

f ′2(r)
èìåëè îäèíàêîâûé õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè íà ýòèõ

ïðîìåæóòêàõ.

Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåííûõ èçìåíåíèé íàä ôóíêöèÿìè (f2(r), V2(r)) èçìåíè-

ëîñü ðàñïîëîæåíèå êðèâûõ, îïðåäåëåííûõ â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ êîíöîâ îòðåçêà,

ò.å. íà ïðîìåæóòêàõ (0, ε) è (L− ε, L). Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ýòè èçìåíåíèÿ.
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Ïåðâûé ñëó÷àé: êîíåö îòðåçêà r = 0 (è/èëè r = L) � òî÷êà òèïà ôîêóñ�ôîêóñ.

Çíà÷èò, ìû ìåíÿëè áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîãî

îñîáîãî çíà÷åíèÿ ðàíãà 0. Òàê êàê çíà÷åíèå èçîëèðîâàííîå, òî ïðè íåîáõîäèìîñòè

âûáåðåì ε0 < ε, òàêîå ÷òî íà ïðîìåæóòêå (0, ε0) íå îïðåäåëåíà íè îäíà áèôóðêà-

öèîííàÿ äóãà. Çíà÷èò, íè îäíà áèôóðêàöèîííàÿ äóãà (êðîìå, âîçìîæíî, äóãè íà

ïðîìåæóòêå (L− ε, L)) íå èçìåíèëàñü ïðè íàøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Âòîðîé ñëó÷àé: êîíåö îòðåçêà r = 0 (è/èëè r = L) � òî÷êà òèïà öåíòð�öåíòð.

Çíà÷èò, ìû ìåíÿëè áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó â îêðåñòíîñòè îñîáîãî çíà÷åíèÿ

ðàíãà 0, ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå òèïà öåíòð�öåíòð. Ìû çíàåì, êàê óñòðîåíà äèà-

ãðàììà (è êîìïëåêñ) â îêðåñòíîñòè öåíòðà: ýòî âñåãäà äóãà òèïà A, ñîäåðæàùàÿ

îñîáîå çíà÷åíèå ðàíãà 0. Ïîýòîìó, ïðè íàøèõ èçìåíåíèÿõ â îêðåñòíîñòè (0, ε) ìîã-

ëà èçìåíèòü ñâîå ðàñïîëîæåíèå (íî íå òèï) ëèøü îäíà áèôóðêàöèîííàÿ äóãà �

äóãà òèïà A, ñîäåðæàùàÿ èçîëèðîâàííîå îñîáîå çíà÷åíèå.

Âûÿñíèì, êàê ñèëüíî ìîãëî èçìåíèòüñÿ ìåñòîïîëîæåíèå äóãè A â ñëó÷àå 2.

Áèôóðêàöèîííûå äóãè çàäàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (ñì. òåîðåìó 4).

Êëþ÷åâîé ôóíêöèåé â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ÿâëÿåòñÿ s(r) =

f(r)V ′(r)/f ′(r). Ïðè íîðìèðîâêå íà M ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè s(r) íå ìåíÿåòñÿ,

íî çàòåì ìû ïîäïðàâëÿåì f ′(r) � ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò ñèëüíî èçìåíèòü ïîâåäå-

íèå ôóíêöèè s(r). Îäíàêî íà ïðîìåæóòêå (0, ε) èìååì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

f ′(0) = +1, |f ′(r)| ≤ 1 (ÿñíî, ÷òî âòîðîãî óñëîâèÿ âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ), à òàêæå

ôóíêöèÿ f(r) � ìàëà (ò.ê. ìû íàõîäèìñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè åå íóëÿ: f(0) = 0), à

äîìíîæåíèå íà áëèçêóþ ê íóëþ ôóíêöèþ íèâåëèðóåò âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ ôóíê-

öèè s(r). Ïîýòîìó ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðû (f(r), V (r)) íà ïàðó (f2(r), V2(r)) äóãà òèïà

A íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåò ñâîå ðàñïîëîæåíèå, è ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà ε, ÷òî íà èíòåðâàëå (0, ε) âñå êîìáèíàòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè äèàãðàììû

è êîìïëåêñà (ñì. ïàðàãðàô 1.6), ò.å. êîëè÷åñòâî è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê íà-

ëîæåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äóã, ñîõðàíÿòñÿ, ÷åãî ìû è äîáèâàëèñü.

Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåííûõ èçìåíåíèé ìû ïîëó÷èëè ïàðó (f2(r), V2(r)), ãäå

f2(r) � îáðàçóþùàÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â R3, à V2(r) � ïîòåíöèàë, òàêóþ ÷òî
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ñèñòåìà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, çàäàâàåìàÿ ýòîé ïàðîé ôóíêöèé, ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå (f(r), V (r)) íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ.�.

Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà äëÿ ñèñòåìû, ïðèâåäåííîé äëÿ ïðèìåðà â ïàðàãðàôå 6 (àë-

ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà), ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 21.

B

B

B

B

A

A

AA

AA

r=¥
¶=-1

r=¥
¶=1

r=¥
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

n=2

Ðèñ. 21: ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà äëÿ ñèñòåìû, ïðèâåäåííîé â ïðèìåðå èç ïàðàãðàôà 1.6.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü ìåòîê â èíâàðèàíòå Ôîìåíêî-Öèøàíãà îïðåäåëÿåòñÿ êîëè-

÷åñòâîì îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 íàM4
− (ñì. òåîðåìó 6, ïóíêòû d) è e). Îïèøåì ñïîñîá,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ìåñòîíàõîæäåíèå îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 íà

áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå.

Íàïîìíèì, ÷òî îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 èìåþò êîîðäèíàòû (h, k) = (V (0), 0) è

(h, k) = (V (L), 0), ò.å. ëåæàò íà îñè h. Òàêæå âñïîìíèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ

êîëè÷åñòâà ëèñòîâ êîìïëåêñà, îòâå÷àþùèõ òî÷êå (h, k), íåîáõîäèì àíàëèç ãðàôèêà

ôóíêöèè Uk(r) = k2

2f2(r)
+V (r) (ñì.ïàðàãðàô 1.6). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû îïðåäåëèòü

êîëè÷åñòâî ëèñòîâ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà, îòâå÷àþùèõ òî÷êå (h, 0), ëåæàùåé

íà îñè h, íàì íåîáõîäèìî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè U0(r) = V (r), ò.å. ïîâåäåíèå

ïîòåíöèàëà.
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Íàïîìíèì, ÷òî îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ

ìîãóò èìåòü òèï ôîêóñ-ôîêóñ è öåíòð-öåíòð (ñì. ëåììó 3). Â ñëó÷àå, åñëè òî÷êà

èìååò òèï öåíòð-öåíòð, îíà ëåæèò íà áèôóðêàöèîííîé äóãå â òî÷êå, ïðèíàäëåæà-

ùåé îñè h. Ïðè ýòîì, òàê êàê â òî÷êå ðàíãà 0 (r = 0 èëè r = L) òèïà öåíòð-öåíòð

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå V ′′(r) = +1, òî â òî÷êå r ôóíêöèÿ V (r) èìååò ëîêàëüíûé

ìèíèìóì, à ïîòîìó òî÷êà (V (r), 0) ëåæèò íà áèôóðêàöèîííîé äóãå òèïà A. Òåïåðü

ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5 Åñëè îáå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðà-

ùåíèÿ èìåþò òèï öåíòð-öåíòð, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà ðàçíûõ ëèñòàõ áè-

ôóðêàöèîííîãî êîìëïåêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ è ëåììå 3, V ′′(0) = V ′′(L) = +1, ò.å. ïîòåíöè-

àë èìååò â òî÷êàõ r = 0 è r = L ëîêàëüíûå ìèíèìóìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

òî÷êà r0 ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëà íà èíòåðâàëå (0;L). À çíà÷èò, òî÷êè

ðàíãà 0 íàõîäÿòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ (íà ðèñóíêå 22 ýòè

îáëàñòè ðàçäåëåíû òî÷êîé (r0, V (r0))) è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæàò íà ðàçíûõ ëèñòàõ

áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà.�.

Ðèñ. 22: èëëþñòðàöèÿ ê óòâåðæäåíèþ 5.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëåçíîå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî �ëóíîê� è �ïà-

ðàáîë� íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå.
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Ëåììà 23 Ïóñòü íà îòðåçêå (r1, r2) ∈ [0;L] âûïîëíåíî óñëîâèå sgn V ′(r) = const,

ïðè÷åì V ′(r1) = V ′(r2) = 0 (ñì.ðèñ.23). Òîãäà íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå îá-

ëàñòè [r1, r2] èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà r ñîîòâåòñòâóþò äâå áèôóðêàöèîííûå äóãè:

îäíà � ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, îäíà � ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ðèñ. 23: èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 23.

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ, íàïðÿìóþ ñëåäóþùèå èç ëåììû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè âîçìóùåíèè ïîòåíöèàëà V (r) ìåòîäîì äîáàâëåíèÿ â íåãî

îäíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ñì.ðèñ.23), íà áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììå âîçíèêàþò äâå äóãè � äóãà òèïà A è äóãà òèïà B. Òî

åñòü ïðè óêàçàííîì âîçìóùåíèè äóãè âîçíèêàþò ïàðàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìà-

ëîì âîçìóùåíèè ïîòåíöèàëà íà ó÷àñòêå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f(r) âîçíèêàåò

�ëóíêà�.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè íà èíòåðâàëå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äóã

(r1, r2), ïîÿâèâøåìñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ïîòåíöèàëà V (r), èìååì sgn V ′(r) =

const è sgn f ′(r)V ′(r) > 0, òî ïàðà âîçíèêàþùèõ äóã òèïîâ A è B îáðàçóåò áè-

ôóðêàöèîííóþ êðèâóþ òèïà �ëóíêà�.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè íà èíòåðâàëå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äóã

(r1, r2), ïîÿâèâøåìñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ïîòåíöèàëà V (r), èìååì sgn V ′(r) =

const, à ôóíêöèÿ f ′(r) ìåíÿåò çíàê íà ýòîì èíòåðâàëå, òî íà áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììå ìîãóò âîçíèêíóòü ñëåäóþùèå íàáîðû äóã: äâå �ïàðàáîëû� (òèïîâ A è
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B êàæäàÿ), �ïàðàáîëà� òèïà A è äóãà �ëóíêè� òèïà B, ëèáî �ïàðàáîëà� òèïà B è

äóãà �ëóíêè� òèïà A. Òèïû âîçíèêàþùèõ äóã îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè

f ′(r) íà îòðåçêå [r1, r2].

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíÿÿ ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ, äîáàâëÿÿ â íåå áèôóðêà-

öèþ, îïèñàííóþ â ëåììå, à òàêæå ìåíÿÿ ôóíêöèþ f(r) (äîáàâëÿÿ â íåå áèôóð-

êàöèè òàêîãî æå âèäà), ìû ìîæåì äîáàâëÿòü â áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äóãè

âñåõ âîçìîæíûõ òèïîâ (ñì.òåîðåìó 4). Ðàñïîëîæåíèå íà äèàãðàììå òî÷åê ðàíãà 0

ôèêñèðîâàíî. Âîçíèêàåò âîïðîñ: äàþò ëè òî÷êè ðàíãà 0 îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëî-

æåíèå íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå áèôóðêàöèîííûõ äóã, êîòîðûå ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü óêàçàííûìè áèôóðêàöèÿìè?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ èçó÷èì ïîäðîáíåå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ðàíãà 0 íà

ëèñòàõ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà, à òàêæå âûÿñíèì, äàþò ëè òèïû òî÷åê ðàíãà

0 êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëîæåíèå áèôóðêàöèîííûõ äóã íà áèôóðêàöè-

îííîé äèàãðàììå. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàì-

ìå äóãó òèïà �êëþâ�, íàì íåîáõîäèìî ëîêàëüíî èçìåíèòü òîëüêî ôóíêöèþ f(r)

(íàïðèìåð, íà îòðåçêå ìîíîòîííîñòè äîáàâèòü ê ôóíêöèè ïàðó: ëîêàëüíûé ìèíè-

ìóì � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ò.ê. äëÿ íàëè÷èÿ êëþâà íà îòðåçêå [r1, r2] íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ f ′(r1) = f ′(r2) = 0, ñì. òåîðåìó 4). Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêèõ

ìàíèïóëÿöèé ñ ôóíêöèåé V (r) äëÿ ïîëó÷åíèÿ �êëþâà� ïðîèçâîäèòü íå òðåáóåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, �êëþâû� íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü â

ëþáûõ êîëè÷åñòâàõ, à òàêæå â ëþáîé îáëàñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Äàëåå

íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü áèôóðêàöèîííûå äóãè òèïà �ëóíêà� è �ïàðàáîëà�.

Äàëåå, êîãäà ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü ñëîâîñî÷åòàíèÿ �âîçíèêíîâåíèå äóãè� è �èñ-

÷åçíîâåíèå äóãè�, ìû áóäåì èìåòü â âèäó âîçíèêíîâåíèå è èñ÷åçíîâåíèå âåðøèíû

(ò.å. òî÷êè, ëåæàùåé íà îñè h) ñîîòâåòñòâóþùåé äóãè.

Ñëó÷àé 1. Òî÷êè (V (0), 0) è (V (L), 0) èìåþò òèï öåíòð-öåíòð.

Òî÷êè r = 0 è r = L ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè ïîòåíöèàëà V (r).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âíóòðåííèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì V (r0) ïîòåíöèàëà,
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r0 ∈ (0;L) (ñì.ðèñ.22). Òàê êàê ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëà îòâå÷àåò ãè-

ïåðáîëè÷åñêàÿ äóãà íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 6 Ïóñòü ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ èìååò äâå îñîáûå

òî÷êè ðàíãà 0 òèïà öåíòð-öåíòð. Òîãäà:

a) áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâå äóãè òèïà A

(êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òî÷êó òèïà öåíòð-öåíòð) è îäíó äóãó òèïà B;

b) ëîêàëüíî èçìåíÿÿ ôóíêöèè f(r) è V (r) îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, ìû ìî-

æåì ïîëó÷èòü áèôóðêàöèîííûå äóãè òèïà �ëóíêà� è �ïàðàáîëà� â ëþáîé îáëà-

ñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ìåæäó òî÷êàìè öåíòð-öåíòð (ñì.ðèñ.24à),

ïðàâåå îáåèõ òî÷åê öåíòð-öåíòð (ðèñ.24b) èëè ëåâåå îáåèõ òî÷åê öåíòð-öåíòð

(ðèñ.24c).

Ðèñ. 24: âîçìîæíûå âèäû ôóíêöèè V (r) äëÿ ñèñòåìû, èìåþùåé äâå òî÷êè òèïà

öåíòð-öåíòð.

Êîììåíòàðèé. Ïóíêò b) óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: åñëè ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ñîäåðæèò äâå îñîáûå òî÷êè ðàíãà

0 òèïà öåíòð-öåíòð, òî áèôóðêàöèîííûå êðèâûå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ îòíîñè-

òåëüíî ýòèõ òî÷åê ëþáûì äîïóñòèìûì (ñì.òåîðåìó 4 è îïèñàíèå ñëó÷àÿ îáùåãî

ïîëîæåíèÿ â ãëàâå 1.5) ñïîñîáîì.
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Ñëó÷àé 2. Òî÷êà (V (0), 0) èìååò òèï öåíòð-öåíòð, à òî÷êà (V (L), 0) èìååò

òèï ôîêóñ-ôîêóñ.

Åñëè ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r = r0, òàêîå ÷òî r0 ∈ (0, L) è V (r0) �

ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ïîòåíöèàëà íà îòðåçêå [0;L] (ñì.ðèñ.25), òî òî÷êè ôîêóñ-

ôîêóñ è öåíòð-öåíòð ëåæàò íà ðàçíûõ ëèñòàõ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà. Ýòî

íàáëþäåíèå ñëåäóåò èç àíàëèçà ðèñóíêà 25.

Ðèñ. 25: âîçìîæíûé âèä ôóíêöèè V (r) äëÿ ñèñòåìû, èìåþùåé îäíó òî÷êó òèïà

öåíòð-öåíòð è îäíó òî÷êó òèïà ôîêóñ-ôîêóñ.

Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè òî÷êè öåíòð-öåíòð è ôîêóñ-ôîêóñ ëåæàò íà îäíîì ëèñòå

áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà, òî âñå �ëóíêè� è �ïàðàáîëû� âîçíèêàþò (â ñëó÷àå

�ëóíîê� � òàêæå èñ÷åçàþò) ìåæäó òî÷êàìè ðàíãà 0 (ñì.ðèñ.26a, b).
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Ðèñ. 26: ôóíêöèÿ V (r) è áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ, åñëè

òî÷êè öåíòð-öåíòð è ôîêóñ-ôîêóñ ëåæàò íà îäíîì ëèñòå áèôóðêàöèîííîãî êîì-

ïëåêñà.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ïðàâåå òî÷êè ôîêóñ-ôîêóñ

âîçíèêàþò (èëè èñ÷åçàþò) �ëóíêè� èëè �ïàðàáîëû�, òî òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò íà

ðàçíûõ ëèñòàõ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè òî÷êè ðàíãà 0 ëåæàò íà îäíîì áèôóðêàöèîííîì ëèñòå,

òî íèêàêèì øåâåëåíèåì ñèñòåìû (íèêàêèìè èçìåíåíèÿìè ôóíêöèé f(r) è V (r))

íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü �ëóíêó� èëè �ïàðàáîëó�, âîçíèêàþùóþ (èëè èñ÷åçàþùóþ,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãà èìååò òèï B) ïðàâåå òî÷êè ôîêóñ-ôîêóñ (äðóãè-

ìè ñëîâàìè, òàêóþ áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó íå äàåò íèêàêàÿ ïàðà ôóíêöèé

(f, V )) (ñì.ðèñ.27).
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Ðèñ. 27: èëëþñòðàöèÿ ê ñëåäñòâèþ 3.

Ñëó÷àé 3. Òî÷êè (V (0), 0) è (V (L), 0) èìåþò òèï ôîêóñ-ôîêóñ.

Òàê êàê V (0) è V (L) � ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ôóíêöèè V (r) (ñì.ðèñ.28), òî

áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó �ïàðàáîëó� ýëëèïòè-

÷åñêîãî òèïà (ïîòåíöèàë èìååò õîòÿ áû îäèí âíóòðåííèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì íà

îòðåçêå [0;L]).

Ðèñ. 28: âîçìîæíûé âèä ôóíêöèè V (r) è áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòåìû,

îáëàäàþùåé äâóìÿ òî÷êàìè òèïà ôîêóñ-ôîêóñ.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êè ôîêóñ-ôîêóñ ìîãóò ëåæàòü êàê íà îäíîì, òàê è íà ðàçíûõ
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áèôóðêàöèîííûõ ëèñòàõ.

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, ñîäåðæàùóþ â ñåáå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ïðîâåäåí-

íîãî âûøå èññëåäîâàíèÿ, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ äàþò òî÷êè ðàíãà 0 íà ðàñïîëîæåíèå

áèôóðêàöèîííûõ äóã.

Óòâåðæäåíèå 7 Åñëè òî÷êè ðàíãà 0 ìîæíî ñîåäèíèòü íà áèôóðêàöèîííîì êîì-

ïëåêñå íåïðåðûâíûì ìîíîòîííûì ïî h ïóòåì, òî ïðàâåå îáåèõ òî÷åê ðàíãà 0

îòñóòñòâóþò äóãè �ëóíîê� è �ïàðàáîë� (ò.å. âñå âåðøèíû �ëóíîê� è �ïàðàáîë�

èìåþò êîîðäèíàòó h ≤ max{V (0), V (L)}).

Èçó÷èì ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå äâóõ òî÷åê ôîêóñ-

ôîêóñ, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå èçîáðàæåíà îäíà èçîëèðî-

âàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà, à èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 òèïà

ôîêóñ-ôîêóñ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

1) òî÷êè ôîêóñ-ôîêóñ ëåæàò íà ðàçíûõ áèôóðêàöèîííûõ ëèñòàõ, è êàæäàÿ

èç íèõ èìååò â ïðîîáðàçå òîð ñ îäíîé ïåðåòÿæêîé (ñì.ðèñ.29;

2) äâå òî÷êè ôîêóñ-ôîêóñ ñêëååíû â îäíó òî÷êó íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå

� â ïðîîáðàçå èìååì òîð ñ äâóìÿ ïåðåòÿæêàìè (ñì.ðèñ.30.

Êàê ñëåäñòâèå, îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òîëüêî ïî áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü ôîêóñíîé îñîáåííîñòè � íåîáõîäèì

òàêæå àíàëèç ãðàôèêà ôóíêöèè V (r).
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Ðèñ. 29: âîçìîæíûé âèä ôóíêöèè V (r) è áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòåìû, îá-

ëàäàþùåé äâóìÿ òî÷êàìè ôîêóñ-ôîêóñ, ñîâïàäàþùèìè íà áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå (ïåðâûé ñëó÷àé).

Ðèñ. 30: âîçìîæíûé âèä ôóíêöèè V (r) è áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñèñòåìû, îá-

ëàäàþùåé äâóìÿ òî÷êàìè ôîêóñ-ôîêóñ, ñîâïàäàþùèìè íà áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììå (âòîðîé ñëó÷àé).

1.9 Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ

âðàùåíèÿ ñ èçó÷åííûìè ðàíåå èíòåãðèðóåìûìè ãàìèëü-

òîíîâûìè ñèñòåìàìè

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ôîìåíêî�Öèøàíãà äâå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ Q3
h1

è Q3
h2

òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìå÷åíûå ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü îäíîãî

èç äâóõ òèïîâ: A − A èëè W −W , ïðè ýòîì ìåòêè íà öåíòðàëüíîì ðåáðå Vl − Vl
ñëåäóþùèå: r =∞, ε = −1. Ìîëåêóëà âòîðîãî òèïà êàê ãðàô âñòðå÷àåòñÿ âî ìíî-

ãèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ (ñëó÷àéÆóêîâñêîãî, ñëó÷àé äèíàìèêè øåðîõîâàòîãî

ýëëèïñîèäà íà ïëîñêîñòè, ñèñòåìà Êîâàëåâñêîé), îäíàêî óêàçàííûé íàáîð ìåòîê

íà ðåáðå Vl − Vl âñòðå÷àåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ

íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ (ôîðìàëüíî ýòà ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò èññëåäóåìîé

àâòîðîì, òàê êàê ôóíêöèÿ V (r) = 0 äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ, ò.å. ïîòåíöèàë íå

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà). Ïîýòîìó ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, îáëàäà-

þùàÿ ïðè íåêîòîðîì H = h ìå÷åíîé ìîëåêóëîé âòîðîãî òèïà, ìîæåò îêàçàòüñÿ

ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíîé ñðåäè èçó÷åííûõ ñèñòåì òîëüêî ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó

íà íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè H = h

(ýòîò âîïðîñ ìû îáñóäèì íèæå).

Ðàññìîòðèì ìîëåêóëó ïåðâîãî òèïà: A−A. Îíà îáëàäàåò ìåòêàìè r = 0, r = 1/2

èëè r = ∞ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè H = h (ñì.òåîðåìó 6). Òàêàÿ ìî-

ëåêóëà âñòðå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ èçâåñòíûõ ñèñòåìàõ. Ïîýòîìó ñèñòåìà íà

ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè H = h, ïðè êîòîðûõ îíà èìååò

ìå÷åíóþ ìîëåêóëó A−A, ÿâëÿåòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíîé ïî÷òè âñåì êëàññè-

÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì ñ òàêîé æå ìîëåêóëîé. Îïèøåì ïîäðîáíåå ñëó-

÷àé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èññëåäóåìûõ ñèñòåì è ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
h ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðà-

ùåíèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ñì. òåîðåìó 5).

Óòâåðæäåíèå 8 Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, çàäàííîé ïàðîé

ôóíêöèé (f(r), V (r)), äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè H = h0 (êðîìå

çíà÷åíèé ýíåðãèè òî÷åê âîçâðàòà è òî÷åê òèïà Vl 6= B áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ)

è äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû â Q ⊆ Q3
h0

ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê

ìåòðèêè âðàùåíèÿ, çàäàâàåìûé ôóíêöèåé F0(r), òàêîé, ÷òî ñèñòåìà (f(r), V (r))
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íà Q è ñèñòåìà (F0(r), 0) íà ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì óðîâíå ýíåðãèè ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíû ïðè h0 > max V (r) è ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ïðè ìåíüøèõ

ýíåðãèÿõ h0 (ò.å. èõ ìîëåêóëû áåç ìåòîê ñîâïàäàþò).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ìåòðèêè âðàùåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè âðà-

ùåíèÿ, ò.å. ïîòîê áåç ïîòåíöèàëà, çàäàåòñÿ ôóíêöèåé F0(r), r ∈ [0, L]. Ãàìèëüòîíèàí

òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä

H =
p2r
2

+
K2

2F 2
0 (r)

,

ãäå K � äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë. Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

áèôóðêàöèîííûå äóãè èìåþò âèä h = k2

2f2(ri)
, ãäå f ′(ri) = 0. Ò.å. áèôóðêàöèîí-

íàÿ äèàãðàììà äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïàðàáîë ñ îáùåé

âåðøèíîé. Ïàðàáîëû ìîãóò èìåòü òèï A èëè B, ïðè ýòîì êàæäàÿ èçîýíåðãåòè÷å-

ñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
h ñâÿçíà, è åå ìîëåêóëà èìååò âèä äåðåâà, îïèñàííîãî â òåîðåìå

êëàññèôèêàöèè ìå÷åíûõ ìîëåêóë íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ, ëèáî îíà èìååò âèä

A− A.

Èç ïðèíöèïà Ìîïåðòþè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè

âðàùåíèÿ, çàäàííîé ïàðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)) ïðè h > Vmax ñóùåñòâóåò ãåîäåçè-

÷åñêèé ïîòîê (ò.å. ñóùåñòâóåò çàäàþùàÿ åãî ôóíêöèÿ F0(r)), ëèóâèëëåâî (è äàæå

òðàåêòîðíî) ýêâèâàëåíòíûé äàííîé ñèñòåìå ñ ïîòåíöèàëîì. Îäíàêî ïðè h < Vmax

ïðèíöèï Ìîïåðòþè ïðèìåíÿòü íåëüçÿ. Îïèøåì ïîäðîáíåå ýòîò ñëó÷àé.

Òàê êàê ìû èññëåäóåì ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì íà ñâÿçíûõ êîì-

ïîíåíòàõ Q3, òî äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì ìîæíî

íàéòè ñèñòåìó áåç ïîòåíöèàëà (ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê) ñ òàêîé æå ìîëåêóëîé. Áî-

ëåå ïîäðîáíî: ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà Q3
h0
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé k(r) =

±
√

(2(h0 − V (r)))f 2(r) äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì, è

ôóíêöèåé k̃(r) = ±
√

2hF 2
0 (r) äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà (ïîäðîáíåå ñì. ëåììó 21

âûøå). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííûõ (f(r), V (r), h0) è, íàïðèìåð, äëÿ ýíåðãèè

h = 1, ôóíêöèÿ F0(r) = f(r)
√
h0 − V (r). Òîãäà ãðóáûå ìîëåêóëû (ìîëåêóëû áåç

ìåòîê) ñèñòåì ñîâïàäàþò. Îäíàêî, êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì. òåîðåìó 2 Íãóåíà è
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Ïîëÿêîâîé, èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q3
h äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ � ýòî

âñåãäà RP 3 (äëÿ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì ýòî âåðíî òîëüêî ïðè h0 > Vmax).�

Òàê êàê áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñîñòîèò èç ïàðà-

áîë ñ îáùåé âåðøèíîé, òî â íåé íåò áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè. Â èñ-

ñëåäóåìûõ ñèñòåìàõ ñ ïîòåíöèàëîì (ò.å. íå ÿâëÿþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì)

áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà óñòðîåíà ñëîæíåå: íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå (è,

ñëåäîâàòåëüíî, â òîïîëîãèè) ñèñòåìû ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðîèçâîëüíîå (íî êîíå÷-

íîå) ÷èñëî ïåðåñòðîåê. Ïîýòîìó ñèñòåìà íà Q3
h â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ

ýíåðãèè h ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå ìîëåêóëû.

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèÿ.

1. Â öåëîì ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì íå ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíû ïîòîêàì áåç ïîòåíöèàëà, ò.å. â êëàññå ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûõ

ñèñòåì óáðàòü ïîòåíöèàë íåëüçÿ, òî åñòü êëàññ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì ñóùåñòâåííî

øèðå, ÷åì êëàññ ìåòðèê âðàùåíèÿ áåç ïîòåíöèàëà.

2. Òåì íå ìåíåå, íà áîëüøèõ ýíåðãèÿõ (ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ìîïåðòþè) ïîòåí-

öèàë ìîæíî óáðàòü. Áîëåå òîãî, ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì

ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíûìè ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêàì.

3. Â ìàëûõ ýíåðãèÿõ êàðòèíà ñëîæíåå è èíòåðåñíåå: îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ðàç-

ðåçàòü îáëàñòü ìàëûõ ýíåðãèé íà çîíû ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ðàññìîòðèì

îäíó çîíó ýíåðãèé. Òîãäà â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà â ýòîé çîíå ëèóâèëëåâî íå ýêâè-

âàëåíòíà ïîòîêó áåç ïîòåíöèàëà, òàê êàê ïðè äàííûõ ýíåðãèÿõ òèïû Q3 ìîãóò íå

ñîâïàäàòü (äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ âñåãäà Q3 ≈ RP 3, à äëÿ ñèñòåì ñ ïîòåíöèà-

ëîì Q3 ≈ S1 × S2, S3 èëè RP 3, ñì.ëåììó 22)

4. Òåì íå ìåíåå, èíòåðåñíî, ÷òî â ïîòîêàõ ñ ïîòåíöèàëîì (ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ h)

îñòàåòñÿ �ñëåä� ïîòîêîâ ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì, ïîýòîìó îáðàçíî ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ñ ïîòåíöèàëîì ðàñïàäàåòñÿ â êîìïîçèöèþ íåñêîëüêèõ

ñèñòåì, ÷àñòü êîòîðûõ ãðóáî (íî íå òîíêî!) ýêâèâàëåíòíà ïîòîêàì ñ íóëåâûì ïî-

òåíöèàëîì, à ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ � ëèóâèëëåâî èì ýêâèâàëåíòíà.
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Ïðèâåäåì äðóãîé, íàãëÿäíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè F0(r), çàäàþùåé ãåî-

äåçè÷åñêèé ïîòîê, ëèóâèëëåâî (èëè ãðóáî ëèóâèëëåâî) ýêâèâàëåíòíûé äàííîé ñè-

ñòåìå ñ ïîòåíöèàëîì â ôèêñèðîâàííîé çîíå ýíåðãèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè h > Vmax

âûáîð ôóíêöèè F0(r) îáóñëîâëåí ïðèíöèïîì Ìîïåðòþè, îäíàêî ïðèâåäåííûå íè-

æå ðàññóæäåíèÿ âåðíû äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ýíåðãèé h (òàê êàê ìû íå çàíèìàåìñÿ

èññëåäîâàíèåì òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì, òî ðàññóæäåíèÿ íèæå äëÿ

êàæäîé çîíû ýíåðãèè äàþò öåëûé êëàññ ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèé F0(r), à íå åäèí-

ñòâåííóþ ôóíêöèþ, êàê â ïðèíöèïå Ìîïåðòþè).

Ïóñòü ìîëåêóëà íà Q3 ⊆ Q3
h, h ∈ [hi, hi+1], ïîñòðîåííàÿ äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãî-

îáðàçèè âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì, èìååò âèä äåðåâà, ò.å. â âåðøèíàõ ãðàôà ñòîÿò

àòîìû A è B. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî àòîìîâ A è àòîìîâ B â îäíîé ïîëîâèíå ìî-

ëåêóëû (ïóñòü ìû èìååì p àòîìîâ A è q àòîìîâ B). Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì

ðàññóæäåíèÿì, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ F0(r), çàäàþùàÿ ìíîãîîáðàçèå ñ ãåîäåçè÷åñêèì

ïîòîêîì íà íåé, äîëæíà èìåòü p ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è q ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ,

ïðè÷åì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè F0(r) íàì âàæíî òîëüêî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå

å¼ çíà÷åíèé â ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ è ìàêñèìóìàõ.

×èñëî àòîìîâA èB â âûáðàííîé çîíå ýíåðãèè äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû (f(r), V (r))

ìîæíî îïðåäåëèòü ïî áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a) âû÷èñëÿåì êîëè÷åñòâî ïàð áèôóðêàöèîííûõ ïîääóã, ïåðåñåêàåìûõ çàäàííûì

óðîâíåì ýíåðãèè è èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó âîçâðàòà � êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà ïîääóã

äîáàâëÿåò îäèí àòîì A è îäèí àòîì B â ìîëåêóëó;

b) âû÷èñëÿåì êîëè÷åñòâî �ïàðàáîë�, ïåðåñåêàåìûõ çàäàííûì óðîâíåì ýíåðãèè,

à òàêæå îïðåäåëÿåì èõ òèï � êàæäàÿ �ïàðàáîëà� òèïà A (òèïà B) äîáàâëÿåò â

ìîëåêóëó äâà àòîìà A (èëè B).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîëåêóëû-ïðåäñòàâèòåëÿ êàæäîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî �áëîêà�

ìû ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Fi(r), çàäàþùóþ ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ è,

òåì ñàìûì, ýêâèâàëåíòíûé (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) ðàññìàòðèâàåìîìó �áëîêó�

ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê.

Íà ðèñóíêå 31 ïîêàçàíû ýíåðãåòè÷åñêèå îáëàñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíê-
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öèè F0(r), à òàêæå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñèñòåìû (F0(r), 0) äëÿ ïðèìå-

ðà, ïðèâåäåííîãî â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîí-

íîãî êîìïëåêñà (ñì.ïàðàãðàô 1.6). (Æèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû äóãè òèïà B,

îñòàëüíûå äóãè èìåþò òèï A.)�.

h

k

r

F0HrL

r

F0HrL

r

F0HrL

h

k

h

k

h

k

1
2

3

4

1, 2 3 4

Ðèñ. 31: âåðõíèé ãðàôèê: ìîäåëüíûé ïðèìåð áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû äëÿ ñè-

ñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ (1, 2, 3, 4 � çîíû, ðàçäåëåííûåîñîáûìè çíà÷åíè-

ÿìè ýíåðãèè h è çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè h òî÷åê âîçâðàòà); íèæíèå ãðàôèêè: âåðõíèé

ðèñóíîê � ãðàôèê ôóíêöèè F0(r), çàäàþùåé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê â ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé çîíå, íèæíèé ðèñóíîê � áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.
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2 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ èíòåãðèðóåìûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùå-

íèÿ

2.1 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ è

ìîòèâàöèÿ äëÿ èõ èçó÷åíèÿ

Âî ââåäåíèè ê íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ñíà÷àëà íåôîðìàëüíî ðàññêàæåì î òîì, ïî÷åìó

èíòåðåñíî èññëåäîâàòü ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî èçëîæèì

ìîòèâàöèþ äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåòîê íåôîðìàëüíûì ÿçûêîì.

Ïîä êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè ìû áóäåì ïîíèìàòü îáúåêòû, îáðàçîâàííûå êî-

íå÷íûì ÷èñëîì ÷àñòèö, îáû÷íî àòîìîâ èëè ìîëåêóë, ïîâåäåíèå êîòîðûõ ìîæåò

áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ñì.

ðàáîòû Á.Æèëèíñêîãî [35]-[37]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

â ñ÷åòíîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðèçóåìûõ äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè îïðåäå-

ëåííûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, èëè, ýêâèâàëåíòíî, íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë. Ôè-

çè÷åñêèì âåëè÷èíàì â êâàíòîâîé òåîðèè ñîïîñòàâëÿþòñÿ îïåðàòîðû, ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí. Îïåðàòîðû â

îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñè-

ñòåìû, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàáîðà ïîïàðíî êîììóòè-

ðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Óäîáíî áûëî áû íàçûâàòü ïðîñòûìè äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

ñòåïåíåé ñâîáîäû è êîíå÷íûì ÷èñëîì êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Îäíàêî, â ðåàëüíîñòè

òàêèå ñèñòåìû âñòðå÷àþòñÿ î÷åíü ðåäêî.

Îäíà èç ñàìûõ ïðîñòûõ ðåàëüíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì � àòîì âîäîðîäà. Ýòî äè-

íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïîëíûì ðåãóëÿðíûì (íî áåñêîíå÷íûì) íàáîðîì êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé, îáðàçóþùèõ ñèëüíî âûðîæäåííûå ãðóïïû óðîâíåé (íàçûâàåìûå êëåò-

êàìè), êîòîðûå ñóùåñòâóþò áëàãîäàðÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è. Êàæäàÿ
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êëåòêà ìîæåò áûòü íåçàâèñèìî ðàññìîòðåíà êàê êâàíòîâàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Îäíàêî äàæå ëåãêîå âîçìóùåíèå àòîìà âîäîðîäà ïîñòî-

ÿííûìè ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè ïîëÿìè âåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ ñëîæíûõ

íàáîðîâ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, ñèëüíî çàâèñÿùèõ îò íàáîðà âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ,

õàðàêòåðèçóþùèõ âîçìóùåíèå.

Ïîýòîìó ñèñòåìû êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè, åñëè

âñå èõ ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû â ðåãóëÿðíûå ðåøåòêè, õàðàêòåðèçóå-

ìûå íåñêîëüêèìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè, ïðèíèìàþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëûå

çíà÷åíèÿ. Òàêèå êâàíòîâûå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì

ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì, äèíàìèêà êîòîðûõ ðåãóëÿðíà è ñâÿçàíà ñ òîðè÷åñêèìè

ðàññëîåíèÿìè.

Ïîÿñíèì ñîîòâåòñòâèå íà ñàìîì ïðîñòîì ïðèìåðå � êîãäà ïåðåìåííûå äåéñòâèå

ãëîáàëüíî îïðåäåëåíû. Äëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð êâàíòîâûõ

÷èñåë, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîâìåñòíûé ñïåêòð êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ, ìîæåò áûòü

ãëîáàëüíî óïîðÿäî÷åí â ðåãóëÿðíóþ ðåøåòêó, çâåíüÿ êîòîðîé õàðàêòåðèçóþòñÿ

êâàíòîâûìè ÷èñëàìè, ñâÿçàííûìè ñ ñîáñòâåííûìè ñîñòîÿíèÿìè ïîïàðíî êîììóòè-

ðóþùèõ êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ, îòâå÷àþùèõ êëàññè÷åñêèì èíòåãðàëàì äâèæåíèÿ.

Äðóãîå åñòåñòâåííîå ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñâÿçàíî ñ íåðåãóëÿðíûì

ñïåêòðîì êâàíòîâûõ ñèñòåì. Ýòà õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà îáû÷íî âîçíèêàåò â áî-

ëåå ñëîæíîì, ÷åì ðåãóëÿðíîå, äâèæåíèè. Îäíàêî, äàæå â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî äâè-

æåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ñëîæíîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò âîçðàñòè

â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêàöèé (è â êëàññè÷åñêîì, è â êâàíòîâîì

ñëó÷àÿõ). Ñëîæíîñòü èíòåãðèðóåìîé êëàññè÷åñêîé (èëè êâàíòîâîé) ñèñòåìû ëåã-

÷å âñåãî óâèäåòü, àíàëèçèðóÿ îáðàç åå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (è áèôóðêàöèîííóþ

äèàãðàììó).

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîé ìîòèâàöèåé äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåòîê èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àíàëîãè÷íûõ ðåøåòîê â êâàíòîâûõ

ñèñòåìàõ (ýòè ðåøåòêè âèäíû â ýêñïåðèìåíòàõ).

Äàäèì ñíà÷àëà íåôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ
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èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Åñëè ðàññìîòðåòü ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, òî

ýòà ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü � ýòî íåêîòîðîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ öåëî÷èñëåííîé

àôôèííîé ñòðóêòóðîé. Ýòà öåëî÷èñëåííàÿ àôôèííàÿ ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ ïåðå-

ìåííûìè äåéñòâèå�óãîë, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè

âíå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Åñëè íàðèñîâàòü ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåé-

ñòâèÿ ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè, òî èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äàäóò íàì ðåøåòêó, êîòîðàÿ

íå áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêèì èìåííî öèêëàì íà òîðå îòâå÷àþò âûáðàííûå ïå-

ðåìåííûå äåéñòâèÿ.

Â 2010-2011 ãîäàõ À.Ò.Ôîìåíêî ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó. Â �òè-

ïè÷íîì íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå� äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïî èíâàðèàíòàì Ôîìåíêî�Öèøàíãà ìîæíî âîññòà-

íîâèòü ñòðóêòóðó ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ýòîé

ðåøåòêå è ëèíèÿì óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî êðàéíåé

ìåðå ÷àñòü èíâàðèàíòà Ôîìåíêî�Öèøàíãà, à èìåííî, ÷èñëîâûå ìåòêè íà ðåáðàõ

ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà-�ìîëåêóëû�.

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çíàíèÿ òîëüêî ðåøåòêè äëÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî �

íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòðóêòóðîé (ñì. îá ýòîì íèæå) ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííûõ

äåéñòâèÿ (íåîäíîçíà÷íîñòü èõ âûáîðà íà ðåçóëüòàò íå âëèÿåò).

Â ðàáîòå ãèïîòåçà Ôîìåíêî áóäåò äîêàçàíà äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì ñ S1-ñèììåòðèåé, �ìîëåêóëà� êîòîðûõ ñîñòîèò òîëüêî èç àòîìîâ òèïà A è

Vk.

Òàêæå ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ãðóïïó ìîíîäðî-

ìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0.

2.2 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. Îïðåäåëåíèÿ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåòîê ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óòâåðæäå-

íèÿ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ. Íàïîìíèì åå.
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Òåîðåìà 8 (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ, ñì.[1]). Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîá-

ðàçèè (M2n, ω) çàäàíà âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

v = sgradH, F1, . . . , Fn � åå ïåðâûå èíòåãðàëû, Tξ � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâ-

íÿ èíòåãðàëîâ F1, . . . , Fn. Âñå âåêòîðíûå ïîëÿ sgradFi ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëíûìè.

Òîãäà:

1) Tξ � ãëàäêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïî-

òîêîâ sgradF1, . . . , sgradFn.

2) Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå Tξ ñâÿçíî è êîìïàêòíî, òî Tξ äèôôåîìîðôíî n−ìåðíîìó

òîðó T n. Ýòîò òîð íàçûâàåòñÿ òîðîì Ëèóâèëëÿ.

3) Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà Ëèóâèëëÿ Tξ òðèâè-

àëüíî, ò.å. ïîñëîéíî äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà T n íà äèñê Dn.

4) Â îêðåñòíîñòè U = T n×Dn ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò (I1, . . . , In, ϕ1, . . . , ϕn),

íàçûâàåìûõ ïåðåìåííûìè äåéñòâèå�óãîë, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) I1, . . . , In � êîîðäèíàòû íà äèñêå Dn, à ϕ1, . . . , ϕn � ñòàíäàðòíûå óãëîâûå

êîîðäèíàòû íà òîðå T n, ϕi ∈ R/2πZ.

b) ω =
∑
dϕi ∧ dIi.

c) Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ Ii ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, è èõ

ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëàìè

Ii(ξ) =
1

2π

∮
γi(ξ)

α, (4)

ãäå γ1(ξ), . . . , γn(ξ) � 1−öèêëû íà òîðå Ëèóâèëëÿ Tξ, îáðàçóþùèå áàçèñ ãðóïïû

ãîìîëîãèé H1(Tξ) è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò ξ, α � êàêàÿ�ëèáî 1−ôîðìà â U(ξ),

òàêàÿ, ÷òî dα = ω.

d) Â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�óãîë ãàìèëüòîíîâ ïîòîê v âûïðÿìëÿåòñÿ íà êàæ-

äîì òîðå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè U , ò.å. ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò

âèä

İi = 0, ϕ̇i = qi(I1, . . . , In), i = 1, . . . , n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì òîðå ïîòîê v çàäàåò óñëîâíî�ïåðèîäè÷åñêîå äâè-
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æåíèå, à òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè îáìîòêàìè òîðà (ðàöèîíàëü-

íûìè èëè èððàöèîíàëüíûìè).

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Φ(x) îáîçíà÷àåòñÿ îáðàç òî÷êè x ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà,

à ÷åðåç Σ � áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà.

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ðàçáèâàåò îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà íåñêîëü-

êî îáëàñòåé (îòêðûòûõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ). Â êàæäîé òàêîé îáëàñòè ìîæåò ñóùå-

ñòâîâàòü íåñêîëüêî ðåøåòîê ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, ïîýòîìó ìû áóäåì îïðåäåëÿòü

ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå.

Íàïîìíèì, ÷òî íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþò îñîáûì ñëîÿì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Óäàëèì âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ (ýòî

êðèòè÷åñêèå äóãè, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê ðàíãà 1, à òàêæå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàíãà 0)

èç áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà. Â ðåçóëüòàòå êîìïëåêñ ðàñïàäåòñÿ íà îáúåäèíåíèå

íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñâÿçíûõ îáëàñòåé, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü êàìåðàìè.

Îòìåòèì, ÷òî êàìåðû ìîãóò íå áûòü îäíîñâÿçíûìè, à ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ

ìîãóò áûòü íå îïðåäåëåíû â íåîäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ. Ïîýòîìó â êàæäîé íåîäíî-

ñâÿçíîé êàìåðå íàì íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñèñòåìó ðàçðåçîâ òàê, ÷òîáû êàìåðà áåç

ëèíèé ðàçðåçîâ ñòàëà îäíîñâÿçíîé � â ïîëó÷åííîé îáëàñòè ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ

áóäóò êîððåêòíî îïðåäåëåíû.

Îïèøåì ïîäðîáíåå, êàêèå èìåííî ñèñòåìû ðàçðåçîâ ìû ìîæåì äåëàòü. Íåîä-

íîñâÿçíîñòü âîçíèêàåò â êàìåðå èç-çà íàëè÷èÿ â íåé èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê

ðàíãà 0. Ðàçðåçû � ýòî ãëàäêèå äóãè, ñîäåðæàùèå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0, ëåæàùèå

íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå. Ìû âñåãäà ìîæåì ñäåëàòü ðàçðåçû òàêèì îáðàçîì,

÷òî ïîëó÷åííàÿ êàìåðà ñ ðàçðåçàìè ñòàíîâèòñÿ îäíîñâÿçíîé.

Êàæäóþ êàìåðó ñ ðàçðåçàìè (åñëè îíè íåîáõîäèìû, ÷òîáû ñäåëàòü îáëàñòü îä-

íîñâÿçíîé) íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå áóäåì îáîçíà÷àòü P̃ n, à åå îáðàç Φ(P̃ n)

ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà Φ â Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç P n. Òîãäà P̃ n = Φ−1(P n), ïðè-

÷åì P̃ n è P n äèôôåîìîðôíû. Áóäåì, äëÿ ïðîñòîòû, íàçûâàòü P n òîæå �êàìåðîé�.

Èíîãäà ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êàìåðó P̃ n íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå ñ åå
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äèôôåîìîðôíûì îáðàçîì Φ(P̃ n) â Rn ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà Φ.

Îïðåäåëåíèå 25 Ïóñòü ñóùåñòâóåò è ôèêñèðîâàíà 1−ôîðìà α íà Φ−1(P n), òà-

êàÿ, ÷òî dα = ω. Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê â P n ⊂ Rn, îáðàçîâàííîå ïåðåñå÷åíèÿìè

n ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ {ξ ∈ P n : I1(ξ) = c1/N, . . . , In(ξ) = cn/N, N ∈ N, ci ∈ Z}

ôóíêöèé Ii, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëàì (4), íàçîâåì ðåøåòêîé R ïåðåìåííûõ äåé-

ñòâèÿ (èëè ïðîñòî ðåøåòêîé).

Âûáèðàåì N äîñòàòî÷íî áîëüøèì äëÿ òîãî, ÷òîáû âáëèçè áèôóðêàöèîííûõ äóã

(à òàêæå âáëèçè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0) êîëè÷åñòâî ëèíèé óðîâ-

íÿ áûëî äîñòàòî÷íûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ïîëó÷åííîé ðåøåòêå ìåòîê íà ðåáðàõ

èíâàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà (ïîäðîáíåå ñì. ãëàâó 2.6). Ïîÿñíèì âûáîð ïîäõîäÿ-

ùåãî çíà÷åíèÿ N . Åñëè âûáðàòü N ìàëåíüêèì (íàïðèìåð, N = 1), òî ïîëó÷åííàÿ

ðåøåòêà ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç î÷åíü ìàëåíüêîãî ÷èñëà ëèíèé

óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü òðåáóþùèåñÿ íàì ìåò-

êè íà ðåáðàõ ìîëåêóëû, à òàêæå ÷òîáû âû÷èñëèòü ìàòðèöû ìîíîäðîìèè èçîëè-

ðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0, íàì íåîáõîäèìî âûáèðàòü áàçèñû íà ðåøåòêå

è ñðàâíèâàòü èõ, à èìåííî, �äâèãàòü� èõ ïî ðåøåòêå ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì

(ñì. ïîäðîáíåå ïàðàãðàô 2.6), à çàòåì çàïèñûâàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà ìåæäó íèìè.

Åñëè ÷èñëî ëèíèé óðîâíÿ íà ðåøåòêå ìàëî, òî ìû íå ìîæåì âûïîëíèòü îïèñàííóþ

ïðîöåäóðó. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî áðàòü ÷èñëî N äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òåì ñàìûì,

îáåñïå÷èâàÿ äîñòàòî÷íîå â îïèñàííîì íàìè ñìûñëå ÷èñëî ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåí-

íûõ äåéñòâèÿ, îáðàçóþùèõ ðåøåòêó. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûáèðàÿ áîëüøîå N , ìû

äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî ÿ÷åéêè ðåøåòêè ñòàíîâÿòñÿ �ìàëåíüêèìè�.

Òàê îïðåäåëåííàÿ ðåøåòêà â êàìåðå P n íå çàâèñèò îò âûáîðà íåïðåðûâíîãî ñå-

ìåéñòâà áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ, òàê êàê äâà îðèåíòèðîâàííûõ íàáîðà

áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðå T n ñâÿçàíû óíèìîäóëÿðíûì öåëî÷èñëåííûì ïðåîáðàçîâà-

íèåì (ìàòðèöåé èç SL(n,Z)). Â ñèëó ôîðìóë äëÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, ïîñëåäíèå

ïîäâåðãàþòñÿ òîìó æå ñàìîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, ÷òî è öèêëû, à èõ çíà÷åíèÿ, èìå-

þùèå âèä c/N, c ∈ Z, î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî òàêèõ çàìåí.
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Â îïðåäåëåíèè ðåøåòêè òàêæå åñòü íåîäíîçíà÷íîñòü îòíîñèòåëüíî âûáîðà ôîð-

ìû α, òàêîé, ÷òî dα = ω.

Ôèêñèðóåì 1-ôîðìó α â êàæäîé êàìåðå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàìììû. Òîãäà

ïðè çàìåíå âíóòðè êàìåðû 1-ôîðìû α íà 1-ôîðìó α′ = α+ β, òàêóþ ÷òî dα = dα′

(ò.å. dβ = 0) ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ èçìåíÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
γi

α′ =

∫
γi

α +

∫
γi

β,

ãäå äëÿ êàæäîãî i ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò òîðà

(ýòî ñëåäóåò èç ãîìîëîãè÷íîñòè öèêëîâ γi äëÿ ñîñåäíèõ òîðîâ, çàìêíóòîñòè ôîðìû

β è ôîðìóëû Ñòîêñà. Ïîäðîáíåå ñì.[1]).

Íîâàÿ ðåøåòêà áóäåò ñîñòàâëåíà èç äðóãèõ ëèíèé óðîâíÿ, íåñêîëüêî ñìåùåí-

íûõ ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíûì. ÏîñêîëüêóN âûáèðàëîñü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèè ðåøåòêè ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî ïëîòíî, êà÷åñòâåííûé âèä

ðåøåòêè íå ïîìåíÿåòñÿ. À èìåííî, ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûé íàáîð ëèíèé óðîâíÿ

ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, îáðàçóþùèõ ðåøåòêó, ò.å. ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ëèíèé

óðîâíÿ {(h, k) : Ii(h, k) = ci/N, ci ∈ Z}, à òàêæå ëèíèé óðîâíÿ {(h, k) : Ii(h, k) = c̃i}

(çäåñü c̃i = ci/N −
∫
γi
β). Ýòè ñåìåéñòâà ëèíèé óðîâíÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ â ðåãóëÿð-

íîé îáëàñòè, òàê êàê ýòî ñèñòåìà ëèíèé óðîâíÿ îäíîé ôóíêöèè (ôóíêöèè Ii). Îáå

ðåøåòêè (îòâå÷àþùàÿ ïåðâîé è îòâå÷àþùàÿ âòîðîé ñèñòåìå ëèíèé óðîâíÿ) âëîæå-

íû â ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó ëèíèé óðîâíÿ, ïîýòîìó ìåòêè, âû÷èñëåííûå ïî îáåèì

ðåøåòêàì, ñîâïàäàþò.

2.3 Ìîíîäðîìèÿ

Â äàëüíåéøåì ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 9 Ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ìàò-

ðèöû ìîíîäðîìèè âñåõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

Ïåðåä òåì, êàê äàòü îïðåäåëåíèå ìîíîäðîìèè, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåñêîëüêî

âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèé.
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Áàçèñîì íà òîðå äàëåå áóäåì íàçûâàòü áàçèñ â ãðóïïå ãîìîëîãèé (ñ êîýôôèöè-

åíòàìè èç Z).

Îïðåäåëåíèå 26 Îðèåíòàöèþ, ââåäåííóþ óêàçàííûì ñïîñîáîì, áóäåì íàçûâàòü

îðèåíòàöèåé, ñîãëàñîâàííîé ñ äàííîé íóìåðàöèåé ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåé-

ñòâèÿ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (M4, ω,H) ñ ïåðâûìè èíòå-

ãðàëàìèH èK. Çàôèêñèðóåì íóìåðàöèþ ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ I1, I2

â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 26. Ðàññìîòðèì ïåòëþ γ â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìî-

ìåíòà, îáõîäÿùóþ èçîëèðîâàííîå îñîáîå çíà÷åíèå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè

è ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé. Ïóñòü γ(0) = γ(1) = ξ0 = (h0, k0).

Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ ïðîîáðàçîì ýòîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ òîð èëè íåñâÿçíîå îáúåäè-

íåíèå òîðîâ. Ïóñòü Tξ0 � ëþáîé ðåãóëÿðíûé òîð èç ïîëíîãî ïðîîáðàçà Φ−1(h0, k0).

Â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ïðè äâèæåíèè òî÷êè ξ ïî ïåòëå γ òîð Tξ0

ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òîðîâ Tξ, ïðè ýòîì ïðè íåïðåðûâíîì

èçìåíåíèè ïàðàìåòðà íà êðèâîé γ òîðû â ïðîîáðàçå äèôôåîìîðôíî äåôîðìèðó-

þòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî òîðîâ Φ−10 (γ(t))),

ïîýòîìó, çàäàâ áàçèñ (γ01 , γ
0
2) íà òîðå Tξ0 = Φ−10 (γ(0)), ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðà-

çîì ïåðåíåñòè åãî íà òîðû èç îêðåñòíîñòè U(Tξ0). Â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî îáõîäà ïî

ïåòëå γ áàçèñ (γ01 , γ
0
2) íà òîðå Tξ0 = Φ−10 (γ(0)) ïåðåéäåò â áàçèñ (γ11 , γ

1
2) íà òîðå

Tξ0 = Φ−10 (γ(1)). Âîçíèêàåò ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó.

Îïðåäåëåíèå 27 Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè èçî-

ëèðîâàííîãî îñîáîãî çíà÷åíèÿ ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé âûáðàííîìó ñåìåéñòâó òî-

ðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ôèêñàöèÿ íàïðàâëåíèÿ îáõîäà âîêðóã îñîáîãî çíà÷åíèÿ ñóùå-

ñòâåííà, ò.ê. ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ìîíîäðîìèè áåç ôèêñàöèè íàïðàâëåíèÿ îá-

õîäà ìû ìîæåì âûáðàòü ëþáîå èç äâóõ íàïðàâëåíèé îáõîäà, è â ðåçóëüòàòå ïîëó-
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÷èì ìàòðèöû, íåñîïðÿæåííûå äðóã äðóãó â ãðóïïå SL(2,Z), íàïðèìåð, ìàòðèöû 1 −1

0 1

 è

 1 1

0 1

 .

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìîíîäðîìèè, êâàíòîâàÿ ãàìèëüòî-

íîâà ìîíîäðîìèÿ èìååò íåäàâíþþ èñòîðèþ, íà÷àëî êîòîðîé äàòèðóåòñÿ ñòàòüåé

J.J.Duistermaat 1980 ãîäà �On global action-angle variables� [38]. Ïðèëîæåíèÿ ìîíî-

äðîìèè ê êâàíòîâîìó ñïåêòðó áûëè ðàññìîòðåíû â 2000 ãîäó â ñòàòüå R.Cushman

è D.A.Sadovskii �Monodromy in the hydrogen atom in crossed �elds� [39]. Íà÷èíàÿ ñ

1998 ãîäà áûëè ñäåëàíû îñíîâíûå øàãè â ýòîé íàóêå � áûëè âûïóùåíû ñòàòüè S.Vu

Ngoc �Quantum monodromy in integrable systems� (1999) [40] ñ õîðîøåé êâàíòîâîé

ôîðìàëèçàöèåé è ñòàòüè ñ ïðèìåðàìè: M.S.Child �Quantum states in a Champagne

bottle� (1998) [41], R.Cushman and D.A.Sadovskii �Monodromy in the hydrogen atom

in crossed �elds� (2000) [39], L.Grondin, D.Sadovskii, and B.Zhilinskii �Monodromy

in systems with coupled angular momenta and rearrangement of bands in quantum

spectra� (2001) [42], D.Sadovskii and B.Zhilinskii �Monodromy, diabolic points, and

angular momentum coupling� (1999) [43]. Ïîñëå âûõîäà ýòèõ ñòàòåé ìîíîäðîìèÿ

ñòàëà îáùèì èíñòðóìåíòîì äëÿ àíàëèçà ñïåêòðà âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôè-

çè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

Ãàìèëüòîíîâà (Êâàíòîâàÿ) ìîíîäðîìèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñëóæèò äåìîíñòðà-

öèåé íåñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ (èëè õîðîøèõ êâàíòîâûõ

÷èñåë). Â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ îíà ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà êàê �òî÷å÷íûé äåôåêò�

â ðåøåòêå ñîâìåñòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì åå ìîæíî îáíàðóæèòü â ðåøåòêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ êëàññè÷åñêèõ èí-

òåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Äàëåå â ðàáîòå áóäóò ïîñòðîåíû ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ

ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåìû �ñôåðè÷åñêèé ìàÿò-

íèê�) è ïî íèì âû÷èñëåíû ìàòðèöû ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.
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2.4 Âû÷èñëåíèå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåì íà ìíî-

ãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ � ýòî ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì çàäàíî

S1-äåéñòâèå (ñì. ãëàâó 1.2), ñëåäîâàòåëüíî, âñå íåñòàöèîíàðíûå òðàåêòîðèè âåê-

òîðíîãî ïîëÿ sgradK ãîìåîìîðôíû îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå öèêëîâ èíòå-

ãðèðîâàíèÿ γ1 = γ1(h, k) ìîæíî âçÿòü ýòè òðàåêòîðèè. Ïîëó÷àåì

I1(h, k) =
1

2π

∮
γ1

α =
1

2π

∮
γ1

kdϕ+ prdr =
k

2π

∮
γ1

dϕ = k,

ãäå ôîðìà α � êàíîíè÷åñêàÿ 1−ôîðìà íà T ∗M2, òàêàÿ ÷òî dα = ω.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âòîðîé ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ íà îáëàñòè k > 0, ò.å. â

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïî ïåðåìåííîé

ϕ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H:

ϕ̇ =
k

f 2(r)
, k̇ = 0. (5)

Âûáåðåì öèêë γ2(h, k) íà òîðå Th,k = Φ−1(h, k) óñëîâèåì ϕ|γ2 = 0, ïðè÷åì öèêë

γ2(z) = (z, pr(z)) ñîãëàñîâàí ñ îðèåíòàöèåé öèêëà γ+2 ⊂ γ2, äëÿ êîòîðîãî pr(z) > 0.

Òîãäà èìååì

I2(h, k) =
1

2π

∫
γ2

α =
1

2π

∫
γ2

kdϕ+ prdr =
1

2π

∫
γ2

prdr.

Ïóñòü γ3 = γH(h, k, t), t1 ≤ t ≤ t2 � äóãà òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ sgradH

ìåæäó ñîñåäíèìè ìèíèìóìàìè ôóíêöèè z(t), γ4 = γK(h, k, t), t∗1 ≤ t ≤ t∗2 � äóãà

òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ −sgradK · (sgnK) = −sgrad|K| (ñì.óðàâíåíèå íà ϕ̇

(5)) îò òî÷êè γH(t2) äî òî÷êè γH(t1), òàêàÿ, ÷òî öèêë γ3 · γ4 ãîìîëîãè÷åí öèêëó γ2
(ñì.ðèñóíîê 32).
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Ðèñ. 32: âûáîð öèêëîâ íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Òîãäà

I2(h, k) =
1

2π

∫
γ2

prdr =
1

2π

∫
γ3·γ4

prdr =
1

2π

∫
γ3

prdr

Òàê êàê H = p2r
2

+ k2

2f2(r)
+ V (r) = p2r

2
+ Uk(r), òî pr(r) = ±

√
2(H − Uk(r)), ïîýòîìó

I2(h, k) =
1

π

r2(h,k)∫
r1(h,k)

√
2(H − Uk(r))dr =

1

π

r2(h,k)∫
r1(h,k)

√
2(H − k2

2f 2(r)
− V (r))dr,

ãäå r1(h, k), r2(h, k) � äâà ñîñåäíèõ êîðíÿ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â ïîñëåäíåì èí-

òåãðàëå, òàêèõ ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî íà èíòåðâàëå (r1(h, k), r2(h, k)).

Òàêèì îáðàçîì, âíå ëó÷à ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I2(h, k), îòâå÷àþùàÿ óêàçàííîìó

öèêëó γ2, èìååò âèä: I2(h, k) = 1
π

r2(h,k)∫
r1(h,k)

√
2(H − k2

2f2(r)
− V (r))dr.

Â ðåçóëüòàòå ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
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Òåîðåìà 9 Äëÿ âñåõ ïàð (h, k) ∈ Φ(M4) ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I1(h, k) èìååò âèä

I1(h, k) = k. Äëÿ âñåõ ïàð {(h, k) ∈ Φ(M4) : k > 0} (àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ ïàð

{(h, k) ∈ Φ(M4) : k < 0}) ïåðåìåííóþ äåéñòâèÿ I2(h, k) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî

ôîðìóëå

I2(h, k) =
1

π

r2(h,k)∫
r1(h,k)

√
2(H − k2

2f 2(r)
− V (r))dr, (6)

ãäå r1, r2 � êîðíè óðàâíåíèÿ W (H, k, r) = 2(H − k2

2f2(r)
− V (r)) = 0 òàêèå, ÷òî

0 < r1 < r2 < L è W (H, k, r) > 0 äëÿ r ∈ (r1, r2).

Îòìåòèì, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I1 îïðåäåëåíû ãëîáàëüíî,

ò.å. çàäàþòñÿ ôîðìóëîé I1(h, k) = k íà âñåì îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Ëèíèè

óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2 íåëüçÿ çàäàòü îäíîé ôîðìóëîé íà âñåì îáðàçå îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà (â ÷àñòíîñòè, åñëè çàäàâàòü èõ ïî ôîðìóëå (4) íà âñåì îáðàçå

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, òî â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îñè h, âîçíèêàåò èçëîì, êîòî-

ðîãî áûòü íå äîëæíî, òàê êàê ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ � ãëàäêèå).

Íåâîçìîæíîñòü çàäàòü ëèíèè óðîâíÿ âñåõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ íà âñåì îáðàçå

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ïî îäíèì è òåì æå ôîðìóëàì ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì îñîáûõ

çíà÷åíèé ðàíãà 0, ò.å. ñ íàëè÷èåì ìîíîäðîìèè. Ïîýòîìó, ÷òîáû çàäàòü ëèíèè óðîâ-

íÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ íà âñåì îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ãëàäêèì îáðàçîì,

ïðèõîäèòñÿ äåëàòü ñèñòåìó ðàçðåçîâ.

Ìû ìîæåì äåëàòü ñèñòåìó ðàçðåçîâ ëþáûì óêàçàííûì â ïàðàãðàôå 2.2 ñïî-

ñîáîì, ïîýòîìó îïèøåì óíèôèöèðîâàííóþ ñèñòåìó ðàçðåçîâ, êîòîðûå íàì áóäåò

óäîáíî äåëàòü â íàøåé çàäà÷å.

Ðàçðåçû ïîíàäîáèòñÿ äåëàòü òîëüêî â êàìåðàõ, ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

�ëóíêè� è �ïàðàáîëû�, òàê êàê êàìåðû, îãðàíè÷åííûå êëþâàìè, îäíîñâÿçíû. Âû-

áåðåì â êàìåðå èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó ðàíãà 0 ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé h0

è ñäåëàåì â êàæäîé êàìåðå ðàçðåç, äåëÿùèé åå íà äâå ÷àñòè, íóëåâûì óðîâíåì

èíòåãðàëà K. Êàæäûé èç äâóõ êóñêîâ î÷åâèäíî áóäåò îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ. Â

êàæäîì èç ïîëó÷åííûõ êóñêîâ îïðåäåëèì ïåðåìåííóþ äåéñòâèÿ ïî ôîðìóëå (6)
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(ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî I2+ ïðè k > 0 è I2− ïðè k < 0).

Ëåììà 24 Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåîñîáóþ òî÷êó x êîìïëåêñà íà íóëåâîì

óðîâíå èíòåðãàëà K (ïðèíàäëåæàùóþ êàêîìó-òî ðàçðåçó). Ôóêíöèè I2+ è I2−

ìîæíî ãëàäêèì îáðàçîì ïðîäîëæèòü â íåêîòîðóþ ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x

Òîãäà ýòè ïðîäîëæåíèÿ (êîòîðûå òàêæå îáîçíà÷èì I2+ è I2−) â ýòîé îêðåñò-

íîñòè ñâÿçàíû ôîðìóëîé:

I ′2(h, k) = I2(h, k)− i · k,

ãäå i � êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 íà M4
−(h).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 22 òîïîëîãè÷åñêèé òèï Q3 îïðåäåëÿåòñÿ êîëè-

÷åñòâîì îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 íà M4
−. Çíàÿ òîïîëîãè÷åñêèé òèï Q3, ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü ìåòêó r íà ðåáðå A − A ìîëåêóëû íà Q3 (à ìåòêà ε = +1, ò.ê. îðèåí-

òàöèÿ áàçèñà íå ìåíÿåòñÿ). Âûáåðåì áàçèñ (e1, e2) âáëèçè äóãè òèïà A íà ðåøåòêå,

ïîñòðîåííîé â îáëàñòè k > 0. Ìû çíàåì, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ

I1 ãëîáàëüíî îïðåäåëåíû, ïîýòîìó ìîæåì âûáðàòü îäèí áàçèñíûé öèêë e′1 íà äóãå

òèïà A â îáëàñòè k < 0. Òåïåðü, çíàÿ ìåòêó r, ìû ìîæåì íàéòè âûðàæåíèå äëÿ

âòîðîãî áàçèñíîãî öèêëà e′2. Ïóñòü, íàïðèìåð, äëÿ èññëåäóåìîé Q
3 íàM4

− åñòü îäíà

îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0, òîãäà Q3 ≈ S3, ò.å. ìåòêà r = 0. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî

e′1 = e1, à òàêæå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà M ðàâåí −1, ïîëó÷àåì e1′

e2′

 =

 1 0

a −1

 ·
 e1

e2

 ,

ñëåäîâàòåëüíî îáðàòíàÿ òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

 1 a

0 −1

. Òàê
êàê r = 0, à ε = +1, òî ïîëó÷àåì, ÷òî a = 1, ñëåäîâàòåëüíî e′2 = e1 − e2, ò.å. ìû

âîññòàíîâèëè öèêë e′2.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäà ìåæäó áàçèñàìè ïî ðåøåòêå ïåðåìåííûõ

äåéñòâèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà èç ïàðàãðàôà 2.5 òðàíñôîðìàöèÿ âûáðàí-

íîãî áàçèñà ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ îñè h. Ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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ïåðâûé áàçèñ âûáðàí âáëèçè îñè h â îáëàñòè k > 0, à âòîðîé áàçèñ ïîëó÷åí âáëèçè

îñè h â îáëàñòè k < 0. Çíàÿ îáà áàçèñà ñ îáåèõ ñòîðîí îò îñè h, ìû ìîæåì ãëàäêèì

îáðàçîì ïðîäîëæèòü ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(h, k) â íèæíþþ ïîëó-

ïëîñêîñòü. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé ðàíãà 0 ïðîäîëæåíèå

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé I ′2(h, k) = I2(h, k)− k.

Â îêðåñòíîñòè ìèíèìàëüíîé äîïóñòèìîé ýíåðãèè h = Vmin ìîëåêóëà âñåãäà

èìååò òèï A−A, ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîé ýíåðãèè ðåøåòêà

îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Äàëåå îòìåòèì, ÷òî òàê êàê áèôóðêàöèîííûå êðè-

âûå íå ïåðåñåêàþò îñü h (ñì. ãëàâó 1.2), òî ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè h îò Vmin äî

h∗ � ýíåðãèè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè ðàíãà 0 ñòðóêòóðà ðåøåòêè ïåðåìåííûõ

äåéñòâèÿ â îêðåñòíîñòè îñè h íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó äëÿ ýíåðãèé h èç ïðîìå-

æóòêà [Vmin, h
∗] ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(h, k) áóäóò ïðîäîëæàòüñÿ â

íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïî ôîðìóëå I ′2(h, k) = I2(h, k)− k.

Ñëåäóþùàÿ ïåðåñòðîéêà ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(h, k) ïðîèçîé-

äåò ïðè ïåðåõîäå ýíåðãèè h ÷åðåç óðîâåíü ýíåðãèè h∗ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè

ðàíãà 0. Îïèøåì ýòó ïåðåñòðîéêó. Äàëåå (ñì. ëåììó 26) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

âûáîðå ïåðâîãî áàçèñà óêàçàííûì â àëãîðèòìå ñïîñîáîì ìàòðèöà ìîíîäðîìèè ïðè

îáõîäå âîêðóã òî÷êè òèïà ôîêóñ�ôîêóñ áóäåò èìåòü âèä

 1 1

0 1

. Ïîýòîìó äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ âûáðàííûìè áàçèñàìè â ñëó÷àå, åñëè

ýíåðãèÿ h áîëüøå ýíåðãèè h∗ òî÷êè òèïà ôîêóñ�ôîêóñ, íåîáõîäèìî äîìíîæèòü ìàò-

ðèöó ïåðåõîäà ìåæäó áàçèñàìè

 1 a

0 −1

, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýíåðãèè h ∈ [Vmin, h
∗],

íà ìàòðèöó ìîíîäðîìèè òî÷êè ôîêóñ�ôîêóñ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó 1 a+ 1

0 −1

 .

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ a = 1, çíà÷èò, a + 1 = 2, ïîýòîìó â îáëàñòè h ≥ h∗

ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(h, k), ïîñòðîåííûå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

k > 0, áóäóò ïðîäîëæàòüñÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü k < 0 ïî ôîðìóëå I ′2(h, k) =
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I2(h, k)− 2k.�.

Ëåììó 24 ìîæíî äîêàçàòü è íàïðÿìóþ, ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ, à èìåííî, ïî-

êàçàâ, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(h, k), ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå

(6) â îáëàñòè k > 0, ãëàäêèì îáðàçîì ïðîäîëæàþòñÿ â îáëàñòü k ≤ 0 ïî ôîð-

ìóëå I ′2(h, k) = I2(h, k) − i · k, ãäå i � êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 íà M4
−.

Ïðîâåäåì ýòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà � ñèñòåìû �côåðè÷åñêèé ìà-

ÿòíèê� (ôóíêöèÿ f(r) � îáðàçóþùàÿ ñôåðû, à V (r) � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë,

r ∈ [−1; 1]).

Óòâåðæäåíèå 10 Ëèíèè óðîâíÿ I2(h, k) = const, ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå (6) â

îáëàñòè {(h, k) ∈ Φ(M4) | k > 0, h < 1}, ìîæíî ãëàäêî ïðîäëèòü â îáëàñòü

{(h, k) ∈ Φ(M4) | k ≤ 0, h < 1} � ïî ôîðìóëå I2(h, k) − I1(h, k) = const ïðè k < 0

è ïî íåïðåðûâíîñòè ïðè k = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïîêàæåì, ÷òî lim
k→0+

I2 = lim
k→0−

(I2 − I1) = lim
k→0−

(I2 − k) = lim
k→0−

I2.

Âñå ïîäèíòåãðàëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [r1, r2] ⊆ [−1, h], äî-

îïðåäåëèì íóëåì íà [−1, r1] è [r2, h].

Ïîêàæåì, ÷òî lim
k→0

h∫
−1

√
2(h−r)(1−r2)−k2

1−r2 dr =
h∫
−1

√
2(h−r)(1−r2)−k2

1−r2 dr. Ïîñëåäíèé èíòå-

ãðàë ñõîäèòñÿ, ò.ê.
h∫
−1

√
2(h−r)(1−r2)−k2

1−r2 dr =
h∫
−1

2
√
h−r√
1−r2 dr = C(arcsinh−arcsin(−1)), C =

const.

Ïóñòü f(k, h0) =
h−h0∫
−1+h0

√
2(h−r)(1−r2)−k2

1−r2 dr. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî lim
k→0

lim
h0→0

f(k, h0) =

f(0, 0).

a) Òàê êàê f(k, h0) ⇒ f(0, h0) ïðè k → 0 íà îòðåçêå [−1 + h0, h− h0], h0 6= 0, òî

ïî òåîðåìå î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëà è èíòåãðàëà

lim
k→0

f(k, h0) =

h−h0∫
−1+h0

lim
k→0

√
2(h− r)(1− r2)− k2

1− r2
dr = f(0, h0) =

h−h0∫
−1+h0

√
2(h− r)(1− r2)

1− r2
dz =

= C(arcsin(h− h0)− arcsin(−1 + h0)), C = const.
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b) lim
h0→0

f(k, h0) = f(k, 0) ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

Ïîêàæåì, ÷òî f(k, h0) ⇒ f(k, 0) ïðè h0 → 0 äëÿ ëþáîãî k, ò.å. ïîêàæåì, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ : ∀h0 < δ, ∀k : |f(k, h0)− f(k, 0)| → 0, h0 → 0.

|f(k, h0)− f(k, 0)| = |
−1+h0∫
−1

+

h∫
h−h0

| ≤ |
−1+h0∫
−1

|+ |
h∫

h−h0

| ≤

≤
−1+h0∫
−1

√
2(h− r)(1− r2)

1− r2
dr +

h∫
h−h0

√
2(h− r)(1− r2)

1− r2
dr ≤

≤
√

2(h+ 1)[

−1+h0∫
−1

dr√
1− r2

+

h∫
h−h0

dr√
1− r2

] =

=
√

2(h+ 1))[arcsin(−1 + h0)− arcsin(−1) + arcsinh− arcsin(h− h0)]→ 0, h0 → 0

ïî íåïðåðûâíîñòè àðêñèíóñà. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ

lim
k→0

lim
h0→0

f(k, h0) = lim
h0→0

lim
k→0

f(k, h0) = lim
h0→0

f(0, h0) = f(0, 0).

Òî åñòü, ñóùåñòâóåò lim
k→0

f(k, 0), à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò lim
k→0+

f(k, 0) = lim
k→0−

f(k, 0) =

f(0, 0) (ò.å. ôóíêöèÿ I2(h, k) íåïðåðûâíà â òî÷êå k = 0 è lim
k→0

I2(h, k) = I2(h, 0)).

2. Ïîêàæåì, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ãëàäêèå, òî åñòü k′h, 0<k<ε ≈ k′h, −ε<k<0 (óðàâíåíèå

I2(h, k) = c çàäàåò çàâèñèìîñòü k = k(h)).

Ïðè k > 0 ïðîäèôôåðåíöèèðóåì ïî h óðàâíåíèå I2(h, k) = c (øòðèõ � ýòî

ïðîèçâîäíàÿ ïî h):

1

π

r2∫
r1

2(1− r2)− 2k · k′

2
√

2(h− r)(1− r2)− k2(1− r2)
+ r′1 · 0− r′1 · 0 = 0⇒

⇒ 1

π

r2∫
r1

dz√
2(h− r)(1− r2)− k2

− 1

π
k · k′

r2∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
= 0⇒

⇒ k′ =

r2∫
r1

dr√
2(h−r)(1−r2)−k2

k
r2∫
r1

dr

(1−r2)
√

2(h−r)(1−r2)−k2

= [k ≈ ε] =
A

B
.
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Àíàëîãè÷íî ïðè k < 0 ïðîäèôôåðåíöèèðóåì ïî h óðàâíåíèå I2(h, k)− k = c:

1

π

r2∫
r1

dr√
2(h− r)(1− r2)− k2

− 1

π
k · k′

r2∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
− k′ = 0⇒

⇒ k′ =

r2∫
r1

dr√
2(h−r)(1−r2)−k2

k
r2∫
r1

dr

(1−r2)
√

2(h−r)(1−r2)−k2
+ π

= [k ≈ −ε] =
A

−B + π
.

Ïîêàæåì, ÷òî A
B
∼ A
−B+π

. Òàê êàê A =
r2∫
r1

dr√
2(h−r)(1−r2)−k2

� ñõîäèòñÿ, òî íàäî ïîêà-

çàòü, ÷òî B = k
r2∫
r1

dr

(1−r2)
√

2(h−r)(1−r2)−k2
∼ π

2
, ò.å.

r2∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
∼ π

2k
.

Ëåììà 25 Ïðè h < 1, |k| ≈ ε, ε � ìàëî

I =

r2∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
∼ π

2k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà òðè ÷àñòè (âûäåëèì îò-

ðåçêè, ñîäåðæàùèå îñîáåííîñòè ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè):

[r1, r2] = [r1, r1 + h0] ∪ [r1 + h0, r2 − h0] ∪ [r2 − h0, r2],

ãäå h0 � ôèêñèðîâàíî è ìàëî (ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, h0 = |[r1,r2]|
10
≈ h+1

10
). Òîãäà

I =

r1+h0∫
r1

+

r2−h0∫
r1+h0

+

r2∫
r2−h0

(9)

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñóììå. Ñíà÷àëà îöåíèì åãî ñíèçó:

r1+h∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
>

r1+h0∫
r1

dr

2(1 + r)
√

2(h− r1)(1− r1)(1 + r)− k2
=

= [t = 1+r] =

∫
dr

2t
√

2(h− r1)(1− r1)t− k2
=

∫
d
√

2(h− r1)(1− r1)(1 + r)− k2
2t(h− r1)(1− r1)

=
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= [p =
√

2(h− r1)(1− r1)(1 + r)− k2] =

∫
dp

p2 + k2
=

=
1

k
arctg

P

k
=

1

k
arctg

√
2(h− r1)(1− r1)(1 + r)− k2

k
|r1+h0r1

>

1

k
arctg

√
2(h− r)(1− r)(1 + r)− k2

k
|r1+h0r1

= −0 +
1

k
arctg

√
Ch0
k
∼ π

2k
.

(òàê êàê h0 � ôèêñèðîâàíî, 0 6= k ≈ 0, ïîýòîìó
√
Ch0
k
→∞).

Òåïåðü îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ñâåðõó:

r1+h0∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
<

<

r1+h0∫
r1

dr

(1− (r1 + h0))(1 + r)
√

2(h− (r1 + h0))(1− (r1 + h0))(1 + r)− k2
=

= [t = 1 + r] =

∫
dt

(1− (r1 + h0))t
√

2(h− (r1 + h0))(1− (r1 + h0))t− k2
=

=

∫
d
√

2(h− (r1 + h0))(1− (r1 + h0))t− k2
(h− (r1 + h0))(1− (r1 + h0))2t

=

= [p =
√

2(h− (r1 + h0))(1− (r1 + h0))t− k2] =

∫
dp

(p2 + k2)1−(r1+h0)
2

=

=
2

1− (r1 + h0)

1

k
arctg

P

k
|r1+h0r1

<
2

1− (r1 + h0)

1

k
arctg

√
2(h− r)(1− r2)− k2

k
|r1+h0r1

=

[àíàëîãè÷íî îöåíêå ñíèçó]

=
2

1− (r1 + h0)

π

2k
∼ [k ≈ 0⇒ r1 ≈ −1] ∼ 2

2− h0
π

2k
=

= (1 +
h0
2

+O(
h20
4

))
π

2k
<

π

2k
(1 + h0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

π

2k
<

r2∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
<

π

2k
(1 + h0).

Ìîæíî âçÿòü h0 ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê 0, ïîýòîìó
r2∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
∼ π

2k
.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå â ñóììå (9).

Âòîðîå ñëàãàåìîå:

r2−h0∫
r1+h0

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
<

<

r2−h0∫
r1+h0

dr

(1− (r1 + h0)2)
√

2(h− r)(1− (r1 + h0)2)− k2
= C

r2−h0∫
r1+h0

dr√
A− r

= const,

A, C = const.

Òðåòüå ñëàãàåìîå:

r2∫
r2−h0

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
<

r2∫
r2−h0

dr

(1− h2)
√

2(1− h2)(h− r)− k2
=

= −
r2∫

r2−h0

d
√

2(h− r)(1− r2)− k2
1− h2

= −
√

2(h− r)(1− r2)− k2
1− h2

|r2r2−h0=

=

√
2(1− h2)h0

1− h2
= const.

Çíà÷èò, âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìîå äàþò íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä â ñóììó, ïîýòîìó

I ∼ π
2k
.�.

Òåì ñàìûì, ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 11 Ëèíèè óðîâíÿ I2(h, k) = const, ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå (6) â

îáëàñòè {(h, k) ∈ Φ(M4) | k > 0, h > 1}, ìîæíî ãëàäêî ïðîäëèòü â îáëàñòü

{(h, k) ∈ Φ(M4) | k ≤ 0, h > 1} � ïî ôîðìóëå I2(h, k)− 2I1(h, k) = const ïðè k < 0

è ïî íåïðåðûâíîñòè ïðè k = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü ëèíèé óðîâíÿ, ò.å. ðàâåíñòâî lim
k→0+

I2 = lim
k→0−

(I2−

2k) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 10.

Ïðîâåðèì ãëàäêîñòü ëèíèé óðîâíÿ, ò.å. ðàâåíñòâî k′h, 0<k<ε ≈ k′h, −ε<k<0.
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Ïðè k > 0 ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 10

k′ =

r2∫
r1

dr√
2(h−r)(1−r2)−k2

k
r2∫
r1

dr

(1−r2)
√

2(h−r)(1−r2)−k2

= [k ≈ ε] =
A

B
.

Ïðè k < 0 ïîëó÷àåì

k′ =

r2∫
r1

dr√
2(h−r)(1−r2)−k2

k
r2∫
r1

dr

(1−r2)
√

2(h−r)(1−r2)−k2
+ 2π

= [k ≈ ε] =
A

−B + 2π
.

Ïîêàæåì, ÷òî

I =

r2∫
r1

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
∼ π

k

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë â âèäå ñóììû: I =
r1+h0∫
r1

+
r2−h0∫
r1+h0

+
r2∫

r2−h0
. Ïðè k ≈ 0 èìååì

r1 ≈ −1, r1 ≈ 1.

Â äàííîì ñëó÷àå è ïåðâîå, è òðåòüå ñëàãàåìûå ýêâèâàëåíòíû π
2k
. Äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â óòâåðæäåíèè 10

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå:

r2−h0∫
r1+h0

dr

(1− r2)
√

2(h− r)(1− r2)− k2
<

<

r2−h0∫
r1+h0

dr

(1− (r1 + h0)2)
√

2(h− r)(1− (r1 + h0)2)− k2
= C

∫
dr√
A− r

= const,

A, C = const. Ïîýòîìó I ∼ π
2k

+ π
2k

= π
k
.�.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f(r) è V (r) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðåøåòêà, ïîñòðîåííàÿ ïî âû÷èñëåííûì ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû íà

ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, çàäàííîé ôóíêöèÿìè f(r) = sin r− ε sin3 r è V (r) = cos r,

ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 33. Ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I1 �ïàðàëëåëüíû� äó-

ãàì òèïà A âáëèçè íèõ. Ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2 îïðåäåëåíû ãëî-

áàëüíî è ïàðàëëåëüíû îñè h.
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Ðèñ. 33: ðåøåòêà ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, ïîñòðîåííàÿ äëÿ ìîäåëüíîé ñèñòåìû íà

ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ.

2.5 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ñêëåéêè ïî ðåøåòêå ïå-

ðåìåííûõ äåéñòâèÿ

Íàøà öåëü � ñ ïîìîùüþ ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ âû÷èñëèòü ìåòêè íà ðåá-

ðàõ ìîëåêóëû. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âáëèçè êàæäîé äóãè

áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû âûáèðàåòñÿ áàçèñ íà ðåøåòêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé äîïóñòèìîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ.

Äàëåå ïî ìàòðèöå C ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ òàêèìè áàçèñàìè íà ðåøåòêå îäíî-

çíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ìàòðèöà ñêëåéêè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðåáðå ìîëåêóëû.

À èìåííî, îíà ðàâíà îáðàòíîé òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå C.

Â êàæäîé ðåãóëÿðíîé îáëàñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà îòîáðàæåíèå èç

ïëîñêîñòè R2(h, k) â ïëîñêîñòü R2(I1, I2) ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Ïîýòîìó ïåðåéäåì îò èíòåãðàëîâ ê ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ, òî åñòü ðàññìîòðèì îá-

ðàç ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ íà ïëîñêîñòè R2(I1, I2). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

ðåøåòêà âûïðÿìëÿåòñÿ, ò.å. ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíû êî-

îðäèíàòíûì îñÿì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ðåøåòêå áàçèñ èç âåêòîðîâ. Òîãäà áàçèñ
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íà ðåøåòêå ìîæíî ñ÷èòàòü áàçèñîì íà ïëîñêîñòè (ò.å. íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå),

à ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ïëîñêîñòè � êîýôôèöèåíòàìè ðàçëî-

æåíèÿ ïî ýòîìó áàçèñó âåêòîðà ñ êîíöîì â äàííîé òî÷êå ïëîñêîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî

çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ èç çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-

îðäèíàò ïóòåì âçÿòèÿ îáðàòíîé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû. Íî â ñèëó ôîðìóë

äëÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïîñëåäíèå ïðåîáðàçóþòñÿ òàê æå, êàê è áàçèñíûå öèêëû

íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü óêàçàòü ïðàâèëà âûáîðà èñêîìîãî áàçèñà íà ðå-

øåòêå âáëèçè êàæäîé áèôóðêàöèîííîé äóãè.

Íàïîìíèì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò âáëèçè àòîìà A, à

òàêæå âáëèçè ñåäëîâûõ àòîìîâ áåç çâåçäî÷åê (ó íàñ ýòî àòîìû B è Vk).

Ïåðâûé öèêë âáëèçè àòîìà A � ýòî ñòÿãèâàþùèéñÿ â òî÷êó öèêë. Âòîðîé öèêë

� ýòî ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé îðè-

åíòàöèåé ãàìèëüòîíîâîãî ïîòîêà.

Ïåðâûé öèêë âáëèçè ñåäëîâîãî àòîìà B èëè Vk � ýòî ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà

ñ îðèåíòàöèåé, èíäóöèðîâàííîé ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì. Âòîðûå áàçèñíûå öèêëû

� ïðîèçâîëüíûå, îäíàêî îíè ñâÿçàíû óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç

íèõ ãëîáàëüíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî ñå÷åíèÿ àòîìà.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðâûé öèêë îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòà-

öèè â ñëó÷àå àòîìà A è îäíîçíà÷íî â ñëó÷àå ñåäëîâîãî àòîìà), ïîäðîáíåå ñì. [1].

Äàëåå áóäåì íàçûâàòü åãî âûäåëåííûì öèêëîì.

Âáëèçè êàæäîé áèôóðêàöèîííîé äóãè ìû õîòèì âûáðàòü áàçèñ, îòâå÷àþùèé

íåêîòîðîé äîïóñòèìîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ãðàíè÷íîì òîðå ñîîòâåòñòâóþùåãî

àòîìà. Ïóñòü e1 è e2 � âåêòîðû ýòîãî áàçèñà, îòâå÷àþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïåðåìåí-

íûì äåéñòâèÿ I1, I2, âû÷èñëåííûì âûøå. Ïî ðåøåòêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ I1, I2

òàêîé áàçèñ âûáèðàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà è îðèåíòàöèè áàçèñ-

íûõ âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1 ñëó÷àé. Äóãà òèïà A.
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Èçó÷èì ïîâåäåíèå âûäåëåííîãî ñåìåéñòâà ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ

âáëèçè áèôóðêàöèîííîé äóãè òèïà A. À èìåííî, ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ëèíèé óðîâ-

íÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I1, â ôîðìóëå äëÿ êîòîðîé èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî

âûäåëåííîìó öèêëó γ (ò.å. ïðè ïîäõîäå ê áèôóðêàöèîííîé äóãå òèïà A öèêë γ

ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó).

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ñåìåéñòâî ñòÿãèâàþùèõñÿ öèêëîâ γ íà òîðàõ âáëèçè àòî-

ìà A. Âîçüìåì γ â êà÷åñòâå îäíîãî èç äâóõ öèêëîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ íà òîðàõ

âáëèçè àòîìà A. Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ,

èìååì I1 = 1
2π

∫
γ

α. Òàê êàê ïðè ïîäõîäå ê áèôóðêàöèîííîé äóãå öèêë γ ñòÿãèâàåò-

ñÿ â òî÷êó, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò,

áèôóðêàöèîííàÿ äóãà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I1 = 0, à ñëå-

äîâàòåëüíî, â åå îêðåñòíîñòè ëèíèè óðîâíÿ {I1 = c/N, c/N = const} �ïàðàëëåëüíû�

áèôóðêàöèîííîé äóãå. Èíà÷å ãîâîðÿ, ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I1, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ìàëûì çíà÷åíèÿì c/N , íå ïåðåñåêàþò áèôóðêàöèîííóþ äóãó.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I1 îòâå÷àåò ñòÿãèâàþùåìó-

ñÿ öèêëó, ïîòîìó ÷òî åå ëèíèè óðîâíÿ �ïàðàëëåëüíû� áèôóðêàöèîííîé äóãå. Ïå-

ðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I2 îòâå÷àåò ñëîþ ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, îðèåíòàöèÿ êîòîðîãî

îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì.

Ïîýòîìó â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ

èñêîìûé áàçèñ íà ðåøåòêå áóäåò èìåòü âèä: (±e1, e2). Îñòàåòñÿ ïîíÿòü îðèåíòàöèþ

âåêòîðà e2.

Èç ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ I2 ñëåäóåò, ÷òî îðèåíòàöèÿ öèêëà (ò.å. ñëîÿ ðàñ-

ñëîåíèÿ Çåéôåðòà), ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ, ñîâïàäàåò ñ îðè-

åíòàöèåé ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà sgradK.

Íà êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ sgradK è sgradH ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: sgradH =

λ · sgradK, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî gradH = λ · gradK. Íàïîìíèì, êàê âûãëÿ-

äÿò âûðàæåíèÿ äëÿ gradH è gradK íà áèôóðêàöèîííûõ äóãàõ (â êîîðäèíàòàõ

111



{pr, pϕ, r, ϕ}):

gradH = {0, k

f 2(r)
, 0, 0}, gradK = {0, 1, 0, 0},

ñëåäîâàòåëüíî, íà áèôóðêàöèîííûõ äóãàõ gradH = k
f2(r)

gradK, ò.å. λ = k
f2(r)

, çíà-

÷èò, sgnλ = sgnk.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îðèåíòàöèè ïîòîêîâ sgradH è sgradK îäèíàêîâû ïðè k > 0

è ïðîòèâîïîëîæíû ïðè k < 0. Ïîýòîìó âåêòîð e2 íóæíî îðèåíòèðîâàòü ïî âîçðàñ-

òàíèþ èíòåãðàëà K ïðè k > 0 è ïî óáûâàíèþ ïðè k < 0.

2 ñëó÷àé. Äóãà òèïà B.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîìó áàçèñíîìó öèêëó äîïóñòèìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà

òîðå ëèóâèëëÿ (îí æå ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà) îòâå÷àåò ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ

I2, âòîðîìó � ïåðåìåííàÿ I1.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé áàçèñ íà ðåøåòêå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: (e2,±e1).

Êàê âèäèì, íóæíî âûáðàòü îðèåíòàöèþ âåêòîðà e2, ÷òî äåëàåòñÿ òî÷íî òàê æå,

êàê è â ñëó÷àå äóãè òèïà A.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, êàêèå áàçèñû íà ðåøåòêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ

I1, I2 áóäóò îòâå÷àòü äîïóñòèìûì ñèñòåìàì êîîðäèíàò íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ àòîìîâ.

Âåêòîðû e2, âûáðàííûå óêàçàííûì ñïîñîáîì, èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 34.

Ðèñ. 34: áàçèñíûé âåêòîð e2, èçîáðàæåííûé íà ðåøåòêå.

Îäíàêî, â âûáîðå áàçèñîâ îñòàëàñü íåîäíîçíà÷íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ íåîäíîçíà÷íî-

ñòüþ âûáîðà îðèåíòàöèè îäíîãî èç áàçèñíûõ öèêëîâ íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ. Ñîîòâåò-
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ñòâóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî ñ òåì ëèøü óñëîâèåì,

÷òîáû ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùèå äâà òàêèõ áàçèñà, èìåëè îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé −1.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè óêàæåì ñïîñîá òàêîãî âûáîðà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ìîëåêóëû. Åìó îòâå÷àþò äâà áàçèñà âáëèçè

ñîîòâåòñòâóþùèõ áèôóðêàöèîííûõ äóã. Îïðåäåëèì òåïåðü îðèåíòàöèþ âåêòîðà e1

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îðèåíòàöèÿ áàçèñà, îòâå÷àþùåãî êîíöó ðåáðà, áûëà ïîëî-

æèòåëüíîé (ò.å. ñîâïàäàëà ñ åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé ïëîñêîñòè h, k), à áàçèñà,

îòâå÷àþùåãî íà÷àëó ðåáðà � îòðèöàòåëüíîé. Òåì ñàìûì ìû ïîëíîñòüþ èçëîæèëè

àëãîðèòì âûáîðà èñêîìûõ áàçèñîâ íà ðåøåòêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ.

Âûáåðåì ïàðó áàçèñîâ íà ðåøåòêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ âáëèçè äâóõ áèôóðêà-

öèîííûõ äóã (ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó áàçèñîâ íà ðåãóëÿðíûõ òîðàõ âáëèçè äâóõ

êîíöîâ ðåáðà ìîëåêóëû).Çàíóìåðóåì ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I1 ïîñëå-

äîâàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òî åñëè ëèíèÿ óðîâíÿ {(h, k) : I1(h, k) =

cj/N} èìååò íîìåð i, òî ëèíèÿ óðîâíÿ {(h, k) : I1(h, k) = (cj + 1)/N} èìååò íîìåð

i + 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàíóìåðóåì ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2.

Òåïåðü áóäåì �äâèãàòü� îäèí èç âûáðàííûõ áàçèñîâ ïî ðåøåòêå íàâñòðå÷ó äðóãîìó

ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. íà (i+ 1)-ì øàãå âûáðàííûé áàçèñ (ò.å. âûáðàííàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè) äîëæ-

íà íàõîäèòüñÿ ìåæäó òåìè æå ëèíèÿìè óðîâíÿ îäíîãî ñåìåéñòâà, ÷òî è íà

i-ì øàãå, è ñäâèãàòüñÿ íà 1 îòíîñèòåëüíî íóìåðàöèè äðóãîãî ñåìåéñòâà ëèíèé

óðîâíÿ;

2. ïóòü, ïî êîòîðîìó ìû ïðîíîñèì áàçèñ, íå äîëæåí ïðîõîäèòü ÷åðåç ÿ÷åéêè

ðåøåòêè, ñîäåðæàùèå áèôóðêàöèîííûå äóãè è îñîáûå çíà÷åíèÿ ðàíãà 0.

Äàííûé àëãîðèòì áóäåò ïðèìåíåí äàëåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê è ìàòðèö ìîíî-

äðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0 äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñèñòåì

(à òàêæå, êàê ïðèëîæåíèå, äëÿ ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà).
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2.6 Âû÷èñëåíèå ìåòîê è ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïî ðåøåòêàì

ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ

Ïîñòðîèì ðåøåòêó ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ,

çàäàííîé ôóíêöèÿìè f(r) = sin r − ε sin3 r è V (r) = cos r, ãäå êîíñòàíòà ε âûáðà-

íà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ôóíêöèÿ f(r) èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà. Îòìåòèì,

÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, à èìåííî, êîãäà ε = 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó �ñôåðè÷åñêèé

ìàÿòíèê�: ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ε ê íóëþ ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè â

ïðåäåëå èñ÷åçàåò; â ðåçóëüòàòå äâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà è îäèí ëîêàëüíûé ìè-

íèìóì ñêëåèâàþòñÿ â îäèí ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå

ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ äóãè òèïà �êëþâ� �ñõëîïûâàþòñÿ�, à îñîáåííîñòè òèïà

êëþâ �îòîäâèãàþòñÿ� íà áåñêîíå÷íîñòü).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà, çàäàííàÿ ïàðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)),

îñòàâàëàñü ñèñòåìîé íàøåãî òèïà (óäîâëåòâîðÿëà ëåììå 1), âìåñòî äîáàâêè−ε sin3 r

ìîæíî áûëî ïðèáàâèòü ê ôóíêöèè f(r) = sin r ëþáóþ íå÷åòíóþ â òî÷êàõ r = 0 è

r = π ôóíêöèþ g(r), òàêóþ ÷òî âîçìóùåííàÿ ôóíêöèÿ f̃(r) = sin r + g(r) áûëà áû

ïîëîæèòåëüíà íà r ∈ (0; π) è âûïîëíÿëèñü áû ðàâåíñòâà f̃(0) = f̃(π) = 0.

Íà ðåø¼òêå (ñì.ðèñ.33) ïîìèìî ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(h, k), ïî-

ñòðîåííîé ïî ôîðìóëå (6), èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè I ′2(h, k) = I2(h, k)−

i ·k, ÿâëÿþùèåñÿ ãëàäêèì ïðîäîëæåíèåì ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè I2(h, k) â îáëàñòü

k ≤ 0.

Òåïåðü, ïðèìåíèâ àëãîðèòì èç ïàðàãðàôà 2.5, âûáåðåì áàçèñû âáëèçè áèôóð-

êàöèîííûõ äóã è ïîñ÷èòàåì ìàòðèöó ñêëåéêè, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííóþ ðåø¼òêó

(ñì.ðèñ.35). Ïóíêòèðíûå âåêòîðû � ýòî áàçèñ ó âåðõíåãî ðåáðà ìîëåêóëû, ñïëîø-

íûå âåêòîðû � áàçèñ ó íèæíåãî ðåáðà ìîëåêóëû. Êðàñíûì öâåòîì èçîáðàæåíû

âûäåëåííûå, ïåðâûå áàçèñíûå âåêòîðû, îðàíæåâûì � âòîðûå áàçèñíûå âåêòîðû.
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Ðèñ. 35: âûáîð áàçèñîâ íà ðåøåòêå âáëèçè áèôóðêàöèîííûõ äóã.

Ïî ïîñòðîåííîé ðåø¼òêå ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ìàòðèöû ïåðåõîäà íà âñåõ ðåá-

ðàõ ìîëåêóëû, à èìåííî, íà ðåáðàõ A − A, A − B è ðåáðå B − B, ñèììåòðè÷íîì

îòíîñèòåëüíî îñè h. Îòìåòèì, ÷òî â îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âíóòðåííîñòè �êëþ-

âà�, ìû èìååì òðè ñåìåéñòâà ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, ò.ê. ýòîé îáëàñòè

îòâå÷àþò äâà ëèñòà áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà, è íà êàæäîì ëèñòå èíòåãðàëó,

îòâå÷àþùåìó ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(h, k), ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå öèêëû èí-

òåãðèðîâàíèÿ (è, çíà÷èò, ðàçëè÷íûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ).

Íà ðèñóíêå 36 èçîáðàæåíû ïóòè, ïî êîòîðûì ìû ïðîíîñèì áàçèñû äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ìàòðèö ñêëåéêè.
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Ðèñ. 36: âû÷èñëåíèå ìàòðèö ñêëåéêè ïî ðåøåòêå.

Íà ðèñóíêå 36a âû÷èñëÿåì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå A−A. Ñîãëàñíî ðèñóíêó,

ïîëó÷àåì ìàòðèöó

M =

 1 0

1 −1

 => (M−1)tr =

 1 1

0 −1

 ,

îòêóäà ïîëó÷àåì ìåòêè: r = 0, ε = +1.

Íà ðèñóíêå 36b âû÷èñëÿåì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå B − B, ñèììåòðè÷íîì

îòíîñèòåëüíî îñè h. Ñîãëàñíî ðèñóíêó, ïîëó÷àåì ìàòðèöó

M =

−1 −1

0 1

 => (M−1)tr =

−1 0

−1 1

 ,

îòêóäà ïîëó÷àåì ìåòêè: r =∞, ε = −1.

Íà ðèñóíêå 36c âû÷èñëÿåì ìàòðèöó ñêëåéêè íà ðåáðå A−B. Ñîãëàñíî ðèñóíêó,

ïîëó÷àåì ìàòðèöó

M =

 0 1

1 0

 => (M−1)tr =

 0 1

1 0

 ,

îòêóäà ïîëó÷àåì ìåòêè: r = 0, ε = +1.

Âûâîä. Ìåòêè, âû÷èñëåííûå ïî ðåø¼òêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, ñîâïàäàþò ñ

ìåòêàìè, ïîñ÷èòàííûìè ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî âûáîðà öèêëîâ íà òîðàõ (ñì.òåîðåìó

6). Òàêèì îáðàçîì, ïî ðåø¼òêå ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåòñÿ

èíâàðèàíò Ôîìåíêî�Öèøàíãà.
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Ëåììà 26 Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè òèïà ôîêóñ�ôîêóñ

äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó ñîïðÿæåííîñòè

ìàòðèöû

 1 1

0 1

 â ãðóïïå SL(2,Z) äëÿ ëþáîé ïàðû ôóíêöèé (f(r), V (r)), çàäàþ-

ùèõ ñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò áûë èçâåñòåí è ðàíåå, îäíàêî íàøåé öåëüþ ÿâëÿ-

åòñÿ åãî äîêàçàòåëüñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. ×òîáû

âû÷èñëèòü ìàòðèöó ìîíîäðîìèè, âûáåðåì íà ðåø¼òêå áàçèñ è ïðîíåñ¼ì åãî ïî çà-

ìêíóòîìó êîíòóðó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) âîêðóã

èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè, çàòåì âûïèøåì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ïåðåõîäà ìåæäó

íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì áàçèñàìè (ñì.ðèñóíîê 37).

Ðèñ. 37: âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïî ðåøåòêå.

Êðàñíûì öâåòîì íà ðèñóíêå 37 èçîáðàæåí êîâåêòîð e1, êîòîðûé ïðè îáõîäå ïî

çàìêíóòîìó êîíòóðó ïåðåõîäèò â ñåáÿ, ò.å. e′1 = e1. Îðàíæåâûì èçîáðàæåí êîâåêòîð

e2. Ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îí òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ãîëóáîé êîâåêòîð

e′2. Ïîëó÷àåì ìàòðèöó ïåðåõîäà

M =

 1 0

−1 1

 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ìîíîäðîìèè èìååò âèä

(M−1)tr =

 1 1

0 1

�.

117



Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 12 Ïî ìàòðèöå ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè òèïà

ôîêóñ�ôîêóñ äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ìîæíî ëîêàëüíî âîññòàíî-

âèòü ðåøåòêó ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî èçîëè-

ðîâàííîãî îñîáîãî çíà÷åíèÿ.

Èç ïðàâèë, ïî êîòîðûì âûáèðàåòñÿ âûäåëåííûé áàçèñíûé öèêë íà òîðå âáëè-

çè ðåáðà ìîëåêóëû (ñì.êíèãó [1]) è èç àëãîðèòìà âûáîðà áàçèñà íà ðåøåòêå (ñì.

ïàðàãðàô 2.5), ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ïóòåì àíàëèçà áèôóð-

êàöèîííîãî êîìïëåêñà ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ðåøåòêå, êîòîðîé äîñòà-

òî÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìå÷åíûõ ìîëåêóë è ìàòðèö ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ

îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0 (à èìåííî, çíàíèå êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ëèíèé óðîâíÿ

ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ âáëèçè áèôóðêàöèîííûõ äóã òèïà A, âáëèçè îñè h, à òàêæå

òîò ôàêò, ÷òî îäíà ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ îïðåäåëåíà ãëîáàëüíî è åå ëèíèè óðîâíÿ

ïàðàëëåëüíû îñè h, îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íóþ î ðåøåòêå èíôîðìàöèþ äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ìå÷åíûõ ìîëåêóë è ìàòðèö ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé

ðàíãà 0).

Ñëåäóþùèé ïàðàãðàô áóäåò ïîñâÿùåí èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå

�îáîáùåííûé ñëó÷àé Ëàãðàíæà�, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ S1-ñèììåòðèåé, íî

íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà ñëåäñòâèå

íåïðèìåíèìî, îäíàêî äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïî ðåøåòêå ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü âñå

ìåòêè è âû÷èñëèòü ìàòðèöû ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà

0.

2.7 Ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ

Ëàãðàíæà

Ñèììåòðè÷íûì âîë÷êîì (âîë÷êîì Ëàãðàíæà) íàçûâàþò çàêðåïëåííîå â íåïîäâèæ-

íîé òî÷êå O, íàõîäÿùååñÿ â îäíîðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå òâåðäîå òåëî, ó êî-
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òîðîãî ýëëèïñîèä èíåðöèè â O åñòü ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ (ò.å. äâà ìîìåíòà èíåðöèè

ðàâíû) è öåíòð òÿæåñòè ëåæèò íà îñè âðàùåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âîë÷îê â îáîáùåííîé çàäà÷å Ëàãðàíæà (îáîáùåííûé

âîë÷îê Ëàãðàíæà), ïîòåíöèàëüíîå ïîëå êîòîðîãî èìååò îñü ñèììåòðèè è çàäàåò-

ñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé V (x) íà îòðåçêå [−1; 1]. Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ

Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóåò V (x) = g̃x, ãäå g̃ � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ îáîáùåííûé âîë÷îê Ëàãðàíæà, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íà îðáèòàõ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû

Ëè e(3). Ðàññìîòðèì íà e(3)∗ êîîðäèíàòû (r1, r2, r3, s1, s2, s3), â êîòîðûõ ñêîáêà

Ïóàññîíà èìååò âèä

{si, sj} = εijksk, {si, rj} = εijkrk, {ri, rj} = 0.

Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå (çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà

g)

M4
1,g = {(r1, r2, r3, s1, s2, s3) | r21 + r22 + r23 = 1, r1s1 + r2s2 + r3s3 = g},

à ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà íåãî ñêîáêè Ïóàññîíà.

Çäåñü s̄ = (s1, s2, s3) � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò òåëà; r̄ = (r1, r2, r3) � åäèíè÷íûé

âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî îñè ñèììåòðèè. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M4
1,g äèô-

ôåîìîðôíî T ∗S2 (è äàæå ñèìïëåêòîìîðôíî ïðè g = 0).

Ôóíêöèÿ ÃàìèëüòîíàH è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë F íàM4
1,g äëÿ îáîáùåííîãî

ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä

H =
1

2
(s21 + s22 +

s23
β

) + V (r3), F = s3, (7)

ãäå β � ïàðàìåòð ñèñòåìû, à V (x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [−1; 1] (ïîòåí-

öèàë), õàðàêòåðèçóþùàÿ ñèëîâîå ïîëå, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ òåëî (ïîäðîáíåå ñì. â

[44]). Îòìåòèì, ÷òî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ è êà÷åñòâåííûé âèä ðåøåòêè íå çàâèñÿò îò

β, ïîñêîëüêó Hβ = H 1
2

+ 1−2β
2β

F 2.

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîë÷êó Ëàãðàíæà (îáîá-

ùåííîìó âîë÷êó Ëàãðàíæà), èìååò äâà ïàðàìåòðà g > 0 è β > 0 è èíòåãðèðóåìà

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ g è β.
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Îïðåäåëèì 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé íà îòðåçêå [−1; 1]

WH,F (x) = (H − F 2

2β
− V (x))(1− x2)− 1

2
(g − Fx)2.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 27 Äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà (7) ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâ-

íÿ ãàìèëüòîíèàíà è èíòåãðàëà {H = h, F = f} ñâÿçíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ôóíêöèÿ WH,F (x) èìååò ðîâíî äâà íóëÿ íà îòðåçêå [−1; 1] è ïîëîæèòåëüíà

â òî÷íîñòè ìåæäó íèìè.

Â ðàáîòå Î.Å.Îðåë, Ø.Òàêàõàøè [44] áûë èññëåäîâàí êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé Ëàãðàí-

æà, îäíàêî ñëåäóþùàÿ ëåììà îñòàåòñÿ âåðíîé è äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàí-

æà.

Ëåììà 28 (Îðåë, Òàêàõàøè [44]) Ñèñòåìà �îáîáùåííûé ñëó÷àé Ëàãðàíæà� èìå-

åò ðîâíî äâå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0. Êàæäàÿ èç ýòèõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ g è β, à òàêæå â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè V (x) èìååò

òèï ôîêóñ�ôîêóñ èëè öåíòð�öåíòð. Êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0 èìåþò

âèä

P1 = (
g2

2β
+ V (1), g), P2 = (

g2

2β
+ V (−1),−g).

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ëåììó, îïèñûâàþùóþ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ äåéñòâèÿ.

Ëåììà 29 Ïóñòü äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà (7) âñå ñîâìåñòíûå ïîâåðõ-

íîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è èíòåãðàëà ñâÿçíû, ò.å. ôóíêöèÿ WH,F (x) èìååò

ðîâíî äâà íóëÿ a(H,F ), b(H,F ) íà îòðåçêå [−1; 1], ïðè÷åì WH,F (x) > 0 âíóòðè

îòðåçêà [a(H,F ), b(H,F )]. Òîãäà ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ I1 îïðåäåëåíà ãëîáàëüíî è

èìååò âèä I1(H,F ) = F . Ïåðåìåííàÿ I2, îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè {|F | ≤ g}∪{F >

g,H ≤ g2

2β
+ V (1)} ∪ {F < −g,H ≤ g2

2β
+ V (−1)}, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé è

èìååò âèä

I2(H,F ) = I(H,F ) =
1

π

b(H,F )∫
a(H,F )

√
2WH,F (x)

1− x2
dx. (8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ ïî ôîðìóëàì (4). Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî âûáðàòü íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ öèêëû γ1 è γ2, ïî êîòîðûì áóäåò âåñòèñü

èíòåãðèðîâàíèå â ôîðìóëàõ (4). Ëèóâèëëåâ òîð õîðîøî âèäåí â ïðîåêöèè ìíîãî-

îáðàçèÿ M4 â ïðîñòðàíñòâî R3(r̄). Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿ òîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

öèëèíäð {a ≤ r ≤ b} íà ñôåðå r21 + r22 + r23 = 1, ãäå a, b ≤ 1 � íóëè ôóíêöèè

WH,F (r3), à ñàìà ôóíêöèÿ W ñòðîãî áîëüøå íóëÿ íà èíòåðâàëå (a, b) (ñì.ðèñ.38).

Ðèñ. 38: ïðîåêöèÿ òîðà Ëèóâèëëÿ íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. íà ñôå-

ðó.

Ýòî íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå äåìîíñòðèðóåò âûáîð öèêëîâ íà íåì

γ1 = {r3 = c}, γ2 = {r2 = 0, r1 > 0}.

Çàòåì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì èç ôîðìóë (4) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ

äåéñòâèÿ.

Îáúÿñíèì òåïåðü, ïî÷åìó ïåðåìåííàÿ I2 îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (8) òîëüêî íà ÷à-

ñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Ñèñòåìà �îáîáùåííûé ñëó÷àé Ëàãðàíæà� èìååò

äâå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 (ñì. ëåììó 28). Â ñèëó íàëè÷èÿ èçîëèðîâàííûõ îñî-

áûõ òî÷åê ðàíãà 0 (òî÷åê òèïà ôîêóñ�ôîêóñ) ñèñòåìà èìååò ìîíîäðîìèþ, à çíà-

÷èò, ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ãëîáàëüíî. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè ïîñòðîèòü ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2 ïî ôîðìóëå (8) íà âñåì

îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, òî íà ëó÷àõ {H = g2

2β
+ V (1), F ≥ g} è {H ≥

g2

2β
+ V (1), F = g} (åñëè îáå îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 èìåþò òèï ôîêóñ�ôîêóñ, òî

åùå è íà ëó÷àõ {H = g2

2β
+ V (−1), F ≤ −g} è {H ≥ g2

2β
+ V (−1), F = −g})
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ó ëèíèé óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2 áóäåò íàáëþäàòüñÿ èçëîì, ò.å. îíè áóäóò

íåïðåðûâíûìè, íî íå ãëàäêèìè. Ïîâòîðèì, ÷òî ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ìî-

íîäðîìèè ïðè îáõîäå âîêðóã òî÷åê òèïà ôîêóñ�ôîêóñ, êîòîðûå èìåþò êîîðäèíàòû

P1 = ( g
2

2β
+ V (1), g), P2 = ( g

2

2β
+ V (−1),−g) (ñì. ëåììó 28). Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé

âûòåêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè I2, çàäàííîé ôîðìóëîé

(8).�.

Ëåììà 30 Ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ I2(H,F ), îïðåäåëåííîé â îáëàñòè

{|F | ≤ g} ∪ {F > g,H ≤ g2

2β
+ V (1)} ∪ {F < −g,H ≤ g2

2β
+ V (−1)} ïî ôîðìóëå

(8), ãëàäêèì îáðàçîì ïðîäîëæàþòñÿ â îñòàâøóþñÿ îáëàñòü îáðàçà îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

I2(H,F ) =




I(H,F ) + F − g, åñëè F > g, H > g2

2β
+ V (1)

I(H,F )− F − g, åñëè F < −g, H > g2

2β
+ V (−1) (9)

I(H,F ), èíà÷å

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðåçóëüòàòå äåòàëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà, âûïîëíåííî-

ãî Â.Ñ.Ìàòâååâûì (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [45]), âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðè îáõîäå âîêðóã

òî÷åê òèïà ôîêóñ�ôîêóñ öèêë γ1 íå èçìåíÿåòñÿ, à öèêë γ2 ïåðåõîäèò â öèêë γ2±γ1
(â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà). Îòñþäà âûòåêàåò íåâîçìîæíîñòü ãëîáàëü-

íîãî âûáîðà ïàðû öèêëîâ íà âñåõ òîðàõ ñèñòåìû îäíîâðåìåííî, à òàêæå ñëåäóþò

ôîðìóëû (9).�.

Òåïåðü, êîãäà ìû çíàåì, êàê âåäóò ñåáÿ ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ

èññëåäóåìîé ñèñòåìû, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ðåøåòêó ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî íà êîìïüþòåðå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçû-

êà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++ è ïàêåòà Mathematica 7.0.

Óòâåðæäåíèå 13 1) Ïðè V (x) = x2n, n ∈ N, äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

β > 0, g > 0 ðåøåòêà R ⊂ R2(H,F ) è áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè H è èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ.39a) (îáå
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îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 èìåþò òèï ôîêóñ�ôîêóñ è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

îñè H).

2) Ïðè V (x) = x2n+1, n ∈ N ∪ {0}, ðåøåòêà R è áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

ñèñòåìû èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ.39b) (îäíà îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0 èìå-

åò òèï ôîêóñ�ôîêóñ è ëåæèò âíóòðè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, à âòîðàÿ

îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0 èìååò òèï öåíòð�öåíòð è ëåæèò íà ãðàíèöå îáðàçà îòîá-

ðàæåíèÿ ìîìåíòà).

Ðèñ. 39: ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà: a)

V (x) = x2n; b) V (x) = x2n+1.
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Ïðèìåðû ðåøåòîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåííîìó ïîòåíöèàëó V (x) = xn, n ∈ N ∪

{0}, ïðèâåäåíû íà ðèñ.37. Ýòè ðåøåòêè ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (8) è

(9). Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû äâà ñåìåéñòâà ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèé I1, I2: ïåðâîå

ñîñòîèò èç êðèâûõ {I2 = c2, c2 − êîíñòàíòà}, ïîõîæèõ íà ïàðàáîëû, à âòîðîå � èç

ëèíèé {I1 = c1, c1 − êîíñòàíòà}, ïàðàëëåëüíûõ îñè H.

Ïî ïîñòðîåííûì ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòðèöû

ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 0.

Óòâåðæäåíèå 14 Äëÿ ëþáîãî ïîòåíöèàëà âèäà V (x) = xn, n ∈ N, ìàòðèöà ìî-

íîäðîìèè ëþáîãî èçîëèðîâàííîãî îñîáîãî çíà÷åíèÿ ðàíãà 0 â áàçèñå, ñîîòâåòñòâó-

þùåì ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ I1, I2, èìååò âèä M =

 1 1

0 1

 .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ ìàòðèöû

ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííîãî îñîáîãî çíà÷åíèÿ ðàíãà 0 äëÿ ñèñòåìû íà ìíîãîîáðà-

çèè âðàùåíèÿ (ñì. ëåììó 26).
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3 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, â ñîîòâåòñòâèè

ñ ãëàâàìè. Òàêæå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû è ñôîðìóëèðî-

âàíû çàäà÷è, âîçíèêøèå â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ èñëåäîâàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèë-

ëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿM ≈ S2 â ïîëå äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà, à èìåí-

íî, äîêàçàíà òåîðåìà êëàññèôèêàöèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ èññëåäó-

åìîãî êëàññà ñèñòåì (òåîðåìà 6). Êðîìå òîãî, èçó÷åí îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

è áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, âîçíèêàþùèå â äàííîì êëàññå ñèñòåì, ïîëó÷åíà

òåîðåìà êëàññèôèêàöèè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì (òåîðåìà 4).

Òàêæå â äèññåðòàöèè íàéäåíû ñëó÷àè ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èññëåäóå-

ìûì ñèñòåìàì. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìîëåêóëà ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ,

îãðàíè÷åííîé íà íåîñîáîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå, èìååò âèä A−A, òî

ïðàêòè÷åñêè äëÿ êàæäîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (áî-

ëåå òî÷íî, äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ïðè íåêîòîðûõ çíà÷å-

íèÿõ ýíåðãèè ìîëåêóëîé A−A) ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h, òàêèå ÷òî ñèñòåìà

íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå áó-

äåò ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà äàííîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, îãðà-

íè÷åííîé íà Q3
h (äëÿ êàæäîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû óðîâåíü ýíåð-

ãèè h ñâîé). Â ñëó÷àå, åñëè ìîëåêóëà èìååò âèä äåðåâà, òî ñèñòåìà ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíà ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêàì íà ñôåðå (ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè

h) è ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èì ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè h (ïîäðîáíåå

ñì. óòâåðæäåíèå 8).

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðåøåòîê ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ

èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Äàíî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðåøåòêè è

äîêàçàíà åãî êîððåêòíîñòü. Çàòåì äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ âû÷èñ-

ëåíû ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ è ïî íèì ïîñòðîåíû ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ.
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Òàêæå âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïî ðåøåòêàì ïåðåìåí-

íûõ äåéñòâèÿ ìàòðèö ñêëååê íà ðåáðàõ ìîëåêóëû è ìàòðèö ìîíîäðîìèè èçîëèðî-

âàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0. Ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíåí ê ñèñòåìàì íà ìíîãî-

îáðàçèÿõ âðàùåíèÿ è, êàê ïðèëîæåíèå, ê îáîáùåííîìó âîë÷êó Ëàãðàíæà � äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ìåòîê â èíâàðèàíòå Ôîìåíêî-Öèøàíãà, à òàêæå ìàòðèö ìîíîäðîìèè

èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

1. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ñ ïî-

òåíöèàëîì íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, êëàññèôèöèðîâàíû âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîå-

íèÿ Ëèóâèëëÿ. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ ïîëó÷åíà íà îñíîâå âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ

Ôîìåíêî-Öèøàíãà (ìå÷åíûõ ìîëåêóë) èññëåäóåìûõ ñèñòåì.

2. Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ìíîãîîáðàçèé

âìåñòå ñî ñëîåíèÿìè Ëèóâèëëÿ íà íèõ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âðàùå-

íèÿ ñ ãëàäêèì ïîòåíöèàëîì, îãðàíè÷åííûå íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû òðåõìåðíûõ

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òîïîëîãè÷åñêè (ëèóâèëëå-

âî) ýêâèâàëåíòíû ðàçëè÷íûì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòå-

ìàì. À èìåííî, â ñëó÷àå, åñëè ìîëåêóëà èññëåäóåìîé ñèñòåìû, îãðàíè÷åííîé íà

íåîñîáîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå, èìååò âèä A−A, òî ïðàêòè÷åñêè äëÿ

êàæäîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (à èìåííî, äëÿ êàæ-

äîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ìîëåêóëîé A−A, íàïðèìåð, äëÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà, ñè-

ñòåìû Êîâàëåâñêîé, ñèñòåìû Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà-Ñðåòåíñêîãî è äð.) ñóùåñòâóþò

òàêèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h (äëÿ êàæäîé ñèñòåìû ñâîè çíà÷åíèÿ ýíåðãèè), ÷òî äàííàÿ

êëàññè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, îãðàíè÷åííàÿ íà Q3
h, ÿâëÿåòñÿ ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, îãðàíè÷åííîé íà íåîñîáîå èçî-

ýíåðãåòè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå. Åñëè æå ìîëåêóëà ñèñòåìû èìååò âèä äåðåâà, òî

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì
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ÿâëÿåòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíîé ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó íà ñôåðå ñ ïîäõîäÿùåé

ìåòðèêîé âðàùåíèÿ.

Â ïðîöåññå íàïèñàíèÿ ðàáîòû áûëè ñôîðìóëèðîâàíû íîâûå çàäà÷è, êîòîðûå

ìîæíî ðåøàòü, îïèðàÿñü íà òåêñò äàííîé äèññåðòàöèè. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå

èç íèõ:

1. Ïðîâåñòè òðàåêòîðíóþ êëàññèôèêàöèþ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ â

ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, à èìåííî: âû÷èñëèòü ôóíêöèè âðàùåíèÿ íà ðåáðàõ ìîëåêóëû

(ýòà çàäà÷à áûëà íà÷àòà àâòîðîì, âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêëà ãèïîòåçà).

Ãèïîòåçà. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ôóíêöèé (f(r), V (r)), çàäàþùèõ ñèñòåìó

íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ è òàêîå çíà÷åíèå ýíåðãèè h, ÷òî íà âûáðàííîì ðåáðå

ìîëåêóëû (A − A, A − Vk èëè Vk − Vl) ñèñòåìû, îãðàíè÷åííîé íà 3-ìíîãîîáðàçèå

Q3
h, ðåàëèçóåòñÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íûé âåêòîð âðàùåíèÿ (â ñëó÷àå, åñëè íà êîíöå

ðåáðà ñòîèò àòîì A, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà âðàùåíèÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè f(r) è V (r), à â ñëó÷àå, åñëè íà êîíöå ðåáðà

ñòîèò ñåäëîâîé àòîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà ±∞).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî (èëè îïðîâåðæå-

íèå) ýòîé ãèïîòåçû è èçó÷åíèå òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè â öåëîì äëÿ äàííîãî

êëàññà ñèñòåì.

2. Â äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ñè-

ñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ, ãîìåîìîðôíûõ äâóìåðíîé ñôåðå. Â ñëó÷àå, åñëè

ìíîãîîáðàçèå âðàùåíèÿ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó, ñèñòåìà òàêæå îñòàåòñÿ

èíòåãðèðóåìîé. Ïîýòîìó âòîðîé èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òîïîëîãèè

äëÿ ñëó÷àÿ M ≈ T 2.

3. Ìû èññëåäîâàëè ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì, äðóãèìè ñëîâàìè, íà òî÷êó, äâèæó-

ùóþñÿ ïî ìíîãîîáðàçèþ M , äåéñòâîâàëà ïîòåíöèàëüíàÿ ñèëà V . Ìîæíî îáîáùèòü

çàäà÷ó è äîáàâèòü ìàãíèòíóþ ñèëó B â ñèñòåìó. Ñèñòåìà îñòàíåòñÿ èíòåãðèðóåìîé,

è èíòåðåñíî áûëî áû ïîñìîòðåòü, êàê ìàãíèòíàÿ äîáàâêà ïîâëèÿåò íà òîïîëîãèþ

ñèñòåìû � ýòî ÿâëÿåòñÿ òðåòüåé îñíîâíîé çàäà÷åé.
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4. Åñëè óäàëèòü èç ñôåðû S2, ÿâëÿþùåéñÿ êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì

èçó÷àåìûõ ñèñòåì, ïîëþñà, òî è êîíôèãóðàöèîííîå, è ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâà áóäóò

íåêîìïàêòíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èçó÷åíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, âîç-

íèêàþùåãî â òàêèõ ñèñòåìàõ, êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ íåïðèìåíèìà, òàê

êàê ðåãóëÿðíûå ñëîè â òàêîé çàäà÷å ìîãóò áûòü íå òîëüêî òîðàìè, íî è öèëèíäðàìè

(ñîãëàñíî òåîðåìå Ê.Àëåøêèíà). Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò çàäà÷à � èññëåäîâàòü

òîïîëîãèþ ïîëó÷åííîé íåêîìïàêòíîé ñèñòåìû.

5. Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ðåøåòîê ïåðåìåííûõ äåé-

ñòâèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíû ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ òîëüêî äëÿ ñëó-

÷àåâ, êîãäà ìîëåêóëà ñèñòåìû ñîñòîèò òîëüêî èç àòîìîâ A è Vk. Èíòåðåñíî óçíàòü,

êàê âåäóò ñåáÿ ëèíèè óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåòêè)

â ñëó÷àå, åñëè â ìîëåêóëå ïðèñóòñòâóþò è äðóãèå àòîìû. Ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ óäîá-

íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê è ìàòðèö ìîíîäðîìèè, ïîýòîìó áûëî áû

ïîëåçíî ïðèäóìàòü íàèáîëåå ïîäðîáíûé è îáùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåòîê ïå-

ðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, íå ïðèâÿçàííûé ê

êîíêðåòíîé ñèñòåìå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáî-

äû ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äâóìåðíûå, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå, à èìåííî, â

ñèñòåìàõ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ðàçìåðíîñòü ðåøåòîê ðàâíà n (åñòåñòâåííî, íå âñå-

ãäà n = 2). Ïðè èçó÷åíèè è ïîñòðîåíèè ðåøåòîê è ïðè ñîçäàíèè îáùèõ àëãîðèòìîâ

ðàáîòû ñ íèìè ýòîò ôàêò ñëåäóåò ó÷èòûâàòü.
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