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Введение

Актуальность работы

Äèññåðòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè è ÿâëÿåòñÿ

èññëåäîâàíèåì íà ñòûêå äâóõ àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé: òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíî-

âûõ ñèñòåì è òåîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî áèëëèàðäà. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñîôîêóñíûõ

áèëëèàðäîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êàê èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Áîëåå òî÷íî,

èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ äâóõ âèäîâ áèëëèàðäîâ: ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà

êâàäðèêàõ âíóòðè ñîôîêóñíûõ îáëàñòåé è òðåõìåðíûå áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñ-

íûìè êâàäðèêàìè. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âèäîâ ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ.

Îïðåäåëåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé òðåõìåðíûõ

ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ, à òàêæå áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèï-

ñîèäà.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (äà-

ëåå ÈÃÑ). Íàèáîëåå ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíûìè ÈÃÑ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû è

èõ îáîáùåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî математическими биллиардом íàçûâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âíóòðè îáëàñòè D ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿMn ñ àáñîëþòíî óïðóãèì îò-

ðàæåíèåì îò åå ãðàíèöû (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòèD ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé).

Èíòåãðèðóåìîñòü ïëîñêîãî áèëëèàðäà â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì, îòìå÷åíà â ðàáîòå

Äæ.Ä. Áèðêãîôà [1]. Â êíèãå Â.Â. Êîçëîâà è Ä.Â. Òðåùeâà [2], à òàêæå â êíèãå Ñ.Ë. Òà-

áà÷íèêîâà [3] äàí îáçîð ñîâðåìåííûõ è êëàññè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè

ìàòåìàòè÷åñêîãî áèëëèàðäà.

Áèëëèàðäû âíóòðè ïëîñêèõ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, òàê-

æå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè. Òàêèå ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè

íà÷àëè èçó÷àòüñÿ â ðàáîòàõ Â. Äðàãîâè÷à, M. Ðàäíîâè÷ [4], [5], à òàêæå Â.Â. Âåäþøêèíîé

(Ôîêè÷åâîé) [6], [7]. Â. Â. Âåäþøêèíà êëàññèôèöèðîâàëà âñå ëîêàëüíî-ïëîñêèå òîïîëîãè÷å-

ñêèå áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå äóãàìè ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë, à òàêæå îáëàñòè,

ïîëó÷åííûå ñêëåéêàìè ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé âäîëü âûïóêëûõ [8] è íåâûïóêëûõ [9],[10] ñåã-

ìåíòîâ ãðàíèö. Áûëà îïðåäåëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ [11] è äëÿ êàæäîãî

êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè âû÷èñëåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî (ãðóáûå ìîëåêóëû) è Ôîìåíêî-
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Öèøàíãà (ìå÷åíûå ìîëåêóëû).

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ãðóáîé ìîëåêóëîé íàçûâàåòñÿ òèï áà-

çû ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñèñòåìû â îãðàíè÷åíèè íà èçîýíåðãåòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü. Ýòî ãðàô

Ðèáà, âåðøèíû êîòîðîãî äîïîëíèòåëüíî îñíàùåíû ñèìâîëàìè áèôóðêàöèé (3-àòîìîâ Ôî-

ìåíêî) òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Îíè êëàññèôèöèðóþò èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû â îãðàíè÷åíèè íà

èíâàðèàíòíîå 3-ïîäìíîãîîáðàçèå ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ãî-

ìåîìîðôèçìà áàç ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, ïîäíèìàåìîãî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè áàçû äî

ãîìåîìîðôèçìà ñàìèõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàáîòå Í.Ò. Çóíãà [12]

ãðóáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íàçâàíî áîëåå ñèëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ó÷èòûâàþùåå

ñâÿçü ïîäíÿòèé ðàçíûõ òî÷åê áàçû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà âñåì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèè M4, à òàêæå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (äëÿ ñèñòåì ñ òðåìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû)

À.Ò. Ôîìåíêî ââeë áîëåå îáùèé èíâàðèàíò íåðåçîíàíñíûõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ñè-

ñòåì, íàçûâàåìûé бифуркационным комплексом, è èçó÷èë ðÿä åãî ñâîéñòâ [13], [14]. Â ðàáîòå

[15] áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ñòðàòèôèêàöèè ýòîãî îáúåêòà ïî ðàíãó îòîáðàæåíèÿ ìîìåí-

òà. Çà âû÷åòîì ñëîåâ, ñîäåðæàùèõ âûðîæäåííûå îðáèòû ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ ñèñòåìû èëè

òî÷êè êîðàíãà 2 è áîëåå, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû äîïóñêàåò îïèñàíèå â òåðìèíàõ

(ìå÷åíûõ) ñåòåé. Ýòîò ïîäõîä íàøåë ñâîå ïðèìåíåíèå â ìåõàíèêå, íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè

Ì.Ï. Õàðëàìîâûì è Ï.Å. Ðÿáîâûì ôàçîâîé òîïîëîãèè ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé â äâóõ ïîëÿõ �

èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [16].

Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà ïîëó÷àåòñÿ èç èíâàðèàíòà Ôîìåíêî äîáàâëåíèåì ÷èñ-

ëîâûõ ìåòîê r, ε, n, âû÷èñëÿåìûõ ïî äèôôåîìîðôèçìàì ñêëåéêè ãðàíè÷íûõ òîðîâ 3-

àòîìîâ [17]. Äàííûé èíâàðèàíò êëàññèôèöèðóåò ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâè-

âàëåíòíîñòè � ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ â îãðàíè÷åíèè íà òðåõìåðíûé

óðîâåíü ïîñòîÿííîé ýíåðãèè (ñ óñëîâèåì îðèåíòàöèè êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé 3-àòîìîâ,

ïîäðîáíåå ñì. [18]).

Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî è Ôîìåíêî-Öèøàíãà áûëè âû÷èñëåíû äëÿ øèðîêîãî êëàññà èí-

òåãðèðóåìûõ ñèñòåì ãåîìåòðèè [19]�[23], ìåõàíèêè [24]�[30] è èõ àíàëîãîâ íà àëãåáðàõ Ëè

[31]�[35]. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, áûëè îáíàðóæåíû íåòðèâèàëüíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó

ðàçëè÷íûìè ñèñòåìàìè.

Ìåòîä èíâàðèàíòîâ íàøåë øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ,

âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþùèõñÿ ëèøü êóñî÷íî-ãëàäêèìè èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè. Â ðàáîòàõ

Â.Â. Âåäþøêèíîé è À.Ò. Ôîìåíêî áèëëèàðäàìè áûëè ðåàëèçîâàíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-

Öèøàíãà ìíîãèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû [11], [36], [37]. Àêòèâíî èçó-

÷àåòñÿ ãèïîòåçà À.Ò. Ôîìåíêî î ðåàëèçàöèè èíòåãðèðóåìûìè áèëëèàðäàìè ïðîèçâîëüíûõ

ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ è èõ îñîáåííîñòåé [38]-[46]. Îáçîð è íàãëÿäíîå èçëîæåíèå ïîñëåäíèõ ðå-

çóëüòàòîâ ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì ãèïîòåçû Ôîìåíêî î áèëëèàðäàõ ñäåëàíû â [47]. Äëÿ ýòîãî
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ðàññìàòðèâàþòñÿ íå òîëüêî ïëîñêèå èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû, íî è èõ îáîáùåíèÿ � áèë-

ëèàðäû íà êëåòî÷íûõ êîìïëåêñàõ (ââåäeííûå Â.Â. Âåäþøêèíîé òîïîëîãè÷åñêèå áèëëèàðäû

[9], [10] è áèëëèàðäíûå êíèæêè [38], [39]), áèëëèàðäû ñ ïîòåíöèàëîì [48]-[50], áèëëèàðäû

â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå, áèëëèàðäû ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì [51] èëè áèëëèàðäû â ïðî-

ñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî [52]. Îòìåòèì òàêæå íåäàâíþþ ðàáîòó [53], ãäå ââåäåííûå

À.Ò. Ôîìåíêî ýâîëþöèîííûå ñèëîâûå áèëëèàðäû áûëè ïðèìåíåíû äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ ñèñòåì Ýéëåðà è Ëàãðàíæà ñðàçó íà âñåõ êëàññàõ èõ íåîñîáûõ óðîâíåé ýíåðãèè.

Íåäàâíèå ðåçóëüòàòû ïî äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû Áèðêãîôà (À.À. Ãëóöþê [54], Ì. Áÿ-

ëûé è À.Å. Ìèðîíîâ [55],[56], À.Þ. Êàëîøèí [57],[58]) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ èíòåãðèðóåìî-

ñòè ïëîñêîãî áèëëèàðäà áåç ïîòåíöèàëà òðåáóåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ãëàäêèõ äóã åãî ãðàíèöû

êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì èëè ñîôîêóñíûì êâàäðèêàì (ñ íåêîòîðûìè óòî÷íåíèÿìè).

Íåñìîòðÿ íà êîíå÷íîñòü êîëè÷åñòâà êëàññîâ òàêèõ ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ (êàê â ñìûñëå êîì-

áèíàòîðíîãî óñòðîéñòâà ãðàíèöû, òàê è òîïîëîãèè èõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ), ïåðåõîä îò ïëîñêèõ

áèëëèàðäîâ ê áèëëèàðäàì íà ñêëååííûõ ñòîëàõ-êîìïëåêñàõ ïîçâîëèë ðåàëèçîâàòü øèðîêèé

êëàññ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òîïîëîãèè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ äâóõ âèäîâ áèë-

ëèàðäîâ â åâêëèäîâîì R3: ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû â ñîôîêóñíûõ îáëàñòÿõ íà êâàäðèêàõ

(ýëëèïñîèä, îäíîïîëîñòíûé è äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû), à òàêæå òðåõìåðíûå ñîôîêóñ-

íûå áèëëèàðäû.

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñîôîêóñíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî áèëëèàðäà íà êâàäðèêå

E � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü Z2, îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì êâàäðèê, ñîôîêóñíûõ ñ E.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå Z2 ðàâíû π/2. Òàêèå îáëàñòè áóäåì íàçû-

âàòü биллиардными столами на квадрике E. Âíóòðè áèëëèàðäíîãî ñòîëà ÷àñòèöà äâèæåòñÿ

âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ, îòðàæàÿñü îò ãðàíèöû Z2 àáñîëþò-

íî óïðóãî. Ñîôîêóñíûå ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè

ïî Ëèóâèëëþ â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå. Êàñàòåëüíûå ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ê êàæäîé òî÷êå

ãëàäêîñòè òðàåêòîðèè-ëîìàíîé ñîôîêóñíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî áèëëèàðäà, êàñàþòñÿ ïîìèìî E

åùå îäíîé êâàäðèêè, ñîôîêóñíîé ñ íåé è îáùåé äëÿ âñåõ òî÷åê ãëàäêîñòè òðàåêòîðèè. Ïàðà-

ìåòð ýòîé êâàäðèêè ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî

â îòëè÷èå îò ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñîôîêóñíîãî ãåîäåçè÷å-

ñêîãî áèëëèàðäà ëåæèò íà êâàäðèêå (ýëëèïñîèä, ïàðà ãèïåðáîëîèäîâ), ò.å. íà ïîâåðõíîñòè

íåíóëåâîé ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ýòîò ôàêò óñëîæíÿåò êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû.

Òåì íå ìåíåå, àâòîðîì ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè÷å-

ñêèõ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ýíåðãèè.

Á�îëüøàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì ñ òðåìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïåðåõîä ê íèì � åñòåñòâåííûé ñëåäóþùèé øàã ïðè èçó÷åíèè áèëëèàð-

äîâ ñàìèõ ïî ñåáå è èõ ñâÿçåé ñ ãëàäêèìè è âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèìè èíòåãðèðóåìû-
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ìè ñèñòåìàìè. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âíóòðè êîìïàêòíîé

òðåõìåðíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê è èìåþùåé äâó-

ãðàííûå óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûå π/2. Òàêèå îáëàñòè ìû áóäåì íàçûâàòü трехмер-

ными биллиардными столами. Òàêæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó íå

äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû, òî åñòü îíà äâèæåòñÿ ïî îòðåçêàì ïðÿìûõ ñ ïîñòîÿííîé ïî ìî-

äóëþ ñêîðîñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ñèñòåìû îáëàäàþò òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè

èíòåãðàëàìè. Îäèí èç íèõ � ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ H(x, v) = ‖v‖2/2, äâà äðóãèõ �
ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîòîðûõ îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ âñå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå

çâåíüÿ äàííîé òðàåêòîðèè øàðà. Îòìåòèì, ÷òî áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà áûë ðàññìîòðåí

Â. Äðàãîâè÷åì è Ì. Ðàäíîâè÷ â ðàáîòå [5], ãäå îíè îïèñàëè ïðîîáðàçû òî÷åê îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà. Â äèññåðòàöèè àâòîðîì îïèñàíû âñå âîçìîæíûå òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðä-

íûå ñòîëû è îñîáåííîñòè îòâå÷àþùèõ èì áèëëèàðäîâ, ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ

òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ îòíîñèòåëüíî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îäíà èç âàæíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ÈÃÑ � îïðåäåëèòü êëàññ ãîìåî-

ìîðôíîñòè íåîñîáîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè. Äëÿ ÈÃÑ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

òîïîëîãè÷åñêèé òèï èçîýíåðãåòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Q3 (êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè ìíîãîîá-

ðàçèÿ áåç ó÷åòà âîçíèêàþùåãî íà íåì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî èíâàðèàí-

òó Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Äëÿ ðÿäà ïëîñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ òèï Q3 áûë íàéäåí

Â.Â. Âåäþøêèíîé [8]. Äëÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ-êíèæåê (êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ ñ ïåðåñòà-

íîâêàìè, çàäàþùèìè äèíàìèêó øàðà ïðè ïåðåõîäå ñ ëèñòà íà ëèñò) áûëî äîêàçàíî, ÷òî

ïîâåðõíîñòü Q3 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì [59]. Îäíàêî äëÿ ñèñòåì ñ òðåìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû òàêîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êëàññà ãîìåîìîðôíîñòè Q5 íå ïîäõîäèò. Òåì íå

ìåíåå, îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü,

çíàÿ, ÷åìó ãîìåîìîðôåí áèëëèàðäíûé ñòîë. Â ðàáîòå àâòîðîì ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ñòîë ãî-

ìåîìîðôåí D
3
, D

2 × S1, D
1 × S2, ãäå D

n
� çàìêíóòûé n-ìåðíûé äèñê, òî ïîâåðõíîñòü Q5

ãîìåîìîðôíà S5, S4 × S1, S3 × S2 ñîîòâåòñòâåííî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà áûëà

ìîäåðíèçèðîâàíà, è ñ åå ïîìîùüþ áûëè îïðåäåëåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ ïî-

âåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè ýëëèïñîèäà.

Цели диссертации

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò ñëåäóþùèå öåëè.

1. Êëàññèôèöèðîâàòü âñå êîìïàêòíûå îáëàñòè íà ýëëèïñîèäàõ, îäíîïîëîñòíûõ è äâóïî-

ëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäàõ, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ñ óãëàìè èçëîìà íà

ãðàíèöå, ðàâíûìè π/2.

2. Äëÿ êàæäîé ñîôîêóñíîé îáëàñòè íà êâàäðèêàõ âû÷èñëèòü èíâàðèàíò Ôîìåíêî-
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Öèøàíãà ñîîòâåòñòâóþùåãî áèëëèàðäà.

3. Êëàññèôèöèðîâàòü âñå êîìïàêòíûå îáëàñòè â åâêëèäîâîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è èìåþùèå äâóãðàííûå óãëû èçëîìà íà ãðà-

íèöå, ðàâíûå π/2.

4. Êëàññèôèöèðîâàòü âñå òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû îòíîñèòåëüíî ãðóáîé ëè-

óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

5. Îïðåäåëèòü êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè òðåõìåðíûõ ñî-

ôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ.

6. Îïðåäåëèòü êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé òðåõ-

ìåðíîãî áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà.

Цели и задачи работы

� Îïèñàòü âñå êîìïàêòíûå îáëàñòè íà ýëëèïñîèäàõ, îäíîïîëîñòíûõ è äâóïîëîñòíûõ ãè-

ïåðáîëîèäàõ, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ñ óãëàìè èçëîìà íà ãðàíèöå,

ðàâíûìè π/2.

� Âû÷èñëèòü èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ, ïî-

ëó÷èòü èõ ëèóâèëëåâó êëàññèôèêàöèþ.

� Îïèñàòü âñå êîìïàêòíûå îáëàñòè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åí-

íûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ñ äâóãðàííûìè óãëàìè èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûìè π/2.

� Êëàññèôèöèðîâàòü âñå òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû îòíîñèòåëüíî ãðóáîé ëè-

óâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

� Îïðåäåëèòü êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè òðåõ-

ìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ, à òàêæå áèëëèàðäà âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ñ

ïîòåíöèàëîì Ãóêà.

Положения, выносимые на защиту

1. Íà ýëëèïñîèäå èìååòñÿ 21 òèï êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ

ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ñ óãëàìè èçëîìà ãðàíèöû, ðàâíûìè π/2, íà îäíîïîëîñòíîì

ãèïåðáîëîèäå � 21 òèï, íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå � 13 òèïîâ.
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2. Íà ýëëèïñîèäå èìååòñÿ â òî÷íîñòè 7 ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíûõ ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè-

÷åñêèõ áèëëèàðäîâ, íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå � 7, íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëî-

èäå � 6. Íåêîòîðûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ ðàçíîãî âèäà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.

Âñåãî íà êâàäðèêàõ ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 10 ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäîâ.

3. Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 35 êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ

îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ñ äâóãðàííûìè óãëàìè èçëîìà ãðà-

íèöû, ðàâíûìè π/2.

4. Cóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 24 êëàññà ãðóáî ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõìåðíûõ ñî-

ôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ.

5. Åñëè òðåõìåðíûé ñîôîêóñíûé áèëëèàðäíûé ñòîë ãîìåîìîðôåí òðåõìåðíîìó äèñêó,

ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ èëè ïîëíîòîðèþ, òî ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ýíåðãèè Q5 ãîìåî-

ìîðôíà S5, S2 × S3 èëè S1 × S4 ñîîòâåòñòâåííî.

6. Åñëè h � íåîñîáûé óðîâåíü ýíåðãèè áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè ýëëèïñîèäà,

òî ïðè k > 0 èìååì Q5
h
∼= S5. Åñëè æå k < 0, òî Q5

h � ëèáî ïÿòèìåðíàÿ ñôåðà S5, ëèáî

íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ïÿòèìåðíûõ ñôåð, ëèáî S1 × S4, ëèáî S2 × S3.

Основные результаты диссертации

1. Êëàññèôèöèðîâàíû âñå êîìïàêòíûå îáëàñòè íà ýëëèïñîèäàõ, îäíîïîëîñòíûõ è äâó-

ïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäàõ, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è èìåþùèå óãëû

èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûå π/2, îòíîñèòåëüíî èõ êîìáèíàòîðíîãî óñòðîéñòâà. Íà ýë-

ëèïñîèäå èìååòñÿ 21 òèï íåýêâèâàëåíòíûõ îáëàñòåé, íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå �

21 òèï, íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå � 13 òèïîâ.

2. Äëÿ êàæäîé ñîôîêóñíîé îáëàñòè íà êâàäðèêàõ âû÷èñëåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-

Öèøàíãà ñîîòâåòñòâóþùåãî áèëëèàðäà. Â èòîãå, íà ýëëèïñîèäå èìååòñÿ 7 ëèóâèëëåâî

íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäîâ, íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå � 7, íà äâóïîëîñòíîì

ãèïåðáîëîèäå � 6. Íåêîòîðûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ ðàçíîãî âèäà îêàçàëèñü ëè-

óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè. Âñåãî íà êâàäðèêàõ ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 10 ëèóâèëëåâî

íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäîâ. Âñå ýòè áèëëèàðäû îêàçàëèñü ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû

èçâåñòíûì ÈÃÑ ôèçèêè, ìåõàíèêè è ãåîìåòðèè.

3. Êëàññèôèöèðîâàíû âñå êîìïàêòíûå îáëàñòè â åâêëèäîâîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè è èìåþùèå äâóãðàííûå óãëû èçëîìà íà ãðàíè-

öå, ðàâíûå π/2. Êàê îêàçàëîñü, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 35 êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíò-

íûõ òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäíûõ îáëàñòåé. Ïðè ýòîì, ëþáàÿ òàêàÿ îáëàñòü

ãîìåîìîðôíà ëèáî òðåõìåðíîìó äèñêó, ëèáî ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ, ëèáî ïîëíîòîðèþ.
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4. Äëÿ êàæäîé òðåõìåðíîé ñîôîêóñíîé îáëàñòè îïèñàíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî áèëëèàðäà âáëèçè ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ. Êëàññèôèöèðîâàíû âñå òðåõìåðíûå ñî-

ôîêóñíûå áèëëèàðäû îòíîñèòåëüíî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîêàçàíî,

÷òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 24 êëàññà ãðóáî ëèóâèëëåâî íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõìåðíûõ

ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ.

5. Íàéäåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè Q5 òðåõìåðíûõ ñî-

ôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ. Êàê îêàçàëîñü, îòâåò çàâèñèò ëèøü îò êëàññà ãîìåîìîðôíîñòè

áèëëèàðäíîãî ñòîëà. Åñëè ñòîë ãîìåîìîðôåí òðåõìåðíîìó äèñêó, òî Q5 ∼= S5. Åñëè

ñòîë ãîìåîìîðôåí ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ, òî Q5 ∼= S2 × S3. Åñëè ñòîë ãîìåîìîðôåí ïîë-

íîòîðèþ, òî Q5 ∼= S1 × S4. Áîëåå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ áèëëèàðäíîé

îáëàñòè íå èçìåíèò êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q5 ñîîòâåòñòâóþùåãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèí-

òåãðèðóåìîãî áèëëèàðäà.

6. Îïðåäåëåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé Q5
h

òðåõìåðíîãî áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè ýëëèïñîèäà. Åñëè h � íåîñîáûé

óðîâåíü ýíåðãèè òàêîãî áèëëèàðäà, òî ïðè k > 0 èìååì Q5 ∼= S5. Åñëè æå k < 0, òî

Q5
h � ëèáî ïÿòèìåðíàÿ ñôåðà S5, ëèáî íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ïÿòèìåðíûõ ñôåð,

ëèáî S1 × S4, ëèáî S2 × S3.

Научная новизна

Àâòîðîì ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

Îïèñàíû âñåâîçìîæíûå ñîôîêóñíûå îáëàñòè íà êâàäðèêàõ (ýëëèïñîèäû è ãèïåðáîëîè-

äû) â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âû÷èñëåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ. Ïîëó÷åíà ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ñè-

ñòåì, íàéäåíû ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûå èì èçâåñòíûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ìåõàíèêè è

ãåîìåòðèè.

Ïðåäñòàâëåí ïîëíûé ñïèñîê êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõìåðíûõ îáëàñòåé, îãðà-

íè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè. Îïèñàíî ïîëóëîêàëüíîå óñòðîéñòâî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëëèàðäíûõ ñèñòåì. Ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ áèëëèàðäîâ îòíî-

ñèòåëüíî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íàéäåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè òðåõìåð-

íûõ áèëëèàðäîâ, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, à òàêæå áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì

Ãóêà âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà.

Теоретическая и практическая значимость

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.
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Ðåçóëüòàòû êëàññèôèêàöèè ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ, à òàê-

æå áèëëèàðäîâ â òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ îáëàñòÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâ-

ëåíèÿ èçîìîðôèçìîâ (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíûõ) ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ñ äðóãèìè èíòåãðèðó-

åìûìè ñèñòåìàìè äâóõ è òðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ìåòîä ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ñâîáîäû, îïèñàííûé â äèññåðòàöèè è èñïîëüçîâàííûé äëÿ

îïèñàíèÿ ïîëóëîêàëüíîãî âèäà îñîáåííîñòåé òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ, ìîæåò áûòü îáîáùåí

íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì íå òîëüêî ê èíòåãðèðóåìûì áèëëèàðäàì, íî è

ê äðóãèì ÈÃÑ. Ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî âåñüìà íàãëÿäíî îïèñàòü ïîëóëîêàëüíîå óñòðîéñòâî

îñîáåííîñòåé íåêîòîðûõ äîâîëüíî ñëîæíûõ ÈÃÑ.

Êîíñòðóêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ òîïîëîãè÷åñêèå òèïû èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé

òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ, (ïðåäñòàâëåíà â ÷åòâåðòîé ãëàâå) íèêàê íå èñïîëüçóåò

èíòåãðèðóåìîñòü è ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ìíîãîìåðíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû, íå îáÿçàòåëü-

íî ñîôîêóñíûå.

Степень достоверности

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ àâòîðà ïîäòâåðæäåíà ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçà-

òåëüñòâàìè. Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû àâòîðà îïóáëèêîâàíû â îòêðûòîé ïå÷àòè, ïðîøëè àïðîáà-

öèþ íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ.

Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå àâòîðîì íà çàùèòó, ïîëó÷åíû ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ðåçóëüòàòû äðóãèõ àâòîðîâ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè, îòìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè

ññûëêàìè.

Публикации по теме диссертации

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ (îáùèì îáúåìîì

5,188 ï.ë.), â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå

ÌÃÓ ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.3. Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ è èíäåêñèðóåìûõ áàçàìè öèòèðîâàíèÿ

Scopus, Web of Science, RSCI è ÐÈÍÖ.

Методы исследования

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíî-

âûõ ñèñòåì, ïîñòðîåííàÿ À.Ò. Ôîìåíêî, X. Öèøàíãîì, À.Â. Áîëñèíîâûì, Í.Ò. Çóíãîì è

äð. Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ëîêàëüíî-ïëîñêèõ

áèëëèàðäîâ äâóõ ñòåïåé ñâîáîäû, îïèñàííûå Â.Â. Âåäþøêèíîé. Èñïîëüçóþòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêèå ìåòîäû ðàáîòû ñ èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè, ðàçðàáîòàííûå Ì.Ï. Õàðëàìîâûì.
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Апробация работы

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ

íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è íåîäíîêðàòíî ñåìèíàðàõ.

� XXVI Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ 2019¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ñ 8 ïî 12 àïðåëÿ 2019.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ. Ã. Êðåé-

íà � 2020¿, Âîðîíåæ, Ðîññèÿ, ñ 27 ïî 4 ôåâðàëÿ 2020.

� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ � 2020¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ñ 17 ïî

29 îêòÿáðÿ 2020.

� IV-àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà ¾Àêòóàëüíûå íàïðàâëåíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðî-

ôåññîðà Þ.Ã. Áîðèñîâè÷à, Âîðîíåæ, Ðîññèÿ, ñ 9 ïî 11 íîÿáðÿ 2020.

� XXVII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ

¾Ëîìîíîñîâ � 2020¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ñ 10 ïî 27 íîÿáðÿ 2020.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Dynamics in Siberia � 2021¿, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, c 1

ïî 7 ìàðòà 2021.

� Âñåðîññèéñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ âåñíà � 2021¿, Íèæ-

íèé Íîâãîðîä, Ðîññèÿ, ñ 30 ìàðòà ïî 2 àïðåëÿ 2021.

� XXVIII Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ ¾Ëîìîíîñîâ � 2021¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ñ 12 ïî 23 àïðåëÿ 2021.

� Òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾International Conference on Integrable Systems &

Nonlinear Dynamics¿, ßðîñëàâëü, Ðîññèÿ, ñ 4 ïî 8 îêòÿáðÿ 2021.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êëàññè÷åñêàÿ è ñîâðåìåííàÿ ãåîìåòðèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ

100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ëåâîíà Ñåðãååâè÷à Àòàíàñÿíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ñ 1 ïî 4

íîÿáðÿ 2021.

� V-àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà ¾Àêòóàëüíûå íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ÂÃÏÓ, Âîðîíåæ, Ðîññèÿ,

ñ 15 ïî 17 íîÿáðÿ 2021.

� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ � 2022¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ñ 14 ïî

22 àïðåëÿ 2022.
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� International conference ¾XXI geometrical seminar¿, Belgrade, Serbia, ñ 26 èþíÿ ïî

2 èþëÿ 2022.

� Ñåìèíàð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ïîä ðóê. àêàä. À.Ò. Ôî-

ìåíêî, 22 ìàðòà 2022, 18 àïðåëÿ 2022, 16 ñåíòÿáðÿ 2024.

� Cåìèíàð ¾Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû¿ ïîä ðóê. àêàä. À.Ò. Ôîìåíêî, ïðîô.

À.Â. Áîëñèíîâà, ïðîô. À.Ñ. Ìèùåíêî, ïðîô. Å.À. Êóäðÿâöåâîé, äîö. È.Ì. Íèêîíîâà,

äîö. À.Þ. Êîíÿåâà, àññ. Â.À. Êèáêàëî, 20 îêòÿáðÿ 2021.

Структура и объем

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 151

ñòðàíèöå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 76 íàèìåíîâàíèé.

Благодарности

Àâòîð âûðàæàåò îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ àêàäåìèêó ÐÀÍ

Àíàòîëèþ Òèìîôååâè÷ó Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâ-

òîð èñêðåííå áëàãîäàðåí ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðó Âèêòîðèè Âèêòîðîâíå Âåäþøêèíîé, ä.ô.-ì.í.

ïðîôåññîðó Àíäðåþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Îøåìêîâó è ê.ô.-ì.í. àññèñòåíòó Âëàäèñëàâó Àëåêñàí-

äðîâè÷ó Êèáêàëî çà ïîääåðæêó è âíèìàíèå, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû äèôôåðåí-

öèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé çà ñîçäàíèå ïëîäîòâîðíîé íàó÷íîé àòìîñôåðû.
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Глава 1

Софокусные биллиарды

как интегрируемые системы

Â ýòîé ãëàâå ìû íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôóíäàìåíòàëüíûå òåîðåìû òåîðèè èí-

òåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå ìåòîä èíâàðèàíòîâ, ïðåäëîæåííûé À.Ò. Ôî-

ìåíêî, äëÿ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì. Ïîìèìî ýòîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî òðåõ-

ìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû è ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ â R3 ÿâëÿþòñÿ èíòå-

ãðèðóåìûìè â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå.

1.1 Интегрируемые гамильтоновы системы.

Методы их исследования

1.1.1 Основы теории ИГС. Теорема Лиувилля.

Виды эквивалентностей ИГС

Определение 1.1.1. Ïàðà (M2n, ω), ãäå M2n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ω � çàìêíóòàÿ

íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà íà íåì, íàçûâàåòñÿ симплектическим многообразием.

Определение 1.1.2. Ïóñòü H ∈ C∞(M2n), òîãäà âåêòîðíîå ïîëå

sgradH = (sgradH)i
∂

∂xi
= ωij

∂H

∂xj
∂

∂xi

íàçûâàåòñÿ гамильтоновой системой (èëè гамильтоновым векторным полем), à ôóíêöèÿ

H � åãî гамильтонианом (èëè функцией Гамильтона).

Замечание 1.1.1. Åñëè íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà,

òî ÷èñëî, ðàâíîå ïîëîâèíå ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèíÿòî íàçûâàòü степенью свободы

ýòîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.
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Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω îïðåäåëÿåò íà ïðîñòðàíñòâå C∞(M2n) скобку Пуассона {·, ·}
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

{f, g} = ωij
∂f

∂xi
∂g

∂xj
∀f, g ∈ C∞(M2n)

Ãîâîðÿò, ÷òî ãëàäêèå ôóíêöèè f è g находятся в инволюции (èëè коммутируют), åñëè

ñêîáêà Ïóàññîíà f è g ðàâíà íóëþ, ò.å. {f, g} = 0.

Определение 1.1.3. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH íàçûâàåòñÿ вполне интегрируемой

по Лиувиллю, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, . . . , fn, òàêèõ, ÷òî:

1. f1, . . . , fn � ïåðâûå èíòåãðàëû v,

2. f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M , òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà M èõ ãðàäèåíòû

ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

3. {fi, fj} = 0 ïðè ëþáûõ i è j,

4. âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad fj ïîëíû, ò.å. åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà èõ èíòåãðàëüíûõ òðàåê-

òîðèÿõ îïðåäåëåí íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ïåðâûå èíòåãðàëû f1, . . . , fn âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-

ìû çàäàþò ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿM2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èõ ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ. Ýòî

ðàçáèåíèå ïîðîæäàåò ñëîåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ слоением Лиувилля. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ

ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ è îñîáûõ ñëîåâ. Íàïîìíèì èõ îïðåäåëåíèÿ.

Определение 1.1.4. Òî÷êó x ∈M2n áóäåì íàçûâàòü регулярной, åñëè âåêòîðíûå ïîëÿ

sgrad fi ëèíåéíî íåçàâèñèìû â x. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü òàêóþ òî÷êó кри-

тической. Ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áóäåì íàçûâàòü регулярным, åñëè îí öåëèêîì ñîñòîèò èç

ðåãóëÿðíûõ òî÷åê, èíà÷å � критическим.

Óñòðîéñòâî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîãî ñëîÿ óñòàíàâëèâàåò ñëå-

äóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà.

Теорема 1.1.1 (Æ. Ëèóâèëëü). Пусть на симплектическом многообразии (M2n, ω) задана

вполне интегрируемая по Лиувиллю гамильтонова система v = sgradH и Tξ — регулярная

поверхность уровня интегралов f1, . . . , fn. Тогда

1. Поверхность Tξ — гладкое лагранжево подмногообразие, инвариантное относительно

потоков v = sgradH и sgrad f1, . . . , sgrad fn.

2. Если подмногообразие Tξ связно, то оно диффеоморфно Rn/Zk. В частности, если Tξ

компактно, оно диффеоморфно n-мерному тору T n. Этот тор называется тором Ли-

увилля.
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3. Слоение Лиувилля в некоторой окрестности U тора Лиувилля Tξ тривиально, т.е.

диффеоморфно прямому произведению тора T n на диск Dn.

4. В окрестности U = T n × Dn существует система координат s1, . . . , sn, ϕ1, . . . , ϕn,

называемых переменными действие-угол, со следующими свойствами:

• s1, . . . , sn — координаты на диске Dn, ϕ1, . . . , ϕn — стандартные угловые коорди-

наты на торе T n, ϕ ∈ R/2πZ

• ω =
∑
dϕi ∧ dsi.

• Переменные действия si являются функциями от интегралов f1, . . . , fn.

• В переменных действие-угол гамильтонов поток v выпрямляется на каждом то-

ре Лиувилля из окрестности U , т.е. гамильтоновы уравнения принимают вид

ṡi = 0, ϕ̇i = qi(s1, . . . , sn), i = 1, 2, . . . , n. Это означает, что на каждом торе поток

v задает условно-периодическое движение, а траектории являются прямолиней-

ными обмотками тора (рациональными или иррациональными).

Замечание 1.1.2. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H � ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû sgradH,

òî, êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàþò, ÷òî f1 = H.

Íàñêîëüêî ïîõîæè äâå íàïåðåä çàäàííûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû? Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå âàæíûì â òåîðèè ÈÃÑ. Âïðî÷åì, âîïðîñ î ñõîæåñòè äâóõ èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ

ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, íåîáõîäèìî çàäàòü îòíîøåíèå (îòíî-

øåíèÿ) ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ÈÃÑ. Íàïîìíèì îñíîâíûå âèäû ýêâèâàëåíòíî-

ñòåé ÈÃÑ. Íàèáîëåå ñèëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííîñòü è òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Â

èõ îïðåäåëåíèè èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåì íå òðåáóåòñÿ.

Определение 1.1.5. Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû v1 è v2 íà ìíîãîîáðàçèÿõ M
2n
1 è M2n

2 íà-

çûâàþòñÿ топологически (гладко) сопряженными, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (ñîîòâåò-

ñòâåííî äèôôåîìîðôèçì) ϕ :M2n
1 →M2n

2 , êîììóòèðóþùèé ñ ïîòîêàìè ψt1, ψ
t
2, çàäàâàåìûõ

ñèñòåìàìè v1 è v2, ò.å. ψ
t
1 = ϕ−1 ◦ ψt2 ◦ ϕ.

Определение 1.1.6. Äâå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû v1 è v2 íà ìíîãîîáðàçèÿõ M
2n
1 è M2n

2 íà-

çûâàþòñÿ топологически (гладко) траекторно эквивалентными, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-

ôèçì (ñîîòâåòñòâåííî äèôôåîìîðôèçì) ϕ :M2n
1 →M2n

2 , ïåðåâîäÿùèé îðèåíòèðîâàííûå òðà-

åêòîðèè îäíîé ñèñòåìû â îðèåíòèðîâàííûå òðàåêòîðèè äðóãîé (è íå îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿþ-

ùèé âðåìÿ íà òðàåêòîðèÿõ).

Ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì

è îïðåäåëÿþò ìåðó ñõîæåñòè èõ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ.
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Определение 1.1.7. Äâå âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû v1 è v2 íà ñèìïëåê-

òè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ M2n
1 è M2n

2 , îáëàäàþùèå íàáîðàìè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (f1, . . . , fn)

è (g1, . . . , gn) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.3, íàçûâàþòñÿ лиувиллево эквивалентными, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ϕ :M2n
1 →M2n

2 ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ýòèõ ñèñòåì.

Определение 1.1.8. Äâå âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû v1 è v2 íà ñèìïëåê-

òè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ M2n
1 è M2n

2 , îáëàäàþùèå íàáîðàìè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (f1, . . . , fn) è

(g1, . . . , gn) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.3, íàçûâàþòñÿ грубо лиувиллево эквивалентными, åñëè

ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó áàçàìè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ýòèõ ñèñòåì, êîòîðûé ëîêàëüíî

(ò.å. â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè áàçû) ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñàìèõ

ñëîåíèé.

Замечание 1.1.3. Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ

îãðàíè÷åíèé ÈÃÑ íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (ò.å. íà èçîýíåðãåòè÷åñêèå

ïîâåðõíîñòè).

Замечание 1.1.4. Óòî÷íèì îïðåäåëåíèå ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÈÃÑ äâóõ ñòåïåíåé

ñâîáîäû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå òàêèå ñèñòåìû ëèóâèë-

ëåâî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì èçîýíåðãå-

òè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, ïåðåâîäÿùèé ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ è ñîõðàíÿþùèé

îðèåíòàöèþ âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, à òàêæå îðèåíòàöèþ ñàìèõ 3-ìíîãîîáðàçèé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.1 íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîëè-

íåéíûå îáìîòêè. Êàê ïðàâèëî, òàêèå îáìîòêè óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèå, à ñëåäîâàòåëüíî, îíè

âñþäó ïëîòíî ïîêðûâàþò òîð. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïî÷òè âî âñåõ èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ ìåõàíèêè ðåãóëÿðíûå ñëîè âñþäó ïëîòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äâå

èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû òðàåêòîðíî ýêâèâàëåíòíû, òî â îïèñàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèÿõ �îá-

ùåãî ïîëîæåíèÿ� ýòè ñèñòåìû ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.

Óíèâåðñàëüíûì ïîäõîäîì ê îïèñàíèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ÈÃÑ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èíâàðè-

àíòîâ, ïðåäëîæåííûé àêàäåìèêîì À.Ò. Ôîìåíêî. Â ñëó÷àå äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû À.Ò. Ôî-

ìåíêî è Õ. Öèøàíã îïèñàëè èíâàðèàíòû, êëàññèôèöèðóþùèå ÈÃÑ íà êîìïàêòíûõ íåîñîáûõ

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé è ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòåé. Îñíîâíûå èäåè ýòîãî ìåòîäà áóäóò èçëîæåíû â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

1.1.2 ИГС с одной и двумя степенями свободы.

Бифуркации и атомы. Грубые молекулы

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó v = sgradH íà äâóìåðíîì êîìïàêòíîì ñèìïëåêòè÷å-

ñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2, ω). Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé. Äåéñòâèòåëüíî, åå
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ïåðâûì èíòåãðàëîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ H, à ïîëíîòà ïîòîêà sgradH ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè

ìíîãîîáðàçèÿ M2. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé óðîâíÿ H = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè, à èõ ìàëûå îêðåñòíîñòè äèôôåî-

ìîðôíû öèëèíäðó. Îäíàêî êàê ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà ýòèõ îêðóæíîñòåé ïðè ïðîõîæäåíèè

÷åðåç êðèòè÷åñêèå óðîâíè?

Êàê ïðàâèëî, â èçâåñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ÈÃÑ ôóíêöèÿ H ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ìîðñà.

Определение 1.1.9. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîãîîáðàçèè Nn íàçûâàåòñÿ функцией Морса,

åñëè âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, ò.å. åñëè df |x = 0, òî d2f |x èìååò
ïîëíûé ðàíã (ðàâåí n).

Ôóíêöèÿ Ìîðñà íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè îáëàäàåò ëèøü êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè

íà M2 ïîäõîäÿùèì âûáîðîì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ôóíêöèÿ H ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

H = H0 ± x2 ± y2 (ñì., íàïðèìåð, [60]). Îäíàêî ëåììà Ìîðñà äàåò ëèøü ëîêàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé òî÷êè. Ãëîáàëüíîå óñòðîéñòâî ôóíêöèè

Ìîðñà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ 2-àòîìîì. Íàïîìíèì åãî

îïðåäåëåíèå.

Определение 1.1.10. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà äâóìåðíîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè

M2 è c � åå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî c � åäèíñòâåííîå êðèòè÷å-

ñêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [c − ε, c + ε]. Òîãäà ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó P 2 ìíîæåñòâà

f−1([c− ε, c+ ε]), ðàññëîåííóþ íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f , áóäåì называть 2-атомом (дву-

мерным атомом) (P 2, f).

Âñå 2-àòîìû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Определение 1.1.11. Áóäåì íàçûâàòü 2-àòîìû (P 2
1 , f1) è (P 2

2 , f2) эквивалентными, åñëè

ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ìåæäó P 2
1 è P 2

2 , ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ f1 â ôóíêöèþ f2.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ 2-àòîìîâ. Åñëè òî÷êà x ∈M2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà

èëè òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè H, òî ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà, 2-àòîì, îòâå÷àþùèé ýòîé îñî-

áåííîñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé äèñê, ðàññëîåííûé íà êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè

(ñì. ðèñ. 1.1.1). Òàêîé àòîì íàçûâàåòñÿ 2-атомом A.

Äâóìåðíûé àòîì, ñîäåðæàùèé íà êðèòè÷åñêîì ñëîå ðîâíî îäíó îñîáóþ òî÷êó è îòâå÷à-

þùèé ïåðåñòðîéêå èç îäíîé îêðóæíîñòè â äâå ÷åðåç êðèòè÷åñêèé óðîâåíü, ãîìåîìîðôíûé

�âîñüìåðêå�, íàçûâàåòñÿ 2-атомом B. Îí èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 1.1.2. Íà ðèñóíêàõ 1.1.3 è

1.1.4 ïðîèëëþñòðèðîâàíû 2-àòîìû C2 è D1 ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ýòè àòîìû ïîíàäîáÿòñÿ íàì

â äàëüíåéøåì.
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Рис. 1.1: Двумерные атомы A,B,C2, D1 и их расслоения линиями уровня функции Морса f . На
рисунках 2–4 черной жирной линией выделен критический уровень f = c, светло-серым и темно-

серым цветами — области c < f ⩽ c+ ε и c− ε ⩽ f < c.

Ïîñòðîèì òåïåðü ïî ñèñòåìå sgradH íà ìíîãîîáðàçèè M2 òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì áàçó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ýòîé ñèñòåìû. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô

(граф Риба), âåðøèíàì êîòîðîãî îòâå÷àþò êðèòè÷åñêèå ñëîè ôóíêöèè H, à ðåáðàì � îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ-îêðóæíîñòåé. Ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå

ýòîãî ãðàôà ñèìâîë àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùèé îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ â ýòîé âåðøèíå. Ïðè

ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè àòîìîâ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì

ñîîòâåòñòâèè ñ ðåáðàìè ãðàôà, ïðèìûêàþùèìè ê äàííîé âåðøèíå. Ïîëó÷åííûé îáúåêò íà-

çûâàåòñÿ 2-молекулой. Äâà-ìîëåêóëû êëàññèôèöèðóþò ÈÃÑ íà äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Теорема 1.1.2 (À.Ò. Ôîìåíêî [18]). Если молекулы W1 и W2 двух ИГС v1 = sgradH1 и

v2 = sgradH2 на многообразиях M2
1 и M2

2 совпадают, то существует диффеоморфизм ϕ :

M2
1 →M2

2 переводящий функцию H1 в функцию H2, т.е. H2 = ϕ ◦H1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó äâóõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà ìíî-

ãîîáðàçèè M4 c ãëàäêèì ãàìèëüòîíèàíîì H. Ïóñòü f � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ñèñòåìû,

à Q3 = {x ∈ M4|H(x) = const} � íåîñîáàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ãàìèëüòîíèà-

íà. Âûáåðåì íà Q3 îðèåíòàöèþ. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë f çàäàåò ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà Q3.

Áàçîé ýòîãî ñëîåíèÿ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ãðàô (граф Кронрода-Риба), âåðøèíàì êîòîðîãî îòâå-
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÷àþò îñîáûå ñëîè, à ðåáðàì � îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà 2-òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Äëÿ òîãî

÷òîáû èç ýòîãî ãðàôà ïîëó÷èòü àíàëîã 2-ìîëåêóëû, íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ ñ óñòðîéñòâîì

êðèòè÷åñêèõ ñëîåâ ôóíêöèè f è èõ ìàëûõ îêðåñòíîñòåé.

Â èçâåñòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ ôóíêöèÿ f íà Q3 ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé Áîòòà. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Áîòòà.

Определение 1.1.12. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîãîîáðàçèè Nn íàçûâàåòñÿ функцией Бот-

та, åñëè âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ñîáðàíû â íåâûðîæäåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Íåâûðîæäåííîñòü â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Îãðàíè÷åíèå ôóíê-

öèè f íà ïëîùàäêó òðàíñâåðñàëüíóþ ê êðèòè÷åñêîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

Ìîðñà.

Замечание 1.1.5. Îäíîìåðíûå êðèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ôóíêöèè Áîòòà íà êîìïàêòíûõ

ìíîãîîáðàçèÿõ äèôôåîìîðôíû îêðóæíîñòè, äâóìåðíûå � ëèáî äâóìåðíîìó òîðó, ëèáî áó-

òûëêå Êëåéíà. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ôóíêöèè f

íà Q3 � îêðóæíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî íà âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ çàäàíà îðèåíòàöèÿ,

îïðåäåëÿåìàÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì sgradH.

Ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì íàïîìíèì îïðåäåëåíèå 3-àòîìà.

Определение 1.1.13. Ïóñòü L � îñîáûé ñëîé ñëîåíèÿ ôóíêöèè f íà Q3, îòâå÷àþùèé êðè-

òè÷åñêîìó çíà÷åíèþ c. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ f íå ïðèíèìàëà áû ïîìèìî c

íèêàêèõ äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èç îòðåçêà [c − ε, c + ε]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(L) ñâÿç-

íóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà f−1([c − ε, c + ε]), ñîäåðæàùóþ ñëîé L. Òîãäà ìíîæåñòâî U(L),

ðàññëîåííîå íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè f áóäåì íàçûâàòü 3-атомом. Êîëè÷åñòâî êðè-

òè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé â ñëîå L íàçûâàåòñÿ сложностью 3-атома U(L).

Âñå 3-àòîìû òàêæå êàê èõ äâóìåðíûå àíàëîãè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäó-

þùåãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Определение 1.1.14. Äâà 3-àòîìà áóäåì íàçûâàòü эквивалентными, åñëè ìåæäó íèìè ñó-

ùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, à òàêæå îðèåíòàöèè

âñåõ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.

Îêàçûâàåòñÿ, 3-àòîì U(L) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Çåéôåðòà (áîëåå ïîäðîáíî ñì.

[18],[61]). Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òîïîëîãè÷åñêîì óñòðîéñòâå 3-àòîìîâ.

Теорема 1.1.3 (À.Ò. Ôîìåíêî [18]).

a) Трехмерное многообразие U(L) является многообразием Зейферта, все особые слои

которого (если они существуют) имеют один и тот же тип (2, 1).
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б) Эти особые слои являются в точности критическими окружностями интеграла f с

неориентируемыми сепаратрисными диаграммами.

в) Если особых слоев у этого расслоения Зейферта нет, то многообразие U(L) является

прямым произведением P (L)× S1, где P (L) — ориентируемый 2-атом.

г) В общем случае структура расслоения Зейферта на U(L) и структура слоения Ли-

увилля на U(L) согласованы в том смысле, что каждый слой расслоения Зейферта

(окружность) лежит на некотором торе Лиувилля.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.3 âñå 3-àòîìû ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû: íå ñîäåðæàùèå îñîáûå

ñëîè â ðàññëîåíèè Çåéôåðòà è îáëàäàþùèå îñîáûìè ñëîÿìè. Ïðè ýòîì, ïðåäñòàâèòåëè ïåðâîé

ãðóïïû ðàçëàãàþòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îðèåíòèðóåìîãî 2-àòîìà è îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó

îáîçíà÷àòü òàêèå 3-àòîìû ïðèíÿòî òåìè æå ñèìâîëàìè, ÷òî èõ 2-àòîìû-áàçû ðàññëîåíèÿ

Çåéôåðòà.

Cðåäè âñåõ 3-àòîìîâ ñ òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì Çåéôåðòà âûäåëÿåòñÿ 3-àòîì A (ñì.

ðèñ. 1.2.1). Îí ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìàì è ìàêñèìóìàì ôóíêöèè f . Âñå îñòàëüíûå 3-àòîìû

îòâå÷àþò ñåäëîâûì îñîáåííîñòÿì. Òàêæå îòìåòèì 3-àòîì B (ñì. ðèñ. 1.2.2). Îí ñîäåðæèò

îäíó êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü íà îñîáîì ñëîå è îòâå÷àåò ïåðåñòðîéêå îäíîãî òîðà Ëèóâèëëÿ

â äâà (è íàîáîðîò). Âî âòîðîé ãðóïïå 3-àòîìîâ (íå îáëàäàþùèõ òðèâèàëüíûì S1-ðàññëîåíèåì

Çåéôåðòà) âûäåëèì 3-àòîì A* (ñì. ðèñ. 1.2.3). Îí îáëàäàåò òîëüêî îäíîé êðèòè÷åñêîé îêðóæ-

íîñòüþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ñëîåì ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Òðè-àòîìû A, B, A* � ýòî â

òî÷íîñòè âñå òðåõìåðíûå àòîìû ñëîæíîñòè 1.

Рис. 1.2: Три-атомы сложности один и их слоения Лиувилля.
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Замечание 1.1.6. Âñå 3-àòîìû ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Ðàñ-

ñìîòðèì áàçó ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà 3-àòîìà U(L). Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îðèåíòèðó-

åìûé 2-àòîì, ëèáî ðàññëîåííîå êîëüöî ñ âûäåëåííîé îêðóæíîñòüþ, îòâå÷àþùåé êðèòè÷å-

ñêîìó ñëîþ. Îòìåòèì íà áàçå ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà àòîìà U(L) çâåçäî÷êàìè â òî÷íîñòè òå

òî÷êè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îñîáûì ñëîÿì. Ïîëó÷åííûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ 2-атомом со

звездочками. Åñëè æå, íàîáîðîò, ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíûé 2-àòîì èëè ðàññëîåííîå êîëüöî

ñ âûäåëåííîé (êðèòè÷åñêîé) îêðóæíîñòüþ, ïîñòàâèòü íà êðèòè÷åñêèé ñëîé êîíå÷íîå ÷èñëî

çâåçäî÷åê (çâåçäî÷êè çàïðåùàåì ñòàâèòü â êðèòè÷åñêèå òî÷êè), òî ïî òàêîìó îáúåêòó ìîæíî

îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü 3-àòîì. Â ÷àñòíîñòè, ïîýòîìó 3-àòîìû, ñîäåðæàùèå îñîáûå ñëîè â

ðàññëîåíèè Çåéôåðòà, ïðèíÿòî íàçûâàòü 3-атомами со звездочками.

Èòàê, ðàññìîòðèì ãðàô Êðîíðîäà-Ðèáà ôóíêöèè f íà íåîñîáîé êîìïàêòíîé èçîýíåðãå-

òè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3. Îñíàñòèì âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ñèìâîëàìè àòîìîâ, îïèñûâàþùèõ

îòâå÷àþùóþ âåðøèíå áèôóðêàöèþ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Êàê è â ñëó÷àå îäíîé ñòåïåíè ñâîáî-

äû, ìû ñíîâà äîïîëíèòåëüíî ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ãðàíè÷íûå 2-òîðû Ëèóâèëëÿ àòîìîâ åñòå-

ñòâåííî âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ãðàôà Êðîíðîäà-Ðèáà, ïðèìûêàþùèì ê

äàííîé âåðøèíå. Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåêò íàçûâàåòñÿ грубой молекулой.

Теорема 1.1.4 (À.Ò. Ôîìåíêî, [62]). Пусть v1 и v2 — две интегрируемые системы на изо-

энергетических поверхностях Q3
1 и Q3

2, а W1 и W2 — отвечающие им грубые молекулы.

Тогда системы v1 и v2 грубо лиувиллево эквивалентны (с учетом ориентации) тогда и

только тогда, когда молекулы W1 и W2 совпадают.

1.1.3 Инвариант Фоменко-Цишанга

Ãðóáûå ìîëåêóëû ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ î ïîëóëîêàëüíîì âèäå îñîáåííîñòåé. Îäíàêî

äëÿ ãëîáàëüíîãî îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ åå íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäèìî óêà-

çàòü, êàê �ñêëåèâàþòñÿ� ìåæäó ñîáîé òîðû Ëèóâèëëÿ íà ãðàíèöàõ ñîñåäíèõ àòîìîâ. Íèæå

ìû êðàòêî îïèøåì ïðîöåäóðó âûáîðà äîïóñòèìûõ áàçèñîâ íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ Ëèóâèëëÿ

3-àòîìîâ, à òàêæå íàïîìíèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòà Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Áîëåå ïî-

äðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ èçëîæåíà â ðàáîòàõ [17], [18], [63].

Ðàññìîòðèì ÈÃÑ v = sgradH íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M4, ω) ñ äîïîëíèòåëü-

íûì áîòòîâñêèì ïåðâûì èíòåãðàëîì f . Ïóñòü Q3 � íåîñîáàÿ êîìïàêòíàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ

ïîâåðõíîñòü, à W � ãðóáàÿ ìîëåêóëà ñèñòåìû v íà Q3. Çàôèêñèðóåì íà Q3 îðèåíòàöèþ è

ðàçðåæåì ìîëåêóëóW ïî âñåì åå ðåáðàì (ò.å. ðàçðåæåì Q3 íà àòîìû). Òåïåðü íà êàæäîì ãðà-

íè÷íîì òîðå âûáåðåì äîïóñòèìûé áàçèñ â ãðóïïå îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé. Ïðîöåäóðà âûáîðà

òàêîãî áàçèñà çàâèñèò îò âèäà 3-àòîìà.

1. Три-атом A. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî öèêëà λ âûáåðåì òîò, ÷òî ñòÿãèâàåòñÿ â

òî÷êó ïðè ñòðåìëåíèè ãðàíè÷íîãî òîðà ê êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè. Äîïîëíèì λ äî áàçèñà
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öèêëîì µ. Çàìåòèì, ÷òî öèêë µ ñòÿãèâàåòñÿ ê êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè è îïðåäåëåí íåîä-

íîçíà÷íî. Ïîñêîëüêó íà êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè åñòü åñòåñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ, çàäàâàåìàÿ

ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì v, ïåðåíåñåì ýòó îðèåíòàöèþ íà öèêë µ. Ñìåíèì îðèåíòà-

öèþ öèêëà λ (åñëè íóæíî), òàê, ÷òîáû ïàðà (λ, µ) çàäàâàëà áû ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ

íà òîðå Ëèóâèëëÿ. Áàçèñ (λ, µ) áóäåì íàçûâàòü допустимым íà 3-àòîìå A.

2. Седловые атомы без звездочек. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå P òðèâèàëüíîãî

S1-ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà òàêîãî 3-àòîìà. Â êà÷åñòâå öèêëîâ µi íà ãðàíè÷íûõ òîðàõ Ëèóâèë-

ëÿ âûáåðåì ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè 2-àòîìà P , à â êà÷åñòâå λi � ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà

(ò.å. îêðóæíîñòè, ñòÿãèâàþùèåñÿ ê êðèòè÷åñêîé). Ïàðû (λi, µi), äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ áà-

çèñàìè, ïîñêîëüêó âñå ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà 3-àòîìîâ áåç çâåçäî÷åê ãîìîëîãè÷íû êðèòè-

÷åñêèì îêðóæíîñòÿì. Îðèåíòàöèþ íà öèêëàõ λi ïîçàèìñòâóåì îò êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé,

à öèêëû µi îðèåíòèðóåì òàê, ÷òîáû ïàðû (λi, µi) çàäàâàëè áû ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ

íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ. Ïîñòðîåííûå áàçèñû íàçîâåì допустимыми íà ñåäëîâûõ 3-àòîìàõ áåç

çâåçäî÷åê.

3. Атомы со звездочками. Â êà÷åñòâå öèêëîâ λi íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ, êàê è â ïðåäûäó-

ùåì ñëó÷àå, âûáåðåì ñëîè ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà. Îäíàêî öèêëû µi òåì æå ñïîñîáîì íàì íå

óäàñòñÿ çàäàòü, ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå Çåéôåðòà 3-àòîìîâ ñî çâåçäî÷êàìè îáëàäàåò îñîáûìè

ñëîÿìè. Îäíàêî ýòè öèêëû ìîæíî âïîëíå åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ äóáëü P̂ áàçû P

ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà ðàññìàòðèâàåìîãî 3-àòîìà.

Ìíîæåñòâî P̂ ÿâëÿåòñÿ äóáëåì P â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ñóùåñòâóåò ðàçâåòâëåííîå äâó-

ëèñòíîå íàêðûòèå P̂ íà P , òî÷êàìè âåòâëåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çâåçäî÷êè àòîìà P . Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî P̂ ìîæíî âëîæèòü â 3-àòîì òàê, ÷òî êàæäûé íåîñîáûé ñëîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà

áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç íåãî â òî÷íîñòè äâà ðàçà, â òî âðåìÿ êàê îñîáûå ñëîè � ðîâíî îäèí

ðàç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ̂i ïåðåñå÷åíèå P̂ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîãî òîðà Ëèóâèëëÿ. Îðè-

åíòèðóåì ýòè öèêëû òàê, ÷òî áû ïàðû (λi, µi) çàäàâàëè áû ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ íà

ãðàíè÷íûõ òîðàõ. Îòìåòèì, ÷òî òàêèå ïàðû íå ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè, ïîýòîìó öèêëû µi íåîá-

õîäèìî �ïîäïðàâèòü�.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå µ̂i ñîñòîèò èç äâóõ ãîìîëîãè÷íûõ öèêëîâ íà

òîðå, à λi ïåðåñåêàåò êàæäûé èç íèõ ðîâíî îäèí ðàç. Òîãäà îñòàâèì îò µ̂i ðîâíî îäíó êîì-

ïîíåíòó ñâÿçíîñòè, êîòîðóþ è îáîçíà÷èì ÷åðåç µi. Âî âòîðîì ñëó÷àå µ̂i ñîñòîèò èç îäíîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè è ïåðåñåêàåò λi â äâóõ òî÷êàõ. Òîãäà ïîëîæèì µi =
1

2
(λi+ µ̂i). Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ïàðû (λi, µi) áóäóò áàçèñàìè íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ. Îäíàêî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðàçëè÷-

íûõ îïðåäåëåíèé äîïóñòèìûõ öèêëîâ íà 3-àòîìàõ ñî çâåçäî÷êàìè (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [18]),

íåîáõîäèìî ê îäíîìó èç öèêëîâ µi ïðèáàâèòü íåñêîëüêî ðàç öèêë λ (âñå λi ãîìîëîãè÷íû äðóã

äðóãó). Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî òàêèõ öèêëîâ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
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∑

i

µi =
∂P̂ + sλ

2
,

ãäå s � êîëè÷åñòâî îñîáûõ ñëîåâ 3-àòîìà. Ïîñòðîåííûå ïàðû öèêëîâ (λi, µi) íà ãðàíè÷íûõ

òîðàõ Ëèóâèëëÿ áóäåì íàçûâàòü допустимыми базисами íà 3-àòîìàõ ñî çâåçäî÷êàìè.

Èòàê, ïóñòü ei � ðåáðî ãðóáîé ìîëåêóëû W . Ïîñëå ðàçðåçà ýòîãî ðåáðà íà òîðå Ëèóâèë-

ëÿ, îòâå÷àþùåì òî÷êå ðàçðåçà, âîçíèêàþò äâà äîïóñòèìûõ áàçèñà ñ ñîñåäíèõ àòîìîâ. Ïóñòü

Ci =

(
αi βi

γi δi

)
� ìàòðèöà ñêëåéêè ýòèõ áàçèñîâ.

Определение 1.1.15. Числовой рациональной меткой ri íà ðåáðå ei ìîëåêóëû W íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî

ri =





αi
βi
(mod 1) ∈ Q/Z, åñëè βi 6= 0,

ñèìâîë ∞, åñëè βi = 0.

Определение 1.1.16. Числовой целочисленной меткой εi íà ðåáðå ei ìîëåêóëû W íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî

εi =




sign βi, åñëè βi 6= 0,

signαi, åñëè βi = 0.

Ðåáðî ìîëåêóëû íàçîâåì бесконечным, åñëè ìåòêa ri = ∞. Îñòàëüíûå ðåáðà áóäåì íà-

çûâàòü конечными. Ðàçðåæåì ìîëåêóëó ïî âñåì êîíå÷íûì ðåáðàì. Â ðåçóëüòàòå ìîëåêóëà

ðàñïàäåòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî ñâÿçíûõ êóñêîâ.

Определение 1.1.17. Семьей íàçûâàåòñÿ êóñîê ìîëåêóëû, êîòîðûé íå ñîäåðæèò àòîìîâ A

ïîñëå ðàçðåçà ìîëåêóëû ïî âñåì êîíå÷íûì ðåáðàì.

Â êàæäîé ñåìüå âñå ðåáðà ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà: входящие, выходящие è

внутренние.

Определение 1.1.18. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç ýòèõ ðåáåð ei öåëîå ÷èñëî Θi ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:

Θi =





[αi
βi

]
, åñëè ei � âûõîäÿùåå ðåáðî,

[
− δi
βi

]
, åñëè ei � âõîäÿùåå ðåáðî,

[
− γi
αi

]
, åñëè ei � âíóòðåííåå ðåáðî.

Òîãäà äëÿ êàæäîé ñåìüè îïðåäåëÿåòñÿ целочисленная метка n ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

n =
∑

Θi,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì äàííîé ñåìüè.
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Определение 1.1.19. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà, îñíàùåííàÿ ìåòêàìè r, ε, n, íàçûâàåòñÿ меченой

молекулой èëè инвариантом Фоменко-Цишанга.

Теорема 1.1.5 (À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã, [17]). Две интегрируемые гамильтоновы систе-

мы на изоэнергетических поверхностях Q3
1 = {x ∈M4

1 | H1(x) = h1} и Q3
2 = {x ∈M4

2 |H2(x) =

h2} лиувиллево эквивалентны тогда и только тогда, когда их меченые молекулы совпада-

ют.

1.1.4 Невырожденные особенности многомерных ИГС

и их топология

Ðàññìîòðèì ÈÃÑ v íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω) ñ íàáîðîì ôóíêöèî-

íàëüíî íåçàâèñèìûõ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn. Â òàêîì ñëó÷àå

îïðåäåëåíî отображение момента F , ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîé òî÷êå x ìíîãîîáðàçèÿ M2n

âåêòîð (f1(x), . . . , fn(x)).

Определение 1.1.20. Бифуркационной диаграммой íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îñîáûõ çíà÷åíèé

îòîáðàæåíèÿ F .

Ìíîæåñòâî K âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ F ðàçáèâàåòñÿ íà n ïîäìíîæåñòâ

K0, . . . , Kn−1, ãäå Ki ñîñòîèò èõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ M2n, â êîòîðûõ ðàíã äèôôåðåíöèàëà

îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí i. Êàê ïðàâèëî, â èçâåñòíûõ ÈÃÑ ïî÷òè âñå îñîáåííîñòè ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè.

Ïóñòü x ∈ Ki, òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ñèñòåìû ôóíêöèé

f1, . . . , fn íà g1, . . . , gn, òàêàÿ, ÷òî dg1, . . . , dgn−i ðàâíû íóëþ â x, à dgn−i+1, . . . , dgn ëèíåéíî

íåçàâèñèìû â ýòîé òî÷êå. Â òàêîì ñëó÷àå ëèíåàðèçàöèè A1 = ω−1d 2g1, . . . , An−i = ω−1d 2gn−i

âåêòîðíûõ ïîëåé sgrad g1, . . . , sgrad gn−i â òî÷êå x ÿâëÿþòñÿ êîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè

èç �p(2n,R).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ïîäïðîñòðàíñòâî TxM
2n, ïîðîæäåííîå êîñûìè ãðàäèåíòàìè ôóíê-

öèé gn−i+1, . . . , gn, à ÷åðåç L′ � êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê L. Çàìåòèì, ÷òî L ⊂ L′,

ïîñêîëüêó L � èçîòðîïíî. Îêàçûâàåòñÿ, îïåðàòîðû A1, . . . , An−i êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà

ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå L′/L. Áîëåå òîãî, íà ïðîñòðàíñòâå L′/L ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω̃, à îïåðàòîðû A1, . . . , An−i, äåéñòâóþùèå íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâ-

ëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè àëãåáðû �p(2(n−i),R) (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [18]). Îáîçíà÷èì ÷åðåçK(x,F)

êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó â �p(2(n− i),R), ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðàìè A1, . . . , An−i.

Определение 1.1.21. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x ∈ Ki íàçûâàåòñÿ невырожденной, åñëè ïîäàë-

ãåáðà K(x,F) ÿâëÿåòñÿ êàðòàíîâñêîé â �p(2(n− i),R).

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå òåõíè÷åñêè ñëîæíî â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè, ïîýòîìó ñôîð-

ìóëèðóåì åãî áîëåå ïðîñòîé àíàëîã.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ôóíêöèÿìè f1, . . . , fn, êàê êîììó-

òàòèâíóþ àëãåáðó Ëè. Ðàññìîòðèì â íåé ïîäàëãåáðó Kx, ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèé f , òà-

êèõ, ÷òî df |x = 0. Ïóñòü L � ñíîâà ïîäïðîñòðàíñòâî TxM
n, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè

sgrad f1, . . . , sgrad fn, à L
′ � åãî êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.

Определение 1.1.22. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x ∈ Ki íàçûâàåòñÿ невырожденной, åñëè âûïîë-

íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Kx, îòëè÷íîé îò íóëÿ, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà d2f |x íå ðàâíà

òîæäåñòâåííî íóëþ íà ïðîñòðàíñòâå L′.

2. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Kx, òàêàÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí

P (µ) = det(d 2f |x − µω|x)|L′

èìååò 2(n− i) ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîðíåé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçó÷èòü óñòðîéñòâî òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè íåâû-

ðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè, íåîáõîäèìî çíàòü, êàê óñòðîåíà êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà K(x,F).

Îòìåòèì, ÷òî â âåùåñòâåííîé àëãåáðå ëè �p(2(n−i),R) íå âñå êàðòàíîâñêèå ïîäàëãåáðû ñîïðÿ-

æåíû (â îòëè÷èè îò êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ). Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êàðòàíîâñêèõ ïîäàëãåáð

â �p(2m,R) áûëà ïîëó÷åíà Âèëüÿìñîíîì â ðàáîòå [64]. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü åãî òåîðåìó,

ðàññìîòðèì �p(2m,R) êàê ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè 2 â ñèìïëåêòè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå R2m ñ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ω. Êîììóòàòîð â ýòîé àëãåáðå � ñêîáêà Ïóàññîíà

êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îòìåòèì, ÷òî èçîìîðôèçì ìåæäó êëàññè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì

àëãåáðû �p(2m,R) è àëãåáðîé êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà óñòàíàâëèâàåò

ôîðìóëà: f → Af (ôóíêöèè f ñîïîñòàâëÿåì ëèíåàðèçàöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ sgrad â òî÷êå x).

Теорема 1.1.6 (J. Williamson, [64]). Пусть K ⊂ �p(2m,R) — подалгебра Картана. То-

гда существует симплектическая система координат x1, . . . , xm, y1, . . . , ym в R2m и базис

e1, . . . , em в K такие, что каждый из квадратичных полиномов ei имеет один из следую-

щих видов:

1. ei = x2i + y2i (эллиптический тип),

2. ei = xiyi (гиперболический тип),

3. ei = xiyi+1 − xi+1yi, ei+1 = xiyi + xi+1yy+1 (тип фокус-фокус).

Ýòà òåîðåìà íå òîëüêî êëàññèôèöèðóåò êàðòàíîâñêèå ïîäàëãåáðû, íî òàêæå ãîâîðèò îá

óñòðîéñòâå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âáëèçè íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò

àíàëîã ëåììû Ìîðñà íà îñíîâå ïîëó÷åííîé êëàññèôèêàöèè íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé.
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Ïîëó÷åííîå îïèñàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âáëèçè îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì. Òåì

íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2n ñóùåñòâóåò è ïîëóëî-

êàëüíîå îïèñàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ò.å. îïèñàíèå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ, ñ

êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè). Ýòè ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò Í.Ò. Çóíãó (ñì. [65, 66]). Äëÿ êðàò-

êîñòè ìû ñôîðìóëèðóåì èõ äëÿ ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé ðàíãà íóëü. Íàïîìíèì, ÷òî îñîáàÿ

òî÷êà x íàçûâàåòñÿ седловой, åñëè âñå ôóíêöèè áàçèñà K(x,F) â ñìûñëå òåîðåìû 1.1.6 èìåþò

ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï.

Определение 1.1.23. Ðàññìîòðèì îñîáûé ñëîé L ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ c íåâûðîæäåííûìè ñåä-

ëîâûìè îñîáûìè òî÷êàìè ðàíãà íîëü è åãî ìàëóþ îêðåñòíîñòü U(L) â M2n. Ýòà îêðåñòíîñòü

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ íà íåé (ðàññìàòðèâàåìûì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíî-

ãî äèôôåîìîðôèçìà) íàçûâàåòñÿ 2n-ìåðíîé невырожденной седловой особенностью ранга

нуль.

Определение 1.1.24. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé ñåäëîâîé 2n-ìåðíîé îñîáåí-

íîñòè U(L) ðàíãà íîëü âûïîëíÿåòñÿ условие нерасщепляемости по Зунгу, åñëè â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ y0 = F(L) ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì, ïðèâîäÿùèé áè-

ôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ê íàáîðó èç n ãèïåðïëîñêîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç òî÷êó y0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íàáîð ñåäëîâûõ 2-àòîìîâ V1, . . . , Vn ñî ñâîèìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè

ñòðóêòóðàìè ω1, . . . , ωn è ôóíêöèÿìè Ìîðñà f1, . . . , fn ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü íà êàæäîì àòî-

ìå Vi äåéñòâóåò îäíà è òà æå êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, ïðè÷åì êàæäîå èç ýòèõ äåéñòâèé ϕi ñî-

õðàíÿåò êàê ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ωi, òàê è ôóíêöèþ fi. Òîãäà íà ïðÿìîì ïðîèç-

âåäåíèè V1 × · · · × Vn îïðåäåëåíà ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ω = ω1 + · · · + ωn, à òàêæå

ñòðóêòóðà ëèóâèëëåâà ñëîåíèÿ, çàäàâàåìàÿ ôóíêöèÿìè f1, . . . , fn (îíè, î÷åâèäíî, êîììóòè-

ðóþò îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω). Ïóñòü òàêæå äåéñòâèå ãðóïïû G íà V1 × · · · × Vn, çàäàííîå

ôîðìóëîé ϕ(g)(x1, . . . , xn) = (ϕ1(g)x1, . . . , ϕn(g)xn), ñâîáîäíî. Òîãäà ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå

(V1 × · · · × Vn)/G ÿâëÿåòñÿ 2n-ìåðíîé îêðåñòíîñòüþ ñâÿçíîãî îñîáîãî ñëîÿ L ñ íåâûðîæ-

äåííûìè ñåäëîâûìè îñîáûìè òî÷êàìè ðàíãà íóëü. Òàêóþ îñîáåííîñòü áóäåì íàçûâàòü осо-

бенностью типа почти прямого произведения (èëè просто почти прямым произведением).

Ïðè ýòîì, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïî÷òè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (V1 × · · · × Vn)/G несократимо,

åñëè êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G (êðîìå åäèíèöû) äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî íå ìåíåå ÷åì íà

äâóõ ñîìíîæèòåëÿõ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ V1 × · · · × Vn.

Теорема 1.1.7 (Í.Ò. Çóíã, [66]). Любая нерасщепляемая по Зунгу невырожденная седловая

особенность U(L) ранга нуль является особенностью типа почти прямого произведения.

Причем если почти прямое произведение (V1 × · · · × Vn)/G несократимо, то представление

особенности U(L) в виде почти прямого произведения единственно.
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1.2 Софокусные квадрики и их свойства

Определение 1.2.1. Семейством софокусных квадрик в R3 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êâàäðèê,

çàäàííûõ óðàâíåíèåì

(b− λ)(c− λ)x2 + (a− λ)(c− λ)y2 + (a− λ)(b− λ)z2 = (a− λ)(b− λ)(c− λ), (1.1)

ãäå a > b > c � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñëè ïàðàìåòð êâàä-

ðèêè ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâåí a, b èëè c, òî îíà íàçûâàåòñÿ вырожденной, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ невырожденной.

Замечание 1.2.1. Îòìåòèì, ÷òî âûðîæäåííûå êâàäðèêè � ýòî â òî÷íîñòè êîîðäèíàòíûå

ïëîñêîñòè. Åñëè æå λ ∈ (−∞, c), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðèêà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì, åñëè

λ ∈ (c, b), òî � îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì, åñëè λ ∈ (b, a), òî � äâóïîëîñòíûì ãèïåðáî-

ëîèäîì. Íà ðèñóíêå 1.3 èçîáðàæåíû òðè ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Рис. 1.3: Три софокусные квадрики: эллипсоид, однополостный и двуполостный гиперболоиды.

Замечание 1.2.2. Â åâêëèäîâîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn(x1, . . . , xn) ñåìåéñòâî ñîôîêóñ-

íûõ êâàäðèê îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

x21
a1 − λ

+ · · ·+ x2n
an − λ

= 1,

ãäå a1 > · · · > an � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, à λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ïðèâîäèìûå íèæå

ôàêòû î ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ âR3 ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Замечание 1.2.3. Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè è èõ ñâîéñòâà èçó÷àëèñü Ê. Ã. ßêîáè â [67], à òàêæå

Ì. Øàëåì â [68]. Îíè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà çíàìåíèòîé òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ

îá èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäàõ â Rn. Ìû åùå íå ðàç îáðàòèìñÿ

ê ýòîé òåîðåìå.
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Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèâå-

äåì íàèáîëåå âàæíûå äëÿ íàñ.

Предложение 1.2.1. Касательные плоскости в точках пересечения двух софокусных квад-

рик ортогональны.

Доказательство. Ïîêàæåì äëÿ íåâûðîæäåííûõ êâàäðèê ïàðàìåòðîâ λ1 è λ2. Â òàêîì

ñëó÷àå óðàâíåíèÿ 1.1 ýòèõ êâàäðèê ìîæíî ïîäåëèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ (a −
λi)(b− λi)(c− λi). Êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèê áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé

ñèñòåìå. 



x2

a− λ1
+

y2

b− λ1
+

z2

c− λ1
= 1

x2

a− λ2
+

y2

b− λ2
+

z2

c− λ2
= 1

Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, à çàòåì, ïîäåëèì ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå íà λ1−λ2:

x2

(a− λ1)(a− λ2)
+

y2

(b− λ1)(b− λ2)
+

z2

(c− λ1)(c− λ2)
= 0.

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ � ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé, çàäàþùèõ êâàäðèêè, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîðû íîðìàëåé â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îð-

òîãîíàëüíû. À ýòî ðàâíîñèëüíî äîêàçûâàåìîìó óòâåðæäåíèþ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Предложение 1.2.2. Через каждую точку P = (x, y, z) ∈ R3, такую, что x 6= 0, y 6= 0,

z 6= 0, проходит в точности три невырожденные софокусные квадрики: эллипсоид, однопо-

лостный и двуполостный гиперболоиды.

Доказательство. Äëÿ òî÷êè P , âñå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû êîòîðîé îòëè÷íû îò íóëÿ,

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fP (λ) =
x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z2

c− λ
. Çàìåòèì, ÷òî lim

λ→−∞
f(λ) = 0 è äëÿ k =

a, b, c èìååì lim
λ→k−0

f(λ) = +∞, lim
λ→k+0

f(λ) = −∞. Îòñþäà, à òàêæå èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî íà èíòåðâàëàõ (−∞, c),

(c, b), (b, a) îáÿçàòåëüíî äîëæíû íàéòèñü êîðíè óðàâíåíèÿ fP (λ) = 1 (ñì. ðèñ. 1.4).

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òî÷êó P îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò òðè ñîôîêóñíûå êâàäðèêè: ýëëèï-

ñîèä è äâà ãèïåðáîëîèäà. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî êîðíåé íå áîëåå òðåõ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî ôóíêöèÿ fP (λ) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà èíòåðâàëàõ (−∞, c), (c, b), (b, a). Â ýòîì ìîæíî

ëåãêî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ åå ïðîèçâîäíóþ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Следствие 1.2.1. Через каждую точку R3 проходит три софокусные квадрики с учетом

кратности. Если упорядочить по возрастанию параметры этих квадрик и обозначить их

через λ1 ⩽ λ2 ⩽ λ3, то λ1 ∈ (−∞, c], λ2 ∈ [c, b], λ3 ∈ [b, a].
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Рис. 1.4: Иллюстрация того, что уравнение fP (λ) = 1 имеет в точности три вещественных корня.

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êó P = (x, y, z), ñóòü êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 1.1. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2.2 â

êàæäîé òî÷êå âíóòðè ëþáîãî êîîðäèíàòíîãî îêòàíòà ýòî óðàâíåíèå èìååò â òî÷íîñòè òðè

âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ 1.1 ãëàäêî çàâèñÿò îò äåêàðòî-

âûõ êîîðäèíàò òî÷êè P , à ïëîñêîñòè Oxy, Oxz, Oyz ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ìåðû íóëü, ýòî

óðàâíåíèå èìååò òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå R3. Îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòè

èçìåíåíèÿ ýòèõ êîðíåé òàêæå âûòåêàþò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.2. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. □

Ïóñòü P ∈ R3, à λ1 ⩽ λ2 ⩽ λ3 � ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç P .

Определение 1.2.2. Ôóíêöèè λ1, λ2, λ3 íàçûâàþòñÿ эллиптическими координатами â R3.

Предложение 1.2.3. Связь между эллиптическими и декартовыми координатами опи-

сывает следующая система.





x2 =
(a− λ1)(a− λ2)(a− λ3)

(a− b)(a− c)

y2 =
(b− λ1)(b− λ2)(b− λ3)

(b− a)(b− c)

z2 =
(c− λ1)(c− λ2)(c− λ3)

(c− a)(c− b)

(1.2)

Доказательство. Ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. □

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì êîîðäèíàòíîì îê-

òàíòå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè, ãëàäêèìè è ðåãóëÿðíûìè.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà íåîáõîäèìî ïîíÿòü, êàê óñòðîåíû òå òî÷êè, â êîòîðûõ íåêîòî-

ðûå èç ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñîâïàäàþò. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè ýòèì òî÷êàì

îòâå÷àþò ôîêóñû ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Â íàøåì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

λ1 = λ2 = c, λ2 = λ3 = b. Ðàññìîòðèì êàæäûé èç íèõ.

1. λ1 = λ2 = c. ßñíî, ÷òî âñå òàêèå òî÷êè äîëæíû ëåæàòü â ïëîñêîñòè z = 0. Äëÿ òîãî

÷òîáû îïèñàòü èíòåðåñóþùåå íàñ ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè z = 0, ïîñìîòðèì íà ïðåäåëû ñî-

ôîêóñíûõ êâàäðèê (â ñìûñëå Õàóñäîðôà) ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà λ ê c. Ñíà÷àëà ðàññìîò-

ðèì ëåâûé ïðåäåë, ò.å. ïðåäåë ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîèäîâ ïðè λ→ c− 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ìåíü-

øàÿ ïîëóîñü ýëëèïñîèäîâ óñòðåìèòñÿ ê íóëþ, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå äâå ê
√
a− c è

√
b− c.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî Ac−0 =

{
(x, y, 0)

∣∣∣ x2

a− c
+

y2

b− c
⩽ 1

}
, ò.å.

ïëîñêàÿ ôèãóðà, ëåæàùàÿ âíóòðè ýëëèïñà F1 =

{
(x, y, 0)

∣∣∣ x2

a− c
+

y2

b− c
= 1

}
(ñì. ðèñ. 1.5.1).

Âíå îáëàñòè Ac−0 â ïëîñêîñòè z = 0 ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäèò ñîôîêóñíûé ýëëèïñîèä, à

çíà÷èò, â òàêèõ òî÷êàõ λ1 < c.

Ïðè λ→ c+ 0 ìíèìàÿ ïîëóîñü îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà óñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à

âåùåñòâåííûå ê
√
a− c è

√
b− c. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Ac+0 ={

(x, y, 0)
∣∣∣ x2

a− c
+

y2

b− c
⩾ 1

}
, ò.å. ïëîñêóþ ôèãóðó ëåæàùóþ âíå ýëëèïñà F1 (ñì. ðèñ. 1.5.2).

Âíóòðè îáëàñòè Ac−0 â ïëîñêîñòè z = 0 ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäèò ñîôîêóñíûé îäíîïî-

ëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, à çíà÷èò, â òàêèõ òî÷êàõ λ2 > c. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå λ1 = λ2

îïðåäåëÿåò ýëëèïñ F1.

2. λ2 = λ3 = b. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåðåñóþùèì íàñ

ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà F2 =

{
(x, 0, z)

∣∣∣ x2

a− b
− z2

b− c
= 1

}
(ñì. ðèñ. 1.5.3-4).

Определение 1.2.3. Ýëëèïñ F1 è ãèïåðáîëà F2 íàçûâàþòñÿ фокальными кривыми.

Ôîêàëüíûå êðèâûå ñûãðàþò âàæíóþ ðîëü â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå

èõ ñâîéñòâà.

Предложение 1.2.4. Эллипс F1 состоит из омбилических точек двуполостных гипербо-

лоидов данного семейства софокусных квадрик, а гипербола F2 — из омбилических точек

эллипсоидов того же семейства.

Доказательство. Èçâåñòíî, ÷òî ýëëèïñîèä âèäà
x2

α2
+
y2

β2
+
z2

γ2
= 1, ãäå α > β > γ > 0,

èìååò ðîâíî 4 îìáèëè÷åñêèå òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíî-

øåíèÿì: x2 = α2α
2 − β2

α2 − γ2
, y = 0, z2 = γ2

β2 − γ2

α2 − γ2
.

Â íàøåì ñëó÷àå α2 = a− λ, β2 = b− λ, γ2 = c− λ. Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíå-

íèÿ îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê: x2 = (a− λ)
a− b

a− c
, y = 0, z2 = (c− λ)

b− c

a− c
. Ðàçäåëèì ïåðâîå óðàâ-

31



Рис. 1.5: Пределы софокусных квадрик при 1. λ→ c− 0, 2. λ→ c+ 0, 3. λ→ b− 0, 4. λ→ b+ 0.

íåíèå íà
a− c

a− b
, à òðåòüå ïîäåëèì íà −a− c

b− c
, ïîñëå ÷åãî ñëîæèì èõ:

x2
a− c

a− b
− z2

a− c

b− c
= a− c.

Ðàçäåëèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà a− c, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ãèïåðáîëû F2. Àíàëîãè÷íûì îá-

ðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëëèïñ F1 ñîñòîèò èç îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê äâóïîëîñòíûõ ãèïåð-

áîëîèäîâ ýòîãî ñåìåéñòâà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Предложение 1.2.5. Эллипс F1 проходит через фокусы гиперболы F2, а гипербола F2 про-

ходит через фокусы эллипса F1.

Доказательство. Èçâåñòíî, ÷òî ôîêàëüíîå ðàññòîÿíèå ýëëèïñà ðàâíÿåòñÿ êâàäðàòíî-

ìó êîðíþ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ åãî áîëüøåé è ìåíüøåé ïîëóîñåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîêàëüíîå

ðàññòîÿíèå ýëëèïñà F1 ðàâíî

√(√
a− c

)2 −
(√

b− c
)2

=
√
a− b. Çíà÷èò, ôîêóñû ýëëèïñà F1

ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ (
√
a− b, 0, 0) è (−

√
a− b, 0, 0). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ãèïåðáîëà F2

ïðîõîäèò ÷åðåç ýòè òî÷êè. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷-

íî. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □
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Замечание 1.2.4. Îòìåòèì, ÷òî â ïëîñêîì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèå ôîêóñîâ íà îñè Ox îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿëî ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Îäíàêî ñóùåñòâóåò ëè àíàëîã òàêèõ

òî÷åê ó ñîôîêóñíûõ ñåìåéñòâ â R3? Íà ñàìîì äåëå, äà, ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå

F1 è F2 (ñàìè ïî ñåáå) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþò ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3,

ïîñêîëüêó èõ ïîëóîñè ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ î âåëè÷èíàõ a − b, a − c. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 1.2.5 ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü ýëëèïñ F1 è ãèïåðáîëó F2, çíàÿ ðàñïîëîæåíèå èõ

ôîêóñîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà âîêðóã ôîêàëüíîé ïðÿìîé). Òàêèì îáðàçîì, ïî ôîêóñàì

êðèâûõ F1 è F2 ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê (ñì. ðèñ. 1.6). Ñòàëî

áûòü, ýòè ÷åòûðå òî÷êè ìîæíî ñ÷èòàòü фокусами ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3.

Рис. 1.6: Восстановление семейства софокусных квадрик по двум парам точек, симметрично распо-

ложенным на оси Ox. Сначала определяем фокальные кривые (переход от 1 к 2), после чего находим
семейство софокусных квадрик (переход от 2 к 3).

1.3 Софокусные биллиарды в R3. Описание системы

Çàôèêñèðóåì â R3 ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Ïî ýòîìó ñåìåéñòâó ìîæíî îïðå-

äåëèòü 2 ðàçëè÷íûõ âèäà áèëëèàðäîâ: ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ è òðåõìåðíûå

áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè. Ââèäó ñõîæåñòè ýòèõ äâóõ ñèñòåì, ìû

ðàçäåëèì ñòðàíèöû äàííîãî ïàðàãðàôà íà äâå êîëîíêè: â ïåðâîé áóäåò èäòè ðå÷ü î áèë-

ëèàðäàõ íà êâàäðèêàõ, à âî âòîðîé � î òðåõìåðíûõ áèëëèàðäàõ. Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü

äèíàìèêó ýòèõ ñèñòåì, îïèøåì èõ êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà.

Определение 1.3.1. Ðàññìîòðèì íà íåâû-

ðîæäåííîé êâàäðèêå E èç ñîôîêóñíîãî ñåìåé-

ñòâà ñâÿçíóþ îáëàñòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêà-

íèåì, îãðàíè÷åííóþ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîôî-

Определение 1.3.2. Трехмерным биллиард-

ным столом Z3 áóäåì íàçûâàòü çàìûêàíèå

ñâÿçíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â R3, ãðàíèöà

êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ
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êóñíûõ ñ E êâàäðèê è èìåþùóþ óãëû èçëîìà

íà ãðàíèöå, ðàâíûå π/2. Çàìûêàíèå Z2 ýòîé

îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü биллиардным сто-

лом на квадрике E.

ãðàíåé, ëåæàùèõ íà êâàäðèêàõ ñîôîêóñíîãî

ñåìåéñòâà. Ïðè ýòîì, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî äâóãðàííûå óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå Z3

ðàâíû π/2.

Ïðèìåðû òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ, à òàêæå áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà êâàäðèêàõ

ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 1.7.

Рис. 1.7: Примеры биллиардных столов: 1 — на эллипсоиде, 3 — на однополостном гиперболоиде

(столы выделены темным цветом); 2, 4 — трехмерные биллиардные столы. Пунктирными линиями

выделены участки пересечения столов с координатными плоскостями. На рисунке 1 выделенные

точки — омбилические.

Òåïåðü çàäàäèì äèíàìèêó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè äëÿ êàæäîãî âèäà áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ

è îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü Z2 � áèëëèàðäíûé ñòîë íà íåâû-

ðîæäåííîé êâàäðèêå èç ñîôîêóñíîãî ñåìåé-

ñòâà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàñ-

ñû äâèæåòñÿ âíóòðè Z2 âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ

Ïóñòü Z3 � òðåõìåðíûé áèëëèàðäíûé

ñòîë. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ

ñèñòåìó: ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàñ-

ñû äâèæåòñÿ âíóòðè òðåõìåðíîãî áèëëèàðä-

íîãî ñòîëà Z3 ïî ïðÿìûì ñ ïîñòîÿííîé ïî ìî-
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c ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ, îòðàæà-

ÿñü îò ãðàíèöû ñòîëà àáñîëþòíî óïðóãî. Òà-

êóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü

софокусным геодезическим биллиардом.

äóëþ ñêîðîñòüþ, îòðàæàÿñü îò ãðàíèöû Z3

àáñîëþòíî óïðóãî. Òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñè-

ñòåìó ìû áóäåì íàçûâàòü трехмерным софо-

кусным биллиардом.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü äèíàìèêó ñèñòåì â òî÷êàõ èçëîìà ãðàíèöû ñòîëîâ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå

ñòîëà Z2 (åñëè òàêèå åñòü) ðàâíû π/2, äèíà-

ìèêó ÷àñòèöû â óãëîâûõ òî÷êàõ ìîæíî äî-

îïðåäåëèòü ïî íåïðåðûâíîñòè. À èìåííî, ïðè

ïîïàäàíèè â òàêîé óãîë ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà

îòðàçèòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè,

íå òåðÿÿ ñâîåé ñêîðîñòè.

Ïîñêîëüêó âñå äâóãðàííûå óãëû èçëîìà

íà ãðàíèöå ñòîëà Z3 ðàâíû π/2, îòðàæåíèå â

òàêèõ òî÷êàõ ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïî íåïðå-

ðûâíîñòè. À èìåííî, ïðè ïîïàäàíèè â òî÷êó x

ãðàíèöû áèëëèàðäíîãî ñòîëà âåêòîð ñêîðîñòè

÷àñòèöû äîëæåí ïîñëåäîâàòåëüíî îòðàçèòüñÿ

îò âñåõ ñòåíîê Z3, ñìûêàþùèõñÿ â x.

Замечание 1.3.1. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò âñå îòðàæåíèÿ îò ñòå-

íîê áèëëèàðäíîãî ñòîëà êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò îòðàæåíèÿ âåêòîðà

v íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî îòðàæåíèé îò êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êâàäðèê, âõî-

äÿùèõ â ñîñòàâ ãðàíèöû ñòîëà â òî÷êå x. Òàê æå íàì âàæíî, ÷òî âñå óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå

ñòîëîâ ðàâíû π/2, à íå 3π/2, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü îòðàæåíèå â

òî÷êàõ èçëîìà ïî íåïðåðûâíîñòè.

Îïèøåì òåïåðü ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîôîêóñíîãî ãåî-

äåçè÷åñêîãî áèëëèàðäà íà êâàäðèêå E � òî-

ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M4 = {(x, v)|x ∈
Z2, v ∈ TxE}/ ∼, ãäå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè ∼ íà ãðàíèöå ñòîëà Z2 çàäàåòñÿ òàê.

Ïàðû (x1, v1) è (x2, v2), ãäå x1, x2 ëåæàò íà

ãðàíèöå Z2, эквивалентны â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà x1 = x2, à v2 ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí èç v1 ïóòåì íåñêîëüêèõ îòðàæåíèé

îòíîñèòåëüíî ñòåíîê Z2, ñìûêàþùèõñÿ â ýòîé

òî÷êå.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîãî ñî-

ôîêóñíîãî áèëëèàðäà � ýòî òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî M6 = {(x, v)|x ∈ Z3, v ∈
TxR

3}/ ∼, ãäå ∼ åñòü ñëåäóþùåå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè íà ãðàíèöå ñòîëà Z3. Ïà-

ðû (x1, v1) è (x2, v2), ãäå x1, x2 ∈ ∂Z3, экви-

валентны â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

x1 = x2, à âåêòîð v2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç v1

ïóòåì íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæå-

íèé îòíîñèòåëüíî ñòåíîê Z3, ñìûêàþùèõñÿ â

ýòîé òî÷êå.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ H = ‖v‖2/2 (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè) ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðåðûâíîé íà ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ è ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü

òðàåêòîðèé ñèñòåì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ первым интегралом.
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Äëÿ áîëåå óäîáíîé ðàáîòû èñêëþ÷èì èç ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ áèëëèàðäîâ âñå ïàðû

òî÷êà-âåêòîð ñ íóëåâûìè âåêòîðàìè ñêîðîñòè, îñòàâèâ îáîçíà÷åíèÿ ñàìèõ ïðîñòðàíñòâ ïðåæ-

íèìè. Â òàêîì ñëó÷àå �îáíîâëåííûå� ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà áóäóò òîïîëîãè÷åñêèìè ìíîãî-

îáðàçèÿìè. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè

Qh = {x ∈M |H(x) = h}. Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ôàêòîâ ïðèâåäåíî â ÷åòâåðòîé ãëàâå è íå òðå-
áóåò èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåì.

Ñèñòåìà áèëëèàðäà â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òàê êàê ñêëåéêà â òî÷êàõ

ãðàíèöû, êàê ïðàâèëî, íå ïîçâîëÿåò ââåñòè ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà ôàçîâîì ìíîãîîáðàçèè.

Îïèñûâàåìûé íèæå ïîäõîä ïðåäëîæåí À.Ò. Ôîìåíêî.

Ìíîãîîáðàçèå M4 ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà íà êâàäðèêå (ñîîòâåòñòâåííî M6 òðåõìåðíî-

ãî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì. Îíî ðàñïàäàåòñÿ íà ãëàäêèå êóñêè,

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃4 (ñîîòâåòñòâåííî M̃6). Íà M̃ ìîæíî ââåñòè êà-

íîíè÷åñêóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû â ñîñåäíèõ ãëàäêèõ

îáëàñòÿõ íåïðåðûâíî ñîãëàñîâàíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà, òî åñòü èõ ïðåäåëû �ñïðàâà� è �ñëå-

âà� ñîâïàäàþò. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ñèñòåìà íà M4 (ñîîòâåòñòâåííî íà M6)

интегрируема в кусочно-гладком смысле (íî â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, äëÿ êðàòêîñòè,

ïðîñòî îá èíòåãðèðóåìîñòè), åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå íà M4 (íà M6) è ãëàäêèå íà

M̃4 (íà M̃6) ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè f è H (ñîîòâåòñòâåííî f1, f2 è H), êîòî-

ðûå íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè íà M̃4 (íà M̃6). Âîïðîñû �ñãëàæèâàíèÿ� ôàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

ðàññìàòðèâàëèñü Â.Ô. Ëàçóòêèíûì â ðàáîòå [69] è Å.A. Êóäðÿâöåâîé â [70] .

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ãëàäêîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Q3 áèëëèàðäà äâóõ ñòå-

ïåíåé ñâîáîäû è ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ ôóíêöèé f è H. Ïóñòü ïîòîêè

sgrad f è sgradH ïîëíû. Åñëè óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïîíåíòà ñîâ-

ìåñòíîãî óðîâíÿ ôóíêöèé f è H ãîìåîìîðôíà ëèáî êóñî÷íî-ãëàäêîìó òîðó, ëèáî îñîáîìó

ñëîþ êóñî÷íî-ãëàäêîãî òðåõìåðíîãî àòîìà (äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé f), òî áóäåì ãî-

âîðèòü, ÷òî âûïîëíåíà кусочно-гладкая теорема Лиувилля (àíàëîãè÷íî äëÿ Q5 òðåõìåðíîãî

áèëëèàðäà è èíòåãðàëîâ H, f1, f2). Ïðè ýòîì, åñëè ìàëûå îêðåñòíîñòè îñîáûõ ñëîåâ ãîìåî-

ìîðôíû 3-àòîìàì, òî â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ãðóáóþ ìîëåêóëóW è îïðåäåëèòü

ìåòêè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ áèëëèàðäîâ â êîìïàêòíûõ îáëàñòÿõ ïîëíîòà ãàìèëüòîíîâûõ ïîòî-

êîâ î÷åâèäíà.

Íàïîìíèì, ãàìèëüòîíèàí áèëëèàðäà � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ò.å.

ôóíêöèÿ H = ‖v‖2/2. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîôîêóñíûå ãåîäåçè÷åñêèå

áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ, à òàêæå òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðó-

åìûìè â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå.
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1.4 Интегрируемость софокусных биллиардов в R3

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíà èíòåãðèðóåìîñòü ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ íà

êâàäðèêàõ, à òàêæå òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû ïî èíåðöèè

â R3. Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû êâàäðèê ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà 1.1, êîòîðûõ êàñàåòñÿ ïðÿìàÿ-

òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â

òî÷êå P = (x, y, z) ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè v = (ẋ, ẏ, ż). Òîãäà ïàðàìåòðèçàöèÿ åå òðàåêòîðèè èìå-

åò âèä: P + τv, τ ∈ R. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïðîèçâîëüíîé

êâàäðèêîé ïàðàìåòðà λ, íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ýòó ïàðàìåòðèçàöèþ â óðàâíåíèå êâàäðèêè

è ðåøèòü ïîëó÷èâøååñÿ êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî τ óðàâíåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ

êàñàåòñÿ ñîôîêóñíîé êâàäðèêè ïàðàìåòðà λ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äèñêðèìè-

íàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

(
xẋ

a− λ
+

yẏ

b− λ
+

zż

c− λ

)2

=

(
ẋ2

a− λ
+

ẏ2

b− λ
+

ż2

c− λ

)
·
(

x2

a− λ
+

y2

b− λ
+

z2

c− λ
− 1

)
(1.3)

Êîðíè λ ýòîãî óðàâíåíèÿ è åñòü ïàðàìåòðû êâàäðèê êàñàíèÿ.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå 1.3, äîìíîæèâ åãî íà (a − λ)(b − λ)(c − λ) è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå

ñëàãàåìûå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå Hλ2 − F1λ + F2 = 0, ãäå H �

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à ôóíêöèè F1 è F2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

F1 =
1

2

(
(b+ c)ẋ2 + (a+ c)ẏ2 + (a+ b)ż2

)
− 1

2

(
K2
x +K2

y +K2
z

)
,

F2 =
1

2

(
bc ẋ2 + ac ẏ2 + ab ż2

)
− 1

2

(
aK2

x + bK2
y + cK2

z

)
.

Çäåñü Kx, Ky, Kz � êîìïîíåíòû âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Íà-

ïîìíèì, ÷òî K = P × v. Òðåõ÷ëåí Hλ2 − F1λ+ F2 íàçîâåì многочленом касания.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè H,F1, F2 ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè, ìîæíî äîñòàòî÷íî áûñòðî

âû÷èñëèòü èõ ïîïàðíûå ñêîáêè Ïóàññîíà è óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå îíè ðàâíû íóëþ. Îäíàêî äëÿ

òîãî ÷òîáû óâèäåòü ãëóáèííûé ñìûñë ýòèõ ôóíêöèé, ïåðåéäåì ê ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

λ1, λ2, λ3 è ñîïðÿæåííûì èì èìïóëüñàì p1, p2, p3. Ïîëó÷èì:

H = 2

(
Δ1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ2)
p21 +

Δ2

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

Δ3

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23

)
,

F1 = 2

(
(λ2 + λ3)Δ1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ2)
p21 +

(λ1 + λ3)Δ2

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

(λ1 + λ2)Δ3

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23

)
,

F2 = 2

(
λ2λ3Δ1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ2)
p21 +

λ1λ3Δ2

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
p22 +

λ1λ2Δ3

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
p23

)
,
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ãäå Δi = (a− λi)(b− λi)(c− λi).

Ðàññìîòðèì íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê R3 òðè ñêîáêè Ïóàññîíà {·, ·}1, {·, ·}2, {·, ·}3,
îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè.

{f, g}i =
∂f

∂λi

∂g

∂pi
− ∂g

∂λi

∂f

∂pi
∀ f, g ∈ C∞(T *R3), i = 1, 2, 3

Áóäåì íàçûâàòü ýòè ñêîáêè Ïóàññîíà частичными.

Предложение 1.4.1. Функции H,F1, F2 коммутируют относительно всех частичных ско-

бок Пуассона.

Доказательство. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèé H,F1 è ïåðâîé ÷àñòè÷-

íîé ñêîáêè Ïóàññîíà. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îáîçíà÷èì ôóíêöèè
Δi

(λi − λj)(λi − λk)
÷åðåç Ai, òîãäà

{H,F1}1 = 8

(
∂A1

∂λ1
p21 +

∂A2

∂λ1
p22 +

∂A3

∂λ1
p23

)
(λ2 + λ3)A1p1−

−8

(
(λ2 + λ3)

∂A1

∂λ1
p21 + (λ1 + λ3)

∂A2

∂λ1
p22 + (λ1 + λ2)

∂A3

∂λ1
p23 + A2p

2
2 + A3p

2
3

)
A1p1 =

= 8A1p1

((
(λ2 − λ1)

∂A2

∂λ1
+ A2

)
p22 +

(
(λ3 − λ1)

∂A3

∂λ1
+ A3

)
p23

)
.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèè Ai óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèÿì

(λi − λj)
∂Ai
∂λj

+ Ai = 0 ∀i 6= j.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Следствие 1.4.1. Функции H,F1, F2 коммутируют относительно стандартной скобки

Пуассона.

Доказательство. Ñòàíäàðòíàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âñåõ ÷àñòè÷íûõ. Ïî-

ñêîëüêó H,F1, F2 êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñêîáîê, òî îíè êîììóòèðóþò

îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. □

Îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèè H,F1, F2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè. Ýòî óñòàíàâ-

ëèâàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Предложение 1.4.2. Функции H,F1, F2 функционально независимы.

Доказательство. Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè ýòèõ ôóíêöèé ïî ïåðå-
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ìåííûì èìïóëüñà (îáîçíà÷åíèÿ Ai âîçüìåì èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ):

D(H,F1, F2)

D(p1, p2, p3)
= 64 p1p2p3A1A2A3

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

λ2 + λ3 λ1 + λ3 λ1 + λ2

λ2λ3 λ1λ3 λ1λ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.4)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè pi, Ai ïî÷òè âñþäó íå îáðàùàþòñÿ â íóëü (îíè îáíóëÿþòñÿ íà

íåñêîëüêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ â R6(λ1, λ2, λ3, p1, p2, p3)). Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íûì ñâîé-

ñòâîì îáëàäàåò îïðåäåëèòåëü ñïðàâà, à èìåííî, îí ðàâåí íóëþ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà λi = λj äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j. Ïîñòðîèì ïî êàæäîìó ñòîëáöó ìàòðèöû ñïðàâà ìíîãî-

÷ëåí ñ òàêèì æå íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ: P1(z) = z2 + (λ2 + λ3)z + λ2λ3 = (z + λ2)(z + λ3),

P2(z) = z2+(λ1+λ3)z+λ1λ3 = (z+λ1)(z+λ3), P3(z) = z2+(λ1+λ2)z+λ1λ2 = (z+λ1)(z+λ2).

Ýòè ìíîãî÷ëåíû ëèíåéíî çàâèñèìû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

â ôîðìóëå 1.4 ðàâåí íóëþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå λi ðàçëè÷íû, òîãäà íèêàêîé èç Pi íå ìîæåò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ

÷åðåç îñòàëüíûå, ïîñêîëüêó z = −λi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ êðîìå Pi. Åñëè æå

λi = λj äëÿ íåêîòîðîãî i 6= j, òî ìíîãî÷ëåíû Pi è Pj ñîâïàäàþò.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî, ãäå ÿêîáèàí 1.4 íå ðàâåí íóëþ, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è âñþäó

ïëîòíûì â T *R3, ò.å. H,F1, F2 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Äîêàæåì åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî èíòåãðàëîâ H,F1, F2, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìû

îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ.

Предложение 1.4.3. На совместном уровне h, f1, f2 первых интегралов H,F1, F2 уравнения

движения материальной можно переписать в следующем виде.

λ̇i = ± 2
√
2

(λi − λj)(λi − λk)

√
(a− λi)(b− λi)(c− λi)(hλ2i − f1λi + f2) ∀i = 1, 2, 3 (1.5)

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî Hλ2i − F1λi + F2 = 2Δip
2
i . Èç ýòîé ôîðìóëû âûðàæàåì

pi. Àíàëîãè÷íî âûðàæàåì pi èç óðàâíåíèÿ λ̇i = ∂H/∂pi. Ïðèðàâíÿâ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

òðåáóåìûå ôîðìóëû. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Следствие 1.4.2. Многочлен касания всегда имеет 2 вещественных корня с учетом крат-

ности. Иными словами, произвольная прямая в R3 касается двух софокусных квадрик с

учетом кратности.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîð-

íåé. Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå 1.5 ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå îáÿçàíî áûòü îòðèöàòåëüíûì íà

îäíîì èç èíòåðâàëîâ: (c, b), (b, a). Îäíàêî ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó äâèæå-
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íèå âäîëü îäíîé èç ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íå áûëî áû îïðåäåëåíî. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

□

Ýòî ñëåäñòâèå íîñèò èìÿ çàìå÷àòåëüíîãî ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Ì. Øàëÿ. Äîêàçà-

òåëüñòâî Øàëÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [68].

Следствие 1.4.3. Произвольная прямая в R3

• не может касаться двух софокусных эллипсоидов;

• не может касаться двух софокусных двуполостных гиперболоидов;

• может касаться двух софокусных однополостных гиперболоидов.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ â R3 êàñàåòñÿ äâóõ ñîôîêóñíûõ

ýëëèïñîèäîâ. Òîãäà ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé ïîä êîðíåì â ôîðìóëå 1.5, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà

èíòåðâàëàõ (c, b) è (b, a). Îäíàêî çíàêè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïðîìåæóòêàõ (c, b) è (b, a) ðàçíûå.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî îäíîé èõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íå îïðåäåëåíî.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ îñòàâøèõñÿ òèïîâ íåâûðîæäåííûõ êâàäðèê.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. □

Èç äîêàçàííûõ âûøå ïðåäëîæåíèé ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäîâ, îáñóæäàåìûõ

â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Теорема 1.4.1.

1. Трехмерные биллиарды, ограниченные софокусными квадриками, являются интегри-

руемыми в кусочно-гладком смысле. Более того, все прямолинейные участки (или их

продолжения) произвольной траектории-ломаной материальной точки трехмерно-

го софокусного биллиарда касаются двух софокусных квадрик (с учетом кратности),

общих для всех звеньев траектории.

2. Софокусные биллиарды на квадриках являются интегрируемыми в кусочно-гладком

смысле. Более того, касательные прямые, проведенные к траектории софокусного бил-

лиарда на некоторой квадрике (во всех точках гладкости траектории), касаются по-

мимо этой квадрики еще одной софокусной с данной. Эта квадрика является общей

для всех точек гладкости траектории.

Замечание 1.4.1. Òåîðåìó 1.4.1 ìîæíî âûâåñòè èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû ßêîáè-Øàëÿ îá

èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäàõ, äîïîëíèòåëüíî óòî÷íèâ, ÷òî èí-

òåãðàëû ýòîé çàäà÷è èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé îò êâàäðèê, ñîôîêóñíûõ ñ ýë-

ëèïñîèäîì. Òåì íå ìåíåå, ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4.1, ïîñêîëüêó ôàêòû,

èñïîëüçóåìûå â íåé, áóäóò êðàéíå ïîëåçíû â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè.
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Доказательство. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ïóíêòà, ïîñêîëüêó îí ïî ñóòè íàìè óæå äîêà-

çàí. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè H,F1, F2 çàâèñÿò òîëüêî îò êâàäðàòîâ èìïóëüñîâ p1, p2 è p3, à

ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè îòðàæåíèè ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè îòíîñèòåëüíî ãðàíè ñîôîêóñíîé êâàäðèêè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.4.1 è

ïðåäëîæåíèþ 1.4.2 (à òàêæå ââèäó î÷åâèäíîé ïîëíîòû ïîòîêà ñèñòåìû) ïðîèçâîëüíûé òðåõ-

ìåðíûé ñîôîêóñíûé áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå.

Ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êîòîðûõ êàñàåòñÿ çâåíî òðàåêòîðèè-ëîìàíîé (òàêàÿ

êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ каустикой), ñóòü êîðíè óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè H,F1, F2. Ïðè

ýòîì, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.4.2, ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ âñåãäà èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðîâ êâàäðèê-êàóñòèê â òî÷íîñòè äâà, è îíè ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëíîñòüþ äîêà-

çàíî.

×òîáû äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå, âíèìàòåëüíî ïðèñìîòðèìñÿ ê ïðåäëîæåíèþ 1.4.1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ êâàäðèêó, íàïðèìåð, ýëëèïñîèä, òî â êà÷åñòâå

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà íåé âûñòóïàþò ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû λ2 è λ3. Êàíîíè÷åñêàÿ

ñêîáêà Ïóàññîíà íà ýëëèïñîèäå åñòü ñóììà âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòè÷íûõ ñêîáîê. Îäíàêî

ôóíêöèè H,F1, F2 êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñêîáîê, ñëåäîâàòåëüíî, îíè

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà íåì. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü íåñêîëüêî ôàê-

òîâ. Âî-ïåðâûõ, H è F1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñìûìè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîé-

ñòâà ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 1.4.2. Âî-âòîðûõ, ôóíêöèè

H,F1, F2 íå ìåíÿþòñÿ ïðè îòðàæåíèè îò êâàäðèêè, à ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñîôîêóñíûå ãåîäåçè-

÷åñêèå áèëëèàðäû èíòåãðèðóåìû. Â-òðåòüèõ, óòâåðæäåíèå î êàñàíèè ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ

ñïðàâåäëèâûì. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþò â òî÷íîñòè äâå ñîôîêóñíûå êâàäðèêè-êàóñòèêè,

îäíàêî îäíà èõ íèõ � èìåííî òà, íà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ áèëëèàðä. Òàêèì îáðàçîì,

òåîðåìà äîêàçàíà. □

Îñòàåòñÿ îòâåòèòü åùå íà îäèí âàæíûé âîïðîñ. Â êàêîì ñìûñëå íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò

êàñàòüñÿ âûðîæäåííîé êâàäðèêè? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Предложение 1.4.4.

1. Касание прямой l и квадрики параметра λ = c равносильно тому, что прямая l пере-

секает фокальный эллипс F1.

2. Касание прямой l и квадрики параметра λ = b равносильно тому, что прямая l пере-

секает фокальную гиперболу F2.

3. Касание прямой l и квадрики параметра λ = a равносильно тому, что прямая l лежит

в плоскости x = 0.
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Доказательство. Ìû îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ïåðâîãî ïóíêòà. Îñòàëüíûå ðàç-

áèðàþòñÿ ïî àíàëîãèè. Ïðÿìàÿ l, çàäàííàÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå (x + τ ẋ, y + τ ẏ, z + τ ż)

ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêàëüíûé ýëëèïñ F1 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà





z + τ ż = 0,

(x+ τ ẋ)2

a− c
+

(y + τ ẏ)2

b− c
= 1,

èìååò ðåøåíèå (îòíîñèòåëüíî τ). Èñêëþ÷àÿ τ èç íåå ïîëó÷èì óðàâíåíèå (óñëîâèå ñîâìåñòíî-

ñòè ñèñòåìû)

(b− c)(xż − zẋ)2 + (a− c)(yż − zẏ)2 = (a− c)(b− c)ẏ2.

À ýòî óðàâíåíèå êàê ðàç ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî λ = c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà êàñàíèÿ.

×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íåîáõîäèìî íàïèñàòü ìíîãî÷ëåí êàñàíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ,

à çàòåì ïîäñòàâèòü â íåãî λ = c. □
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Глава 2

Софокусные биллиарды на квадриках

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû êëàññèôèöèðóåì âñå ñîôîêóñíûå ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû îò-

íîñèòåëüíî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ Â.Â. Âåäþøêèíîé (ñì. ðàáîòû

[7], [71]), íà ìíîæåñòâå ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà çàäàííîé êâàäðèêå (ýëëèïñî-

èä, îäíîïîëîñòíûé è äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû) ââåäåì îòíîøåíèå êîìáèíàòîðíîé ýêâè-

âàëåíòíîñòè, ñîãëàñîâàííîå ñ îòíîøåíèåì ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ

áèëëèàðäîâ, ïîñëå ÷åãî äîêàæåì òåîðåìó êëàññèôèêàöèè. Çàòåì ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñ-

ëèì èíâàðèàíòû Ôîìåíêî è Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ñòîëîâ

è òåì ñàìûì ïîëó÷èì ïîëíóþ ëèóâèëëåâó êëàññèôèêàöèþ ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèë-

ëèàðäîâ.

×åðåç Λ áóäåì îáîçíà÷àòü äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà

(íà êâàäðèêå) � ïàðàìåòð ñîôîêóñíîé êâàäðèêè, êîòîðîé êàñàþòñÿ âñå êàñàòåëüíûå ïðÿìûå,

ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ ãëàäêîñòè òðàåêòîðèè (ñì. òåîðåìó 1.4.1).

2.1 Комбинаторная эквивалентность столов.

Теоремы классификации

Ïóñòü E � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà èç ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà 1.2.1. Ââåäåì íà ìíîæå-

ñòâå áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà E ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåííîñòè.

Определение 2.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîôîêóñíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû Z1 è Z2 íà êâàä-

ðèêå E комбинаторно эквивалентны, åñëè è òîëüêî åñëè Z2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç Z1 ïðèìå-

íåíèåì íåñêîëüêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

� ïîñëåäîâàòåëüíûì èçìåíåíèåì ñåãìåíòîâ ãðàíèöû ïóòåì íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè â

êëàññå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, òàê, ÷òîáû ïàðàìåòð λ èçìåíÿåìîãî ñåãìåíòà ãðàíèöû

íå ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ b, åñëè E � ýëëèïñîèä, çíà÷åíèÿ c, åñëè E � äâóïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä, è çíà÷åíèé b, c, åñëè E � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;
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� ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

Замечание 2.1.1. Òàêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè âûáðàíî íå ñëó÷àéíî. Ñîãëàñíî ñëåä-

ñòâèþ 1.4.3 êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê ýëëèïñîèäó íå ìîæåò êàñàòüñÿ äðóãîãî ñîôîêóñíîãî ýë-

ëèïñîèäà. Ñëåäîâàòåëüíî, òèï êàóñòèêè ê òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû ìîæåò èçìåíèòüñÿ ëèøü ïðè

Λ = b. Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà òèï êàóñòèêè ìåíÿåòñÿ ïðè Λ = c.

Òåì âðåìåíåì, êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê îäíîïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó ìîæåò êàñàòüñÿ ñîôî-

êóñíîé êâàäðèêè ëþáîãî âèäà, ñëåäîâàòåëüíî, òèï êàóñòèêè ìîæåò ïîìåíÿòüñÿ êàê ïðè Λ = b,

òàê è ïðè Λ = c.

Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ñîäåðæèò êâàäðèêè òðåõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ

(ýëëèïñîèäû, îäíîïîëîñòíûå è äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû), íàì íåîáõîäèìî êëàññèôèöè-

ðîâàòü áèëëèàðäíûå ñòîëû äëÿ êàæäîãî âèäà êâàäðèê.

Теорема 2.1.1 (Êëàñcèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ îáëàñòåé íà êâàäðèêàõ). Пусть E — невы-

рожденная квадрика из софокусного семейства, тогда (с точностью до комбинатор-

ной эквивалентности):

1. Если E — эллипсоид, то на нем существует ровно 21 тип неэквивалентных билли-

ардных столов (см. таблицу пункта 2.2.3);

2. Если E — однополостный гиперболоид, то на нем существует ровно 21 тип неэкви-

валентных биллиардных столов (см. таблицу пункта 2.3.3);

3. Если E — двуполостный гиперболоид, то на нем существует ровно 13 типов неэкви-

валентных биллиардных столов (см. таблицу пункта 2.3.4).

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó öåïî÷êîé íåñêîëüêèõ ïðåäëîæåíèé.

Предложение 2.1.1. На эллипсоиде существует в точности 21 тип комбинаторно неэк-

вивалентных биллиардных столов. Все они перечислены в таблице пункта 2.2.3.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä E èç ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà è ýëëèïòè÷åñêóþ

ñèñòåìó êîîðäèíàò íà íåì (ñì. ðèñ. 2.1.1).

Çàíóìåðóåì îìáèëè÷åñêèå òî÷êè ýëëèïñîèäà E, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 2.1.1-2, à çà-

òåì ðàçðåæåì E ïëîñêîñòüþ y = 0. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì äâå îäèíàêîâûå ôèãóðû, êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà åäèíè÷íîìó êâàäðàòó â äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè. Ââèäó îðòîãî-

íàëüíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ýòîò ãîìåîìîðôèçì ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî âåðøèíàì

êâàäðàòîâ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îìáèëè÷åñêèå òî÷êè, ãðàíèöå � ýëëèïñ {y = 0} ∩ E, à ëè-
íèÿì ïàðàëëåëüíûì ñòîðîíàì êâàäðàòîâ � ëèíèè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà ýëëèïñîèäå.

Îáîçíà÷èì ýòè êâàäðàòû ÷åðåç K1 è K2.
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Рис. 2.1: 1. Эллиптические координаты на эллипсоиде; 2. Пример софокусного биллиардного стола

на эллипсоиде.

Çàìîñòèì äåêàðòîâó ïëîñêîñòü åäèíè÷íûìè êâàäðàòàìè. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé êâàä-

ðàò K çàìîùåíèÿ è ïîëîæèì K = K1. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû K êàê ó K1. Âñå êâàäðàòû,

èìåþùèå ñ K îáùóþ ñòîðîíó, îáúÿâèì çà K2 è ïðîíóìåðóåì èõ îñòàâøèåñÿ âåðøèíû êàê

ó K2. Äàëåå ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â èòîãå ïîëó÷èì ïëîñêîñòü Π, çàìîùåííóþ

êâàäðàòàìè K1 è K2 â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (ñì. ðèñ. 2.2.1), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðà-

æåíèå çàìîùåíèÿ f : Π → E. Äàëåå âåðøèíû êâàäðàòîâ Ki ìû áóäåì íàçûâàòü вершинами

замощения.

Îòìåòèì, ÷òî f � íå ÷òî èíîå, êàê ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ïëîñêîñòè íà ñôåðó, êîòîðîå

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ çíàìåíèòîé ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà.

Рис. 2.2: 1) Плоскость замощенная квадратами K1 и K2; 2) Прообраз биллиардного стола, изобра-

женного на рисунке 2.1.2 при отображении f .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðîîáðàç áèëëèàðäíîãî ñòîëà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè � ëèáî âñÿ
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ïëîñêîñòü Π, ëèáî ñ÷åòíûé íàáîð ïîëîñ, ëèáî ñ÷åòíûé íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ (áûòü ìî-

æåò ñöåïëåííûõ â íåêîòîðûõ âåðøèíàõ). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óãëû èçëîìà ãðàíèöû

áèëëèàðäíîãî ñòîëà ðàâíû π/2. Âûÿñíèì òåïåðü, êàê ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëîâ

äåéñòâóþò â ïëîñêîñòè Π.

• Íåïðåðûâíàÿ äåôîðìàöèÿ ñòåíîê ñòîëà Z ⊂ E â êëàññå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ñîîò-

âåòñòâóåò ïðÿìîëèíåéíîìó ðàñòÿæåíèþ/ñæàòèþ ñòîðîí ôèãóð f−1(Z) íà ïëîñêîñòè Π. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ïðè äåôîðìàöèè ñòåíîê Z çàïðåùåíî çàõîäèòü íà ñëîé λ = b. Ïîýòîìó ïðè

ñîîòâåòñòâóþùåé äåôîðìàöèè â Π ìíîæåñòâà f−1(Z) íå ìîãóò çàõîäèòü íà ãðàíèöû êâàäðà-

òîâ Ki, ïîñêîëüêó ãðàíèöû Ki ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè ñëîÿ λ = b ïðè îòîáðàæåíèè f .

• Ñèììåòðèÿ ýëëèïñîèäà E îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåííîé

ñèììåòðèè âñåõ êâàäðàòîâ çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè Π, îòîáðàæàþùåé âåðøèíû 1 â âåðøèíû 4,

à âåðøèíû 2 � â âåðøèíû 3, è íàîáîðîò.

• Ñèììåòðèÿ ýëëèïñîèäà E îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x = 0 ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåííîé

ñèììåòðèè âñåõ êâàäðàòîâ çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè Π, îòîáðàæàþùåé âåðøèíû 1 â âåðøèíû 2,

à âåðøèíû 3 � â âåðøèíû 4, è íàîáîðîò.

• Ñèììåòðèÿ ýëëèïñîèäà E îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0 ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ

ïëîñêîñòè Π îòíîñèòåëüíî îñè x (èëè îñè y, òàê êàê ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ), ò.å. êâàäðàòû

K1 è K2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Ïðèñòóïèì ê êëàññèôèêàöèè. Ïðîâåäåì åå â òåðìèíàõ ïðîîáðàçîâ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ

íà ïëîñêîñòè Π îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âûøå.

1. Ïóñòü ñíà÷àëà ïðîîáðàç ñòîëà Z ïðè îòîáðàæåíèè f ðàâåí âñåé ïëîñêîñòè. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ñòîë � âåñü ýëëèïñîèä. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò åãî. Çíà÷èò, òàêîé

ñòîë áîëüøå íè÷åìó íå ýêâèâàëåíòåí (ñòîë 1 èç òàáëèöû 2.2.3).

2. Åñëè f−1(Z) ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîëîñ, òî ñóùåñòâóåò äâà âàðèàíòà èõ ðàñ-

ïîëîæåíèÿ: ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûøå íå ìîãóò

ïåðåâåñòè ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû â âåðòèêàëüíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëû îòâå÷àþùèå ðàç-

íûì ðàñïîëîæåíèÿì ïîëîñ íåýêâèâàëåíòíû.

Ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû òîëüêî äâà íåýêâèâàëåíò-

íûõ ïîäñëó÷àÿ (îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âûøå): ïîëîñà íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãîðèçîíòàëü-

íûìè ãðàíèöàìè êâàäðàòîâ Ki; ïîëîñà ïåðåñåêàåò ãîðèçîíòàëüíûå ó÷àñòêè Ki. Êàæäûé èç

ýòèõ ïîäñëó÷àåâ îïðåäåëÿåò ðîâíî îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñòîëîâ. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷-

íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîðèçîíòàëüíûå

è âåðòèêàëüíûå ïîëîñû îòâå÷àþò ÷åòûðåì êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè ñòîëîâ (ñòîëû 2− 5).

3. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà ïðîîáðàç ñòîëà Z ïðè îòîáðàæåíèè f ñîñòîèò èç

ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ (áûòü ìîæåò ñöåïëåííûõ â íåêîòîðûõ âåðøèíàõ). Âûáåðåì

îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Z. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå íåýêâèâàëåíò-

íûå ðàñïîëîæåíèÿ Z íà çàìîùåííîé ïëîñêîñòè Π.
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Çàìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü Π îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé öåí-

òðàëüíîé ñèììåòðèè â âåðøèíàõ êâàäðàòîâ Ki. Ïîýòîìó åñëè íåêîòîðàÿ âåðøèíà çàìîùåíèÿ

ïîïàëà â Z, òî îíà ëèáî ëåæèò ñòðîãî âíóòðè Z, ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç åãî âåðøèí. Ïðè

ýòîì, ñòðîãî âíóòðè Z ìîæåò ëåæàòü òîëüêî îäíà âåðøèíà çàìîùåíèÿ. Òàêàÿ âåðøèíà áóäåò

åäèíñòâåííîé ïîïàâøåé â Z (ââèäó èíâàðèàíòíîñòè çàìîùåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé

ñèììåòðèè â âåðøèíàõ Ki). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëèíû ñòîðîí Z íå ìîãóò ïðåâûøàòü 2, òàê

êàê ðåøåòêà çàìîùåíèÿ ïåðèîäè÷íà ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì è îáà ïåðèîäà ðàâíû äâóì.

Äàëåå ìû áóäåì âåñòè êëàññèôèêàöèþ ñòîëîâ ïî êîëè÷åñòâó ñòîðîí Z, ëåæàâøèõ íà

ðåáðàõ êâàäðàòîâ Ki. Áóäåì íàçûâàòü ñòîðîíû Ki ребрами замощения.

Åñëè âñå ñòîðîíû Z ëåæàò íà ðåáðàõ çàìîùåíèÿ, òî Z ââèäó ðàññóæäåíèé âûøå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç êâàäðàòîâ: K1 èëè K2. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè îäíîìó

êëàññó êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ (ñòîë 6).

Åñëè òðè ñòîðîíû Z ëåæàò íà ãðàíèöàõKi, òî âîçìîæíû òîëüêî äâà âàðèàíòà: Z ëåæèò â

íåêîòîðîì êâàäðàòå çàìîùåíèÿ è òîëüêî ãîðèçîíòàëüíàÿ, ëèáî âåðòèêàëüíàÿ ñòåíêà Z ëåæèò

âíóòðè ýòîãî êâàäðàòà. Îáà ñëó÷àÿ ñíîâà íåýêâèâàëåíòíû (ñòîëû 7− 8).

Åñëè äâå ñòîðîíû Z ëåæàò íà ðåáðàõ çàìîùåíèÿ, âîçíèêàþò äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ñëó-

÷àÿ: ýòè ñòîðîíû ñìåæíûå, ëèáî ïðîòèâîïîëîæíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå Z íå ìîæåò âûõîäèòü çà

ðàìêè îäíîãî êâàäðàòàKi, ò.ê. âåðøèíû çàìîùåíèÿ íå ìîãóò ëåæàòü âíóòðè ðåáåð Z (ñòîë 9).

Âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ïîäñëó÷àÿ: ïàðà ñòîðîí Z, ëåæàùèõ íå

ðåáðàõ çàìîùåíèÿ, ëèáî âåðòèêàëüíà, ëèáî ãîðèçîíòàëüíà. Åñëè òàêàÿ ïàðà âåðòèêàëüíà, òî

âîçìîæåí òîëüêî îäèí âàðèàíò: Z öåëèêîì ëåæèò â îäíîì èç Ki. Àíàëîãè÷íî äëÿ ãîðèçîí-

òàëüíûõ ðåáåð (ñòîëû 10− 11).

Ïóñòü òåïåðü òîëüêî îäíà ñòîðîíà Z ëåæèò íà ðåáðàõ çàìîùåíèÿ, òîãäà âåðøèíû çà-

ìîùåíèÿ íå ìîãóò ïîïàñòü âíóòðü. Çíà÷èò, âîçìîæíû 4 íåýêâèâàëåíòíûõ âàðèàíòà: ñòîðîíà

Z íà ðåáðå çàìîùåíèÿ ëèáî âåðòèêàëüíàÿ, ëèáî ãîðèçîíòàëüíàÿ, à ñìåæíàÿ åé ñòîðîíà ëèáî

áîëüøå 1, ëèáî ìåíüøå 1 (ñòîëû 12− 15).

Åñëè íè îäíà èç ñòîðîí Z íå ñîäåðæèò ó÷àñòêîâ ðåáåð çàìîùåíèÿ, òî âîçìîæíû òîëüêî

ñëåäóþùèå 6 âàðèàíòîâ: Z ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîãî Ki (ñòîë 16), Z ñîäåðæèò òîëüêî îäíó

âåðøèíó çàìîùåíèÿ è öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íåå (ñòîë 17), Z ñîäåðæèò ðîâíî

îäíó ãîðèçîíòàëüíóþ, ëèáî âåðòèêàëüíóþ ãðàíèöóKi (ñòîëû 18−19), Z ñîäåðæèò â òî÷íîñòè

äâà ãîðèçîíòàëüíûõ, ëèáî âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêà ñòîðîí Ki (ñòîëû 20− 21).

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè 21 êëàññ êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà

ýëëèïñîèäå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Предложение 2.1.2. На однополостном гиперболоиде существует в точности 21 класс

комбинаторно неэквивалентных биллиардных столов. Все они перечислены в таблице пунк-

та 2.3.3.
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Доказательство. Ïóñòü Z � áèëëèàðäíûé íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå E. Ïî ñâî-

åìó îïðåäåëåíèþ Z ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì â R3. Ñëåäîâàòåëüíî, Z ëåæèò

âíóòðè íåêîòîðîãî ýëëèïñîèäà E ′, ñîôîêóñíîãî ñ E. Êðîìå òîãî, ýòîò ýëëèïñîèä ìîæåì ñ÷è-

òàòü îáùèì äëÿ âñåõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà E. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ýëåìåí-

òàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1.1), ìû âñåãäà ìîæåì ñäâèíóòü ïðîèçâîëüíûé

áèëëèàðäíûé ñòîë â êîìïàêòíóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ E ′.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K êîìïàêòíóþ îáëàñòü íà ãèïåðáîëîèäå E, îãðàíè÷åííóþ ýëëèïñîè-

äîì E ′. Ãðàíèöà ìíîæåñòâàK ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ y = 0 â ÷åòûðåõ òî÷êàõ. Çàíóìåðóåì

èõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.3.

Рис. 2.3: Область на однополостном гиперболоиде, высекаемая софокусным эллипсоидом, а также

биллиардный стол, лежащий внутри этой области.

Ðàçðåæåì K ïëîñêîñòüþ y = 0. Ïîëó÷èì äâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà, ãîìåîìîðôíûõ åäè-

íè÷íûì êâàäðàòàì K1 (äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà y ⩾ 0) è K2 (äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà y ⩽ 0).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ìîæåì

âûáðàòü ýòîò ãîìåîìîðôèçì òàê, ÷òîáû ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû êâàäðàòîâ ïðåäñòàâëÿëè

ñîáîé ãðàíèöó K, à âåðòèêàëüíûå � ãðàíèöó ðàçðåçà ïëîñêîñòüþ y = 0. Ïðè ýòîì, âåðøèíû

êâàäðàòîâ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîíóìåðîâàííûì òî÷êàì, à îòðåçêè, ïàðàëëåëüíûå ñòîðî-

íàì êâàäðàòà � ñåòêå ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ðåøåòêó, ïîñòðîåííóþ ïî åäèíè÷íûì êîîðäèíàòíûì âåêòî-

ðàì. Çàôèêñèðóåì îäèí èç ïîëó÷èâøèõñÿ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ è ïîëîæèì åãî ðàâíûì K1.

Ïåðåíåñåì íóìåðàöèþ åãî âåðøèí ñ âåðøèí K1. Ðàññìîòðèì ñîñåäíèå ñ K ïðàâûé è ëåâûé

êâàäðàòû, îáúÿâèì èõ ðàâíûìè K2, è ñíîâà ïåðåíåñåì íóìåðàöèþ âåðøèí. Ïðîäîëæèì ýòîò

ïðîöåññ ïî èíäóêöèè âëåâî è âïðàâî. Ïîëó÷èì ïîëîñó êâàäðàòîâ, ñ ÷åðåäîâàíèåì K1 è K2

(ñì. ðèñ. 2.4.1). Îáîçíà÷èì ýòó ïîëîñó ÷åðåç Π.
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Рис. 2.4: 1. Прообраз отображения f фигуры K на полосу Π; 2. Прообраз биллиардного стола,

изображенного на рисунке 2.3 при этом отображении.

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè f : Π → K. Ïóñòü Z ⊆ K � áèëëèàðä-

íûé ñòîë, òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî f−1(Z) â Π áóäåò ëèáî áåñêîíå÷íîé ïîëîñîé, ëèáî ñ÷åòíûì

íàáîðîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñ. 2.3, 2.4.2). Îòìåòèì â ïîëîñå Π ïðÿìóþ l, ñîäåðæàùóþ

öåíòðû êâàäðàòîâ Ki. Îïèøåì, êàê ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ äåé-

ñòâóþò c f−1(Z) â ïîëîñå Π.

• Ïåðâîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòîëîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîëèíåéíûì ðàñòÿæå-

íèÿì ââåðõ-âíèç, âëåâî-âïðàâî â ïîëîñå Π ó÷àñòêîâ ãðàíèöû f−1(Z) îäíîâðåìåííî íà âñåõ

êâàäðàòàõ Ki. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ó÷àñòêè ãðàíèöû f−1(Z) íå äîëæíû

ñîïðèêàñàòüñÿ ñ âåðòèêàëüíûìè ãðàíèöàìè êâàäðàòîâK1 èK2, à òàêæå ñ ïðÿìîé l, ïîñêîëüêó

èìåííî ýòè ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè êðèâûõ λ = b, λ = c ïðè îòîáðàæåíèè f ;

• Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0 íà ãèïåðáîëîèäå îïðåäåëÿåò ñäâèã âñåõ êâàä-

ðàòîâ íà 1 âïðàâî â ïîëîñå Π (èëè íà 1 âëåâî, ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ);

• Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 çàäàåò ñèììåòðèþ âñåõ êâàäðàòîâ K1 è K2

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l;

• Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x = 0 íà ãèïåðáîëîèäå çàäàåò ñèììåòðèþ âñåõ

êâàäðàòîâ K1, K2 îòíîñèòåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé Oy è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ öåíòð.

Êëàññèôèöèðóåì áèëëèàðäíûå ñòîëû â òåðìèíàõ èõ ïðîîáðàçîâ ïðè îòîáðàæåíèè f .

Âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ f−1(Z) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l: f−1(Z) íå

ïåðåñåêàåò l; f−1(Z) ïåðåñåêàåò l òîëüêî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ; âíóòðè f−1(Z) åñòü òî÷êè,

ëåæàùèå íà l. Âñå ýòè òðè ðàñïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿþò ñòîëû íåýêâèâàëåíòíûå äðóã äðóãó. Äëÿ

êðàòêîñòè ìû ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé. Îñòàâøèåñÿ âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ f−1(Z)

ðàçáèðàþòñÿ ïî àíàëîãèè.

Èòàê, ïóñòü âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà f−1(Z) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïðÿìîé l.

Òîãäà åñëè f−1(Z) � ïîëîñà, åé ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí áèëëèàðäíûé ñòîë (ñì. ñòîë 1 â

òàáëèöå ïóíêòà 2.3.3).

Åñëè f−1(Z) ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âûáåðåì îäèí èç íèõ è îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Z. Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíûõ ñòåíîê Z: îáå ñòåíêè

ïîïàëè íà ãðàíèöû Ki, ïîïàëà ðîâíî îäíà ñòåíêà, íè îäíà èç ñòåíîê íå ïîïàëà. Â ïåðâîì
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ñëó÷àå ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè ïîëîñû Π ïðÿìîóãîëüíèê Z îáÿçàí ëåæàòü ðîâíî â îäíîì èç Ki

(ñòîë 2). Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: Z ëåæèò ðîâíî â îäíîì èç êâàäðàòîâ

çàìîùåíèÿ (ñòîë 3), ëèáî â äâóõ (ñòîë 4). Åñëè æå íè îäíà èç ñòåíîê Z íå ëåæèò íà ðåáðàõ

êâàäðàòîâ çàìîùåíèÿ, âîçìîæíû â òî÷íîñòè òðè âàðèàíòà: Z ïåðåñåêàåò äâå âåðòèêàëüíûå

ñòåíêè Ki (ñòîë 5); Z íå ïåðåñåêàåò òîëüêî îäíó ñòåíêó Ki (ñòîë 6); Z íå ïåðåñåêàåò ñòåíîê

êâàäðàòîâ çàìîùåíèÿ (ñòîë 7).

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî (ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ òî÷ü-â-òî÷ü) ðàçáèðàþòñÿ îñòàâøèå-

ñÿ ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâà f−1(Z) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l. Â èòîãå ïîëó÷àåì ðîâíî

21 êëàññ íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå. Ïðåäëîæå-

íèå äîêàçàíî. □

Предложение 2.1.3.

1. На двуполостном гиперболоиде существует в точности 13 классов комбинаторно

неэквивалентных биллиардных столов. Все они представлены в таблице пункта 2.3.4.

2. Существует взаимно однозначное соответствие между плоскими софокусными бил-

лиардными столами и биллиардными столами на двуполостном гиперболоиде. Это

соответствие сохраняет отношение комбинаторной эквивалентности столов.

Доказательство. Íà÷íåì ñî âòîðîãî ïóíêòà. Ïîñêîëüêó ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñ-

êîñòè x = 0 ìåíÿåò ìåñòàìè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè E+ (ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > 0) è

E− (ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå x < 0) äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà E, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå áèëëèàðäíûå ñòîëû íà E ëåæàò â êîìïîíåíòå E+. Ïî-

ñòðîèì äèôôåîìîðôèçì f : E+ → Oyz, ïåðåâîäÿùèé áèëëèàðäíûå ñòîëû íà E+ â ïëîñêèå

áèëëèàðäíûå ñòîëû.

Ïóñòü λ0 � ïàðàìåòð ãèïåðáîëîèäà E â ñîôîêóñíîì ñåìåéñòâå è P ∈ E+ � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà. Òîãäà ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû P ðàâíû (λ1, λ2, λ0). Ïåðåñå÷åíèå êâàäðèê ïàðàìåò-

ðîâ λ1 è λ2 äèôôåìîðôíî îêðóæíîñòè. Áóäåì ïåðåäâèãàòü òî÷êó P ïî ýòîé îêðóæíîñòè â

íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ òðåòüåé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòû, ïîêà ýòà êîîðäèíàòà íå ñòàíåò

ðàâíîé a. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òî÷êó íà ïëîñêîñòè Oyz ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè

(λ1, λ2, a). Îáîçíà÷èì åå f(P ). Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå f ñ ó÷åòîì ôîðìóë 1.2 ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû (âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè Oyz

÷åðåç y′ è z′) 



y′ =

√
a− b

λ0 − b
y,

z′ =

√
a− c

λ0 − c
z.

Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî f � äèôôåîìîðôèçì. Ïðè ýòîì, f ïåðåâîäèò ýëëèïòè÷å-

ñêèå êîîðäèíàòû íà E+ â ïëîñêèå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê
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y2

b− λ
+

z2

c− λ
= 1, à îìáèëè÷åñêèå òî÷êè � â ôîêóñû (ñì. ðèñ. 2.5).

Рис. 2.5: Иллюстрация отображения f (с двух ракурсов), переводящего связную компоненту двупо-

лостного гиперболоида в плоскость. При этом отображении сохраняются эллиптические координаты,

а биллиардные столы на полости гиперболоида переходят в плоские биллиардные столы.

Áîëåå òîãî, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñòîëîâ íà ãèïåðáîëîèäå E (âîîáùå ãîâîðÿ,

íà E+) ïåðåõîäèò â êîìáèíàòîðíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïëîñêèõ ñòîëîâ, ââåäåííîå

Â.Â. Âåäþøêèíîé â ðàáîòå [7]. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì êëàññèôèêàöèè Âå-

äþøêèíîé, ñîãëàñíî êîòîðîìó, íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 13 òèïîâ êîìáèíàòîðíî

íåýêâèâàëåíòíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè íå òîëüêî

âòîðîé ïóíêò ïðåäëîæåíèÿ, íî è ïåðâûé. Ïðåäëîæåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî. □

Ìû äîêàçàëè âñå ïóíêòû òåîðåìû 2.1.1 êëàññèôèêàöèè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà êâàä-

ðèêàõ. Ïîÿñíèì òåïåðü, ïî÷åìó îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ âëå÷åò ëè-

óâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëëèàðäîâ.

Âñå äåëî â òîì, ÷òî åñëè ïðè íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè ãðàíèöû áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ â

êëàññå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íå âûõîäèòü íà âûðîæäåííûå êâàäðèêè, òî â Q3 áóäåò ïðîèñ-

õîäèòü íåïðåðûâíîå ñæàòèå/ðàñòÿæåíèå âñåõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ è êðèòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé

èíòåãðàëà Λ, à òàêæå ñàìèõ Q3 â öåëîì. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, î÷åâèäíî, íèêàê íå âëè-

ÿþò íà ãðóáóþ ìîëåêóëó. Îäíàêî è ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðè íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ ìàòðèöû ñêëåéêè íà ðåáðàõ ìîëåêóëû îáÿ-

çàíû ìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî. Îäíàêî âñå ìàòðèöû ñêëåéêè öåëî÷èñëåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

èõ íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè îíè îáÿçàíû îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûìè. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

ñèììåòðèÿ ñòîëà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé îïðåäåëÿåò ñèììåòðèþ ìîëåêóëû.

Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Теорема 2.1.2. Биллиарды на комбинаторно эквивалентных являются столах лиувиллево

эквивалентными.
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2.2 Классификация биллиардов на эллипсоиде

Â ïåðâûõ äâóõ ïóíêòàõ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìû âû÷èñëèì èíâàðèàíòû Ôîìåíêî è

Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ áèëëèàðäîâ âíóòðè ñòîëîâ òðåõ âèäîâ (íàèáîëåå òèïè÷íûå ñëó÷àè).

Äëÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ âèäîâ ñòîëîâ ðàññóæäåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíâàðèàíòîâ áóäóò àíàëî-

ãè÷íûìè. Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ íà ýëëèïñîèäå ïðèâåäåíà â òðå-

òüåì ïóíêòå ïàðàãðàôà.

Âñå ìîëåêóëû â ýòîì ïàðàãðàôå ðàñïîëîæåíû ãîðèçîíòàëüíî. Äâèæåíèå ñëåâà íàïðàâî

ïî ðåáðàì ìîëåêóë ñîîòâåòñòâóåò ðîñòó èíòåãðàëà Λ. ×åðåç E, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ýëëèï-

ñîèä, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ áèëëèàðä. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð ýòîãî ýëëèïñîèäà

ðàâåí íóëþ.

2.2.1 Построение грубых молекул

Предложение 2.2.1. Биллиарду внутри стола 5-го типа (см. таблицу 2.2.3) соответ-

ствует грубая молекула 2.6.

Рис. 2.6: Инвариант Фоменко биллиарда на столе 5-го типа на эллипсоиде.

Доказательство. Â ñèëó òåîðåìû 2.1.2 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî áèëëèàðäíûé ñòîëZ ïÿòîãî

òèïà îãðàíè÷åí â òî÷íîñòè îäíèì äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì. Èíòåãðàë Λ èçìåíÿåòñÿ íà

îòðåçêå [c, a]. Âûÿñíèì êàê óñòðîåíû èçîèíòåãðàëüíûå ïîäìíîæåñòâà Λ = const â Q3
h (h > 0).

Ïóñòü Λ = c. Òîãäà îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñîñòîèò èç äâóõ

äóã ýëëèïñà {z = 0} ∩ E. Â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå ýòèõ äóã âîçíèêàþò ïî äâà âåêòîðà

ñêîðîñòè, êîòîðûå ââèäó áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ îòîæäåñòâëÿþòñÿ íà ãðàíèöå. Òàêèì îá-

ðàçîì, â Q3
h óðàâíåíèå Λ = c îïðåäåëÿåò äâå îêðóæíîñòè, îòâå÷àþùèå äâèæåíèþ ïî äóãàì

ýëëèïñà {z = 0} ∩ E.
Ïóñòü Λ = c+ δ, ãäå 0 < δ < b− c. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñîñòîèò

èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè D è D′, ëåæàùèõ â ïîëóïðîñòðàíñòâàõ y > 0 è

y < 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, óðîâåíü Λ = c + δ â Q3
h ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, îòâå÷àþùèõ D è D′. Ðàññìîòðèì òó êîìïîíåíòó Q3
h, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

åòD. Â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êåD ðàñïîëîæåíî â òî÷íîñòè 4 äîïóñòèìûõ âåêòîðà ñêîðîñòè,

íà ãðàíè÷íûõ äóãàõ � ïî äâà, â óãëàõ � ïî îäíîìó. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà P = (0,
√
b, 0) ëå-

æèò âíóòðè D. Ââåäåì íóìåðàöèþ íà äîïóñòèìûõ âåêòîðàõ ñêîðîñòè â ýòîé òî÷êå. Êàæäûé
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èç íèõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíàêàìè ñâîèõ ïåðâîé è òðåòüåé êîìïîíåíò â äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàòàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1 âåêòîð, ó êîòîðîãî îáå êîìïîíåíòû áîëüøå íóëÿ, ÷åðåç

v2 � âåêòîð, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ìåíüøå íóëÿ, à òðåòüÿ áîëüøå íóëÿ, ÷åðåç v3 �

âåêòîð ñ îòðèöàòåëüíûìè ïåðâîé è òðåòüåé êîîðäèíàòàìè. Îñòàâøèéñÿ âåêòîð îáúÿâèì v4.

Ïîñêîëüêó ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè òî÷êè â D ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòâåðêè âåêòîðîâ ñêî-

ðîñòè ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî, îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ âî âñåõ òî÷êàõ D ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî

íåïðåðûâíîñòè èç îáîçíà÷åíèé â òî÷êå P .

Ìíîæåñòâî D îãðàíè÷åíî ÷åòûðüìÿ ñòåíêàìè, äâå èõ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íî-

ìó äâóïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó, à åùå äâå � êàóñòè÷åñêîìó îäíîïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó,

ò.å. ñîôîêóñíîé êâàäðèêå ïàðàìåòðà Λ. Ñòåíêè ïåðâîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü âåðòèêàëüíû-

ìè, ñòåíêè âòîðîãî âèäà � ãîðèçîíòàëüíûìè. Ââèäó êàñàíèÿ êàóñòèêè íà ãîðèçîíòàëüíûõ

ñòåíêàõ v1 ñêëåèëñÿ ñ v4, v2 � ñ v3, à â ñèëó áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ íà ãîðèçîíòàëüíûõ

ñòåíêàõ v1 ñêëåèëñÿ ñ v2, v3 � ñ v4.

ÐàññëîèìD íà êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, îòâå÷àþùèå äâóïî-

ëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì. Îãðàíè÷èì óðîâåíü Λ = c+δ íà ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ, ïðîõîäÿùèé

÷åðåç òî÷êó P ñ ïðèïèñàííûìè ê íåìó âåêòîðàìè v1 è v4. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ïîäìíî-

æåñòâî â Q3
h áóäåò ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè. Áóäåì ïåðåìåùàòü òî÷êó P ïî äóãå ýëëèïñà

{z = 0} ∩E âìåñòå ñî ñëîåì ðàññëîåíèÿ è âåêòîðàìè v1 è v4 âïëîòü äî òîãî, ïîêà íå óïðåìñÿ

â âåðòèêàëüíóþ ñòåíêó D. Íà âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ñëîé îòðàæàåòñÿ, à âåêòîðà v1, v4 çàìå-

íÿþòñÿ íà v2 è v3. Ïðîäîëæèì äâèæåíèå òî÷êè P âìåñòå ñî ñëîåì ðàññëîåíèÿ â îáðàòíóþ

ñòîðîíó. Äàëåå ñëîé ñíîâà îòðàæàåòñÿ, íî óæå îò ïðîòèâîïîëîæíîé âåðòèêàëüíîé ñòåíêè è,

ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ, òî÷êà P âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîåì è âåêòîðàìè v1, v4 âîç-

âðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî îáõîäà òî÷êè P ïî

äóãå ýëëèïñà {y = 0} ∩E âìåñòå ñ âåêòîðàìè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ñëîå ðàññëîåíèÿ ïîëó÷èì

äâóìåðíûé òîð. Àíàëîãè÷íî â îáëàñòè D′ ïîëó÷àåì òîð. Èòàê, ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ Λ = c+ δ

â Q3
h ãîìåîìîðôíà íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ.

Áîëåå òîãî, èç íàøåé êîíñòðóêöèè ñ ðàññëîåíèåì ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî ïðè Λ → c+ 0

òîðû Ëèóâèëëÿ ñæèìàþòñÿ â äâå îêðóæíîñòè íà óðîâíå Λ = c. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì

îáëàñòü D, ðàññëîåííóþ íà äóãè ñîôîêóñíûõ äâóïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ, íà êàæäîé òàêîé

äóãå ïàðû âåêòîðîâ v1 è v4, v2 è v3 çàìåòàþò îäíó èëè äâå îêðóæíîñòè. È ïðè ñòðåìëåíèè

Λ ê c ýòè îêðóæíîñòè ñæèìàþòñÿ â òî÷êó. Ñëåäîâàòåëüíî, óðîâíþ Λ = c ñîîòâåòñòâóþò äâà

3-àòîìà A, â òî âðåìÿ, êàê ïðè Λ ∈ (c, b) áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ íå ïðîèñõîäèò. Àíà-

ëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ Λ = a ñîîòâåòñòâóþò äâà 3-àòîìà A, à ïðè Λ ∈ (b, a)

ñíîâà ïîëó÷àþòñÿ äâà äâóìåðíûõ òîðà.

Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, êàêàÿ áèôóðêàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ Λ = b. Àáñîëþòíî ÿñíî,

÷òî íà ýòîì óðîâíå ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà äâóõ òîðîâ â äâà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà áèôóðêàöèÿ

îòâå÷àåò 3-àòîìó C2.
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Ïîñêîëüêó âåñü áèëëèàðäíûé ñòîë ìîæíî òðèâèàëüíî ðàññëîèòü ñîôîêóñíûìè äâóïî-

ëîñòíûìè ãèïåðáîëîèäàìè, ââèäó ñêàçàíî âûøå èñêîìûé 3-àòîì V 3 îáëàäàåò òðèâèàëüíûì

S1-ðàññëîåíèåì, ò.å. V 3 = V 2 × S1, ãäå V 2 ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèåì V 3 íà ñëîé ðàññëîåíèÿ

ñòîëà, îòâå÷àþùèé ïëîñêîñòè x = 0 è âçÿòûé âìåñòå ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè, íàïðàâëåííûìè

ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïëîñêîñòè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðè Λ ∈ (c, b) íà ýòîì ñëîå ðàññëîåíèÿ âîçíèêàþò äâå îêðóæ-

íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè Λ = b ýòè îêðóæíîñòè ñêëåèâàþòñÿ äðóã äðóãîì â äâóõ òî÷êàõ,

ïîñëå ÷åãî îíè ñíîâà ïðåîáðàçóþòñÿ â äâå îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, V 2 íå ÷òî èíîå, êàê

2-àòîì C2 (ñì. ðèñ. 1.1.3). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé àòîì V 3 åñòü 3-àòîì C2. Ãðóáàÿ ìîëåêóëà

ïîñòðîåíà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Замечание 2.2.1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ âûøå ìû àêòèâíî ïîëüçîâàëèñü òåì,

÷òî ñàì ñòîë îáëàäàåò òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè. Áëàãîäàðÿ ýòî-

ìó ñâîéñòâó âñå 3-àòîìû áèëëèàðäîâ íà òàêèõ ñòîëàõ îáëàäàþò òðèâèàëüíûì S1-ðàññëîåíèåì

Çåéôåðòà.

Предложение 2.2.2. Биллиарду на столе 1-го типа (см.таблицу 2.2.3) соответствует

следующая грубая молекула, представленная на рисунке 2.7.

Рис. 2.7: Инвариант Фоменко биллиарда на столе 5-го типа на эллипсоиде.

Доказательство. Êàê â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîì

èç óðîâíåé Λ = c, a ðàñïîëîæåíî äâå êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè, à ïðè Λ ∈ (c, b) ∪ (b, a) � ïî

äâà òîðà Ëèóâèëëÿ, êîòîðûå ïðè Λ → c + 0, a − 0 ñòðåìÿòñÿ ê êðèòè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì.

Çíà÷èò, óðîâíÿì Λ = c, a ñîîòâåòñòâóþò ïî äâà àòîìà A.

Ïîêàæåì, ÷òî íà óðîâíå Λ = b ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ, îòâå÷àþùàÿ àòîìó C2. Ïðè Λ = b

îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñü ýëëèïñîèä E. Ðàññìîòðèì â êàæäîé òî÷êå E

âñå âåêòîðà ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññìàòðèâàåìîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà Λ. Â îìáè-

ëè÷åñêèõ òî÷êàõ ïîëó÷àåì îêðóæíîñòè èç êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ äëèíû
√
2h, â òî÷êàõ, íå

ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè y = 0 � ïî 4 âåêòîðà ñêîðîñòè, à â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ � ïî 2 âåêòî-

ðà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ â òî÷êàõ, ëåæàùèõ âíå ïëîñêîñòè y = 0. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì äâå òî÷êè P = (0,
√
b, 0) è P ′ = (0,−

√
b, 0). Îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ â òî÷êå P âîçü-

ìåì èç ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà è ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæèì èõ â ïîëóïðîñòðàíñòâî

y > 0. Â òî÷êå P ′ íóìåðàöèþ âûáåðåì òàê. Âåêòîð v â P ′ îáîçíà÷èì ÷åðåç v1, åñëè v = v4

54



â òî÷êå P . Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì v ÷åðåç v2, åñëè v = v3 â P , ÷åðåç v3, åñëè v = v2 â P ,

÷åðåç v4, åñëè v = v1 â P . À äàëåå ñíîâà ïðîäîëæèì ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè â

ïîëóïðîñòðàíñòâî y < 0.

Ïî÷åìó â ïîëóïðîñòðàíñòâå y < 0 âûáðàíà èìåííî òàêàÿ íóìåðàöèÿ? Åñëè ðàññìîòðåòü

óðîâåíü Λ = b − ε äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0, òî âåêòîðíûå ïîëÿ vi áóäóò íåïðåðûâíûìè

âíóòðè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì, îäèí òîð Ëèóâèëëÿ íà ýòîì óðîâíå áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü âåêòîðíûì ïîëÿì v1 è v4, à äðóãîé � v2 è v3. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî

ôèêñèðîâàííîãî i íà ñëîÿõ Λ = b − ε âñå ïàðû âèäà (P, vi) îáðàçóþò ìíîæåñòâî ìíîæåñòâî

ãîìåîìîðôíîå öèëèíäðó. À ââèäó êàñàíèÿ êàóñòèêè îñíîâàíèÿ öèëèíäðîâ äëÿ âåêòîðîâ v1 è

v4, à òàêæå äëÿ v2 è v3 ñêëåèâàþòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ äâà äâóìåðíûõ òîðà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè Λ = b öèëèíäðû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì vi, íå ìåíÿþò ñâîé êëàññ

ãîìåîìîðôíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè Λ = b ñêëåéêà òî÷åê öèëèíäðîâ ìîæåò ïðîèçîéòè òîëü-

êî íà èõ îñíîâàíèÿõ. Îäíàêî åñëè ïðîñëåäèòü çà äèíàìèêîé èõ îñíîâàíèé ïðè Λ → b− 0,

íåòðóäíî óáåäèòñÿ ÷òî ýòè îñíîâàíèÿ-îêðóæíîñòè â ïðåäåëå íå èçìåíÿò ñâîé êëàññ ãîìåî-

ìîðôíîñòè (ñì. ðèñ.2.8). Îêðóæíîñòü-îñíîâàíèå öèëèíäðà vi, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâîâàëà äâè-

æåíèþ âäîëü êàóñòèêè, ïðåîáðàçóåòñÿ â îêðóæíîñòü îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì ìàðøðóòîì.

Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò äâèæåíèå îò îäíîé îìáèëè÷åñêîé òî÷êå ê äðóãîé (íàïðèìåð, îò òî÷êè

ñ íîìåðîì 1 â òî÷êó ñ íîìåðîì 2, íóìåðàöèþ òî÷åê ñì. íà ðèñ. 2.1.1). Äàëåå êàñàòåëüíûé

âåêòîð ñîâåðøàåò ïîë-îáîðîòà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê îìáèëè÷åñêîé òî÷êå è ïåðåìå-

ùàåòñÿ â íà÷àëüíóþ îìáèëè÷åñêóþ òî÷êó, â êîòîðîé çàòåì ñíîâà ñîâåðøàåò åùå ïîë-îáîðîòà

(â òîì æå íàïðàâëåíèè) è âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå (ñì. ðèñ. 2.8).

Рис. 2.8: Динамика изменения касательных векторов, ориентированных в одну сторону, на каустике

при стремлении параметра каустики к b слева. Вид сверху.

Áîëåå òîãî, íà óðîâíå Λ = c, ïîìèìî îñíîâàíèé òî÷êè öèëèíäðîâ äëÿ v1 è v4, à òàêæå
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äëÿ v2 è v3 áîëüøå íèãäå íå ñêëåèâàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà óðîâíå Λ = b ïðîèñõîäèò

ñêëåéêà äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Îïèøåì åå.

Ñêëåéêà òîðîâ Ëèóâèëëÿ ïðîèñõîäèò ïî äâóì êðèòè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì, êîòîðûå ñîîò-

âåòñòâóþò äâèæåíèþ âäîëü ýëëèïñà {y = 0}∩E (â îáå ñòîðîíû). Ïîñêîëüêó ýòè îêðóæíîñòè

íå èìåþò ñàìîïåðåñå÷åíèé, êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé íà êàæäîì èç òîðîâ. Ñêëåéêà

äâóõ òîðîâ ïî äâóì ãîìîëîãè÷íûì îêðóæíîñòÿì áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êðèòè÷åñêèé ñëîé

3-àòîìà C2. Èòàê, ïðè ñòðåìëåíèè Λ ê b ñëåâà ïðîèñõîäèò ñêëåéêà äâóõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ ïî

äâóì ãîìîëîãè÷íûì îêðóæíîñòÿì. Àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî, åñëè ìû óñòðåìèì Λ ê b ñïðà-

âà (ýòî òàê, ïîòîìó ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ýëëèïñîèäå äâîéñòâåííû äðóã äðóãó).

Ñëåäîâàòåëüíî, àòîì, îòâå÷àþùèé óðîâíþ Λ = b åñòü 3-àòîì C2. Òàêèì îáðàçîì, ãðóáàÿ

ìîëåêóëà áèëëèàðäà íà ñòîëå 1-ãî òèïà ïîñòðîåíà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Замечание 2.2.2. Ñòîë 1-ãî òèïà � âåñü ýëëèïñîèä E è ñèñòåìà áèëëèàðäà íà íåì � ãåîäå-

çè÷åñêèé ïîòîê. Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ââèäó îòñóòñòâèÿ ñòåíîê ó ñòîëà. Åå ìå÷åíàÿ

ìîëåêóëà õîðîøî èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, [18]). Áîëåå òîãî, À.Ò. Ôîìåíêî è À.Â. Áîëñèíîâ

âû÷èñëèëè ïîëíûé òðàåêòîðíûé èíâàðèàíò ýòîé ñèñòåìû � ìå÷åíóþ t-ìîëåêóëó, ñ ïîìîùüþ

êîòîðîãî îíè äîêàçàëè òðàåêòîðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è ßêîáè î ãåîäåçè÷åñêèõ íà ýë-

ëèïñîèäå è ñëó÷àÿ Ýéëåðà äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà ñ íóëåâîé êîíñòàíòîé ïëîùàäåé (ñì. [72]).

Предложение 2.2.3. Биллиарду внутри стола 6-го типа (см.таблицу 2.2.3) соответству-

ет грубая молекула A− A.

Доказательство. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé áèë-

ëèàðäíûé ñòîë ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå y ⩾ 0.

Êàê â ïðåäûäóùèõ ïðåäëîæåíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà êàæäîì èç óðîâíåé Λ = a, c

ðàñïîëîæåíà â òî÷íîñòè îäíà êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü, à ïðè Λ ∈ (c, b) ∪ (b, a) � ïî îäíîìó

äâóìåðíîìó òîðó. Ïðè Λ → c + 0, a − 0 ýòè òîðû ïåðåõîäÿò â êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè, â

ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì ïî îäíîìó àòîìó A íà êîíöàõ ãðóáîé ìîëåêóëû. Ïîêàæåì, ÷òî íà

óðîâíå Λ = b áèôóðêàöèÿ íå ïðîèñõîäèò.

Ðàññìîòðèì âåêòîðà ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâíþ èíòåãðàëà Λ = b − ε è ââåäåì

íà íèõ òàêèå æå îáîçíà÷åíèÿ, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.2.1. Íà ãîðèçîíòàëüíûõ

ñòåíêàõ îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ âîçíèêàåò ñêëåéêà v1 ñ v4, v2 c v3. Íà âåðòèêàëüíûõ

ñòåíêàõ ñêëåéêà äðóãàÿ: v1 ñ v2, v3 ñ v4. Ïðè ýòîì, âñå ïàðû òî÷êà-âåêòîð (P, v) íà ðàññìàòðè-

âàåìîì óðîâíå Λ, ó êîòîðûõ v ðàâåí v1 èëè v2, îáðàçóþò öèëèíäð. Àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî

è äëÿ ïàð òî÷êà-âåêòîð, ó êîòîðûõ v ðàâåí v3 èëè v4. Ýòè öèëèíäðû ñêëåèâàþòñÿ ìåæäó

ñîáîé ïî îñíîâàíèÿì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ äâóìåðíûé òîð.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ýòè öèëèíäðû íå èçìåíÿò êëàññ ãî-

ìåîìîðôíîñòè ïðè Λ → b − 0 (ïîñêîëüêó äèíàìèêà èõ îñíîâàíèé ïî÷òè òàêàÿ æå, êàê íà

ðèñóíêå 2.8). Áîëåå òîãî, ýòè öèëèíäðû íå ìîãóò íèãäå ñêëåèòüñÿ äðóã ñ äðóãîì êðîìå îñíî-
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âàíèé. Òàêèì îáðàçîì, ñëîé Λ = b ãîìåîìîðôåí äâóìåðíîìó òîðó, à ïîñêîëüêó ïðè ðàññìîò-

ðåíèè ïðåäåëà Λ → b − 0 (àíàëîãè÷íî ïðè Λ → b + 0 ââèäó äâîéñòâåííîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ

êîîðäèíàò íà ýëëèïñîèäå) òî÷êè òîðîâ Ëèóâèëëÿ íå ñêëåèâàëèñü ìåæäó ñîáîé, ñëîåíèå Ëè-

óâèëëÿ âáëèçè ñëîÿ Λ = b òðèâèàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ãðóáàÿ ìîëåêóëà ðàññìàòðèâàåìîãî

áèëëèàðäà åñòü A− A. □

Ïîñòðîåíèå ãðóáûõ ìîëåêóë äëÿ îñòàâøèõñÿ âèäîâ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ ïðîâîäèòñÿ ìå-

òîäàìè, îïèñàííûìè â äîêàçàòåëüñòâàõ ïðåäëîæåíèé 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3.

2.2.2 Вычисление инвариантов Фоменко-Цишанга

Âû÷èñëèì èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ áèëëèàðäîâ, ãðóáûå ìîëåêóëû êîòîðûõ

áûëè ïîñòðîåíû â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Çàìåòèì, ÷òî ñåäëîâûå àòîìû (åñëè òàêîâûå èìå-

þòñÿ) îòâå÷àþò óðîâíþ Λ = b. Ïîýòîìó, åñëè íà óðîâíå Λ = b ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ,

ðåáðà ìå÷åíîé ìîëåêóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå Λ ∈ (c, b), áóäåì íàçûâàòü ребрами первого типа,

à ðåáðà, îòâå÷àþùèå Λ ∈ (b, a) �2 ребрами второго типа.

Предложение 2.2.4. Меченая молекула биллиарда на столе 1-го типа (весь эллипсоид)

имеет следующий вид.

Рис. 2.9: Инвариант Фоменко-Цишанга биллиарда на столе 1-го типа на эллипсоиде.

Доказательство. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 2.2.1. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ìåòêè r è ε

íà ðåáðàõ ïåðâîãî òèïà. Ïîñêîëüêó îáà ðåáðà ïåðâîãî òèïà îäèíàêîâû ïî îòíîøåíèþ ê àòîìó

C2, ìåòêè íà íèõ áóäóò ñîâïàäàòü. Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì òîëüêî îäíî èç ýòèõ ðåáåð.

Çàôèêñèðóåì Λ ∈ (c, b). Îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà ýòîì óðîâíå � êîëüöî. Öèê-

ëû λ− è µ−, ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìó A, âûáèðàþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 2.10.1).

Îðèåíòèðóåì λ− ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Â êà÷åñòâå λ+ âûáåðåì öèêë, êîòîðûé

ïðè ïðîåêöèè íà ñòîë êàñàåòñÿ âåðõíåé ãðàíè÷íîé êðèâîé îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ

ñçàäè è íèæíåé ãðàíè÷íîé êðèâîé � ñïåðåäè (ñì. ðèñ. 2.10.2), à â êà÷åñòâå µ+ âûáåðåì λ− (ñ

òî÷íîñòüþ äî îðèåíòàöèè). Çàìåòèì, ÷òî öèêë λ+ âûáðàí êîððåêòíî, òàê êàê ïðè Λ → b− 0,

îí ïåðåõîäèò â êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü. Îðèåíòàöèþ íà öèêëàõ λ+ è µ− îïðåäåëÿåò íà-

ïðàâëåíèå êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ öèêëà µ+. Ìàòðèöà
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ñêëåéêè èìååò âèä:

(
1 1

±1 0

)
. Òàê êàê îïðåäåëèòü ìàòðèöû ñêëåéêè äîëæåí áûòü ðàâåí −1,

òî µ+ = λ+. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ðåáðàõ ïåðâîãî òèïà r = 0 è ε = 1.

Рис. 2.10: На рисунках штрих-пунктиром обозначены µ-циклы, а сплошной линией — λ-циклы.

Ñ ðåáðàìè âòîðîãî òèïà ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî. Îðèåíòèðóåì èõ îò àòîìà C2 ê àòîìàì

A. Âû÷èñëèì ìåòêè íà îäíîì èç ýòèõ ðåáåð. Íà ðèñóíêàõ 2.10.3, 2.10.4 ïîêàçàí âûáîð áàçèñîâ

(λ−, µ−) è (λ+, µ+) ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä:

(
1 1

0 −1

)
. Òàêèì îáðàçîì,

ñíîâà r = 0 è ε = 1.

Òàê êàê âñå ðåáðà êîíå÷íû, âîçíèêàåò ðîâíî îäíà ñåìüÿ, ñîñòîÿùàÿ èç àòîìàC2. Ïîñêîëü-

êó ðåáðà ïåðâîãî òèïà âõîäÿùèå, à ðåáðà âòîðîãî òèïà âûõîäÿùèå, ìåòêà n ðàâíà 0+0+1+1,

ò.å. n = 2. □

Предложение 2.2.5. Биллиарду на столе 2-го типа (см. таблицу 2.2.3) соответствует

молекула A− A с метками r = 0, ε = 1.

Доказательство. Âûáåðåì öèêëû íà óðîâíå Λ = b êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.11a,b.

Îðèåíòèðóåì µ−, λ−, µ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä:(
0 1

1 0

)
, îòêóäà r = 0, ε = 1. □

Рис. 2.11: На рисунках штрих-пунктиром обозначены µ-циклы, а сплошной линией — λ-циклы.
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Предложение 2.2.6. Меченая молекула биллиарда на столе 5-ого типа (см. таблицу 2.2.3)

представлена на рисунке 2.12.

Рис. 2.12: Инвариант Фоменко-Цишанга биллиарда на столе 5-го типа на эллипсоиде.

Доказательство. Âû÷èñëèì ìåòêè äëÿ ðåáåð ïåðâîãî òèïà. Ïîñêîëüêó îáà ðåáðà îäè-

íàêîâû ïî îòíîøåíèþ ê àòîìó C2, ìåòêè íà íèõ áóäóò ñîâïàäàòü. Ïîýòîìó ìîæåì âûáðàòü

îäíî èç ðåáåð. Çàôèêñèðóåì Λ ∈ (c, b). Âûáîð öèêëîâ λ− è µ−, ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìó A,

î÷åâèäåí (ñì. ðèñ.2.13.1). Îðèåíòèðóåì µ− è λ− ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ âäîëü íèõ. Âû-

áåðåì öèêëû λ+ è µ+, ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìó C2 êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.13.2. Òàêèì

îáðàçîì, ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä:

(
0 1

−1 0

)
. Çíà÷èò, r = 0, ε = 1.

Рис. 2.13: На рисунках штрих-пунктиром обозначены µ-циклы, а сплошной линией — λ-циклы.

Òåïåðü âû÷èñëèì ìåòêè íà ðåáðàõ âòîðîãî òèïà. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà Λ =∈
(b, a). Öèêëû λ+, µ+, îòâå÷àþùèå àòîìó A, à òàêæå öèêëû λ−, µ−, îòâå÷àþùèå àòîìó C2

âûáåðåì òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 2.13.3, 2.13.2 ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòèðóåì λ− è

µ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Ïîñêîëüêó îðèåíòàöèÿ öèêëà µ+ ïðîòèâîïîëîæíà

îðèåíòàöèè µ− íà ðåáðàõ ïåðâîãî òèïà, ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
1 0

0 −1

)
, îòêóäà r = ∞,

ε = 1.
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Ðàçðåçàâ ìîëåêóëó ïî âñåì ðåáðàì ñ êîíå÷íûìè ìåòêàì r, îáíàðóæèì, ÷òî â êàæäîé

êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè åñòü àòîì A. Òàêèì îáðàçîì, ó ýòîé ìîëåêóëû íåò ñåìåé. Ïðåäëîæåíèå

äîêàçàíî. □

2.2.3 Лиувиллева классификация биллиардов на эллипсоиде

Â ýòîì ïóíêòå ïðèâåäåíà òàáëèöà, â ñòðîêàõ êîòîðîé óêàçàíû âñå êëàññû ýêâèâàëåíò-

íîñòè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ íà ýëëèïñîèäå. Äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ ñòîëîâ âû-

÷èñëåíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëëèàðäîâ, à òàêæå îïðåäåëåíû

êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Q3. Âî âòîðîì ñòîëáöå òàáëèöû ïðîèëëþñòðèðîâà-

íû êîíêðåòíûå ïðèìåðû áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî áèëëèàðäíûé ñòîë îãðàíè÷åí

ñîôîêóñíûìè ñ ýëëèïñîèäîì E êâàäðèêàìè. Ñåòêà ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò íà E èçîáðà-

æåíà íà ðèñóíêå 2.1. Ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå êðèâûå íà ýòîì ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò

îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì, âåðòèêàëüíûå � äâóïîëîñòíûì. Íà ðèñóíêàõ âòîðîãî ñòîëá-

öà òàáëèöû æèðíûì âûäåëåíû îìáèëè÷åñêèå òî÷êè, ñåðî-êðàñíûì � áèëëèàðäíûé ñòîë, à

ïóíêòèðîì � ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ýëëèïñîèäà ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêî-

ñòÿìè.

Таблица 1. Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ íà

ýëëèïñîèäå

Íîìåð Îáëàñòü
Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà

áèëëèàðäà
òèï Q3

1 RP 3

2 S3
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3 S3

4 S2 × S1

5 S2 × S1

6 S3

7 S3

8 S3
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9 S3

10 S3

11 S3

12 S3

13 S3

14 S3
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15 S3

16 S3

17 S3

18 S3

19 S3

20 S3
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21 S3

2.3 Классификация биллиардов на гиперболоидах

2.3.1 Построение грубых молекул

Â îòëè÷èå îò ýëëèïñîèäà áèëëèàðä íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå ìîæåò èìåòü äâå

ñåäëîâûå ïåðåñòðîéêè: íà óðîâíÿõ Λ = b è Λ = c. Îòìåòèì, ÷òî íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáî-

ëîèäå íåò îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê è ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà íåì îòäåëåíû äðóã îò äðóãà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóáûå ìîëåêóëû áèëëèàðäîâ íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå íå ñîäåðæàò

àòîìîâ ñî çâåçäî÷êàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ìû âñåãäà ìîæåì òðèâèàëüíî ðàññëîèòü áèëëèàðä-

íûé ñòîë ëèíèÿìè óðîâíÿ òîé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé

áèôóðêàöèè, îãðàíè÷èòü ñèñòåìó íà ýòè ñëîè è óáåäèòüñÿ, ÷òî íà êàæäîì èç íèõ â îêðåñòíî-

ñòè áèôóðêàöèîííîãî ñëîÿ ñèñòåìà óñòðîåíà îäèíàêîâî. Íàïðèìåð, åñëè áèôóðêàöèÿ òîðîâ

Ëèóâèëëÿ áóäåò ïðîõîäèòü íà óðîâíå Λ = c, ìû ìîæåì ðàññëîèòü áèëëèàðäíûé ñòîë ñîôî-

êóñíûìè äâóïîëîñòíûìè ãèïåðáîëîèäàìè (ò.å. ëèíèÿìè óðîâíÿ ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòû

λ3), ïîñêîëüêó λ3 íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ c.

Â äàííîì ïóíêòå áóäóò ïîñòðîåíû ãðóáûå èíâàðèàíòû äëÿ äâóõ òèïîâ áèëëèàðäîâ. Ïî-

ñòðîåíèå ãðóáûõ ìîëåêóë äëÿ îñòàâøèõñÿ òèïîâ ñòîëîâ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè.

Èòàê, ïóñòü Z � áèëëèàðäíûé ñòîë íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, òîãäà ïàðàìåòð

êàóñòèêè Λ èçìåíÿåòñÿ íå îòðåçêå [c − δ, a], ãäå 0 < δ < +∞, ïðè ýòîì Λ = c − δ ñîîòâåò-

ñòâóåò �íàèáîëüøåìó� ñîôîêóñíîìó ýëëèïñîèäó (ò.å. ýëëèïñîèäó ñ íàèáîëüøèìè ïîëóîñÿìè),

îãðàíè÷èâàþùåìó ñòîë Z.
Êàê è ðàíåå ãèïåðáîëîèä, íà êîòîðîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ áèëëèàðäû îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç E. Ïàðàìåòð ýòîãî ãèïåðáîëîèäà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç λ0.

Предложение 2.3.1. Биллиарду на столе 1-го типа (см. таблицу пункта 2.3.3) отвечает

грубая молекула, изображенная на рисунке 2.14.

Доказательство. Ïóñòü âñÿ ãðàíèöà ñòîëà Z ëåæèò íà ñîôîêóñíîì ýëëèïñîèäå ïàðà-

ìåòðà λ = c− δ, ãäå 0 < δ < +∞. Òîãäà èíòåãðàë Λ ìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [c− δ, a].
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Рис. 2.14: Инвариант Фоменко биллиарда на столе 1-го типа на однополостном гиперболоиде.

Ïóñòü Λ = c− δ. Â òàêîì ñëó÷àå îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

áóäóò äâå ãðàíè÷íûå êðèâûå ñòîëà Z. Ñëåäîâàòåëüíî, â Q3
h ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè 4 îêðóæ-

íîñòè, îòâå÷àþùèå äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ãðàíèöå Z (íà êàæäîé èç äâóõ ãðàíèö

äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ).

Ïóñòü Λ ∈ (c− δ, c). Â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ðàññìîòðèì âñå âåê-

òîðà ñêîðîñòè, îòâå÷àþùèå ýòîìó óðîâíþ èíòåãðàëà. Ïîëó÷èì äâà ñèììåòðè÷íûõ îòíîñè-

òåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 êîëüöà, îñíàùåííûõ âíóòðè ÷åòûðüìÿ, à íà ãðàíèöå äâóìÿ âåêòîðà-

ìè ñêîðîñòè. Ðàññìîòðèì òî÷êó P ∈ Z ∩{z > 0}∩{x = 0}, ëåæàùóþ âíóòðè îäíîãî èç òàêèõ

êîëåö (ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîëüöî â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0), è êàê â ïðåäëîæåíèè

2.2.1 ââåäåì îáîçíà÷åíèå âåêòîðîâ â ýòîé òî÷êå. Äàëåå ïî íåïðåðûâíîñòè ââîäèì îáîçíà÷å-

íèÿ â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ êîëüöà. Íà ãðàíèöàõ êîëåö ââèäó áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ, à òàêæå

êàñàíèÿ êàóñòèêè, âåêòîðà v1 è v4, à òàêæå v2 è v3 îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ðàññëîèì Z íà êîîðäè-

íàòíûå ëèíèè ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, îòâå÷àþùèå äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì, è

ïðèïèøåì ýòèì ñëîÿì âåêòîðà v1 è v4. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó íà íèæíåé ãðàíè÷íîé

êðèâîé γ ðàññìàòðèâàåìîãî êîëüöà (ýòà êðèâàÿ îòâå÷àåò ïåðåñå÷åíèþ îäíîïîëîñòíîãî ãè-

ïåðáîëîèäà è êàóñòè÷åñêîé êâàäðèêè) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîåì ðàññëîåíèÿ è âåêòîðàìè v1,

v4. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ñëîé ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè. Ïåðåäâèãàÿ òî÷êó P âäîëü γ, áóäåì

ïîëó÷àòü îêðóæíîñòè. Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáîðîò, ìû âîçâðàòèì ñëîé âìåñòå ñ âåêòîðàìè â

èñõîäíîå ïîëîæåíèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â Q3
h ïîëó÷èì äâóìåðíûé òîð. Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó-

÷èì äâóìåðíûé òîð äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîëüöà è âåêòîðîâ v2, v3, à òàêæå äâà äâóìåðíûõ

òîðà äëÿ êîëüöà, ëåæàùåãî â ïîëóïðîñòðàíñòâå z < 0. Òàêèì îáðàçîì, íà óðîâíå Λ ∈ (c−δ, c)
ïîëó÷àåì 4 äâóìåðíûõ òîðà, êîòîðûå ïðè Λ → c−δ+0 ïåðåõîäÿò â êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðîâíþ Λ = c− δ îòâå÷àþò ÷åòûðå 3-àòîìà A.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ Λ = a ñîîòâåòñòâóþò äâà 3-àòîìà A,

à ïðè Λ ∈ (b, a) áèôóðêàöèè íå ïðîèñõîäèò.

Ïóñòü òåïåðü Λ ∈ (c, b). Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñü

ñòîë Z. Ñíàáäèì âñå òî÷êè Z êàñàòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè ê êàóñòè÷åñêîé êâàäðèêå. Ïîëó-
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÷èì ïî ÷åòûðå âåêòîðà âíóòðè Z è ïî äâà íà ãðàíèöå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ êàê

â ïåðâîì àáçàöå è ðàññìîòðèì òàêîå æå ðàññëîåíèå ñ ïðèïèñàííûìè ê ñëîÿì âåêòîðàìè v1 è

v4. Ðàññìîòðèì òî÷êó P = (0,
√
b− λ0, 0) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åé ñëîåì ðàññëîåíèÿ è âåêòîðà-

ìè. Ýòîò ñëîé â Q3
h ãîìåîðìîðôåí îêðóæíîñòè. Ñäåëàâ ïîëíûé îáîðîò ýòîé âîêðóã ýëëèïñà

E ∩ {z = 0}, ìû âîçâðàòèì ñëîé â èñõîäíîå ïîëîæåíèå è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâóìåðíûé

òîð. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ âåêòîðàìè v2 è v3. Òàêèì îáðàçîì, íà ôèêñèðîâàííîì óðîâíå

Λ ∈ (c, b) ïîëó÷èì äâà òîðà Ëèóâèëëÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà óðîâíå Λ = c ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà ÷åòûðåõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ â äâà,

à íà óðîâíå Λ = b � äâóõ òîðîâ â äâà. Îïðåäåëèì àòîìû, îòâå÷àþùèå ýòèì áèôóðêàöèÿì.

Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèé ñëîé Λ = c. Ñíîâà ñíàáäèì âñå òî÷êè ñòîëà Z êàñàòåëüíûìè

íàïðàâëåíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà Λ. Âîçüìåì ðàññëîåíèå ñòîëà,

òî÷êó P è îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Ñíàáäèì âñå äóãè ðàññëîåíèÿ íà-

ïðàâëåíèÿìè v1 è v4. Íà êàæäîé òàêîé äóãå â Q
3 ïîëó÷èì âîñüìåðêó. Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáõîä

ïî ýëëèïñó E ∩ {z = 0}, ýòà âîñüìåðêà âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, è â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âîñüìåðêè íà îêðóæíîñòü. Òîðû, îòâå÷àþùèå âåêòîðàì v1, v4

íà óðîâíÿõ èíòåãðàëà Λ ∈ (c− δ, c), ñòðåìÿòñÿ ê ýòîé êðèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðè δ → 0,

îãèáàÿ åå èçíóòðè. À òîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâíþ Λ ∈ (c, b) ñ âåêòîðàìè v1 è v4, òîæå ñòðå-

ìÿòñÿ ê ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðè Λ → c ñíàðóæè. Îïèñàííàÿ ïåðåñòðîéêà ñîîòâåòñòâóåò 3-àòîìó

B (ñì. ðèñ. 1.2.2). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãîé ïàðû âåêòîðîâ: v2

è v3. Èòàê, óðîâíþ Λ = c îòâå÷àþò äâà 3-àòîìà B.

Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ÷åðåç ðàññëîåíèå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñîôîêóñíûìè

ýëëèïñîèäàìè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ Λ = b îòâå÷àåò â òî÷íîñòè îäèí 3-àòîì C2.

Ãðóáàÿ ìîëåêóëà ïîñòðîåíà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Предложение 2.3.2. Биллиарду на столе 5-го типа (см. таблицу пункта 2.3.3) соответ-

ствует грубая молекула, представленная на рисунке 2.15.

Рис. 2.15: Инвариант Фоменко биллиарда на столе 5-го типа на однополостном гиперболоиде.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ñòîë Z ýòîé ñåðèè. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïîëóïðîñòðàí-

ñòâå y > 0 ýòîò ñòîë íå ñîäåðæèò ñòåíîê äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (èíà÷å îòðàçèì ñòîë

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0).
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ Λ = c− δ ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè äâà àòîìà A, à óðîâíþ

Λ = a � ðîâíî òðè àòîìà A. Òàêæå ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðåäëîæåíèåì ëåãêî ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî ïðè Λ ∈ (c− δ, c) ∪ (c, b) ∪ (b, a) áèôóðêàöèè íå ïðîèñõîäèò è íà óðîâíå Λ ∈ (c, b)

ëåæèò â òî÷íîñòè îäèí òîð. Òàêèì îáðàçîì, ïðè Λ = c äâà òîðà ïåðåñòðàèâàþòñÿ â îäèí, à

ïðè Λ = b îäèí òîð ïåðåñòðàèâàåòñÿ â òðè.

Ïóñòü Λ = c. Ðàññëîèì ñòîë Z íà êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñåòêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò,

ñîîòâåòñòâóþùèå äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì, è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ

ñêîðîñòè â òî÷êàõ îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì

ïðåäëîæåíèè. Ðàññìîòðèì ñëîè ýòîãî ðàññëîåíèÿ, îòâå÷àþùèé òî÷êå P = (0,
√
b− λ0, 0) è

ïðèïèøåì âñåì òî÷êàìè ýòîãî ñëîÿ âåêòîðû v1 è v4. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó îòðàæåíèÿ îò ãðà-

íèöû ñòîëà, à òàêæå êàñàíèÿ âûðîæäåííîé êâàäðèêè ïàðàìåòðà c âåêòîðà v1 è v4 ñêëåèâà-

þòñÿ êàê â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñëîÿ ðàññëîåíèÿ, òàê è â òî÷êå P . Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì, ÷òî

ñëîé ðàññëîåíèÿ â òî÷êå P ñ âåêòîðàìè v1 è v4 ãîìåîìîðôåí âîñüìåðêå. Ïåðåìåùàÿ òî÷êó

P ïî äóãå ýëëèïñà E ∩ {z = 0} è îòòàëêèâàÿñü äâàæäû îò åå ãðàíèöû, â Q3
h ïîëó÷èì ïðÿ-

ìîå ïðîèçâåäåíèå âîñüìåðêè íà îêðóæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, óðîâåíü Λ = c îïðåäåëÿò â Q3
h

ïîäìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå êðèòè÷åñêîìó ñëîþ 3-àòîìà B. Áîëåå òîãî, åñëè ïðîñëåäèòü çà

�äèíàìèêîé� âåêòîðîâ v1 è v4 íà êàæäîì èç ñëîåâ ðàññëîåíèÿ ñîôîêóñíûìè äâóïîëîñòíûìè

ãèïåðáîëîèäàìè ïðè Λ ∈ (c− ε, c+ ε), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðîâíþ Λ = c îòâå÷àåò 3-àòîì

B. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðîâíþ Λ = b ñîîòâåòñòâóåò îäèí àòîì D1. Ãðóáàÿ ìî-

ëåêóëà ïîñòðîåíà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

2.3.2 Вычисление инвариантов Фоменко-Цишанга.

Â ýòîé ÷àñòè ìû âû÷èñëèì èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ áèëëèàðäîâ íà ñòîëàõ

òèïîâ 1 è 5 (ñì. òàáëèöó ïóíêòà 2.3.3). Ìå÷åíûå ìîëåêóëû îñòàëüíûõ áèëëèàðäîâ ñòðîÿòñÿ

ïî àíàëîãèè. Âû÷èñëåííûå èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå ïóíêòà

2.3.3. ÏóñòüW � ãðóáàÿ ìîëåêóëà íåêîòîðîãî áèëëèàðäà. Åñëè ðåáðî ýòîé ìîëåêóëû îòâå÷àåò

ïàðàìåòðó Λ ∈ [c− δ, c], òî íàçîâåì åãî ребром первого типа, åñëè Λ ∈ [c, b], òî � ребром

второго типа, åñëè Λ ∈ [b, a], òî � ребром третьего типа.

Âñå ìîëåêóëû ìû áóäåì ðàñïîëàãàòü ãîðèçîíòàëüíî. Äâèæåíèå ñëåâà íàïðàâî âäîëü

ðåáåð ìîëåêóë ñîîòâåòñòâóåò ðîñòó èíòåãðàëà Λ.

Предложение 2.3.3. Меченая молекула биллиарда на столе 1-го типа (см. таблицу пунк-

та 2.3.3) изображена на рисунке 2.16.

Доказательство. Âûáåðåì ïî îäíîìó ðåáðó êàæäîãî òèïà è âû÷èñëèì äëÿ íèõ èíâàðè-

àíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Ó ðåáåð îäíîãî òèïà ìåòêè r, ε áóäóò ñîâïàäàòü, è â ýòîì íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ.
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Рис. 2.16: Меченая молекула биллиарда на столе 1-го типа, лежащем на однополостном гиперболо-

иде.

Âû÷èñëèì ìåòêè äëÿ ðåáðà ïåðâîãî òèïà. Âûáåðåì öèêëû λ−, µ− , îòíîñÿùèåñÿ ê àòî-

ìó A, è öèêëû λ+, µ+, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó B, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 2.17.1 è 2.17.2

ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòàöèþ λ+, µ−, µ+ âûáåðåì ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òîãäà î÷å-

âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ε = 1, r = 0.

Рис. 2.17: На рисунках штрих-пунктиром обозначены µ-циклы, а сплошной линией — λ-циклы.

Íàéäåì ìåòêè äëÿ ðåáðà âòîðîãî òèïà. Âûáåðåì öèêëû λ+, µ+, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó C2,

è öèêëû λ−, µ−, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó B, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 2.17.3 è 2.17.4 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Îðèåíòèðóåì λ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ, à íà µ− âûáåðåì îðèåíòàöèþ

ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñêëåéêè

ðàâåí −1, µ+ îðèåíòèðóåì ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Çíà÷èò, ìàòðèöà ñêëåéêè

èìååò âèä

(
0 −1

−1 0

)
îòêóäà, ε = −1, r = 0.

Òåïåðü âû÷èñëèì ìåòêè äëÿ ðåáåð òðåòüåãî òèïà. Ðàññìîòðèì îäíî èç òàêèõ ðåáåð. Âû-

áåðåì öèêëû µ+, λ+, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó C2, è µ
−, λ−, îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó A, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêàõ 2.17.5 è 2.17.6 ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòèðóåì µ+, λ+, µ− ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîð-

íîãî ïîëÿ. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñêëåéêè ðàâåí −1, òî îíà èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
, à

çíà÷èò, ε = 1, r = 0.
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Ïîñêîëüêó âñå ðåáðà ìîëåêóëû êîíå÷íû, îíà îáëàäàåò òðåìÿ ñåìüÿìè, êàæäàÿ èç êî-

òîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâîìó àòîìó. Âñå ìàòðèöû ñêëåéêè îêàçàëèñü àíòèäèàãîíàëüíûìè

(êîýôôèöèåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû íóëþ), à ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìåòêè n ðàâíû

íóëþ. □

Предложение 2.3.4. Меченая молекула биллиарда на столе 5-го типа (см. таблицу пунк-

та 2.3.3) изображена на рисунке 2.18.

Рис. 2.18: Инвариант Фоменко-Цишанга биллиарда на столе 5-го типа

Доказательство. Âû÷èñëèì ìåòêè íà ðåáðàõ ïåðâîãî òèïà. Âûáåðåì öèêëû λ−, µ−,

îòíîñÿùèåñÿ ê àòîìó A, è öèêëû λ+, µ+ äëÿ àòîìà B êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 2.19.1 è 2.19.2

ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòèðóåì λ−, µ−, λ+ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ. Òîãäà µ+ íàïðàâëåí âäîëü

âåêòîðîâ è ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä

(
0 1

1 0

)
, îòêóäà ε = 1, r = 0.

Рис. 2.19: На рисунках штрих-пунктиром обозначены µ-циклы, а сплошной линией — λ-циклы.
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Íà ðåáðàõ âòîðîãî òèïà âûáåðåì öèêëû λ−, µ− äëÿ àòîìà B è öèêëû λ+, µ+ äëÿ àòîìàD1

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 2.19.3 è 2.19.4 ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòèðóåì λ+, λ− ïî íàïðàâëåíèþ

âåêòîðîâ, à öèêë µ− íàïðàâèì ïðîòèâ. Çíà÷èò, µ+ íàïðàâëåí ïðîòèâ âåêòîðîâ è ìàòðèöà

ñêëåéêè èìååò ñëåäóþùèé âèä

(
0 −1

−1 0

)
. Òàêèì îáðàçîì, ε = −1, r = 0.

Â ñëó÷àå ðåáðà òðåòüåãî òèïà âûáèðàåì öèêëû λ−, µ− äëÿ àòîìà D1 è öèêëû λ+, µ+ äëÿ

àòîìà A êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 2.19.5 è 2.19.6 ñîîòâåòñòâåííî. Îðèåíòèðóåì λ+, µ+, µ− ïî

íàïðàâëåíèþ âåêòîðîâ. Çíà÷èò, λ+ íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðîâ è ìàòðèöà ñêëåéêè èìååò âèä(
0 1

1 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ε = 1, r = 0.

Ïîñêîëüêó âñå ðåáðà ìîëåêóëû êîíå÷íû, îíà îáëàäàåò äâóìÿ ñåìüÿìè, êàæäàÿ èç êîòî-

ðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâîìó àòîìó. Âñå ìàòðèöû ñêëåéêè îêàçàëèñü àíòèäèàãîíàëüíûìè, à

ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìåòêè n ðàâíû íóëþ. □

2.3.3 Лиувиллева классификация биллиардов на однополостном ги-

перболоиде

Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà, â ñòðîêàõ êîòîðîé óêàçàíû âñå êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûå

áèëëèàðäíûå ñòîëû íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå. Äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè

ñòîëîâ ïðèâåäåí èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñîîòâåòñòâóþùåãî áèëëèàðäà, à òàêæå êëàññ

ãîìåîìîðôíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî âñå ñòåíêè áèëëèàðäíûõ

ñòîëîâ öåëèêîì ëåæàò íà ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ.

Ãîðèçîíòàëüíûå ñòåíêè íà ðèñóíêàõ òàáëèöû îòâå÷àþò ñîôîêóñíûì ýëëèïñîèäàì, à âåð-

òèêàëüíûå � äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì. Ïóíêòèðîì âûäåëåíû ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ îäíî-

ïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

Таблица 2. Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ

íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå

Íîìåð Îáëàñòü Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà òèï Q3

1 S1 × S2
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2 S3

3 S3

4 S3

5 S3

6 S3

7 S3
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8 S1 × S2

9 S3

10 S3

11 S3

12 S3

13 S3
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14 S3

15 S1 × S2

16 S3

17 S3

18 S3

19 S3
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20 S3

21 S3

2.3.4 Лиувиллева классификация биллиардов на двуполостном ги-

перболоиде

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1.3 ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîôî-

êóñíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè áèëëèàðäíûìè ñòîëàìè íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå è ïëîñêèìè

îáëàñòÿìè, îãðàíè÷åííûìè ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè. Îäíàêî ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå

óòâåðæäåíèå.

Предложение 2.3.5. Существует взаимно однозначное соответствие между софокусны-

ми геодезическими биллиардами на двуполостном гиперболоиде и плоскими биллиардами,

ограниченными софокусными квадриками. Софокусному геодезическому биллиарду на двупо-

лостном гиперболоиде отвечает лиувиллево эквивалентный биллиард в плоской области,

ограниченной софокусными квадриками, и наоборот.

Доказательство. Ïóñòü Z2 � áèëëèàðäíûé ñòîë íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå ïà-

ðàìåòðà λ0, à f � îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå â ïðåäëîæåíèè 2.1.3. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì 1.5

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áèëëèàðäà âíóòðè Z2 â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ λ1, λ2 íà ñîâìåñò-

íîì óðîâíå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H = h,Λ = λ̃ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.





λ̇1 = ± 2
√
2

h(λ1 − λ2)(λ1 − a)

√
(a− λ1)(b− λ1)(c− λ1)(λ̃− λ1)(λ0 − λ1)

λ̇2 = ± 2
√
2

h(λ2 − λ1)(λ2 − a)

√
(a− λ2)(b− λ2)(b− λ2)(λ̃− λ2)(λ0 − λ2)

(2.1)

Îäíàêî λ1 ⩽ λ2 < λ0 < a. Ïîýòîìó óáðàâ èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìíîæèòåëè λ0 − λi, a − λi
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(îíè íåíóëåâûå), ìû íå èçìåíèì òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû. Â

ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ.





λ̇1 = ± 2
√
2

λ1 − λ2

√
h(b− λ1)(c− λ1)(λ̃− λ1)

λ̇2 = ± 2
√
2

λ2 − λ1

√
h(b− λ2)(b− λ2)(λ̃− λ2)

(2.2)

Îäíàêî èìåííî òàê âûãëÿäèò ñèñòåìà â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, îïèñûâàþùàÿ ãåîäåçè-

÷åñêèé ïîòîê íà ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f çàäàåò äèôôåîìîðôèçì ìåæäó ñòî-

ëàìè Z è f(Z), ïåðåõîä îò ñèñòåìû 2.1 ê ñèñòåìå 2.2 ðåàëèçóåò ïîñëîéíûé ãîìåîìîðôèçì

ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ (è èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé) áèëëèàðäîâ âíóòðè Z è f(Z) ñ

ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, áèëëèàðäû âíóòðè Z è

f(Z) ÿâëÿþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè. □

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà

ïëîñêîñòè è íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå óñòðîåíû îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì

ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò Â.Â. Âåäþøêèíîé [7] êëàññèôèêàöèè ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ, îãðàíè÷åí-

íûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè.

Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà, â ñòðîêàõ êîòîðîé óêàçàíû âñå êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíò-

íûå ñòîëû íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñîîòâåòñòâóþùèõ

áèëëèàðäîâ, à òàêæå êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ïîâåðõíîñòåé.

Таблица 3. Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ

íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå

Íîìåð Îáëàñòü
Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà

áèëëèàðäà
òèï Q3

1 S3

2 S3
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3 S2 × S1

4 S3

5 S3

6 S3

7 S3

8 S3
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9 S3

10 S3

11 S3

12 S3

13 S3
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2.4 Общая теорема классификации

Теорема 2.4.1 (Êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ). Пусть E — невырожденная

квадрика из софокусного семейства, тогда (с точностью до лиувиллевой эквивалентности):

1. Если E — эллипсоид, то на нем существуют ровно 7 неэквивалентных биллиардов(см.

таблицу пункта 2.2.3);

2. Если E — однополостный гиперболоид, то на нем существуют ровно 7 неэквивалент-

ных биллиардов (см. таблицу пункта 2.3.3);

3. Если E — двуполостный гиперболоид, то на нем существуют ровно 6 неэквивалент-

ных биллиардов (см. таблицу пункта 2.3.4).

4. Оказывается, что некоторые геодезические биллиарды, “живущие” на разных софокус-

ных квадриках, являются лиувиллево эквивалентными. В итоге, на всех софокусных

квадриках имеется ровно 10 лиувиллево не эквивалентных геодезических биллиардов.

Íàéäåííûå íàìè èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ, ëèóâèëëåâî

ýêâèâèâàëåíòíû íåêîòîðûì äðóãèì èçâåñòíûì ñèñòåìàì èç ôèçèêè, ìåõàíèêè è ãåîìåòðèè.

Теорема 2.4.2. Следующие геодезические биллиарды на квадриках эквивалентны интегри-

руемым системам из физики, механики и геометрии:

Таблица 4. Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñîôîêóñíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ

Ïðèìåð îáëàñòè Ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà áèëëèàðäà

Ëèóâèëëåâî

ýêâèâàëåíò-

íàÿ ñèñòåìà

1
Ëàãðàíæ,

Ýéëåð

2 Æóêîâñêèé
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3

Êëåáø,

Ñîêîëîâ,

Êîâàëåâñêàÿ

- ßõüÿ

4

Ãîðÿ÷åâ -

×àïëûãèí -

Ñðåòåíñêèé

5
Ýéëåð,

Êëåáø

6

Ýéëåð,

Êëåáø,

Ñîêîëîâ

7

Ïëîñêèé

ñîôîêóñíûé

áèëëèàðä íà

ñòîëå:

8

Áèëëèàðä íà

ýëëèïñîèäå â

ïðîñòðàí-

ñòâå

Ìèíêîâñêîãî
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9

Òîïîëîãè÷åñ-

êèé

áèëëèàðä ñ

íåâûïóêëû-

ìè

ñêëåéêàìè

ãðàíèö1

10

Òîïîëîãè÷åñ-

êèé

áèëëèàðä ñ

íåâûïóêëû-

ìè

ñêëåéêàìè

ãðàíèö

1Такие биллиарды описаны и исследованы В.В. Ведюшкиной в работе [10]
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Глава 3

Трехмерные софокусные биллиарды

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òîïîëîãèè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ òðåõìåðíûõ ñîôî-

êóñíûõ áèëëèàðäîâ. Ïîñêîëüêó äëÿ ÈÃÑ ñ òðåìÿ è áîëåå ñòåïåíåé ñâîáîäû íå ñóùåñòâóåò

óäîáíûõ (â ïëàíå âû÷èñëåíèé è ðàáîòû) êëàññèôèêàöèîííûõ èíâàðèàíòîâ ëèóâèëëåâîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè, ìû êëàññèôèöèðóåì âñå òðåõìåðíûå ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû îòíîñèòåëüíî

ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ ýòîãî, ñíîâà ñëåäóÿ ìåòîäó Â.Â. Âåäþøêèíîé, íà

ìíîæåñòâå òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ ìû ââåäåì îòíîøåíèå êîìáèíàòîðíîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè, ñîõðàíÿþùåå ãðóáóþ ëèóâèëëåâó ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëëèàðäîâ.

Ïîñëå ÷åãî äîêàæåì òåîðåìó êëàññèôèêàöèè ñòîëîâ. À äàëåå äëÿ êàæäîãî òèïà ñòîëîâ èçó-

÷èì ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëëèàðäîâ.

Êàê îêàçàëîñü, ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó òðåõìåðíûìè ñîôîêóñíûìè áèëëèàðäàìè, à

òàêæå áèëëèàðäàìè íà êâàäðèêàõ â ïîëå óïðóãîé ñèëû. Ýòà ñâÿçü ïîçâîëèëà îïèñàòü ñëîåíèå

Ëèóâèëëÿ ìíîãèõ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî îñîáûå òî÷êè

òèïà ñåäëî-ñåäëî.

Â ýòîé ãëàâå ÷åðåç Λ1 è Λ2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðàìåòðû ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, êî-

òîðûõ êàñàþòñÿ âñå çâåíüÿ (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) òðàåêòîðèè-ëîìàíîé òðåõìåðíîãî ñîôî-

êóñíîãî áèëëèàðäà. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ êâàäðèê îáåñïå÷èâàåò òåîðåìà 1.4.1. Ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Λ1 ⩾ Λ2. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê 1.2 ïîëîæèòåëüíû, èíûìè ñëîâàìè, êâàäðèêà ïàðàìåòðà 0 ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì.

3.1 Комбинаторная эквивалентность трехмерных столов.

Теорема классификации

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé ãëàâîé íà ìíîæåñòâå âñåõ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ

ââåäåì îòíîøåíèå êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî òèï êàóñòèêè

ê òðàåêòîðèè ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç èíòåãðàëîâ Λi ïðèìåò

81



çíà÷åíèå b èëè c. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñòîëîâ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Определение 3.1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðåõìåðíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû Z1 è Z2 комбина-

торно эквивалентны, åñëè îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

� èçìåíåíèåì ñåãìåíòà ãðàíèöû ïóòåì íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè â êëàññå ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê, ïðè ýòîì, çíà÷åíèå èçìåíÿåìîãî ïàðàìåòðà λ ïðè êàæäîé äåôîðìàöèè ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ b èëè c òîëüêî ëèáî â íà÷àëå, åñëè îáúåì ñòîëà óìåíüøàåòñÿ, ëèáî â êîíöå,

åñëè � óâåëè÷èâàåòñÿ;

� ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

Òåïåðü ìû ðàçðåøàåì ñòåíêàì áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ çàõîäèòü íà âûðîæäåííûå êâàäðèêè

â íà÷àëå èëè êîíöå äåôîðìàöèè, åñëè îáúåì ñòîëà óìåíüøàåòñÿ èëè óâåëè÷èâàåòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíèò òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

áèëëèàðäà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñòåíêà ãðàíèöû ñòîëà ëåæèò íà âûðîæäåííîé êâàäðèêå ïà-

ðàìåòðà c (èëè b), òî, êîãäà îäèí èç ïàðàìåòðîâ êàóñòèê Λi ïðèìåò çíà÷åíèå c (èëè b), â

òî÷êàõ ýòîé ñòåíêè îòðàæåíèå çàìåíèòñÿ íà êàñàíèå. À ýòî çíà÷èò, ÷òî áèôóðêàöèÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ óðîâíþ Λi = c (èëè b), íå èçìåíèò òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âáëèçè ýòîé

ñòåíêè. Èíûìè ñëîâàìè, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ òàêîãî áèëëèàðäà áóäåò àáñîëþòíî òàêèì æå êàê

ó áèëëèàðäà âíóòðè ñòîëà, ïîëó÷åííîãî èç äàííîãî îòäàëåíèåì ñòåíêè (âìåñòå ñ åå ìàëîé

îêðåñòíîñòüþ) îò âûðîæäåííîé êâàäðèêè.

Теорема 3.1.1 (Êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ îáëàñòåé). Существует в точ-

ности 35 классов комбинаторно неэквивалентных трехмерных биллиардных столов. Все

они представлены в таблице пункта 3.4

Доказательство. Ïóñòü Z � òðåõìåðíûé áèëëèàðäíûé ñòîë. Ïîñêîëüêó Z � êîìïàêò,

îí ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîãî ýëëèïñîèäà, âõîäÿùåãî â ñîñòàâ åãî ãðàíèöû. Â ñèëó îïðåäåëå-

íèÿ êîìáèíàòîðíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî ýëëèïñîèä E, çàäàííûé óðàâíåíèåì
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1, ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêîé íàèìåíüøå-

ãî ïàðàìåòðà, âõîäÿùåé â ñîñòàâ ãðàíèöû ñòîëà Z. Ïðè ýòîì, ïëîñêîñòè Oxy, Oxz (îíè æå

âûðîæäåííûå êâàäðèêè ïàðàìåòðîâ c è b) íå ñîäåðæàò ãëàäêèõ ãðàíåé ãðàíèöû Z.
Ðàçðåæåì êîìïàêòíóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ýëëèïñîèäîì E, ïî ýëëèïòè÷åñêîìó êîëü-

öó

{
(x, y, 0)

∣∣∣ x2

a− c
+

y2

b− c
> 1

}
. Íà ðèñóíêå 3.1.1 òeìíî-ñåðûì öâåòîì âûäåëåí ó÷àñòîê ðàç-

ðåçà, à íà 3.1.2 èçîáðàæeíà ôèãóðà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïîñëå ðàçðåçà ýëëèïñî-

èä E ïåðåéäeò â äâå ïîâåðõíîñòè, ãîìåîìîðôíûå îñíîâàíèÿì íåêîòîðîãî öèëèíäðà, à ó÷à-
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Рис. 3.1: 1. Эллипсоид, пересечeнный софокусными однополостными гиперболоидами. Черными

сплошными линиями выделены фокальные кривые F1, F2. Более тeмным серым цветом показан уча-

сток разреза; 2. Эллипсоид после разреза с соответствующими выделенными кривыми. Боковая

поверхность цилиндра — участок разреза после разрезания.

ñòîê ðàçðåçà òðàíñôîðìèðóåòñÿ â åãî áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñòðîèì ãîìåî-

ìîðôèçì ϕ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà, è çàìêíóòîé îáëàñòè,

îãðàíè÷åííîé öèëèíäðîì K.

Ðàññìîòðèì â R3(x, y, z) öèëèíäð K ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ

CK =

{
(x, y, z)

∣∣∣ x2

a− c
+

y2

b− c
= 1, z ∈ [−1, 1]

}

è ââåäeì â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé èì, êîîðäèíàòû (µ1, µ2, z), ãäå µ1 è µ2 � ýëëèï-

òè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñåìåéñòâà Q̂µ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè Oxy, çàäàííîãî óðàâ-

íåíèåì
x2

a− µ
+

y2

b− µ
= 1. Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (λ1, λ2, λ3),

ëåæàùåé â ïîëóïðîñòðàíñòâå z ⩾ 0, íî íå ïðèíàäëåæàùåé ó÷àñòêó ðàçðåçà, ñîïîñòàâèì òî÷-

êó ϕ(P ) âíóòðè öèëèíäðà K ñ êîîðäèíàòàìè µ1 = λ2, µ2 = λ3, z = 1− λ1
c
, ïðè ýòîì óòî÷íèâ,

÷òî çíàêè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y, z) ó òî÷åê P è ϕ(P ) äîëæíû ñîâïàäàòü. Åñëè òî÷êà

P , ëåæàùàÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå z ⩽ 0, íå ïðèíàäëåæèò ó÷àñòêó ðàçðåçà è èìååò ýëëèïòè÷å-

ñêèå êîîðäèíàòû (λ1, λ2, λ3), òî ñîïîñòàâèì åé òî÷êó ϕ(P ) ñ êîîðäèíàòàìè µ1 = λ2, µ2 = λ3,

z =
λ1
c

− 1, ñäåëàâ àíàëîãè÷íîå óòî÷íåíèå ïðî çíàêè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Òî÷êè ìíîæåñòâà ðàçðåçà ïðè ðàçðåçàíèè óäâàèâàþòñÿ. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ϕ ìîæíî

êîððåêòíî äîîïðåäåëèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà ýòè óäâîåííûå òî÷êè. Òåì ñàìûì, ìû ïîñòðî-

èì ãîìåîìîðôèçì ϕ ìåæäó çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà, è

çàìêíóòîé îáëàñòüþ, îãðàíè÷åííîé öèëèíäðîì K. Ïðè ýòîì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå îòîá-

ðàæåíèå f èç çàìêíóòîé îáëàñòè âíóòðè öèëèíäðà K â çàìêíóòóþ îáëàñòü âíóòðè ýëëèïñî-

èäà E, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P öèëèíäðà K ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà

ϕ−1(P ), ðàñïîëîæåííàÿ â �ðàçðåçàííîé� îáëàñòè, ëåæàùåé âíóòðè ýëëèïñîèäà E. Èçáàâèì-

ñÿ îò ðàçðåçà, ïðèìåíèâ îáðàòíóþ îïåðàöèþ � ñêëåéêó. Â ðåçóëüòàòå òî÷êà ϕ−1(P ) áóäåò
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íàõîäèòüñÿ âíóòðè (èëè íà ãðàíèöå) ýëëèïñîèäà E. Ýòó òî÷êó ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç f(P ).

Çàìåòèì, ÷òî âûáðàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò âíóòðè öèëèíäðà îðòîãîíàëüíà è áèëëèàðä-

íûå ñòîëû ïåðåéäóò â êîíå÷íûå äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèÿ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé ïëîñêèõ

áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ, íå çàõîäÿùèõ íà ôîêàëüíóþ îñü, è îòðåçêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû âû-

ïðÿìèëè ïåðâóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êîîðäèíàòó.

Äàëåå ìîæíî ñäåëàòü ðàçðåç öèëèíäðàK ïî ìíîæåñòâó {(x, 0, z) : |x| >
√
a2 − b2} è ïîêà-

çàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòû µ1 è µ2 âûïðÿìëÿþòñÿ, à ïîëó÷èâøå-

åñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà ìíîæåñòâî áóäåò ãîìåîìîðôíî ïðÿìîóãîëüíîìó ïàðàëëåëåïèïåäó.

Ïðè ýòîì, êîîðäèíàòû (µ1, µ2, z) ïåðåéäóò â äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3, à áèëëèàðäíûå

ñòîëû � â êîíå÷íûé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. À çíà÷èò,

ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü áèëëèàðäíûå ñòîëû, ðàññìàòðèâàÿ èõ îáðàçû ïîñëå äâóõ ðàçðåçîâ.

Îäíàêî òàêîé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ áîëåå òðóäíûì. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ïîäõîäîì.

Ìíîæåñòâî f−1(Z), ãäå f � îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå âûøå, íàçîâeì биллиардным сто-

лом внутри K. Ïåðåíåñeì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ

íà ñòîëû âíóòðè K è áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü ýòè ñòîëû îòíîñèòåëüíî �ïåðåíåñåííîé� ýêâè-

âàëåíòíîñòè.

Ðàññìîòðèì âñå áèëëèàðäíûå ñòîëû ñåìåéñòâà Q̂µ, ó êîòîðûõ íàèìåíüøèé ïàðàìåòð

ñîôîêóñíîé êâàäðèêè, âõîäÿùåé â ñîñòàâ ãðàíèöû, ðàâåí c. È âûáåðåì èç íèõ òå, ÷òî íå

ñîäåðæàò ãðàíè÷íûõ äóã íà ôîêàëüíîé ïðÿìîé. Ïîñìîòðèì íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿ-

ìîé y = 0 è ó÷àñòêîâ ãðàíèöû ñòîëà, ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðèêå
x2

a− c
+

y2

b− c
= 1. Êàê

îêàçàëîñü, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 5 òàêèõ ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèé. Âñå îíè íàõîäÿòñÿ ïðî-

ñòûì ïåðåáîðîì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû êëàññèôèêàöèè ïëîñêèõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ,

äîêàçàííîé Â.Â. Âåäþøêèíîé â ðàáîòå [7], è èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 3.2. Çàìåòèì, ÷òî ïåð-

âîé, ÷åòâåðòîé è ïÿòîé êàðòèíêàì ñîîòâåòñòâóþò ïî äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ñòîëà, â òî âðåìÿ

êàê îñòàâøèìñÿ äâóì � ïî îäíîìó. Ïðè ýòîì, ãðàíèöà ñòîëà, îòâå÷àþùåãî ïÿòîé êàðòèíêå

íåñâÿçíà. È åñëè äîïóñòèòü ïëîñêîìó áèëëèàðäíîìó ñòîëó áûòü íåñâÿçíûì, òî êàðòèíêà 3

äàåò åùå äâà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ ñòîëà.

Òåïåðü ïåðåéäeì ê ïåðåáîðó âñåõ íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ f−1(Z) âíóòðè

öèëèíäðà K, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ âûøå. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëëèïñî-

èä èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3 òàêîé, ÷òî ñòîë Z íå ëåæèò âíóòðè

íåãî. Ýòîò ñëó÷àé ðàçáèâàåòñÿ íà 2 íåýêâèâàëåíòíûõ ïîäñëó÷àÿ: Z ëåæèò â îáåèõ êîì-

ïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè, ðàçáèâàåìûõ ïëîñêîñòüþ z = 0; Z ëåæèò òîëüêî â îäíîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè. Ðàçáåðeì ïîäðîáíî ïåðâûé ïîäñëó÷àé. Â ñèëó ðàññóæäåíèé âûøå íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî f−1(Z) ðàçáèâàåòñÿ íà 2 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïðè ýòîì êàæäàÿ èç íèõ � ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå ïëîñêîãî áèëëèàðäíîãî ñòîëà íà îòðåçîê. Áîêîâûå ãðàíèöû ýòèõ êîìïîíåíò

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0. À ñòàëî áûòü, ïåðâûé âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ

ãðàíèöû ïëîñêîãî ñòîëà (ñì. ðèñ 3.2) îïðåäåëÿåò òðè íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõìåðíûõ ñòîëà,
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Рис. 3.2: Различные неэквивалентные положения внешней границы плоского биллиардного стола

относительно фокальной прямой. Считаем, что граничные дуги стола не лежат на линии фокусов.

âòîðîé âàðèàíò � â òî÷íîñòè îäèí, òðåòèé � ñíîâà òðè ââèäó ñâÿçíîñòè ñòîëà, ÷åòâåðòûé

è ïÿòûé � ñíîâà ïî òðè. Â èòîãå ïîëó÷àåì 13 òèïîâ íåýêâèâàëåíòíûõ ñòîëîâ. Âî âòîðîì

ïîäñëó÷àå ìíîæåñòâî f−1(Z) ëåæèò â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ z ⩾ 0, z ⩽ 0 è ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïëîñêîãî áèëëèàðäíîãî ñòîëà è îòðåçêà. Ïîýòîìó ïåðâûé âàðèàíò

ðàñïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ïëîñêîãî ñòîëà îïðåäåëÿåò äâà íåýêâèâàëåíòíûõ òðåõìåðíûõ ñòîëà,

âòîðîé è òðåòèé âàðèàíòû � ïî îäíîìó, ÷åòâåðòûé � ñíîâà äâà, ïÿòûé � äâà. Îäíàêî îäèí

èç òðåõìåðíûõ ñòîëîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïÿòûì âàðèàíòîì, áóäåò ýêâèâàëåíòåí ñòîëó, íàñëåäó-

åìîìó èç òðåòüåãî âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ ãðàíèöû. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì 7 íåýêâèâàëåíòíûõ

áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ.

Ïóñòü òåïåðü ñòîë Z ëåæèò ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì ñîôîêóñíûì ýëëèïñîèäîì, ëåæàùèì

âíóòðè E. Òîãäà ðàññìîòðèì 2 ïîäñëó÷àÿ: êîãäà áîêîâàÿ ãðàíèöà ëåæèò íà ãðàíèöå K è

êîãäà îíà íå ëåæèò òàì. Â îáîèõ f−1(Z) áóäåò ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïëîñêîãî áèëëèàðäíîãî

ñòîëà è îòðåçêà. Ïåðâûé ïîäñëó÷àé îïðåäåëÿåò 8 òèïîâ íåýêâèâàëåíòíûõ ñòîëîâ, à âòîðîé �

â òî÷íîñòè 7. Ñóììàðíî ïîëó÷àåì ðîâíî 35 òèïîâ íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà. □

Èç ýòîé òåîðåìû çàêëþ÷àåì îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì ïåðå-

áîðîì íåýêâèâàëåíòíûõ ñòîëîâ.

Следствие 3.1.1. Всякий трехмерный софокусный биллиардный стол гомеоморфен либо

замкнутому трехмерному диску, т.е. D
3
, либо прямому произведению окружности и за-

мкнутого двумерного диска, т.е. D
2 × S1, либо прямому произведению отрезка и двумерной

сферы, т.е. D
1 × S2.
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3.2 Бифуркационная диаграмма.

Регулярные слои и 1-перестройки торов Лиувилля

Êàê áûëî îòìå÷åíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.1 ëþáîé òðåõìåðíûé áèëëèàðäíûé

ñòîë, îãðàíè÷åííûé ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, îáÿçàí ëåæàòü âíóòðè íåêîòîðîãî ñîôîêóñ-

íîãî ýëëèïñîèäà. Ìû ñíîâà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàèìåíüøèé ïàðàìåòð ýëëèïñîèäà, âõî-

äÿùåãî â ñîñòàâ ãðàíèöû áèëëèàðäíîãî ñòîëà ðàâåí íóëþ.

Ðàññìîòðèì изоэнергетическую поверхность Q5
h = {(x, v) ∈M6|H = h}, ãäå h > 0. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ h > 0 òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà Q5
h áóäåò îäèíàêîâîé. Ýòî

òàê, ïîñêîëüêó ïðè èçìåíåíèè ýíåðãèè òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû íå ìåíÿåòñÿ. Ìåíÿåòñÿ ëèøü âðå-

ìÿ äâèæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè. Íà èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

F : Q5
h 7→ R2, ñîïîñòàâëÿþùåå òî÷êå x èçQ5

h çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ Λ1(x) è Λ2(x). Îòîáðàæåíèå

F åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îòîáðàæåíèå ìîìåíòà. Îïèøåì åãî îáðàç.

Предложение 3.2.1. Для трехмерного биллиардного стола образ отображения момента

F есть пятиугольник, изображенный на рисунке 3.3. Величины ξ1, ξ2 и ξ3 изменяются на

полуинтервалах [c, b), (b, a] и (c, b] соответственно и зависят от комбинаторного устрой-

ства трехмерного стола.

Рис. 3.3: Общий вид образа отображения момента F : Q5
h 7→ R2(Λ1,Λ2) (выделен серым цветом).

Доказательство. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ1 èíôèìóì âòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòû íà

ñòîëå, ÷åðåç ξ2 � ñóïðåìóì òðåòüåé, à ÷åðåç ξ3 � ñóïðåìóì âòîðîé. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ôîð-

ìóëàì 1.5 (íàïîìíèì, ÷òî Hz2 − F1z + F2 = H(z − Λ1)(z − Λ2)). Åñëè Λ2 ∈ [0, c], òî Λ1 ∈ [c, a]

(ñì. ñëåäñòâèå 1.4.3). Åñëè Λ1 ∈ [c, b], òî óðàâíåíèÿ 1.5 çàäàþò äâèæåíèå â îáëàñòè, ó êîòîðîé

âòîðàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà ìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [c,Λ1]. Ïîýòîìó åñëè Λ1 < ξ1, òî äâè-

æåíèå âíóòðè è íà ãðàíèöå ñòîëà Z íåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèñõîäèò, êîãäà

Λ1 èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [b, a] è Λ1 > ξ2.
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Ïóñòü òåïåðü Λ2 ∈ [c, b], òîãäà àíàëîãè÷íî Λ1 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ïîëóèíòåðâàëàì

[c, ξ1) è (ξ2, a]. Îäíàêî èíòåãðàë Λ2 íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ïîëóèíòåðâàëà (ξ3, b], ïî-

ñêîëüêó óðàâíåíèÿ 1.5 çàäàþò îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, âíóòðè êîòîðîé âòîðàÿ ýëëèï-

òè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [Λ2,min{b,Λ1}]. À òàêàÿ îáëàñòü íå ïåðåñåêàåòñÿ

ñî ñòîëîì Z ââèäó åãî êîìáèíàòîðíîãî óñòðîéñòâà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. □

Замечание 3.2.1. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (b, c) ëåæèò âíóòðè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

F ëþáîãî òðåõìåðíîãî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà.

Следствие 3.2.1. В случае общего положения область возможного движения биллиарда

внутри эллипсоида имеет один из четырех видов, изображенных на рисунке 3.4. Для того

чтобы описать области возможного движения биллиарда внутри произвольного трехмер-

ного софокусного стола Z, необходимо пересечь Z с областями возможного движения бил-

лиарда внутри эллипсоида, полуоси которого являются наибольшими среди всех софокусных

эллипсоидов, входящих состав границы стола Z.

Рис. 3.4: Области возможного движения общего положения биллиарда внутри эллипсоида.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà áèëëèàðäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, à íå ãëàäêîé,

ìû íå ìîæåì ïîëíîöåííî ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì áèôóðêàöèîííîé äèà-

ãðàììû. Ïîýòîìó ìû âûíóæäåíû ñàìîñòîÿòåëüíî ââåñòè åå îïðåäåëåíèå äëÿ òðåõìåðíûõ

áèëëèàðäîâ. Ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé.

1. Если биллиардный стол лежит в одном из полупространств z ⩽ 0, z ⩾ 0, то смена

типа каустики параметра Λ2 с эллипсоида на однополостный гиперболоид никак не долж-

на повлиять на топологию слоения Лиувилля. Действительно, согласно формулам 1.5 в

плоскости z = 0 происходит склейка нескольких касательных векторов. Однако система,
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вообще говоря, “не почувствует” ее, поскольку такой биллиардный стол либо не содержит

участков этой плоскости, либо содержит, но в качестве гладких граней границы, отраже-

ние от которых при Λ2 = c меняется на касание.

2. Аналогично, если биллиардный стол лежит в одном из полупространств y ⩽ 0,

y ⩾ 0, смена типа каустики параметра Λ1 с однополостного гиперболоида на двуполост-

ный никак не должна повлиять на топологию слоения Лиувилля.

3. Непустые слои в системе могут появиться или исчезнуть лишь на тех уровнях,

где одна из каустик-квадрик входит в состав границы стола. Пусть стенка биллиардного

стола лежит на невырожденной квадрике параметра λ 6= 0. Эта стенка входит в состав

границы стола вместе со своей малой односторонней окрестностью, точки которой лежат

на софокусных квадриках с параметрами либо строго большими λ, либо строго меньшими.

Обозначим через σ знак этого неравенства: +, если больше, и −, если меньше. Условие

появления нового слоя, отвечающего рассматриваемой стенке, эквивалентно тому, что

найдется достаточно малое число ε > 0, такое, что отрезок [λ, λ+ σε] пересекал бы мно-

жество решений неравенства V (z) = (a− z)(b− z)(z − Λ1)(z − Λ2) при некоторых H,Λ1,Λ2

только в точке λ. Это, действительно, так, поскольку многочлен V (z) (с точностью до

положительной константы) располагается под корнем в формуле уравнений движения 1.2,

и промежутки, на которых V (z) ⩾ 0, определяют область возможного движения мате-

риальной точки. Следующее предложение является критерием возникновения (или исчез-

новения) слоев на стенке стола, отвечающей невырожденной квадрике.

Предложение 3.2.2. Пусть λ ∈ (0, c) ∪ (c, b) ∪ (b, a), σ = ±1. Тогда для пары (Λ1,Λ2)

из пятиугольника с вершинами (c, 0), (c, c), (b, b), (a, b), (a, 0) найдется достаточно малое

ε > 0, такое, что множество решений неравенства V (z) ⩾ 0, где V (z) = (a− z)(b− z)(z −
Λ1)(z − Λ2), пересекает отрезок [λ, λ + σε] лишь в точке λ, в том и только том случае,

когда выполнено одно из следующих условий.

• Λ2 = λ ∈ (0, c), σ = 1

• Λ1 = λ ∈ (c, b), σ = 1

• Λ2 = λ ∈ (c, b), σ = −1

• Λ1 = λ ∈ (b, a), σ = −1

Доказательство. Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà V (z) ⩾ 0 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ

îòðåçêîâ, êîíöû êîòîðûõ � êîðíè V (z), ò.å. ÷èñëà a, b, c,Λ1,Λ2. Çíà÷èò, åñëè îòðåçîê [λ, λ+σε]

ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà V (z) ⩾ 0 òîëüêî â òî÷êå λ è ïðè ýòîì λ 6= a, b, c,

òî ëèáî λ = Λ1, ëèáî λ = Λ2. Äàëåå, ïðîáåãàÿñü ïî âñåì âîçìîæíûì ðàñïîëîæåíèÿì Λ1 è

Λ2 îòíîñèòåëüíî êîíñòàíò a, b, c, ïðîñòûì ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé îòðåçêà

[λ, λ+ σε] ïîëó÷àåì èñêîìûé ñïèñîê âàðèàíòîâ. □
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Ñ ó÷åòîì îãîâîðîê 1− 3 îïðåäåëèì áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó òðåõìåðíîãî ñîôîêóñ-

íîãî áèëëèàðäà.

Ïóñòü Σ′ � ãðàíèöà îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F òðåõìåðíîãî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà

âíóòðè ñòîëà Z. Äîáàâèì ê ýòîìó ìíîæåñòâó îòðåçêè [(b, 0), (b, ξ3)], åñëè ñòîë Z íå ëåæèò

íè â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ y ⩽ 0, y ⩾ 0, è [(ξ1, c), (ξ2, c)], åñëè ñòîë Z íå ëåæèò íè â

îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ z ⩽ 0, z ⩾ 0. Äàëåå äëÿ êàæäîé ãðàíè ãðàíèöû Z, ëåæàùåé íà

íåâûðîæäåííîé ñîôîêóñíîé êâàäðèêå ïàðàìåòðà λ 6= 0, âû÷èñëèì çíàê σ, êàê îïèñàíî â

ïóíêòå 3. Åñëè λ ∈ (0, c) è σ = −1 èëè λ ∈ (b, a) è σ = 1, òî ê ìíîæåñòâó Σ′ íè÷åãî äîáàâëÿòü

íå áóäåì, ïîñêîëüêó íà ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåíêå ñòîëà íå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå ñëîè. Åñëè

λ è σ íå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì, òî âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäëîæåíèÿ 3.2.2 è

íàéäåì îòâå÷àþùåå ýòîé ïàðå i, òàêîå, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîé ñòåíêå ïðè Λi = λ ïîÿâëÿåòñÿ

íîâûé ñëîé. Òîãäà äîáàâèì ê Σ′ îòðåçîê ïðÿìîé Λi = λ, ïîïàâøèé â îáðàç îòîáðàæåíèÿ

ìîìåíòà. Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ è íàçîâåì бифуркационной

диаграммой.

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ñòðàòèôèêàöèþ îáðàçà

îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà íà äâóìåðíûå ñòðàòû (èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü камерами), îäíîìåðíûå

ñòðàòû � äóãè äèàãðàììû è íóëüìåðíûå ñòðàòû � åå âåðøèíû.

Îäíîìåðíûå è íóëüìåðíûå ñòðàòû áóäåì íàçûâàòü граничными, åñëè îíè ëåæàò íà ãðà-

íèöå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òàêèå ñòðàòû áóäåì íàçûâàòü внут-

ренними. Íèæå â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìû îïèøåì òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

â îêðåñòíîñòè ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ òî÷êàì äâóìåðíûõ è îäíîìåðíûõ ñòðàòîâ. Îïèñàíèþ òî-

ïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ âåðøèíàì äèàãðàììû, áóäåò

ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô. Îòìåòèì, ÷òî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ äèàãðàììû ñåäëîâûå

ïåðåñòðîéêè âîçìîæíû â òî÷êå (b, c) èëè íà 1-ñòðàòàõ, ïðèìûêàþùèõ ê ýòîé òî÷êå. Ïîýòî-

ìó äàëåå ñòðàòû, ëåæàùèå íà ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ îòðåçêàõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êó (b, c) ìû áóäåì íàçûâàòü седловыми. Âî âñåõ îñòàâøèõñÿ âíóòðåííèõ òî÷êàõ áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû ñëîè ñèñòåìû ìîãóò ëèøü ïîÿâëÿòüñÿ èëè èñ÷åçàòü. Ïîýòîìó òî÷êà

(b, c) ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ îñîáûé èíòåðåñ.

Замечание 3.2.2. Åñëè óáðàòü îòðàæåíèå â ñèñòåìå, òî ïîëó÷èì ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê â R3.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè H,Λ1,Λ2 îñòàíóòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ýòîé ñèñòåìû, à áèôóð-

êàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû íà íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áóäåò èìåòü âèä,

ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 3.5. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà (b, c) âõîäèò â ñîñòàâ äèàãðàììû. Íà

ñàìîì äåëå, îíà îòâå÷àåò îñîáåííîñòè ðàíãà 1 òèïà ñåäëî-ñåäëî.

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîìáèíàòîðíîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ñòîëîâ. Ê ïðèìåðó, åñëè áèëëèàðäíûé ñòîë îãðàíè÷åí äâóìÿ ýëëèïñîèäàìè

è äâóìÿ ñòåíêàìè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, òî ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ îäíîé èç ãèïåðáîëè-
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Рис. 3.5: Бифуркационная диаграмма геодезического потока в R3 на неособом уровне энергии для

первых интегралов Λ1 и Λ2.

÷åñêèõ ñòåíîê íå èçìåíèò êîìáèíàòîðíûé òèï áèëëèàðäíîãî ñòîëà, òåì íå ìåíåå, ê áèôóðêà-

öèîííîé äèàãðàììå äîáàâèòñÿ åùå îäíà ñòåíêà. Äëÿ òîãî ÷òîáû èíâàðèàíòíîñòü ñîõðàíÿëàñü

íóæíî ïåðåéòè îò îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ê áàçå ñëîå-

íèÿ Ëèóâèëëÿ íà Q5
h è áèôóðêàöèîííîìó êîìïëåêñó, ââåäåííîìó À.Ò. Ôîìåíêî â ðàáîòå [14].

Îäíàêî íàì áóäåò óäîáíåå ðàáîòàòü ñ áèôóðêàöèîííûìè äèàãðàììàìè.

Теорема 3.2.1. Прообраз точки двумерного страта при отображении момента произволь-

ного трехмерного софокусного биллиарда гомеоморфен одному или несвязному объединению

нескольких трехмерных торов. Слоение Лиувилля в малой окрестности каждого такого

тора тривиально.

Доказательство.Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ îäíîé ñåðèè áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Ðàñ-

ñóæäåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ñòîëîâ áóäóò àíàëîãè÷íûìè.

Ðàññìîòðèì ñòîë òèïà 23 èç êëàññèôèêàöèîííîé òàáëèöû ïóíêòà 3.4. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî åãî ãðàíèöó îáðàçóþò ó÷àñòêè â òî÷íîñòè äâóõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê: ýëëèïñîèä è äâó-

ïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä. Íà ðèñóíêå 3.6.1 èçîáðàæåí ïðèìåð ñòîëà 23-ãî òèïà, à íà êàðòèíêå

3.6.2 ñåðûì âûäåëåíà îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà áèëëèàðäà âíóòðè ðàññìàòðè-

âàåìîãî ñòîëà, ÷åðíûìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà íåé � áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Σ.

Ïóñòü òî÷êà L ñ êîîðäèíàòàìè (µ1, µ2) ïðèíàäëåæèò ñòðàòó (c, b)× (0, c). Ïðîîáðàç ýòîé

òî÷êè â Q5
h (îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F) ñîñòàâëÿþò âñå ïàðû (P, v) ∈ Q5

h, òàêèå,

÷òî ïðÿìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P , êàñàåòñÿ êâàäðèê ïà-

ðàìåòðîâ µ1 è µ2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êâàäðèêà ñ ïàðàìåòðîì µ1 � îäíîïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä, à ñ ïàðàìåòðîì µ2 � ýëëèïñîèä. Îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ (äàëåå ÎÂÄ),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå L, ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó
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Рис. 3.6: 1. Биллиардный стол 23-го типа; 2. Серым цветом выделена область значений отображения

момента F : Q5
h 7→ R2(Λ1,Λ2). Черными сплошными линиями выделена бифуркационная диаграмма

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxz. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîîáðàç òî÷êè L (ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà

F) òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãîìåîìîðôíûõ äðóã äðóãó ââèäó î÷åâèäíîé
ñèììåòðèè ñèñòåìû è ñòîëà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TL òó êîìïî-

íåíòó ñâÿçíîñòè, ÷òî îòâå÷àåò ó÷àñòêó ÎÂÄ, ëåæàùåìó â ïîëóïðîñòðàíñòâå y > 0. À ñàì

ó÷àñòîê ÎÂÄ èç ïîëóïðîñòðàíñòâà y > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç D. Îïèøåì ðàñïîëîæåíèå âåêòî-

ðîâ ñêîðîñòè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà D.

Êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå èç îáëàñòè D îòâå÷àþò 8 âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, çàïèñàííóþ â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñì.

1.1). Åñëè P � âíóòðåííÿÿ òî÷êà D ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (λ1, λ2, λ3), íå ëåæàùàÿ

â êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ, òî λ1 ∈ (0, c), λ2 ∈ (c, b), λ3 ∈ (b, a) è ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì 1.1 â

òî÷êå P âîçíèêàåò 8 âåêòîðîâ ñêîðîñòè.

Ïóñòü òåïåðü P � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè D, ðàñïîëîæåííàÿ â ïëîñêîñòè x = 0, íî

íå ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè z = 0. Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü x = 0 â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ çà-

äàeòñÿ óðàâíåíèåì λ3 = a, â òî÷êå P âûðîæäàåòñÿ òðåòüÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà. Ïðè

ýòîì, îñòàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû íå âûðîæäàþòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ∣∣∣λ̇1
∣∣∣ è

∣∣∣λ̇2
∣∣∣ îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïàðà êîîðäèíàò (λ1, λ2) â ïëîñêîñòè x = 0 ïðè y, z 6= 0 ÿâëÿåò-

ñÿ ãëàäêîé ëîêàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû ñïðîåêòèðóåì âåêòîðû

ñêîðîñòè â ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ íà êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè T(0,y,z)Oyz, òî â ïðîåêöèè ïî-

ëó÷èì ïî 4 âåêòîðà â êàæäîé òî÷êå. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî |ẋ| 6= 0. Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî â

îáëàñòè íåâûðîæäåííîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

ẋ =
∂x

∂λ1
λ̇1 +

∂x

∂λ2
λ̇2 +

∂x

∂λ3
λ̇3.

Ïðè ýòîì, åñëè λ3 óñòðåìèòü ê a, âûðàæåíèÿ
∂x

∂λ1
λ̇1 è

∂x

∂λ2
λ̇2 áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Çíà-

÷èò, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ẋ2 = lim
x→a

(
∂x

∂λ3
λ̇3

)2

. Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è
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ôîðìóëàìè ïåðåõîäà ê ýëëèïòè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì:

ẋ2 =
2h (a− µ1) (a− µ2)

(a− λ1) (a− λ2)
.

Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå a > µi, çàêëþ÷àåì, ÷òî |ẋ| 6= 0. À çíà÷èò, òî÷êå P îòâå÷àþò 8

âåêòîðîâ ñêîðîñòè. Îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè P âíóòðè îáëàñòè D ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ïî àíàëîãèè.

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ ñ òî÷êàìè íà ãðàíèöå îáëàñòèD. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ãðàíè-

öà D ñîñòîèò èç ó÷àñòêîâ äâóõ ýëëèïñîèäîâ, îäíîïîëîñòíîãî è äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäîâ.

Êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå, íå ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé èçëîìà, â ñèëó áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ

èëè êàñàíèÿ èíòåãðàëüíîé êâàäðèêè îòâå÷àþò â òî÷íîñòè 4 ïàðû íåýêâèâàëåíòíûõ âåêòî-

ðîâ. Òî÷êàì, ãäå ïåðåñåêàþòñÿ äâå êâàäðèêè ãðàíèöû, îòâå÷àþò 2 ÷åòâeðêè íåýêâèâàëåíòíûõ

âåêòîðîâ, óãëîâûì òî÷êàì � 1 âîñüìeðêà.

Ïðèìåíèì çíàíèÿ î ðàñïîëîæåíèè âåêòîðîâ ñêîðîñòè â D äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ñëîÿ

TL. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ñêîðîñòè âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè D, íå

ëåæàùèõ â ïëîñêîñòÿõ x = 0, z = 0. Ýòè ïëîñêîñòè ðàçáèâàþò D íà 4 ÷àñòè. Ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ëþáîé èç ýòèõ 4 ÷àñòåé. Êàæäîìó âåêòîðó ñêîðîñòè â P (íà çàäàí-

íîì óðîâíå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ) ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü òðîéêó çíàêîâ åãî

êîìïîíåíò â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:
(
sign λ̇1, sign λ̇2, sign λ̇3

)
. Èñïîëüçóÿ ýòó êîäèðîâêó

âåêòîðîâ ñêîðîñòè, çàïîëíèì òàáëèöó îáîçíà÷åíèé.

(+,+,+) (−,+,+) (−,−,+) (+,−,+) (+,+,−) (−,+,−) (−,−,−) (+,−,−)

x > 0

z > 0
v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

x < 0

z > 0
v5 v6 v7 v8 v1 v2 v3 v4

x > 0

z < 0
v2 v1 v4 v3 v6 v5 v8 v7

x < 0

z < 0
v6 v5 v8 v7 v2 v1 v4 v3

Îòìåòèì, ÷òî îäíîìó è òîìó æå íàáîðó çíàêîâ â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå

îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó âûáðàíà èìåííî òàêàÿ íóìåðàöèÿ. Ïóñòü âåêòîðíîå

ïîëå vi çàäàâàëîñü â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > 0 íàáîðîì çíàêîâ (±,±,±), òîãäà ïðè íåïðåðûâ-

íîì ïåðåõîäå ÷åðåç ïëîñêîñòü x = 0 òðåòüÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

ïîìåíÿåò ñâîé çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ vi â ïîëó-

ïðîñòðàíñòâî x < 0 áóäåò çàäàâàòüñÿ íàáîðîì çíàêîâ (±,±,∓). Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííûå

âåêòîðíûå ïîëÿ vi ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äî íåïðåðûâíûõ âíóòðè îáëàñòè D.
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Âåêòîðíûå ïîëÿ v1, . . . , v8 ðàçáèâàþò ñëîé TL íà 8 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êî-

òîðûõ ãîìåîìîðôíà çàìêíóòîé îáëàñòè D. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû ÷åðåç D1, . . . , D8 ñî-

îòâåòñòâåííî. Â ñèëó áèëëèàðäíîãî îòðàæåíèÿ, à òàêæå óñòðîéñòâà D çàêëþ÷àåì, ÷òî D1

è D2, D3 è D4, D5 è D6, D7 è D8 îòîæäåñòâëÿþòñÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ ãðàíèöàõ, D1 è D4,

D2 è D3, D5 è D7, D6 è D8 � íà ãðàíèöàõ, îòâå÷àþùèõ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäàì, D1

è D5, D2 è D6, D3 è D7, D4 è D8 � íà ãðàíèöàõ, îòâå÷àþùèõ äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîè-

äàì. Ïðè ñêëåéêå D2k−1 ñ D2k (k = 1, . . . , 4) ïî ýëëèïòè÷åñêèì ãðàíèöàì ïîëó÷èì ÷åòûðå

îáëàñòè ãîìåîìîðôíûõ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè è äâóìåðíîãî äèñêà. Ïðè ñêëåé-

êå ïîëó÷åííûõ îáëàñòåé ïî ãðàíè÷íûì ó÷àñòêàì äâóïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ ïîëó÷èì äâà

ìíîæåñòâà, ãîìåîìîðôíûõ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî òîðà è îòðåçêà. Ñêëåèâ ýòè

îáëàñòè ïî îñòàâøèìñÿ ó÷àñòêàì ãðàíèö, ïîëó÷èì îäèí òðåõìåðíûé òîð. Òàêèì îáðàçîì,

ñëîé TL ãîìåîìîðôåí òðåõìåðíîìó òîðó. À ïîñêîëüêó âñå ðàññóæäåíèÿ ìû ïðîâîäèëè äëÿ

îäíîé èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ êîìïîíåíò îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ïðîîáðàç òî÷êè L

ïðè îòîáðàæåíèè F ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ òðåõìåðíûõ òîðîâ. Òàêèì

îáðàçîì, ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ìû äîêàçàëè.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî ïðè ìàëîì íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè òî÷êè L îáëàñòü âîçìîæíî-

ãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ åé, íå èçìåíèò ñâîé òèï, à âåêòîðíûå ïîëÿ vi áóäóò íåïðåðûâíî

ìåíÿòüñÿ. Çíà÷èò, âáëèçè TL ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ áóäåò òðèâèàëüíûì.

Ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå òî÷åê äðóãèõ äâóìåðíûõ ñòðàòîâ è îñòàâøèõñÿ òèïîâ ñòîëîâ àá-

ñîëþòíî àíàëîãè÷íû. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □

Замечание 3.2.3. Îïèøåì åùå îäíó èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûøå. Çàìåòèì, ÷òî

ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ íåáèôóðêàöèîííîìó çíà÷å-

íèþ èíòåãðàëîâ, êàê ïðàâèëî, îòäåëåíà îò âûðîæäåííûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ðàññëîèòü êâàäðèêàìè âñåõ òðåõ òèïîâ, è íà ñëîÿõ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññëîåíèé ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè áóäåò îäèíàêîâûì. Ýòè òðè

ðàññëîåíèÿ ÎÂÄ ïîðîæäàþò òðè òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîÿ ñèñòåìû

íàä îêðóæíîñòüþ. Êàæäàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ ñëîÿ ñèñòåìû

íà ëèíèè óðîâíÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîé åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

òðåõ îêðóæíîñòåé, òî åñòü òðåõìåðíûé òîð.

Òåïåðü îïèøåì òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîåâ, îòâå÷àþùèõ îäíî-

ìåðíûì ñòðàòàì. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç D
n
ìû îáîçíà÷àåì çàìêíóòûé n-ìåðíûé äèñê.

Теорема 3.2.2. Пусть L — точка одномерного страта образа отображения момента про-

извольного трехмерного биллиарда, тогда

1. Если L — внутренняя точка, то малая окрестность отвечающего ей слоя послойно

гомеоморфна прямому произведению вида V (3) × S1 ×D
1
или T 3 ×D

2
, где V (3) — один
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из следующих 3-атомов: A*, B, C2, D1 — если точка L является седловой, и A — если

неседловой.

2. Если L — граничная точка, то малая окрестность отвечающего ей слоя послойно

гомеоморфна прямому произведению вида A(3) × S1 ×D
1
.

Доказательство. Ìû ñíîâà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ áèëëèàðäíîãî ñòîëà òèïà 23. Äëÿ

ñòîëîâ äðóãèõ òèïîâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

Начнем с первого пункта теоремы. Ïóñòü L = (µ1, c), ãäå µ1 ∈ (c, b). Ñîãëàñíî ïðåäëî-

æåíèþ 1.4.4 ïðîîáðàç òî÷êè L ïðè îòîáðàæåíèè F ñîñòàâëÿþò âñå ïàðû (P, v), òàêèå, ÷òî

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó P ïàðàëëåëüíî âåêòîðó v, êàñàåòñÿ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåð-

áîëîèäà ïàðàìåòðà µ1 è ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêàëüíûé ýëëèïñ F1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ TL, îòâå÷àþùàÿ òî÷êå L, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿç-

íîå îáúåäèíåíèå äâóõ êîìïëåêñîâ K × S1, ãäå K � îñîáûé ñëîé 3-àòîìà A* (ýòîò àòîì èçîá-

ðàæåí íà ðèñóíêå 1.2.3).

Îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, îòâå÷àþùàÿ óðîâíþ L, ñîñòîèò

èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxz. Ðàñ-

ñìîòðèì òó, ÷òî ðàñïîëîæåíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå y > 0, è îáîçíà÷èì åe ÷åðåç D. Ñîãëàñíî

ôîðìóëàì 1.2 â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå ìíîæåñòâà D çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñòêà ïëîñêîñòè

Oxy âîçíèêàþò 8 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ñêîðîñòè, íà ýëëèïñå F1 � ïî 2 îêðóæíîñòè òàêèõ

âåêòîðîâ, â ïëîñêîñòè Oxy çà èñêëþ÷åíèåì êðèâîé F1 � ïî 4 âåêòîðà, ëåæàùèõ â ýòîé ïëîñ-

êîñòè. Â ñèëó îòðàæåíèÿ èëè êàñàíèÿ èíòåãðàëüíîé êâàäðèêè íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ

(çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñòêà ïëîñêîñòè z = 0) ðàñïîëîæåíî ïî 4 âåêòîðà ñêîðîñòè, íà ãðàíè÷íûõ

êðèâûõ � ïî 2, à â óãëîâûõ òî÷êàõ � ïî îäíîìó.

Çíàÿ ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè, îïèøåì òîïîëîãèþ ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ñëîÿ TL,

îòâå÷àþùåé ìíîæåñòâó D. Ðàññëîèì D íà ñîôîêóñíûå äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïëîñêîñòè Oyz, ñ âåêòîðàìè, èìåþùèìè

ïîëîæèòåëüíóþ êîîðäèíàòó ẋ. Òàêîé ñëîé â Q5
h ãîìåîìîðôåí îñîáîìó ñëîþ 3-àòîìà A* (åãî

ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü x = 0 èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3.7.2). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðî-

âîäèòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå, êàê â òåîðèè ïëîñêèõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ (ñì, íàïðèìåð,

ðàáîòó [7]).

Äàëåå áóäåì íåïðåðûâíî ïåðåìåùàòü ýòîò ñëîé ñ âåêòîðàìè âïëîòü äî òîãî, ïîêà íå

ñäåëàåì ïîëíûé îáîðîò ïî âñåì ñëîÿì ðàññëîåíèÿ c ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè. Ïîñêîëü-

êó íà êàæäîì òàêîì ñëîå ñ âåêòîðàìè ñèñòåìà �óñòðîåíà� îäèíàêîâî, ðàçëè÷íûå ñëîè íå

ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé è ïîñëå ïîëíîãî îáõîäà âñå òî÷êè è âåêòîðà âîçâðàùàþòñÿ â èñ-

õîäíîå ïîëîæåíèå, ïðîîáðàç òî÷êè L ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà F ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó

îáúåäèíåíèþ äâóõ êîìïëåêñîâ K × S1, ãäå K � îñîáûé ñëîé 3-àòîìà A*.

Ïóñòü òåïåðü ε > 0 âûáðàíî òàê, ÷òî îòðåçîê Uε(L) = µ1 × [c− ε, c+ ε] ïåðåñåêàåò áèôóð-
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êàöèîííóþ äèàãðàììó òîëüêî ïðè ε = 0. Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç ýòîãî îòðåçêà ïðè îòîáðàæå-

íèè ìîìåíòà F . Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé áèëëèàðäíûé ñòîë ìîæíî ðàññëî-

èòü íà ñîôîêóñíûå äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû, ïðîîáðàç èíòåðâàëà U(L) ïðè îòîáðàæåíèè

F ìîæíî òðèâèàëüíî ðàññëîèòü íàä îêðóæíîñòüþ, ò.å. F−1 (U(L)) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé V 3 × S1, ãäå V 3 � 3-êîìïëåêñ. Áîëåå

òîãî, V 3 åñòü îãðàíè÷åíèå F−1 (U(L)) íà ïîëóïëîñêîñòü x = 0, y > 0 ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè, ó

êîòîðûõ ẋ > 0.

Ïóñòü t ∈ [−ε, ε]. Ïðè êàæäîì t ðàññìîòðèì ïðîîáðàç òî÷êè (µ1, c+ t), îãðàíè÷åííûé íà

ïîëóïëîñêîñòü x = 0, y > 0 ñ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè, ó êîòîðûõ ẋ > 0, ñïðîåêòèðóåì ýòè

âåêòîðû íà ïëîñêîñòü x = 0 â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ è ïîñìîòðèì íà ýâîëþöèþ ðàñïîëî-

æåíèÿ ýòèõ ïðîåêöèé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t (ñì. 3.7).

Рис. 3.7: Проекции векторов скорости на слое x = 0 при t < 0, t = 0, t > 0 (слева-направо).

Âèäèì, ÷òî ýòî èçìåíåíèå ñîâïàäàåò ñ ýâîëþöèåé ðàñïîëîæåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòî-

ðîâ äëÿ áèëëèàðäà âíóòðè ïëîñêîé îáëàñòè òèïà A1 èç ðàáîòû Â.Â. Âåäþøêèíîé [7], êîãäà

ïàðàìåòð Λ ñîôîêóñíîé êâàäðèêè ïåðåõîäèò ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

ïîêàæåì ýòî àíàëèòè÷åñêè.

Îãðàíè÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 1.2 íà ïîëóïëîñêîñòü x = 0, y > 0 ñ óñëîâèåì ẋ > 0. Â

ýòîé ïëîñêîñòè �æèâóò� ïåðâàÿ è âòîðàÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, â òî âðåìÿ êàê òðåòüÿ

ðàâíà a. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä

95



λ̇1 = ± 2
√
2

(λ1 − λ2)(λ1 − a)

√
h(a− λ1)(b− λ1)(c− λ1)(λ1 − Λ1)(λ1 − Λ2),

λ̇2 = ± 2
√
2

(λ2 − λ1)(λ2 − a)

√
h(a− λ2)(b− λ2)(c− λ2)(λ2 − Λ1)(λ2 − Λ2).

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3 èíäóöèðóåò ñîôîêóñíûå ñåìåéñòâà â êîîðäèíàòíûõ

ïëîñêîñòÿõ. Â ïëîñêîñòè Oyz îíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
y2

b− λ
+

z2

c− λ
= 1. Êîîðäèíàòû λ1 è

λ2 ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà.

Ïîñêîëüêó λ1, λ2 ⩽ b < a, ìû ìîæåì èçáàâèòüñÿ â óðàâíåíèÿõ âûøå îò ìíîæèòåëåé (a−
λi), ïîòîìó ÷òî ðàñòÿæåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ñêîðîñòè íå âëèÿåò íà òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ

Ëèóâèëëÿ. Òàê êàê Λ1 ∈ (c, b), îò ñîìíîæèòåëÿ λ1 − Λ1 ìû ìîæåì èçáàâèòüñÿ ïî àíàëîãè÷íîé

ïðè÷èíå.

Çàìåòèì, ÷òî λ2 ìåíÿåòñÿ îò c äî Λ1 = µ1. Ìû ìîæåì óáðàòü ñîìíîæèòåëü λ2 − Λ1

ïðåäâàðèòåëüíî óêàçàâ, ÷òî äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé â ïîëó-

ïëîñêîñòè y > 0 è îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì ïàðàìåòðà 0, à òàêæå ãèïåðáîëîé ïàðàìåòðà µ1.

Äåéñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó÷àå êàñàíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòåíêè çàìåíÿåòñÿ íà îòðàæåíèå îò

íåå, à ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå âëèÿåò íà òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ.

Èòàê, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

λ̇1 = ± 2
√
2

λ1 − λ2

√
h(b− λ1)(c− λ1)(Λ2 − λ1),

λ̇2 = ± 2
√
2

λ2 − λ1

√
h(b− λ2)(c− λ2)(Λ2 − λ2).

Ñàìî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîé îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì y > 0 è îãðà-

íè÷åííîé ýëëèïñîì ïàðàìåòðà 0, à òàêæå ãèïåðáîëîé ïàðàìåòðà µ1. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà

âûøå íå ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè, à

Λ2 åñòü ïàðàìåòð êàóñòèêè. À ïîñêîëüêó äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îáëàñòè òèïà A1 (ñì. ðàáîòó

Â.Â. Âåäþøêèíîé [7]), êîìïëåêñ V 3, äåéñòâèòåëüíî, ãîìåîìîðôåí 3-àòîìó A*.

Íåïðåðûâíî ìåíÿÿ êîîðäèíàòó µ1 òî÷êè L òàê, ÷òîáû µ1 × [c− ε, c+ ε] íå ïåðåñåêàë áû

íà äðóãèå ñòåíêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, â ïðîîáðàçå îòðåçêà µ1 × [c− ε, c+ ε] â Q5
h

ïðè îòîáðàæåíèè F áóäåì ïîëó÷àòü ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà A* × S1. À ïîñêîëüêó ëþ-

áîå ðàññëîåíèå íàä çàìêíóòûì äèñêîì ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè L (ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà) ãîìåîìîðôåí äâóì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì A*×S1×D1
.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îäíîìåðíûõ ñòðàòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî áèëëèàðäíîãî

ñòîëà, à òàêæå äëÿ äðóãèõ òèïîâ ñòîëîâ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé

ïóíêò òåîðåìû ïîëíîñòüþ äîêàçàí.
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Докажем второй пункт. Ñíîâà ðàññìîòðèì ñòîë 23-ãî òèïà è òî÷êó L = (µ1, 0) áèôóð-

êàöèîííîé äèàãðàììû, ãäå µ1 ∈ (b, c). Îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé

ýòîé òî÷êå, ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè

y = 0 îáëàñòåé íà ýëëèïñîèäå ãðàíèöû ñòîëà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà äâóïîëîñòíûì

ãèïåðáîëîèäîì (èç ãðàíèöû ñòîëà) è îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì ïàðàìåòðà µ1. ßñíî, ÷òî

ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ TL ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ãîìåîìîðôíûõ äðóã

äðóãó äâóìåðíûõ êîìïëåêñîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòèì êîìïëåêñîì ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûé òîð T 2.

Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ëåæàùóþ â ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå y > 0, è îïèøåì ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè â òî÷êàõ ýòîé êîìïîíåíòû. Â

êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå ðàñïîëîæåíî ðîâíî ÷åòûðå âåêòîðà ñêîðîñòè, íà ãðàíè÷íûõ äóãàõ

â ñèëó îòðàæåíèÿ, ëèáî êàñàíèÿ âîçíèêàåò äâà âåêòîðà ñêîðîñòè, â óãëîâûõ òî÷êàõ � ïî

îäíîìó âåêòîðó.

Ðàññëîèì ðàññìàòðèâàåìóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà ñî-

ôîêóñíûå äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû. È ðàññìîòðèì ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùèé ïëîñêîñòè x = 0, ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè, ó êîòîðûõ ẋ > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ñëîé ñ

âåêòîðàìè áóäåò ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè. Ñîâåðøèâ ïîëíûé îáõîä ïî ñëîÿì ðàññëîåíèÿ

(òàêîé æå îáõîä êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå), ìû âåðíåìñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå: âñå òî÷êè

è âåêòîðû ñêîðîñòè â íèõ âåðíóòñÿ íà ñâîå ìåñòî. Áîëåå òîãî, íà êàæäîì ñëîå ïðè òàêîì îáõî-

äå ìû áóäåì ïîëó÷àòü îêðóæíîñòü S1. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå Tξ íà ðàññìàòðèâàåìóþ

êîìïîíåíòó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T 2. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïîâåðõíîñòü TL ãîìåîìîðôíà íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ òîðîâ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü TL ãîìåîìîðôíà íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ

ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿì âèäà A(3) × S1 ×D
2
, ãäå A(3) � 3-àòîì A, à D

2
� äâóìåðíûé äèñê.

Âûáåðåì ε > 0, òàêîå, ÷òî îêðåñòíîñòü Uε(µ1, 0) = [µ1 − ε, µ1 + ε] × [0, ε] ïåðåñåêàëàñü

áû ñ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé òîëüêî ïî îäíîé ñòåíêå. Çàôèêñèðóåì µ′
1 ∈ [µ1 − ε;µ1 + ε].

Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (µ′
1, 0) è (µ′

1, ε), çàïàðàìåòðèçóåì òàê: (µ′
1, t), ãäå t ∈ [0; ε]. Ïî-

ñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé áèëëèàðäíûé ñòîë îáëàäàåò òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íà ñîôî-

êóñíûå äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû, ÷òîáû íàéòè ïðîîáðàç ýòîãî îòðåçêà ïðè îòîáðàæåíèè

ìîìåíòà F , íàì äîñòàòî÷íî ïðÿìî óìíîæèòü îêðóæíîñòü S1 íà îãðàíè÷åíèå ïðîîáðàçà ýòî-

ãî îòðåçêà íà ñëîé x = 0 ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè, ó êîòîðûõ ẋ > 0. Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ t

îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ñèììåòðè÷íûõ

äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y = 0, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òó èç íèõ, ÷òî íà-

õîäèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå y > 0. Ïîñìîòðèì íà ýâîëþöèþ ýòèõ âåêòîðîâ ïðè èçìåíåíèè

ïàðàìåòðà t. Äëÿ ýòîãî ìû ñíîâà ñïðîåêòèðóåì ýòè âåêòîðû íà ïëîñêîñòü x = 0. Ñõåìàòè÷íî

èçîáðàçèì ýâîëþöèþ ýòèõ ïðîåêöèé (ñì. ðèñ. 3.8).

Âèäèì, ÷òî ýòà ýâîëþöèÿ ñîâïàäàåò ñ ýâîëþöèåé âåêòîðîâ ñêîðîñòè ïëîñêîãî áèëëèàðäà,

âíóòðè ñòîëà îãðàíè÷åííîãî ýëëèïñîì è îäíîé âåòâüþ ñîôîêóñíîé ñ íèì ãèïåðáîëû, êîãäà
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Рис. 3.8: Эволюция расположения проекций векторов скорости на слое x = 0. Слева изображен

случай t = 0, справа — t > 0.

çíà÷åíèå äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ñîãëàñíî ðåçóëüòà-

òàì ðàáîòû Â.Â. Âåäþøêèíîé [7] ïðîîáðàç îòðåçêà (µ1, t), ãäå t ∈ [0; ε], îãðàíè÷åííîãî íà

ñëîé x = 0 ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè, ó êîòîðûõ ẋ > 0, ãîìåîìîðôåí 3-àòîìó A. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîîáðàç ñàìîãî îòðåçêà ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà A è îêðóæíîñòè S1.

Ïîñêîëüêó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñîñòîÿò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, à ïàðàìåòð

µ1 ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå îòðåçêó, ïðîîáðàç îêðåñòíîñòè Uε(µ1, 0) â Q5
h ïðè

îòîáðàæåíèè ìîìåíòà F ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé

âèäà A(3) × S1 ×D
1
.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ âíåøíèõ òî÷åê îäíîìåðíûõ ñòðàòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî áèëëèàðäíîãî

ñòîëà, à òàêæå äëÿ äðóãèõ òèïîâ ñòîëîâ ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì,

òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □

Â çàâåðøåíèå ïàðàãðàôà çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå (b, c) îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F
ïðîèçâîëüíîãî òðåõìåðíîãî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà âîçíèêàåò êðóãîâàÿ ìîëåêóëà � òîïîëî-

ãè÷åñêèé èíâàðèàíò îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñåäëîâûõ îòðåç-

êîâ (îí íåòðèâèàëåí, åñëè îáà îòðåçêà âõîäÿò â áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó). Íàïîìíèì,

÷òî круговой молекулой òî÷êè â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ñèñòåìû ñ 2 ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû íàçûâàþò ìîëåêóëó (èíâàðèàíò Ôîìåíêî) ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà 3-ãðàíèöå èíâà-

ðèàíòíîé 4-îêðåñòíîñòè ïðîîáðàçà ýòîé òî÷êè. Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò 3 ñòåïåíè

ñâîáîäû, íî ãàìèëüòîíèàí H = h ôèêñèðîâàí. Òåì ñàìûì, круговой молекулой точки (b, c)

åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü èíâàðèàíò ñëîåíèÿ íà 4-ãðàíèöå 5-îêðåñòíîñòè ïðîîáðàçà ýòîé òî÷êè.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïåðåñòðîéêà íà òàêîé ãðàíèöå îêàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôíà 3-àòîìó, ïðÿìî

óìíîæåííîìó íà îêðóæíîñòü, òî êðóãîâóþ ìîëåêóëó ìîæíî èçîáðàçèòü ïðèâû÷íûì îáðàçîì.
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Â ÷àñòíîñòè, êðóãîâàÿ ìîëåêóëà òî÷êè (b, c) áèëëèàðäà âíóòðè ñòîëà 23-ãî òèïà èìååò âèä,

ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 3.9.

Рис. 3.9: Круговая молекула точки (b, c) для стола 23-го типа.

3.3 Нульмерные страты бифуркационной диаграммы

и соответствующие 2-перестройки торов Лиувилля

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè

òåõ ñëîåâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íóëüìåðíûì ñòðàòàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ðàíåå

áûëî îòìå÷åíî, ÷òî íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò òî÷êà (b, c), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ

íóëüìåðíûì ñòðàòîì. Íàïîìíèì, ÷òî ñåäëîâûå áèôóðêàöèè â ñèñòåìå ìîãóò ïðîèñõîäèòü

òîëüêî â ñëîÿõ, îòâå÷àþùèõ ãîðèçîíòàëüíîìó è âåðòèêàëüíîìó îòðåçêàì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç

òî÷êó (b, c). Îñòàëüíûå òî÷êè äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò âîçíèêíîâåíèþ (èñ÷åçàíèþ) ñëîåâ

ñèñòåìû.

×àñòü èíôîðìàöèè î òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ òî÷êè (b, c) (ìû

áóäåì íàçûâàòü åå точкой креста) ìîæíî óçíàòü èç êðóãîâîé ìîëåêóëû â ýòîé òî÷êå. Òåì íå

ìåíåå, ýòîé èíôîðìàöèè, êàê ïðàâèëî, íåäîñòàòî÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü

ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî (b, c) ñëîÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîãî ïàðàãðàôà ìû îïèøåì ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïè-

ñàòü òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ òî÷êè êðåñòà. Äàëåå, âî âòîðîé ÷àñòè

ìû îïèøåì ïîëóëîêàëüíîå óñòðîéñòâî îñîáåííîñòåé, îòâå÷àþùèõ îñòàâøèìñÿ 0-ñòðàòàì áè-

ôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. ×àñòü ýòèõ îñîáåííîñòåé áóäåò âûðîæäåííûìè. Âûðîæäåííûå

îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì (b, b) è (c, c).

3.3.1 Метод понижения степени свободы как основной инструмент

исследования топологии слоения Лиувилля трехмерных бил-

лиардов

Ïðè îïèñàíèè 1-ïåðåñòðîåê òîðîâ Ëèóâèëëÿ ìû ïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíè-

åì. Â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ êàóñòèê Λi îòëè÷åí îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
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(ò.å. îò a, b èëè c), îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (òî÷íåå ãîâîðÿ, ëþáàÿ ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà ÎÂÄ) îáëàäàåò òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íåâûðîæäåííûìè êâàäðèêàìè îäíîãî

òèïà, ò.å. âíóòðè ÎÂÄ õîòÿ áû îäíà èç ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò îòäåëåíà îò êðèòè÷åñêî-

ãî çíà÷åíèÿ. Äàëåå, ìû îãðàíè÷èâàëè ñèñòåìó íà ñëîè ýòîãî ðàññëîåíèÿ è óáåæäàëèñü, ÷òî

íà êàæäîì òàêîì ñëîå ñèñòåìà óñòðîåíà �îäèíàêîâî�. Â òàêîì ñëó÷àå èçó÷àåìûé ñëîé ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îêðóæíîñòè è íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî êîìïëåêñà,

êîòîðûé ñâÿçàí ñ îãðàíè÷åíèåì ñèñòåìû íà ñëîé ðàññëîåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïåðåõîäèëè ê äðóãîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, íî óæå ñ ìåíüøèì

÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî ñèñòåìà-îãðàíè÷åíèå ìîæåò �ôèçè÷åñêè� îòëè÷àòüñÿ îò

èñõîäíîé, íàïðèìåð îò òðåõìåðíîãî áèëëèàðäà ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó

íà êâàäðèêå ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà. Îêàçûâàåòñÿ, ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò íå òîëüêî c ðåãóëÿðíû-

ìè ñëîÿìè è 1-ïåðåñòðîéêàìè òîðîâ Ëèóâèëëÿ, íî òàêæå ñî ñëîÿìè, ñîäåðæàùèìè îñîáûå

òî÷êè ìåíüøåãî ðàíãà. Áóäåì íàçûâàòü òàêîé ïðèåì методом понижения степени свободы.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ïîêàæåì ýòîò ìåòîä â ðàáîòå.

3.3.2 Топология слоения Лиувилля в окрестности слоя точки (b, c)

Ïóñòü áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà áèëëèàðäà âíóòðè ñòîëà Z3 âêëþ÷àåò îòðåçêè ïðÿ-

ìûõ Λ1 = b, Λ2 = c.

Ìîæåì ëè ìû ïðèìåíèòü ìåòîä ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ñâîáîäû, ÷òîáû îïèñàòü òîïîëîãèþ

ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè êðåñòà? Îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè, îòâå÷àþùåé òî÷êå (b, c), ÿâëÿåòñÿ âåñü áèëëèàðäíûé ñòîë Z3. Ïîýòîìó åñëè õîòÿ

áû îäíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà íà ñòîëå îòäåëåíà îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, òî îïèñàí-

íûé ìåòîä ñðàáîòàåò, èíà÷å � íàì ïðèäåòñÿ ìîäåðíèçèðîâàòü åãî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì ñòîèò

ðàçáèòü âñå áèëëèàðäíûå ñòîëû íà ñëåäóþùèå äâà êëàññà.

Определение 3.3.1. Áèëëèàðäíûé ñòîë D áóäåì íàçûâàòü отделимым, åñëè ñóùåñòâóåò

ýêâèâàëåíòíûé åìó áèëëèàðäíûé ñòîë D′, íà êîòîðîì âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäó-

þùèõ íåðàâåíñòâ: λ1 < c, λ2 > c, λ2 < b, λ3 > b. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòîë áóäåì íàçûâàòü

неотделимым.

Замечание 3.3.1. Îòäåëèìîñòü (íåîòäåëèìîñòü) êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà êëàññàõ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñòîëîâ.

Предложение 3.3.1. Существует в точности два класса неэквивалентных неотделимых

биллиардных стола: тип 21 и тип 22 из таблицы пункта 3.4. Представители этих классов

изображены на рисунке 3.10.

Доказательство. Ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êëàññèôèêàöèè ñòî-

ëîâ 3.1.1 ïðîñòûì ïåðåáîðîì ïî âñåì êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè. □
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Рис. 3.10: Два неотделимых неэквивалентных биллиардных стола

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ òî÷êè êðåñòà äëÿ

îòäåëèìûõ ñòîëîâ. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∂Z íå ñîäåðæèò ó÷àñòêîâ ïëîñêîñòåé Oxy è Oxz.

Теорема 3.3.1. Пусть Z3 — отделимый трехмерный биллиардный стол. Пусть также

бифуркационная диаграмма биллиарда внутри этого стола содержит точку (b, c). Если

эллиптические координаты точек стола Z удовлетворяют ограничению

1. λ3 > b, то малая окрестность слоя, отвечающего точке (b, c), послойно гомеоморф-

на прямому произведению вида K4 × S1, где K4 — малая окрестность слоя слоения

Лиувилля, соответствующего точке креста, биллиарда с отталкивающим потенци-

алом Гука внутри двумерной стенки Z, лежащей на софокусном двуполостном гипер-

болоиде.

2. λ1 < c, то малая окрестность слоя, отвечающего точке (b, c), послойно гомеоморф-

на прямому произведению вида K4 × S1, где K4 — малая окрестность слоя слоения

Лиувилля, соответствующего точке креста, биллиарда с отталкивающим потенци-

алом Гука внутри двумерной стенки Z, лежащей на софокусном эллипсоиде.

3. λ2 > c или λ2 < b, то малая окрестность слоя, отвечающая точке (b, c), послойно го-

меоморфна прямому произведению вида V 3×W 2, где V 3 — один из седловых 3-атомов:

B(3), D
(3)
1 , C

(3)
2 или A*, а W 2 — один из седловых 2-атомов: B(2), D

(2)
1 или C

(2)
2 .

Доказательство. Äîêàæåì первый пункт òåîðåìû äëÿ áèëëèàðäíîãî ñòîëà òèïà 23.

Ïî àíàëîãèè ðàçáèðàþòñÿ îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïåðâîãî è âòîðîãî

ïóíêòîâ òåîðåìû. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòîë, ãðàíèöó

êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò ýëëèïñîèä è äâå �÷àøå÷êè� äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

Ïðè îïèñàíèè òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ áèëëèàðäà âíóòðè ñòîëà 23 ìû íåîäíîêðàòíî

ïîëüçîâàëèñü òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ýòîãî ñòîëà ñîôîêóñíûìè äâóïîëîñòíûìè ãèïåðáî-

ëîèäàìè. Òàêîå ðàññëîåíèå âîçíèêàåò ââèäó òîãî, ÷òî òðåòüÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà íà
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ñòîëå îòäåëåíà îò çíà÷åíèÿ b. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ òàêîãî ðàññëîåíèÿ ïðîîáðàç ìàëîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè (b, c) â Q5
h ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà F áóäåò ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâå-

äåíèþ âèäà K4 × S1. Çäåñü K4 � 4-êîìïëåêñ, ïîëó÷àåìûé îãðàíè÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè

ñëîÿ, îòâå÷àþùåãî òî÷êå (b, c), íà ïëîñêîñòü x = 0 ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè, ó êîòîðûõ ẋ > 0.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè êîìïëåêñà K4.

Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü Oyz â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì λ3 = a,

ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ñëîå λ3 = a ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä.

λ̇1 = ± 2
√
2

(λ1 − λ2) (λ1 − a)

√
h (λ1 − Λ1) (λ1 − Λ2) (a− λ1) (b− λ1) (c− λ1)

λ̇2 = ± 2
√
2

(λ2 − λ1) (λ2 − a)

√
h (λ2 − Λ1) (λ2 − Λ2) (a− λ2) (b− λ2) (c− λ2)

Çàìåòèì, ÷òî a− λ1,2 > 0. Ïîýòîìó ìíîæèòåëè a− λ1,2,
√
a− λ1,2 ñóùåñòâåííî íå âëèÿþò íà

ðàñïîëîæåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãèÿ K4 íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû

èçáàâèìñÿ îò íèõ è ïåðåéäåì ê óðàâíåíèÿì

λ̇1 = ± 2
√
2

λ1 − λ2

√
h (λ1 − Λ1) (λ1 − Λ2) (b− λ1) (c− λ1),

λ̇2 = ± 2
√
2

λ2 − λ1

√
h (λ2 − Λ1) (λ2 − Λ2) (b− λ2) (c− λ2).

Ïîñêîëüêó h çàôèêñèðîâàíî, ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñà
y2

b
+
z2

c
= 1 ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà êîýôôèöèåíòà k, ãäå k = −2h.

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå k < 0, òî åñòü ïîòåíöèàë îòòàëêèâàþùèé. À òî÷êà Λ1 = b, Λ2 = c

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êðåñòà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû òàêîãî áèëëèàðäà. Òàêèì îáðàçîì, 1-é

è 2-é ïóíêòû òåîðåìû äîêàçàíû.

Â ðàáîòå [45] À.Ò. Ôîìåíêî è Â.À. Êèáêàëî ïîêàçàëè, ÷òî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ñëîÿ îñî-

áåííîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî áèëëèàðäà ñ îòòàëêèâàþùèì ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè ýëëèïñà

ãîìåîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ âèäà
(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2, ãäå ãðóïïà Z2 äåéñòâóåò

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà êàæäîì èç ñîìíîæèòåëåé (2-àòîìû B è C2, èçîáðàæåííûå íà ðè-

ñóíêàõ 1.1.2-3, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûìè). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-

îáðàç ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ â Q5
h, îòâå÷àþùåãî òî÷êå (b, c), áèëëèàðäà âíóòðè ñòîëà 23-ãî

òèïà ãîìåîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ:
(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2 × S1.

Òåïåðü äîêàæåì òðåòèé ïóíêò òåîðåìû. Ðàññìîòðèì áèëëèàðäíûé ñòîë Z òèïà 27 (ñì.

òàáëèöó êëàññèôèêàöèè ïàðàãðàôà 3.4). Ýòîò ñòîë îãðàíè÷åí ýëëèïñîèäîì è îäíîïîëîñòíûì

ãèïåðáîëîèäîì. Ïðè ýòîì, îí íå ïåðåñåêàåò ôîêàëüíóþ ãèïåðáîëó. Ðàññëîèì Z íà ñîôîêóñ-

íûå äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû (è ïëîñêîñòè Oxz, Ozy). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âíóòðè Z â îêðåñòíîñòè óðîâíÿ Λ1 = b, Λ2 = c. Èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
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íà λ̇1 ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü ìíîæèòåëè λ1 − λ3, λ1 − Λ1, a− λ1, ïîñêîëüêó òàêèå èçìåíåíèÿ

íå ïîâëèÿþò íà òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ. Äàëåå, ïîñêîëüêó λ2 < b èç óðàâíåíèÿ íà λ̇2

ìû ìîæåì óáðàòü ìíîæèòåëè λ2 − λ3, λ2 − Λ1, a− λ2. Èç óðàâíåíèÿ íà λ̇3 ìû ìîæåì óáðàòü

ìíîæèòåëè λ3 − λ1, λ3 − λ2, c − λ3, ïîñêîëüêó λ3 ⩾ b è λ1 ⩽ λ2 < b, à òàêæå èçáàâèòüñÿ îò

λ3 − Λ2. Â èòîãå, ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèîáðåëà ñëåäóþùèé âèä.

λ̇1 = ± 2
√
2

λ1 − λ2

√
h (Λ1 − λ1) (b− λ1) (c− λ1)

λ̇2 = ± 2
√
2

λ2 − λ1

√
h (Λ1 − λ1) (b− λ2) (c− λ2)

λ̇3 = ±2
√
2
√
h (Λ2 − λ3) (b− λ3) (a− λ3)

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàçäåëèëèñü íà äâå ïîäñèñòåìû: äëÿ λ1, λ2, à òàêæå

äëÿ λ3. Áîëåå òîãî, ñàì áèëëèàðäíûé ñòîë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

äâóìåðíîãî ñòîëà òèïà A1 (ñì. ðàáîòó [7]) ïî ïåðåìåííûì λ1 è λ2, à òàêæå ýëëèïñà ïî λ3.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà λ1 è λ2 îïèñûâàåò ïëîñêèé áèëëèàðä â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîãî êðè-

òè÷åñêîãî ñëîÿ. Îñîáåííîñòü, îòâå÷àþùàÿ ýòîìó ñëîþ äëÿ ñòîëà òèïà A1 åñòü òðåõìåðíûé

àòîì A*. Òðåòüå óðàâíåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû îïèñûâàåò íà ýëëèïñå äèíàìèêó ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè â ïîëå ñèëû Ãóêà íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà k â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ.

Îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ òàêîé ñèñòåìû ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó àòîìó C2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñòîëà ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ñëîÿ â Q5
h, îòâå÷àþùåãî òî÷êå (b, c),

ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ 3-àòîìà A* è 2-àòîìà C2, ò.å. A
* × C

(2)
2 . Àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì

òðåòüåãî ïóíêòà òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □

Êðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè íà ñëîå, îòâå÷àþùåì òî÷êå (b, c), ðàñïîëîæåíû íà îñè Ox.

Îäíàêî åñòü íåñêîëüêî êëàññîâ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ òàêèõ, ÷òî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

ñîîòâåòñòâóþùèõ èì áèëëèàðäîâ ñîäåðæèò òî÷êó (b, c), à îñü Ox èõ íå ïåðåñåêàåò. Òàêèå ñòî-

ëû îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó è âòîðîìó ïóíêòàì òåîðåìû 3.3.1 è ñîîòâåòñòâóþò

êëàññàì 9−13 èç êëàññèôèêàöèîííîé òàáëèöû ïàðàãðàôà 3.4. Ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ñëîÿ òî÷êè

(b, c) ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ K3 × T 2, ãäå K3 � 3-êîìïëåêñ, íå ïðåäñòàâèìûé

â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìîâ è îêðóæíîñòåé.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê íåîòäåëèìûì ñòîëàì. Îäíàêî ïåðåä ýòèì ñäåëàåì åùå îäíî âàæíîå çà-

ìå÷àíèå î ñèììåòðèÿõ 2-àòîìà C2. Íà ðèñóíêå 1.1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû 2-àòîìîâ A,B,C2, D1.

Çàìåòèì, ÷òî àòîì B ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûì. Ýòîé èíâîëþöèåé èñ÷åðïûâàåò-

ñÿ âñå íåòðèâèàëüíûå ñèììåòðèè B. Àòîì C2 íà ýòîé êàðòèíêå òîæå èçîáðàæåí öåíòðàëüíî

ñèììåòðè÷íûì. Îäíàêî ñïèñîê åãî ñèììåòðèé êóäà áîëüøå. Äëÿ òîãî ÷òîáû èõ óâèäåòü,

ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ C2 íà äâóìåðíîé ñôåðå (ñì. ðèñ. 3.11). Î÷åâèäíî, ÷òî ó íåå åñòü

äâå вращательные симметрии íà óãîë π. Îáîçíà÷èì èõ α è β ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîçèöèÿ
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Рис. 3.11: Сферическая реализация 2-атома C2. Две вращательные симметрии на C2.

ýòèõ ñèììåòðèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé (âðàùåíèå íà π âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

êðèòè÷åñêèå òî÷êè). Èíâîëþöèè α è β ðàâíîöåííû, îäíàêî èíîãäà íàì ïðèäåòñÿ èñïîëüçî-

âàòü èõ âìåñòå. Ïîýòîìó îäíó èç íèõ (íå âàæíî êàêóþ) ìû îáúÿâèì первой вращательной

симметрией, à äðóãóþ � второй (èëè дополнительной) вращательной симметрией.

Теорема 3.3.2.

1. Малая окрестность слоя слоения Лиувилля, отвечающего точке (b, c), в Q5
h биллиарда

внутри трехосного эллипсоида (трехмерного стола типа 21) послойно гомеоморфна

почти прямому произведению
(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2(α) × S1, где инволюция α действует

центральной симметрией на атоме B и вращательной на C2.

2. Малая окрестность слоя слоения Лиувилля, отвечающего точке (b, c), в Q5
h биллиарда

внутри трехмерного биллиардного стола типа 22 (см. таблицу пункта 3.4) послойно

гомеоморфна почти прямому произведению
(
B(2) × C

(2)
2 × S1

)
/Z2(α) × Z2(β), где ин-

волюция α действует центральной симметрией на атоме B и вращательной на C2

(на S1 действует тривиально), а инволюция β — дополнительной вращательной сим-

метрией на атоме C2 и центральной на окружности (на B действует тривиально).

Доказательство. Докажем сначала первый пункт теоремы. Ðàññìîòðèì áèëëèàðä

âíóòðè ýëëèïñîèäà ïàðàìåòðà 0. Ïóñòü L = (b, c). Îáîçíà÷èì ÷åðåç TL ïðîîáðàç òî÷êè L ïðè

îòîáðàæåíèè ìîìåíòà F . Òî÷êå L îòâå÷àåò êðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü γ(L), âîçíèêàþùàÿ ïðè

äâèæåíèè ÷àñòèöû âäîëü îñè Ox. Îêàçûâàåòñÿ, íà áëèçêèõ ê TL òîðàõ Ëèóâèëëÿ TL′ ìîæíî

âûáðàòü öèêë γ(L′), ãîìîëîãè÷íûé γ(L), êîòîðûé ïðè ñòðåìëåíèè L′ ê L ïåðåéäåò â γ(L).

Ýòî íàãëÿäíî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.12 äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ âèäîâ òîðîâ Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùèõ

êàìåðàì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, ñîñåäíèì ñ L.

Ñèñòåìà áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà ñãëàæèâàåìà, à ôîðìû α = p1dλ1+p2dλ2+p3dλ3

è ω = dp1 ∧ dλ1 + dp2 ∧ dλ2 + dp3 ∧ dλ3 êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå òàêîé
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Рис. 3.12: Цикл γ на торах Лиувилля, близких к изоинтегральной поверхности F−1(b, c). Выде-
ленные точки есть точки касания цикла с внутренним эллипсоидом (рисунки 1, 2) и внутренним

однополостным гиперболоидом (рисунок 3).

ñèñòåìû. Ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Â. Ëàçóòêèíà [69] è Å.À. Êóäðÿâöåâîé [70]. Îïðåäåëèì

â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ TL íà ðåãóëÿðíûõ ó÷àñòêàõ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ôóíêöèþ

s(L′) =
1

2π

∫

γ(L′)

α.

Íàéäåì ÿâíûé âèä ôóíêöèè s(L′). Ñîãëàñíî ôîðìóëàì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà

p2i =
h

2

(λi − Λ1)(λi − Λ2)

(a− λi)(b− λi)(c− λi)
∀i = 1, 2, 3.

Öèêë γ îáõîäèò êàæäóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êîîðäèíàòó â òî÷íîñòè ÷åòûðå ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî,

s(H,Λ1,Λ2) =
1

π

Λ2∧c∫

0

√
2h

(t− Λ1)(t− Λ2)

(a− t)(b− t)(c− t)
dt+

+
1

π

Λ1∧b∫

c∨Λ2

√
2h

(t− Λ1)(t− Λ2)

(a− t)(b− t)(c− t)
dt+

1

π

a∫

Λ1∨b

√
2h

(t− Λ1)(t− Λ2)

(a− t)(b− t)(c− t)
dt.

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âûðàæåíèå P∧Q îçíà÷àåò ìèíèìóì ìåæäó P è Q, à P∨Q � ìàêñèìóì.

Лемма 3.3.1. Функция s(H,Λ1,Λ2) является аналитической в малой окрестности точки

L.

Доказательство леммы 1. Ïóñòü Λ1 6= b, Λ2 6= c. Ðàññìîòðèì íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè êîíòóð C, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3.13. Îí ñîñòîèò èç äóãè Γ âåðõíåé ïîëóîêðóæíî-
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ñòè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè 0 è a, ÷åòûðåõ ïîëóîêðóæíîñòåé Γε ðàäèóñîâ ε ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ

c, b,Λ1,Λ2 è ïÿòè îòðåçêîâ. Âûáåðåì íà êîíòóðå ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà. Ïóñòü

f(z) =
1

π

√
2h

(z − Λ1)(z − Λ2)

(a− z)(b− z)(c− z)
.

Рис. 3.13: Контур интегрирования. Больша́я полуокружность — дуга Γ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè îá èíòåãðàëå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

0 =

∮

C+

f(z)dz =

∫

Γ+

f(z)dz + I1(ε) + I2(ε) + I3(ε),

ãäå

I1(ε) =

Λ2−ε∧c−ε∫

0

f(z)dz +

Λ1−ε∧b−ε∫

c+ε∨Λ2+ε

f(z)dz +

a∫

b+ε∨Λ1+ε

f(z)dz,

I2(ε) =

Λ2−ε∨c−ε∫

Λ2+ε∧c+ε

f(z)dz +

Λ1−ε∨b−ε∫

b+ε∧Λ1+ε

f(z)dz

I3(ε) =

∫

Γ−

ε (Λ1)

f(z)dz +

∫

Γ−

ε (Λ2)

f(z)dz +

∫

Γ−

ε (c)

f(z)dz +

∫

Γ−

ε (b)

f(z)dz.

Çàìåòèì, ÷òî s = lim
ε→0

I1(ε), ïðè ýòîì, I2(ε) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì. Â òî æå âðåìÿ

lim
ε→0

I3(ε) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíèé ôàêò ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíîãî íåðàâåíñòâà:

∣∣∣∣∣∣

∮

γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
⩽ max

z∈γ
|f(z)| · |γ|.
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Òàêèì îáðàçîì,

s =
1

π
Re

∫

Γ−

√
2h

(z − Λ1)(z − Λ2)

(a− z)(b− z)(c− z)
dz. (3.1)

Â âèäó îòñóòñòâèÿ íà êîíòóðå Γ îñîáûõ òî÷åê c, b,Λ1,Λ2 ôóíêöèÿ s êîððåêòíî îïðåäåëåíà è

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè L = (b, c). □

Ôóíêöèÿ s åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïåðåìåííàÿ äåéñòâèÿ. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ôîðìóëå

3.1 ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ TL â M
6. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

3.1 è ðàçëîæåíèÿ v = sgrad s â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êîñûõ ãðàäèåíòîâ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

H,Λ1,Λ2 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â îêðåñòíîñòè ñëîÿ TL.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, òðàåêòîðèè ïîëÿ v çàìêíóòû, à åãî èíòåãðàëüíûå

êðèâûå ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè. Áîëåå òîãî, òðàåêòîðèè v, �æèâóùèå� íà ñëîå TL′ (áëèç-

êîì ê TL), ãîìîëîãè÷íû öèêëàì γ(L′), êîòîðûå ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ ãîìîëîãè÷íû γ(L).

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ v, ïîêàæåì, ÷òî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü U(L) ñëîÿ L â

Q5
h îáëàäàåò òðèâèàëüíûì S1-ðàññëîåíèåì.

Ðàññìîòðèì òó ÷àñòü U(L), ÷òî çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè: x = 0, ẋ > 0. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç M̂ .

ßñíî, ÷òî M̂ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì (ñ êðàåì). Îêàçûâàåòñÿ, âåêòîðíîå ïîëå v òðàíñ-

âåðñàëüíî M̂ . Ýòîò ôàêò î÷åâèäåí â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P â M̂ , êîîðäèíàòû êîòîðîé

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì y = z = ẏ = ż = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êå P âåêòîðû sgradΛ1

è sgradΛ2 ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç sgradH. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð sgrad s(P ) ïðîïîð-

öèîíàëåí sgradH(P ). À ïîñêîëüêó sgrad s(P ) 6= 0, à ïðîåêöèÿ sgradH(P ) íà áèëëèàðäíûé

ñòîë ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè x = 0, âåêòîðíîå ïîëå sgrad s â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P

òðàíñâåðñàëüíî M̂ . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü òðàíñâåðñàëüíîñòü sgrad s â ïðîèçâîëüíîé òî÷-

êå èç M̂ , íåîáõîäèìî ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé 3.1 è ðàçëîæåíèåì sgrad s â ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ sgradH, sgradΛ1 è sgradΛ2.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè âåêòîðíîãî ïîëÿ v ñ íà÷àëüíûìè òî÷êàìè íà ïîäìíîãîîáðàçèè

M̂ . Ïîëó÷èì ïîòîê gt, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî ìíîãîîáðàçèå M̂ �äåôîðìèðóåòñÿ� â Q5
h. Îä-

íàêî çàìåòèì, ÷òî g2π = g0 = id. Èíûìè ñëîâàìè, çà âðåìÿ t = 2π ìíîãîîáðàçèå M̂ âîçâðàùà-

åòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå G : M̂ × S1 → U(L),

çàäàâàåìîå ôîðìóëîé G(x, t) = gt(x). Ñëåäóþùàÿ ëåììà óñòàíàâëèâàåò êëþ÷åâîå ñâîéñòâî

îòîáðàæåíèÿ G.

Лемма 3.3.2. Отображение G является гомеоморфизмом между M̂ × S1 и U(L).

Доказательство леммы 2. Îòîáðàæåíèå G íåïðåðûâíî. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òåî-

ðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî G áèåêòèâíî. Ìíîãîîáðàçèå M̂ ïåðåñåêàåò êàæäûé òîð Ëèóâèëëÿ

TL′ áëèçêèé ê ñëîþ TL ïî äâóìåðíîìó òîðó T̂L′ . Çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè ïîëÿ v = sgrad s �

áàçèñíûå öèêëû, äîïîëíÿþùèå ëþáîé áàçèñ íà 2-òîðå T̂L′ äî áàçèñà íà 3-òîðå TL′ . Â ýòîì
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íåòðóäíî óáåäèòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü µi � áàçèñíûå öèêëû íà òîðå TL′ , îòâå÷àþùèå

äâèæåíèþ âäîëü i-îé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòû. Òîãäà (µ1, µ2, µ3) � áàçèñ íà TL, à (µ1, µ2) �

áàçèñ íà T̂L′ . Òðàåêòîðèè v ãîìîëîãè÷íû ν = k1µ1 + k2µ2 + µ3 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ k1 è k2.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà (µ1, µ2, ν) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íà TL′ .

Òðàåêòîðèè ñèñòåìû v, âûïóùåííûå èç ðàçíûõ òî÷åê T̂L′ , íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, âûáåðåì íà òîðå Ëèóâèëëÿ óãëîâûå ïåðåìåííûå (ϕ1, ϕ2, ϕν), îòâå÷àþùèå öèêëàì

µ1, µ2 è ν ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ïîëå v ñîâïàäåò ñ
∂

∂ϕν
. Òàê êàê êîîð-

äèíàòíûå ëèíèè ϕ1 è ϕ2 ãîìîëîãè÷íû öèêëàì µ1 è µ2, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ

áàçèñíûìè íà òîðå T̂L′ , ýòîò äâóìåðíûé òîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â R3(ϕ1, ϕ2, ϕν) â âèäå ïëåí-

êè, íàòÿíóòîé íà áîêîâóþ ãðàíèöó öèëèíäðà ñ îñíîâàíèåì â âèäå êâàäðàòà (ϕ1, ϕ2) ∈ [0, 2π]2.

À ïîñêîëüêó ïîëå v òðàíñâåðñàëüíî M̂ â êàæäîé òî÷êå, ïîâåðõíîñòü M̂ ëîêàëüíî çàäàåòñÿ

â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè ϕν = f(ϕ1, ϕ2). Èñõîäÿ èç ïîñëåäíèõ äâóõ ôàêòîâ, çàêëþ÷àåì, ÷òî

òîð T̂L′ åñòü ãðàôèê 2π � ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ïî êîîðäèíàòàì ϕ1, ϕ2 â R3(ϕ1, ϕ2, ϕν).

Òàê êàê ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oϕν ïåðåñåêàåò ýòîò ãðàôèê â åäèíñòâåííîé òî÷êå,

òðàåêòîðèè ïîëÿ v, âûïóùåííûå èç ðàçíûõ òî÷åê T̂L′ , íå ìîãóò ïåðåñå÷üñÿ. Îòñþäà ïîëó-

÷àåì èíúåêòèâíîñòü è ñþðúåêòèâíîñòü G íà êàæäîì òîðå Ëèóâèëëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç

îòîáðàæåíèÿ G âñþäó ïëîòåí â U(L). Ïîñêîëüêó M̂ × S1 êîìïàêòíî, à íåïðåðûâíûé îáðàç

êîìïàêòà � êîìïàêò, îáðàç îòîáðàæåíèÿ G çàìêíóò. Çíà÷èò, îáðàç îòîáðàæåíèÿ G åñòü âñÿ

îêðåñòíîñòü U(L). Òàêèì îáðàçîì, ñþðúåêòèâíîñòü G äîêàçàíà.

Ïîêàæåì èíúåêòèâíîñòü. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t èíúåêòèâíîñòü G î÷å-

âèäíà (âåêòîðíîå ïîëå v òðàíñâåðñàëüíî M̂). Âûáåðåì ε òàê, ÷òîáû îãðàíè÷åíèå G íà

Q′ = M̂ × [−ε, ε] áûëî áû èíúåêòèâíûì. Òîãäà ââèäó êîìïàêòíîñòè Q′, îòîáðàæåíèå G óñòà-

íàâëèâàåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäóQ′ è G(Q′). Ïðè ýòîì, IntQ′ è Q5 ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè

ìíîãîîáðàçèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, 0) ∈ Q′ íàéäåòñÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü U

òàêàÿ, ÷òî G(U) áóäåò îòêðûòî â Q5.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òîG(x1, t1) = G(x2, t2). Ââèäó ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ïîòîêà gt èìå-

åì G(x1, 0) = G(x2, t2 − t1). Âûáåðåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè U è V òî÷åê (x1, 0) è

(x2, t2 − t1) òàê, ÷òîáû G(U) áûëî îòêðûòî â Q5. Òîãäà ìíîæåñòâî V ∩ G−1(G(U)) ÿâëÿåòñÿ

îêðåñòíîñòüþ òî÷êè (x2, t2 − t1). Ïðè ýòîì, V ñîäåðæèò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæå-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïàð (x, t), ãäå x ëåæèò íà òîðàõ T̂L′ . Îäíàêî ýòî ïîäìíîæåñòâî äîëæíî

èíúåêòèâíî îòîáðàæàòüñÿ â G(U) áëàãîäàðÿ èíúåêòèâíîñòè G íà òîðàõ Ëèóâèëëÿ, íî îãðàíè-

÷åíèå G íà U ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó U è V îáÿçàíû ïåðåñå÷üñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, G èíúåêòèâíî.

Ïîñêîëüêó M̂ è S1 êîìïàêòíû, à îòîáðàæåíèå G � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, G � ãîìåî-

ìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □

Îãðàíè÷èì ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ñ Q5 íà M̂ . Äîìíîæèâ êàæäûé ñëîé íà îêðóæíîñòü, ïî-

ëó÷èì ñëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M̂ × S1. Íà ñàìîì äåëå, ëåììà 3.3.2 óòâåðæäàåò áîëüøåå:

108



îêðåñòíîñòü U è M̂ × S1 ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíû. Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà

ïåðâîãî ïóíêòà îñòàåòñÿ îïèñàíèå òîïîëîãèþ èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà M̂ .

Ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû 3.3.1 ìíîæå-

ñòâî M̂ ãîìåîìîðôíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, îòâå÷àþùåãî îñîáåííî-

ñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî, áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñà ñ îòòàëêèâàþùèì ïîòåíöèàëîì Ãóêà, ò.å.(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2(α), ãäå èíâîëþöèÿ α äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà àòîìå B è âðà-

ùàòåëüíîé íà àòîìå C2. À ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòü U(L) ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ M̂ è îêðóæíîñòè S1, ïîëó÷àåì èñêîìûé ïîëóëîêàëüíûé âèä îñîáåííîñòè, îòâå÷àþùåé

òî÷êå (b, c), áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû äîêàçàí.

Перейдем ко второму пункту. Ðàññìîòðèì ñòîë Z3, îãðàíè÷åííûé ýëëèïñîèäîì ïàðà-

ìåòðà 0 è ïëîñêîñòüþ x = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ðàñïîëîæåí â ïîëóïðîñòðàíñòâå x ⩾ 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè U ′(L) ñëîÿ, îòâå-

÷àþùåãî òî÷êå L = (b, c), ìû âîçâðàòèìñÿ ê êîíñòðóêöèè ñ ïåðåìåííîé äåéñòâèÿ èç ïåðâîãî

ïóíêòà äîêàçàòåëüñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî gπ ïåðåâîäèò M̂ â îãðàíè÷åíèå îêðåñòíîñòè U(L) íà ïëîñêîñòü x = 0 ñ

óñëîâèåì íà âåêòîðà ñêîðîñòè ẋ < 0. Ââèäó ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò-

íûõ ïëîñêîñòåé òî÷êà èç M̂ ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (0, y, z) è âåêòîðîì ñêîðîñòè v çà

âðåìÿ t = π ïåðåéäåò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0,−y,−z) è âåêòîðîì ñêîðîñòè −v.
Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì áèëëèàðä âíóòðè ñòîëà Z, òî íà ñòåíêå x = 0 äîëæíî ïðîèçîéòè

îòðàæåíèå. Çà âðåìÿ t ∈ [0, π) ïîâåðõíîñòè gt(M̂) îáîéäóò âñþ îêðåñòíîñòü U ′(L), à ïðè t = π

ìíîæåñòâî M̂ âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå íî ñ �ïîäêðóòêîé�. Îïèøåì, êàê îíà óñòðîåíà.

Ïî÷òè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2(α) èç ïóíêòà âûøå îáëàäàåò åñòåñòâåííîé

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ðàáîòå [45] ýòî ïðîèçâåäåíèå ðåàëèçóåòñÿ

â âèäå ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ òèïà ñåäëî-ñåäëî áèëëèàðäà ñ îòòàëêèâàþùèì ïîòåíöèàëîì

Ãóêà âíóòðè ýëëèïñà. Îäíàêî â òàêîé ñèñòåìå åñòü àáñîëþòíî åñòåñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ τ ,

îòîáðàæàþùàÿ ïàðó òî÷êà-âåêòîð (P, v) â ïàðó (−P,−v).
Ââèäó óñòðîéñòâà îòîáðàæåíèÿ gπ íà M̂ è îòðàæåíèÿ îò ñòåíêè x = 0 çàêëþ÷àåì,

÷òî îêðåñòíîñòü U ′(L) ãîìåîìîðôíà ïî÷òè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè S1 è ïðî-

èçâåäåíèÿ
(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2(α), ôàêòîðèçîâàííîìó ïî èíâîëþöèè τ , äåéñòâóþùåé íà S1 è

(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2(α) öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ âðàùàòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ β, äåéñòâóþùàÿ íà

2-àòîìå C2, ðåàëèçóåò ñèììåòðèþ τ íà ïî÷òè ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
(
B(2) × C

(2)
2

)
/Z2(α). À

çíà÷èò, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü U ′(L) ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíà ïî÷òè ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ

B(2) × C
(2)
2 × S1

Z2(α)× Z2(β)
,
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ãäå èíâîëþöèÿ α äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà B è âðàùàòåëüíîé íà C2 (íà îêðóæ-

íîñòè äåéñòâèå òðèâèàëüíîå), à β äåéñòâóåò äîïîëíèòåëüíîé âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé íà

C2 è öåíòðàëüíîé íà îêðóæíîñòè (íà B äåéñòâèå òðèâèàëüíîå). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà

ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. □

3.3.3 Топология слоения Лиувилля в окрестности слоев, отвечаю-

щих нульмерным стратам отличным от точки (b, c)

Â ýòîì ïóíêòå ìû îïèøåì òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîåâ íóëüìåð-

íûõ ñòðàòîâ, îòëè÷íûõ îò òî÷êè (b, c). Âñå òàêèå ñòðàòû ìû ðàçîáüåì íà òðè êëàññà. Ïåðâûé

êëàññ � âíóòðåííèå, âòîðîé êëàññ � ãðàíè÷íûå, îòëè÷íûå îò (c, c) è (b, b), òðåòèé � òî÷êè

(c, c) è (b, b). Òî÷êè (c, c) è (b, b) ìû âûäåëèëè ñðåäè îñòàëüíûõ, ïîñêîëüêó òîëüêî â íèõ ìîãóò

ñìûêàòüñÿ òðè ðàçëè÷íûõ îòðåçêà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû.

Íèæå ìû ïðèâîäèì òðè òåîðåìû, îïèñûâàþùèå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîåâ

íóëüìåðíûõ ñòðàò. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâûõ äâóõ ìû íå äàåì, ïîñêîëüêó îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ

òåì æå ìåòîäàìè, ÷òî è â òåîðåìå 3.2.2.

Теорема 3.3.3. Пусть L 6= (b, c) — точка, отвечающая внутреннему нульмерному страту

бифуркационной диаграммы трехмерного софокусного биллиарда. Тогда малая окрестность

слоя, соответствующего точке L, послойно гомеоморфна прямому произведению вида V (3)×
A(2), либо T 3 ×D

2
, где V (3) — один из следующих седловых 3-атомов: B(3), C

(2)
2 , D

(3)
1 , A*.

Теорема 3.3.4. Пусть L 6= (c, c), (b, b) — точка, отвечающая граничному нульмерно-

му страту бифуркационной диаграммы трехмерного софокусного биллиарда. Тогда малая

окрестность слоя, соответствующего точке L, послойно гомеоморфна прямому произведе-

нию вида V (3) × A(2), где V (3) — один из следующих 3-атомов: A(3), B(3), C
(3)
2 , D

(3)
1 , A*.

Ïåðåä òåì, êàê ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äâóõ âàæ-

íûõ âûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé, äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ

ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R3(x, y, z) × S1(ϕ) äâå

ôóíêöèè: H = z, F = x2 + y4 − zy2. Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñèñòåìû ýòèõ äâóõ ôóíê-

öèé ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ϕ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �òðåçóáåö� � îáúåäèíåíèå ïàðàáîëû

è åå îñè (ñì. ðèñ. 3.14).

ÔóíêöèèH è F çàäàþò ñëîåíèå R3(x, y, z)×S1(ϕ) íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû èõ ñîâìåñòíîãî

óðîâíÿ (àíàëîã ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ). Â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ýòî ñëîåíèå âûãëÿäèò

òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.14. Ïóñòü X > 0. Ðàññìîòðèì òó ÷àñòü, ñëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè

ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ÷òî ïîïàäàåò â ïîëîñó |z| ⩽ X. Ýòà îêðåñòíîñòü, ðàññëîåí-

íàÿ íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé H è F , íàçûâàåòñÿ ориентируемой эллиптической вилкой.
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Рис. 3.14: Эллиптическая вилка.

Îòìåòèì, ÷òî íà îðèåíòèðóåìîé ýëëèïòè÷åñêîé âèëêå äåéñòâóåò ãðóïïà Z2 öåíòðàëüíîé ñèì-

ìåòðèåé. Ôàêòîð ïî ýòîìó äåéñòâèþ íàçûâàåòñÿ неориентируемой эллиптической вилкой.

Òàêèå âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè (è ìíîãèå äðóãèå) âîçíèêàëè â ðàáîòå [25] ïðè èññëå-

äîâàíèè òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé.

Теорема 3.3.5. Пусть L = (c, c), (b, b). Тогда малая окрестность слоя, отвечающего точке

L, послойно гомеоморфна прямому произведению вида K4×S1, где K4 — либо ориентируемая

эллиптическая вилка, либо неориентируемая эллиптическая вилка, либо прямое произведе-

ние A(3) ×D
1
.

Доказательство. Ìû ñíîâà ðàññìîòðèì áèëëèàðäíûé ñòîë òèïà 23 ñèììåòðè÷íûé îò-

íîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòèOyz (ñì. ðèñ 3.6.1) è îïèøåì òîïîëîãèþ ñëîåíèÿ Ëèóâèë-

ëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ TL, îòâå÷àþùåãî òî÷êå L = (b, b). Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ òî÷êè (c, c), à

òàêæå äëÿ äðóãèõ òèïîâ ñòîëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè.

Ïóñòü L′ áëèçêà ê L, òîãäà îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùàÿ ýòîé òî÷êå, îò-

äåëåíà ïî âòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé êîîðäèíàòå îò çíà÷åíèÿ c. Çíà÷èò, òàêóþ îáëàñòü ìîæíî

òðèâèàëüíî ðàññëîèòü ñîôîêóñíûìè ýëëèïñîèäàìè (è ïëîñêîñòüþ Oxy). Â ñèëó óñòðîéñòâà

ãðàíèöû ñòîëà, ÎÂÄ ìîæíî òàêæå òðèâèàëüíî ðàññëîèòü ñîôîêóñíûìè äâóïîëîñòíûìè ãè-

ïåðáîëîèäàìè (è ïëîñêîñòüþ Oyz). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ñëîÿ, îòâå÷àþùåãî

òî÷êå L, ïðåäñòàâèìà â âèäå K3 × S1 × S1, ãäå K3 � 3-êîìïëåêñ, ïîëó÷àåìûé îãðàíè÷åíèåì

ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîÿ TL, íà ýëëèïñ, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè x = 0 è çàäàâàåìûé óðàâíåíè-

åì
y2

b
+
z2

c
= 1, âçÿòûé âìåñòå ñ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè, ó êîòîðûõ ẋ > 0. Îïèøåì, êàê

óñòðîåíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà K3 è íàéäåì êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè ýòîãî êîìïëåêñà.

Ðàññëîèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè L îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì äóã l(t), t ∈
[0, 1], êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.15.1.

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 3.2.1, 3.2.2 îãðàíè÷åíèå äóãè l(t) ïðè t > 0 ãîìåîìîðôíî 2-àòîìó B.
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Рис. 3.15: 1. Расслоение малой окрестности точки (b, b) бифуркационной диаграммы однопарамет-

рическим семейством дуг l(t), 0 ⩽ t ⩽ 1. 2. Стягивание 2-атома B в его базу расслоения. Красным

выделена линия критических точек атомов B.

Ïðè t = 0 ýòî îãðàíè÷åíèå ãîìåîìîðôíî áóêâå Y. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñ K3 ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñòÿãèâàíèå 2-àòîìà B â åãî áàçó (ñì. ðèñ. 3.15.2). Åñëè ìû âûäåëèì ëèíèþ êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê àòîìîâ B, îòâå÷àþùèì äóãàì l(t), t > 0, òî ïîëó÷èì êîìïëåêñ, èçîáðàæåííûé ñëåâà

íà ðèñóíêå 3.14. Òàêèì îáðàçîì, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ñëîÿ TL ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ îðèåíòèðóåìîé ýëëèïòè÷åñêîé âèëêè è îêðóæíîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Â çàêëþ÷åíèå ïóíêòà îòìåòèì, ÷òî (îðèåíòèðóåìàÿ èëè íåîðèåíòèðóåìàÿ) ýëëèïòè÷å-

ñêàÿ âèëêà â òî÷êå (b, b) ìîæåò âîçíèêíóòü â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà áèëëèàðäíûé

ñòîë Z íå ëåæèò íè â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ y ⩽ 0, y ⩾ 0 è ñîäåðæèò ó÷àñòîê ìíîæå-

ñòâà, ðàñïîëîæåííîãî â ïëîñêîñòè Oxz ìåæäó äóãàìè ôîêàëüíîé ãèïåðáîëû F2. Àíàëîãè÷íî,

ýëëèïòè÷åñêàÿ âèëêà â òî÷êå (c, c) ìîæåò âîçíèêíóòü â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà áèë-

ëèàðäíûé ñòîë Z íå ëåæèò íè â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ z ⩽ 0, z ⩾ 0 è ñîäåðæèò ó÷àñòîê

ìíîæåñòâà, ðàñïîëîæåííîãî â ïëîñêîñòè Oxy âíå ôîêàëüíîãî ýëëèïñà F1.
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3.4 Теоремы классификации трехмерных биллиардов

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ ìû èñïîëüçîâà-

ëè ëèøü êîìáèíàòîðíîå óñòðîéñòâî áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ. Ïðè ýòîì, òåîðåìû 3.2.1-3.3.5 ïîë-

íîñòüþ îïèñûâàþò ñòðóêòóðó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ òðåõìåðíîãî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà âáëèçè

ëþáîãî ñëîÿ. Îïðåäåëèâ ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ

ñòîëîâ, äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Теорема 3.4.1.

1. Трехмерные софокусные биллиарды на комбинаторно эквивалентных столах грубо ли-

увиллево эквивалентны.

2. Относительно грубой лиувиллевой эквивалентности существует в точности 24

класса трехмерных софокусных биллиардов в R3. Следующие классы комбинаторно эк-

вивалентных столов задают грубо лиувиллево эквивалентные системы (нумерацию

столов см. ниже в таблице 5):

5 ∼ 29 ∼ 31, 6 ∼ 21 ∼ 23, 7 ∼ 28, 8 ∼ 14 ∼ 16,

9 ∼ 13, 15 ∼ 24, 19 ∼ 32, 26 ∼ 30.

Íèæå (íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåé ñòðàíèöû) ìû ïðèâîäèì òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ êàæäî-

ãî êëàññà êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñòîëîâ âû÷èñëåíà êðóãîâàÿ ìîëåêóëà òî÷êè (b, c), à

òàêæå îïèñàíû ïðîîáðàçû ìàëûõ îêðåñòíîñòåé îñîáûõ óðîâíåé (b, b), (c, c) è (b, c) ïðè îòîá-

ðàæåíèè ìîìåíòà F . Âñå àòîìû â ìîëåêóëàõ òðåõìåðíûå è óìíîæåíû íà îêðóæíîñòü.

Â ïÿòîì ñòîëáöå ÷åðåç PFo îáîçíà÷åíà îðèåíòèðóåìàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ âèëêà, à ÷åðåç

PFno � íåîðèåíòèðóåìàÿ. Ó áèëëèàðäîâ âíóòðè ñòîëîâ 9 − 13 ìàëóþ îêðåñòíîñòü ñëîÿ, îò-

âå÷àþùåãî òî÷êå (b, c), íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ àòîìîâ è

îêðóæíîñòåé. Îñîáåííîñòü, îòâå÷àþùàÿ ïàðå (b, c), ó ýòèõ áèëëèàðäîâ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-

ñêè íåóñòîé÷èâîé. Îïèñàíèå òîïîëîãèè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ, îòâå÷àþùåãî

òî÷êå (b, c), äëÿ ñòîëîâ 9− 13 ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.

Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ â ïÿòîé êîëîíêå òàáëèöû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî 2-àòîìû. Íà-

ïîìíèì, ÷òî àòîì A* åñòü ïî÷òè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 2-àòîìà B è îêðóæíîñòè S1, ôàêòî-

ðèçîâàííîå ïî èíâîëþöèè, äåéñòâóþùåé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà îáîèõ ñîìíîæèòåëÿõ.

Íà ðèñóíêàõ â ïåðâîé êîëîíêå ÷åðíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåíû êðèâûå ïåðå-

ñå÷åíèÿ ãðàíèö áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè. Âî âòîðîé êîëîíêå äàíî

êðàòêîå îïèñàíèå ñàìèõ ãðàíèö. Ïîä öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà àòîìå C2 ïîäðàçóìåâàåòñÿ

âðàùàòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ. Ñèììåòðèÿì 2-àòîìà C2 ïîñâÿùåí àáçàö ïåðåä òåîðåìîé 3.3.2.
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Глава 4

Топология изоэнергетических

поверхностей трехмерных биллиардов

4.1 Типы Q5 трехмерных софокусных биллиардов

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1.1, âñÿêèé òðåõìåðíûé áèëëèàðäíûé ñòîë ãîìåîìîðôåí ëèáî

òðåõìåðíîìó çàìêíóòîìó äèñêó, ëèáî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè è äâóìåðíîãî çàì-

êóíòîãî äèñêà, ëèáî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîé ñôåðû è îòðåçêà. Îêàçûâàåòñÿ, ýòîé

èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïèñàòü êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíî-

ñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî áèëëèàðäà.

Теорема 4.1.1. Пусть трехмерный софокусный биллиардный стол Z гомеоморфен трех-

мерному замкнутому диску D
3
, или сферическому слою D

1 × S2, или полноторию D
2 × S1.

Тогда изоэнергетическая поверхность Q5 соответствующего биллиарда гомеоморфна сфере

S5, произведению S2 × S3 или произведению S1 × S4 соответственно.

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó öåïî÷êîé íåñêîëüêèõ ëåìì. Íà÷íåì ñ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ãðàíè-

öà ñòîëà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü ãëàäêîñòü ãðàíèöû ñòîëà, òî

òåîðåìà 4.1.1 áóäåò ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ, à íå

òîëüêî äëÿ ñîôîêóñíûõ. Èíûìè ñëîâàìè, èíòåãðèðóåìîñòü íå âëèÿåò íà òîïîëîãè÷åñêèé òèï

èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q5. Ïîýòîìó äëÿ ãëàäêèõ ãðàíèö ìû äîêàæåì òåîðåìó 4.1.1

â ìàêñèìàëüíî îáùåé ôîðìóëèðîâêå. Îòìåòèì, ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî è èçîýíåðãåòè÷å-

ñêèå ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäà â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé îïðåäåëÿþòñÿ â

òî÷íîñòè òàêæå êàê äëÿ ñîôîêóñíûõ îáëàñòåé.

Лемма 4.1.1. Пусть гладкая замкнутая двумерная поверхность P 2, вложенная в R3, диф-

феоморфна сфере S2. Пусть также P 2 ограничивает область диффеоморфную трехмерному

диску. Тогда изоэнергетическая поверхность трeхмерного биллиарда внутри P 2 гомеоморф-

на изоэнергетической поверхности биллиарда внутри стандартной единичной сферы S2.
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Доказательство. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G3 îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ P 2, à ÷å-

ðåç D3 � åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå. Ïóñòü Q5 è Q̃5 � ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè

áèëëèàðäîâ âíóòðè øàðà D3 è îáëàñòè G3 ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àþùèå âåêòîðàì ñêîðîñòè

åäèíè÷íîé äëèíû. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì F : D
3 → G

3
. Ïîêàæåì,

÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïîðîæäàåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó Q5 è Q̃5.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì F îïðåäåëÿåò ãîìåîìîðôèçì f ìåæäó êàñàòåëü-

íûìè ðàññëîåíèÿìè ê R3, îãðàíè÷åííûìè íà G
3
è D

3
, ïî ôîðìóëå f(x, v) = (F (x), dF |xv)

(çäåñü x ∈ D
3
, v ∈ TxR

3). Îäíàêî f , âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïåðåâîäèò Q5 â Q̃5. Äåéñòâèòåëüíî,

âî-ïåðâûõ, äèôôåðåíöèàë F íå îáÿçàí ñîõðàíÿòü äëèíó êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, à âî-âòîðûõ,

åñëè x ∈ ∂D3 è v1 ∈ TxR
3 ïîëó÷àåòñÿ èç v2 ∈ TxR

3 îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû øàðàD3, òî dF |xv1,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîëó÷àåòñÿ èç dF |xv2 îòðàæåíèåì îò P 2. Åñëè ïåðâàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ

íîðìèðîâêîé âåêòîðà dFxv, òî äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé íóæíî íåìíîãî âèäîèçìåíèòü ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå dF |xv. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü V � äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R2 îðòîãîíàëüíîå åäèíè÷íîìó âåê-

òîðó n. Ïóñòü òàêæå çàäàí âåêòîð n′ òàêîé, ÷òî óãîë ìåæäó n′ è n îñòðûé. Ïðåäñòàâèì

ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ R3 â ñëåäóþùåì âèäå v = w + αn′. Ñîïîñòàâèì âåêòîðó v âåêòîð

An′,nv = w + αn. Çàìåòèì, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà A.

Ïðè ýòîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà.

An′,nv = v − (v, n)

(n′, n)
(n′ − n)

Áîëåå òîãî, ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé An′,n,t = tAn′,n + (1− t)Id ñîñòîèò èç íåâûðîæäåííûõ

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ òîæäåñòâåííî íà V .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ëåæèò íà ãðàíèöå øàðà D
3
, òî ðàäèóñ-âåêòîð ýòîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ

âíåøíåé íîðìàëüþ ê P 2 â íåé. Òîãäà ïîëîæèì n′ = dF |xx, à ÷åðåç n îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé

âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå øàðà D
3
â òî÷êå F (x). Â òàêîì ñëó÷àå, êîìïîçèöèÿ

An′,n ◦ dF |x ïåðåâîäèò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê R3 â òî÷êå x â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

ê R3 â òî÷êå F (x). Íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ïîâåðõíîñòè P 2 ýòîò ëèíåéíûé îïåðàòîð

òîæäåñòâåííûé. Ïîìèìî ýòîãî, îí ñîãëàñîâàí ñ îòðàæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v ∈ TxR
3

è v = u+ αx � åãî ðàçëîæåíèå íà êàñàòåëüíóþ è íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå ê ïîâåðõíîñòè

P 2, òîãäà îòðàæåííûé âåêòîð v′ ðàâåí u− αn è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî.

An′,n ◦ dF |x(u± αx) = An′,n ◦ dF |x(u)± αAn′,n ◦ dF |x(x) = An′,n ◦ dF |x(u)± αn

Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ âåêòîð An′,n ◦ dF |x(u) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ïîâåðõíîñòè P 2 â òî÷-

êå F (x), à âåêòîð n îðòîãîíàëåí P 2. Çíà÷èò, An′,n ◦ dF |x(v′) ïîëó÷àåòñÿ èç An′,n ◦ dF |x(v)
îòðàæåíèåì îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê P 2. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð An′,n �ïîäêðó÷èâàåò�

123



dF |x òàê, ÷òî îòðàæåííûå âåêòîðû ïåðåõîäÿò â îòðàæåííûå. Îäíàêî âñÿ ýòà êîíñòðóêöèÿ

îïðåäåëåíà òîëüêî â îäíîé òî÷êå. ×òîáû ãëîáàëüíî �èñïðàâèòü� dF |x, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x 6= 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç n(x) åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîð-

ìàëè â òî÷êå F (x) ê îáðàçó ñôåðû S2 ðàäèóñà ‖x‖, öåíòð êîòîðîé ðàñïîëîæåí â íà÷àëå

êîîðäèíàò. ×åðåç n′(x) îáîçíà÷èì dF |xx. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Q5 → Q̃5 ñëåäóþùåé

ôîðìóëîé.

ϕ(x, v) =

(
F (x),

(‖x‖ · An′(x),n(x) + (1− ‖x‖)Id) ◦ dF |xv∥∥(‖x‖ · An′(x),n(x) + (1− ‖x‖)Id) ◦ dF |xv
∥∥

)

Èíûìè ñëîâàìè, â íóëå ìû âñåãî ëèøü íîðìèðóåì âåêòîð dF0v, à ÷åì äàëüøå îò íóëÿ îòõîäèì,

òåì áîëüøå �ïîäêðó÷èâàåì� âåêòîð dF0v îïåðàòîðîì An′(x),n(x). Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà An′,n îòîáðàæåíèå ϕ ïåðåâîäèò îòðàæåííûé âåêòîð â îòðàæåííûé, à

ñëåäîâàòåëüíî, ϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà Q5. Íåïðåðûâíîñòü è áèåêòèâíîñòü ϕ ñëåäóåò èç

ïîñòðîåíèÿ.

Ïîñêîëüêó Q5 êîìïàêòíî, à ϕ � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîì. Ëåììà äîêàçàíà. □

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëîé äåôîðìàöèè ãðàíèöû ñòîëà òîïîëîãèÿ ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿí-

íîé ýíåðãèè íå ìåíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ñòîëû, äèôôåîìîðôíûå ïîëíî-

òîðèþ èëè ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ.

Лемма 4.1.2. Пусть гладкая замкнутая двумерная поверхность P 2, вложенная в R3, диф-

феоморфна сфере S2. Пусть также P 2 ограничивает область диффеоморфную трехмерному

диску. Тогда изоэнергетическая поверхность трeхмерного биллиарда внутри P 2 гомеоморф-

на сфере S5.

Доказательство. Ñîãëàñíî ëåììå 4.1.1 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî P 2 � äâóìåðíàÿ ñôåðà,

âëîæåííàÿ â R3(x, y, z) è çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 + z2 = 1.

Îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåò øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ

öåíòðîì â íóëå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç D. Òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî h = 1, òî åñòü äëèíû

âñåõ âåêòîðîâ ñêîðîñòè ðàâíû 1. Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ϕ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Q5 è ñôåðû S5, âëîæåííîé â R6(x1, y1, z1, x2, y2, z2) è çàäàííîé óðàâíåíèåì ‖r1‖2 + ‖r2‖2 = 1,

ãäå ‖ri‖ =
√
x2i + y2i + z2i .

Ðàññìîòðèì ñôåðó ðàäèóñà 1/2 ñ öåíòðîì â òî÷êå 0. Îíà ðàçáèâàåò D íà äâå êîìïîíåí-

òû: øàð ðàäèóñà 1/2 è ñôåðè÷åñêîå êîëüöî ìåæäó ñôåðàìè ðàäèóñîâ 1/2 è 1. Îáîçíà÷èì

èõ ÷åðåç D′ è D′′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òàêîì ðàçáèåíèè âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå

èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà äâå ÷àñòè: Q′ è Q′′. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q′ ñîîòâåòñòâóåò

êîìïîíåíòå D′. Ìû ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ϕ îòäåëüíî íà Q′ è Q′′, à çàòåì ïîêàæåì, ÷òî îíî

íåïðåðûâíî â òî÷êàõ èõ ñêëåéêè.
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Ïóñòü e ∈ R3 � ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð, α ∈ [0, 1/2], a v � ïðîèçâîëüíûé åäè-

íè÷íûé âåêòîð èç TαeR
3. Òîãäà ïîëîæèì ϕ(αe, v) =

(
αe,

√
1− α2v

)
. Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè

îòîáðàæåíèå ϕ íà Q′. ×òîáû äîîïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå ϕ íà Q′′, äëÿ âñÿêîãî åäèíè÷íîãî

âåêòîðà e ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå fe, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå (αe, v) ∈ Q5, ãäå α ∈ [1/2, 1],

v ∈ TαeR
3, òî÷êó çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî äèñêà D

3
.

Çàôèêñèðóåì åäèíè÷íûé âåêòîð e ∈ R3. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî α ∈ [0, 1) ïàðû

(αe, v) ∈ Q5, ãäå v ∈ TαeR
3, îáðàçóþò åäèíè÷íóþ ñôåðó. Îäíàêî ïðè α = 1 â ñèëó áèëëè-

àðäíîãî îòðàæåíèÿ ýòè ïàðû îáðàçóþò çàìêíóòûé äâóìåðíûé äèñê. Ðàññìîòðèì åäèíè÷-

íûå âåêòîðû, ëåæàùèå â TeS
2. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòü. Ðàññìîòðèì äåêàð-

òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox′y′z′ òàêóþ, ÷òî îñü Oz′ ñîíàïðàâëåíà ñ e. Â ýòîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò ðàññìîòðèì âûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, çàäàííîå óðàâíåíèåì
x′2

1− µ
+

y′2

1− µ
+

z′2

1/2− µ
= 1. Ýòî ñåìåéñòâî ïîðîæäàåò âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êî-

îðäèíàòû (µ1, µ2, ξ), ãäå µ1 è µ2 � ïàðàìåòðû ýëëèïñîèäà è îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà

ýòîãî ñåìåéñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò äàííóþ òî÷êó, à ξ � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïàðàëëåëüíî îñè Oz′, è îñüþ Ox′. Íà ðèñóíêå 4.1 ïðîèëëþñòðèðî-

âàíî âûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå âûðîæäåííûå

ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè µ ∈ (−∞, 1/2) êâàäðèêè ýòîãî ñåìåéñòâà �

ýëëèïñîèäû, êîòîðûå ïðè µ→ 1/2 ñæèìàþòñÿ â êðóã, à íå â êîìïîíåíòó îãðàíè÷åííóþ ýë-

ëèïñîì ñ ðàçëè÷íûìè ïîëóîñÿìè (êàê ïðîèñõîäèò ñ ýëëèïñîèäàìè â îáû÷íîì ñåìåéñòâå ñî-

ôîêóñíûõ êâàäðèê).

Рис. 4.1: Вырожденное семейство софокусных квадрик и порождаемая им система вырожденных

эллиптических координат.

Ñäåëàåì àôôèííîå ðàñòÿæåíèå ýòîãî ñåìåéñòâà âäîëü îñè Oz′ òàêîå, ÷òî ýëëèïñîèä ñ ïà-

ðàìåòðîì µ = 0 ïåðåøåë áû â åäèíè÷íóþ ñôåðó. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå α ∈ [1/2, 1]

è åäèíè÷íûé âåêòîð v ∈ TαeR
3. Ïîñêîëüêó v � åäèíè÷íûé âåêòîð, òî åãî êîíåö ÿâëÿåò-

ñÿ òî÷êîé íà åäèíè÷íîé ñôåðå, êîòîðàÿ èìååò âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû
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(0, µ2(α, v), ξ(α, v)). Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ ëèíèþ ïåðâîé êîîðäèíàòû, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

ýòó òî÷êó. Áóäåì íåïðåðûâíî äâèãàòü ýòó òî÷êó âäîëü âûáðàííîé êîîðäèíàòíîé ëèíèè äî òåõ

ïîð, ïîêà åe ïåðâàÿ êîîðäèíàòà íå ñòàíåò ðàâíîé −α+3/2. ×èñëî −α+3/2 âûáðàíî ïîòîìó,

÷òî îòîáðàæåíèå g(α) = −α + 3/2 ïåðåâîäèò îòðåçîê [1, 1/2] â îòðåçîê [1/2, 1]. Ïîëó÷åííóþ

òàêèì îáðàçîì òî÷êó îáúÿâèì fe(α, v). Ïîñêîëüêó âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû

íå ìåíÿþòñÿ ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Ox′y′, îòîáðàæåíèå fe êîððåêòíî îïðå-

äåëåíî â òî÷êå ãðàíèöû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî fe � íåïðåðûâíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Áîëåå òîãî, åñòü íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îòîáðàæåíèé fe îò åäèíè÷íîãî âåêòîðà e. Â ýòîì

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðîàíàëèçèðîâàâ ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèé fe.

Òåïåðü ðàññìîòðèì â R4(x, y, z, w) åäèíè÷íóþ ñôåðó ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è

ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π : S3\S → R3(x, y, z), ãäå S = (0, 0, 0,−1). Äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e, α ∈ [1/2, 1], è åäèíè÷íîãî âåêòîðà v ∈ TαeR
3 ïðèìåíèì îòîáðà-

æåíèå fe(α, v)/
√
3 è âîçüìåì ïðîîáðàç ýòîé òî÷êè ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ïî-

ëó÷åííóþ òî÷êó îáîçíà÷èì P . Ñîïîñòàâèì òî÷êå (αe, v) òî÷êó íà S5, ïåðâûå òðè êîîðäè-

íàòû êîòîðîé ðàâíû w(P )e, à îñòàâøèåñÿ (x(P ), y(P ), z(P )), òî åñòü ïîëîæèì ϕ(αe, v) =

(w (P ) e, x (P ) , y (P ) , z (P )), ãäå P = π−1
(
fe(α, v)

√
3
)
Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îòîáðà-

æåíèå ϕ íà êîìïîíåíòå Q′′. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè è îòîáðàæå-

íèé fe, à òàêæå çà ñ÷eò íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îòîáðàæåíèé fe îò åäèíè÷íîãî âåêòîðà e

îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî íà Q′′.

Рис. 4.2: Иллюстрация построения гомеоморфизма ϕ: 1. Биллиардный стол разбивается сферой

меньшего радиуса; для каждого из кусков строится ϕ; выбран единичный вектор e и касательные

вектора v в точках e/2 и e. 2. Построение fe; внешней сфере соответствуют вектора в точке e/2 на

рисунке a, диску — вектора в точке e. 3. прообраз стереографической проекции отображения fe/
√
3.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ñîãëàñîâàíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Q′ è Q′′, òî åñòü ïðè

α = 1/2. Ïóñòü e è v � åäèíè÷íûå âåêòîðû è v ∈ T 1

2
eR

2, òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ϕ íà Q′ èìååì ϕ (e/2, v) =
(
e/2,

√
3v/2

)
. Òåïåðü âû÷èñëèì ϕ (e/2, v), èñïîëüçóÿ îïðåäåëå-

íèå ϕ íà Q′′. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ fe èìååì: fe (1/2, v) = v. Çàìåòèì, ÷òî
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π−1
(
v/
√
3
)
=
(
1/2,

√
3v/2

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ (e/2, v) =

(
e/2,

√
3v/2

)
. Òàêèì îáðàçîì, îòîá-

ðàæåíèå ϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà Q5 è íåïðåðûâíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ϕ � áèåêöèÿ. Èíúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç ïî-

ñòðîåíèÿ. Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü. Ðàññìîòðèì òî÷êó P = (r1, r2) ∈ S5. Ïîëîæèì e =
r1
‖r1‖

,

åñëè ‖r1‖ 6= 0, è e = 0 èíà÷å. Åñëè ‖r1‖ ⩽
1

2
, òî ϕ

(
r1,

r2
‖r2‖

)
= P . Åñëè ‖r1‖ >

1

2
, òî â ñèëó

áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèé π, fe íàéäeòñÿ M ∈ Q5, ÷òî ϕ(M) = P .

Ïîñêîëüêó Q5 � êîìïàêò, à ϕ � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî ϕ � ãîìåîìîð-

ôèçì. Ëåììà äîêàçàíà. □

Замечание 4.1.1. Ýòó ëåììó ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Åñëè ãëàäêàÿ (n−1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü P n−1, âëîæåííàÿ â Rn, äèôôåîìîðôíà ñôåðå Sn−1,

òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü áèëëèàðäà âíóòðè P n ãîìåîìîðôíà ñôåðå S2n−1. Äîêàçà-

òåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðè-

ðóåìîñòè ñàìîãî áèëëèàðäà ìû íå òðåáóåì.

Лемма 4.1.3. Пусть гладкая поверхность P 2 ограничивает область Z3 диффеоморфную

сферическому слою. Тогда изоэнергетическая поверхность трeхмерного биллиарда внутри

P 2 гомеоморфна прямому произведению S2 × S3.

Доказательство. Êàê óòâåðæäàëîñü âûøå, ñïðàâåäëèâ ïîëíûé àíàëîã ëåììû 4.1.1

äëÿ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ äèôôåîìîðôíûõ ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∂Z ñîñòîèò èç äâóõ ñôåð ñ îáùèì öåíòðîì â íóëå ðàäèóñîâ 1

è 1/2. Ïóñòü òàêæå h = 1. Ïîñòðîèì ãîìåìîðôèçì ϕ ìåæäó Q5 è S2 × S3. Äëÿ ýòîãî íàì

ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ fe(α, v), ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû

4.1.5.

Ðàññìîòðèì ñôåðó ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 ðàäèóñà
√
1/2. Îíà ðàçáèâàåò Z íà 2 ÷àñòè: Z ′

è Z ′′. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåì Z ′ ìåíüøå îáúåìà Z ′′. Ðàçáèåíèå Z íà Z ′ è Z ′′ ïîðîæäàåò

ðàçáèåíèåQ5 íàQ′ èQ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ íà êàæäîé èç ýòèõ ÷àñòåé.

Íà÷íåì ñ Q′′. Ïóñòü e � åäèíè÷íûé âåêòîð, α ∈
[√

1/2, 1
]
è v ∈ TαeR

2 � åäèíè÷íûé

âåêòîð. Ðàññìîòðèì â R4(x, y, z, w) åäèíè÷íóþ ñôåðó ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñòåðåî-

ãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π : S3\S → R3(x, y, z), ãäå S = (0, 0, 0,−1). Ïóñòü P = fe

(
α√
2
, v

)
.

Ïîëîæèì ϕ(αe, v) = (e, π−1(P )). Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå ϕ íåïðå-

ðûâíî è èíúåêòèâíî íà Q′′.

Òåïåðü äîîïðåäåëèì ϕ íà Q′. Ïóñòü e � åäèíè÷íûé âåêòîð, α ∈
[
1/2,

√
1/2
]

è

v ∈ TαeR
2 � åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïóñòü l � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿ-

ùåå îòðåçîê
[
1/2,

√
1/2
]
â îòðåçîê

[√
1/2, 1

]
, è l (1/2) = 1, l

(√
1/2
)
=
√
1/2. Ðàññìîò-

ðèì îòðàæåíèå U â R4(x, y, z, w) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxyz è ïîëîæèì ϕ(αe, v) =(
e, U

(
π−1

(
fe

(
l(α)√

2
, v

))))
. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî íà Q′.
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Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ñîãëàñîâàíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Z ′ è Z ′′, òî åñòü ïðè α =√
1/2. Ïóñòü e � åäèíè÷íûé âåêòîð è v ∈ T√

1
2
e
R2 � åäèíè÷íûé âåêòîð. Îïðåäåëèì îáðàç

ïàðû
(√

1/2e, v
)
êàê òî÷êè èç Q′′. Ïîñêîëüêó

α√
2
= 1/2, èìååì: fe

(
α√
2
, v

)
= v. Òàê êàê

‖v‖ = 1, òî π−1v = v. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(αe, v) = (e, v). Òåïåðü íàéäåì ϕ(αe, v) êàê îáðàç òî÷êè

èç Q′. Òàê êàê l
(√

1/2
)
=
√
1/2 è U(v) = v, òî â ñèëó ðàññóæäåíèé âûøå ϕ(αe, v) = (e, v).

Òàêèì îáðàçîì, ϕ � êîððåêòíî îïðåäåëåííîå íåïðåðûâíîå îòðàæåíèå èç Q5 â S3 × S2.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ϕ � áèåêöèÿ. Ïîñêîëüêó Q5 � êîìïàêò, à ϕ � íåïðåðûâíàÿ

áèåêöèÿ èç Q5 â S5, ϕ � ãîìåîìîðôèçì. Ëåììà äîêàçàíà. □

Лемма 4.1.4. Пусть гладкая поверхность P 2, вложенная в R3, диффеоморфна тору T 2

и область, ограниченная этой поверхностью, диффеоморфна полноторию. Тогда изоэнерге-

тическая поверхность трeхмерного биллиарда внутри этой области гомеоморфна прямому

произведению S1 × S4.

Доказательство. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P 2 � òîð T 2, ÿâëÿþ-

ùèéñÿ ðåçóëüòàòîì âðàùåíèÿ îêðóæíîñòè (x − 2)2 + z2 = 1, y = 0 âîêðóã îñè Oz. Ïîñòðîèì

ãîìåîìîðôèçì ϕ : Q5 → S1 × S4.

Ðàññìîòðèì îáðàçóþùóþ îêðóæíîñòü òîðà, ðàñïîëîæåííóþ ïîä óãëîì ψ ê îñèOx. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî îòñ÷åò ýòîãî óãëà âåäåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõîäà îòíîñèòåëüíî

ïëîñêîñòè Oxy. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò O′x′z â ïëîñêîñòè îáðàçóþùåé òàê,

÷òî O′ � öåíòð îáðàçóþùåé îêðóæíîñòè, à êîîðäèíàòíûé âåêòîð ex′ ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì−−→
OO′. Äîïîëíèì O′x′z íàïðàâëåíèåì O′y′ òàê, ÷òî ñèñòåìà O′x′y′z áûëà áû ïðàâîñòîðîííåé

äåêàðòîâîé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé ðàäèóñ-âåêòîð e â ïëîñêîñòè O′x′z, α ∈
[0, 1/2] è åäèíè÷íûé âåêòîð v ∈ TαeR

3. Ïîëîæèì ϕ(αe, v) = (ψ, αe,
√
1− α2v), ãäå êîîðäèíàòû

v çàïèñàíû â áàçèñå ez, ex′ , ey′ .

Òåïåðü äîîïðåäåëèì ýòî îòîáðàæåíèå â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ Q5. Äëÿ ýòîãî, êàê â ëåì-

ìå 4.1.2 äëÿ âñÿêîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e ∈ O′x′z ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå fe, êîòîðîå ñî-

ïîñòàâëÿåò êàæäîé ïàðå (αe, v) ∈ Q5, ãäå α ∈
(
1

2
, 1

]
, à v ∈ TαeR

3, òî÷êó èç çàìêíóòîãî

äèñêà D
3
. Ýòî îòîáðàæåíèå ñòðîèòñÿ àáñîëþòíî òàêæå, îäíàêî îíî çàäàåòñÿ â êîîðäèíà-

òàõ O′x′y′z. Ðàññìîòðèì â R4(x′, y′, z, w) åäèíè÷íóþ ñôåðó ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è

ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π : S3\S → R3(x′, y′, z), ãäå S = (0, 0, 0,−1). Äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e â O′x′y′z, α ∈ [1/2, 1], è åäèíè÷íîãî âåêòîðà v ∈ TαeR
3 ïîëîæèì

ϕ(αe, v) = (ψ,w(P )e, x(P ), y(P ), z(P )), ãäå P = fe(α, v)/
√
3. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå

ñîãëàñîâàíî ïðè α = 1/2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ψ âîçíèêàåò

ãîìåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè Q5, îãðàíè÷åííîé íà äèñê ñ îáðàçóþùåé, è ñôåðû S4.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M âíóòðè èëè íà ãðàíèöå ïîëíîòîðèÿ è âåêòîð v ∈
TMR3. Áóäåì âðàùàòü ïëîñêîñòü âåðòèêàëüíîé îáðàçóþùåé, ñîäåðæàùåé òî÷êó M , âîêðóã
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îñè Oz. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè âåêòîð v âðàùàåòñÿ âìåñòå ñ òî÷êîé M . Ïóñòü ýòè òî÷êà

è âåêòîð äâèæóòñÿ ïî çàêîíàì M(t), v(t) ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ìû îïðåäåëèëè ϕ

òàê, ÷òî ϕ(M(t), v(t)) = (ψ(t), x), ãäå x � òî÷êà íà S4, íå çàâèñÿùàÿ îò t. Ïîýòîìó, ñäåëàâ

ïîëíûé îáîðîò, òî÷êà M è âåêòîð v âåðíóòñÿ â èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ. À çíà÷èò, îòîáðàæåíèå

ϕ, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ìåæäó Q5 è S1 × S4. Ëåììà äîêàçàíà. □

Òåïåðü îáîáùèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ëåììàõ 4.1.2 � 4.1.4, íà êóñî÷íî-ãëàäêèå ñî-

ôîêóñíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû. Ïîñêîëüêó ëþáîé ñîôîêóñíûé áèëëèàðäíûé ñòîë, ãîìåîìîðô-

íûé ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ, îáëàäàåò ãëàäêîé ãðàíèöåé, îñòàåòñÿ äîêàçàòü êóñî÷íî-ãëàäêèå àíà-

ëîãè ëåìì 4.1.2 è 4.1.4.

Лемма 4.1.5. Если трехмерный софокусный биллиардный стол Z3 гомеоморфен трехмер-

ному замкнутому диску D
3
, то изоэнергетическая поверхность трeхмерного биллиарда

внутри этого стола гомеоморфна сфере S5.

Доказательство. Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû. Íàïðèìåð,

ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü áèëëèàðäíûé ñòîë ñ óãëàìè Z ãëàäêèì ñòîëîì, ïîñëå

÷åãî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 4.1.2 è ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäåëå òàêèõ àïïðîêñèìàöèé òîïîëî-

ãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áèëëèàðäà íå èçìåíèòñÿ. Îäíàêî òàêîé ñïîñîá äîâîëüíî

òðóäíûé. Ïîýòîìó ìû îïèøåì èäåþ áîëåå ïðîñòîãî (íàãëÿäíîãî) âàðèàíòà äîêàçàòåëüñòâà

ýòîé ëåììû, êîòîðûé ñ ëåãêîñòüþ îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðíîñòü.

Шаг 1. Ñíà÷àëà íóæíî äîêàçàòü, ÷òî Q5 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ò.å.

ïîêàçàòü, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè x ∈ Q5 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ãîìåîìîðôíàÿ ïÿòèìåðíîìó äèñ-

êó. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ äâóìåðíûõ áèëëèàðäíûõ êíèæåê áûëî äîêàçàíî È.Ñ. Õàð-

÷åâîé â ðàáîòå [59]. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äëÿ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ

(è äàæå äëÿ ìíîãîìåðíûõ) àáñîëþòíî òàêàÿ æå.

Шаг 2. Íåîáõîäèìî çàäàòü òðèàíãóëÿöèþ ãðàíèöû ñòîëà Z ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Âî-ïåðâûõ, ðåáðà èçëîìà ãðàíèöû Z äîëæíû ëåæàòü íà ðåáðàõ è âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè.

Âî-âòîðûõ, âåðøèíû èçëîìà äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ â ìíîæåñòâå âåðøèí òðèàíãóëÿöèè. Çà-

ìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå Q5 íà ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó òðèàíãóëÿöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çàìêíóòûé äèñê ðàçìåðíîñòè 2.

Шаг 3. Ïóñòü D
k
� çàìêíóòûé äèñê, âëîæåííûé â ìíîãîîáðàçèå Mn, è k < n. Òîãäà

åñëè îòîæäåñòâèòü âñå òî÷êè ýòîãî äèñêà, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîá-

ðàçèå, ãîìåîìîðôíîå Mn. Ýòîò ôàêò î÷åâèäåí è åãî ìîæíî íàãëÿäíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü â

ñëó÷àå ïëîñêîñòè è îòðåçêà íà íåé (ñì. ðèñ. 4.3). Òåì íå ìåíåå, îí íóæäàåòñÿ â àêêóðàòíîì

äîêàçàòåëüñòâå.

Òåïåðü ñòÿíåì äâóìåðíûå äèñêè, îòâå÷àþùèå âåðøèíàì òðèàíãóëÿöèè, â òî÷êó. Â ðå-

çóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q5 íå èçìåíèòñÿ. Â Q5 ýòîò ïðîöåññ

ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê. Â âåðøèíàõ òðèàíãóëÿöèè ìû óñòðåìëÿåì äëèíû âñåõ âåêòîðîâ ê
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Рис. 4.3: Стягивание отрезка в плоскости не меняет ее класс гомеоморфности.

íóëþ, à â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ íåïîäàëåêó îò âåðøèí, �óêîðà÷èâàåì� êàñàòåëüíûå âåêòîðà

òàê, ÷òîáû îíè íèãäå ìåæäó ñîáîé íå ñêëåèëèñü è îñòàâàëèñü áû íåíóëåâûìè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåáðî e òðèàíãóëÿöèè. Êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå ðåáðà îòâå÷àåò

çàìêíóòûé äâóìåðíûé äèñê äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé, à ãðàíè÷íûì òî÷êàì e � â òî÷íîñòè

îäèí âåêòîð ñêîðîñòè (íóëåâîé). Íà ðåáðå e èìååì îäíîïàðàìåòè÷åñêîå ñåìåéñòâî 2-äèñêîâ,

êîòîðûå ñòÿãèâàþòñÿ â òî÷êó ïðè ñòðåìëåíèè ê âåðøèíàì ðåáðà e. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåáðó

e îòâå÷àåò çàìêíóòûé òðåõìåðíûé äèñê D
3
. Ñíîâà ïðèìåíèì îïåðàöèþ ñòÿæêè è ñäåëàåì

òàê, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå ðåáðà e ðàñïîëàãàëñÿ â òî÷íîñòè îäèí íóëåâîé âåêòîð. Ïðîèçâåäÿ

àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñî âñåìè ðåáðàìè òðèàíãóëÿöèè, ñäåëàåì òàê, ÷òî â êàæäîé òî÷êå

ðåáåð áóäåò ðàñïîëîæåíî ïî îäíîìó íóëåâîìó âåêòîðó â Q5. Êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q5 ìû

ñíîâà îñòàâèëè áåç èçìåíåíèÿ.

Äàëåå ïåðåéäåì ê ãðàíÿì òðèàíãóëÿöèè è ñäåëàåì àíàëîãè÷íûå ñòÿæêè. Â èòîãå, â êàæ-

äîé ãðàíè÷íîé òî÷êå ñòîëà áóäåò ðàñïîëîæåíî ðîâíî ïî îäíîìó íóëåâîìó âåêòîðó â Q5. Ïðè

ýòîì, â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå áóäåò íàõîäèòüñÿ ðîâíî îäíà äâóìåðíàÿ ñôåðà êàñàòåëüíûõ

íàïðàâëåíèé.

Шаг 4. Òåïåðü âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì F ìåæäó òðåõìåðíûì ñòîëîì è

çàìêíóòûì äèñêîì â R3. Ïîñêîëüêó òåïåðü íà ãðàíèöå Z ðàñïîëîæåíî ðîâíî ïî îäíîìó âåê-

òîðó ñêîðîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü (ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ F ) ãîìåîìîðôèçì �èçìåíåííîãî�

Q5 è ïÿòèìåðíîé ïîâåðõíîñòè S, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

S ⊂ TR3 åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïàð òî÷êà-âåêòîð (x, v), ãäå: 1) x ëåæèò íà òðåõìåðíîì

çàìêíóòîì åäèíè÷íîì øàðå; 2) åñëè x ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ýòîãî øàðà, òî v = 0, èíà÷å

â òî÷êå x âîçíèêàåò äâóìåðíàÿ ñôåðà íàïðàâëåíèé âåêòîðîâ ñêîðîñòè. ßñíî, ÷òî ïîâåðõ-

íîñòü S ãîìåîìîðôíà ïÿòèìåðíîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè ñèñòåìû, îïèñûâàþùèé

äèíàìèêó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà Ãóêà, íà óðîâíå ýíåðãèè

H =
1

2
(ẋ2+ ẏ2+ ż2)+

k

2
(x2+ y2+ z2) =

k

2
. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò â R6(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)

êâàäðèêó, ãîìåîìîðôíóþ ïÿòèìåðíîé ñôåðå S5. Òàêèì îáðàçîì, Q5 ∼= S5. Ëåììà äîêàçàíà.

□
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Лемма 4.1.6. Если биллиардный стол Z3 гомеоморфен D
2 × S1, то изоэнергетическая по-

верхность соответствующего трeхмерного биллиарда гомеоморфна S1 × S4.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.1.5.

4.2 Типы неособых Q5 трехмерного биллиарда

внутри эллипсоида с потенциалом Гука

4.2.1 Описание системы

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîëå ïîòåíöèàëà Ãóêà âíóòðè áèëëèàðäíîãî ñòîëà Z,
îãðàíè÷åííîãî ýëëèïñîèäîì E ⊂ R3:

x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1, ãäå 0 < c < b < a.

Биллиардом с потенциалом Гука íàçîâåì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïóñòü ìà-

òåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà E ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé

ñèëû êîýôôèöèåíòà k, ÷åé öåíòð ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýëëèïñîèäà. Óêàçàííóþ ñèëó è ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ãóêîâñêèé ïîòåíöèàë íàçîâåì отталкивающим èëè притягивающим â ñëó÷àÿõ

k < 0 è k > 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ñòîë, îãðàíè÷åííûé ýëëèïñîèäîì E, áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê è

ðàíåå, ÷åðåç Z.
Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû M6 = T Z/ ∼ çàäàåòñÿ ñêëåéêîé ãðàíèö, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé çàêîíó îòðàæåíèÿ ÷àñòèöû îò E:

(x1, v1) ∼ (x2, v2) x1 = x2 = x, ‖v1‖ = ‖v2‖, v1 − v2 ⊥ TxE ⊂ TxZ.

Èíûìè ñëîâàìè, ñêëåèâàþòñÿ ïàðû �òî÷êà-âåêòîð� (x, v1), (x, v2), ó êîòîðûõ âåêòîð v1 ïîëó-

÷åí èç v2 óïðóãèì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TxE ñ ðàâåíñòâîì óãëîâ

ïàäåíèÿ è îòðàæåíèÿ. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿåòñÿ ëèøü êóñî÷íî-ãëàäêèì ìíîãîîáðàçè-

åì: èìåþòñÿ ñêëåéêè �äàëåêèõ� òî÷åê.

Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

k

2
(x2 + y2 + z2).

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì áèëëèàðäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëíàÿ

ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ � ïåðâûé èíòåãðàë çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ, à ïîñêîëüêó îòðàæåíèå îò E

àáñîëþòíî óïðóãîå (â ÷àñòíîñòè, ñîõðàíÿåòñÿ äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè), òîH ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì

èíòåãðàëîì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
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ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé. Â ïóíêòå 4.2.2 íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìû

îáñóäèì áèëëèàðä âíóòðè n-îñíîãî ýëëèïñîèäà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïðèâåäåì ÿâíûé

âèä ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî Q5
h = {(x, v) ∈M6|H(x, v) = h} íàçîâåì изоэнергетической поверх-

ностью, à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå h допустимым значением ýíåðãèè. Çàìåòèì, ÷òî

ïðè k > 0 ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè � ýòî ïðîìåæóòîê [0; +∞), à ïðè k < 0 �

ïðîìåæóòîê [ka/2;+∞).

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π :M6 → D èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà êîíôèãóðàöèîííîå. Îíà

îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ò.ê. ïàðû �òî÷êà-âåêòîð� ñ x1 6= x2 íå ñêëåèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Об-

ластью возможного движения, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ h, íàçîâåì îáðàç Qh ïîä äåé-

ñòâèåì π, ò.å. ïðîåêöèþ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà áèëëèàðäíûé ñòîë.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè k > 0 îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ åñòü øàð ðàäèóñà
√
2h/k, ïåðå-

ñå÷åííûé ñ áèëüÿðäíûì ñòîëîì. Ïðè k < 0 îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ � ëèáî âíåøíîñòü

øàðà ðàäèóñà
√

2h/k, ïåðåñå÷åííîãî ñ áèëüÿðäíûì ñòîëîì (ïðè h ⩽ 0), ëèáî âåñü áèëëèàðä-

íûé ñòîë (ïðè h > 0). Ïðè hk > 0 ñôåðó ðàäèóñà
√

2h/k áóäåì íàçûâàòü граничной сферой.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ñôåðà âõîäèò â ñîñòàâ ãðàíèöû îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ïðè ýòîì

âåêòîðû èç Q5
h â òî÷êàõ ãðàíè÷íîé ñôåðû � íóëåâûå.

Определение 4.2.1. Çíà÷åíèå (óðîâåíü) ýíåðãèè h áóäåì íàçûâàòü бифуркационным, åñëè

ëèáî h = 0, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíè÷íàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ ýëëèïñîèäà E. Èíà÷å óðîâåíü

ýíåðãèè íàçîâåì небифуркационным.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ ýëëèïñîèäà E â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êî-

ãäà îäíà èç åãî ïîëóîñåé ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì ãðàíè÷íîãî øàðà. Òàêèì îáðàçîì, îñîáûìè

óðîâíÿìè ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ: h = 0, h = ka/2, h = kb/2 è h = kc/2.

Замечание 4.2.1. Åñëè ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó áåç îòðàæåíèÿ, òî dH|(x,ẋ)=(x0,ẋ0)
= 0 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà x0 = 0 è ẋ0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â çàäà÷å áåç îòðàæåíèÿ òîëüêî h = 0

ÿâëÿåòñÿ îñîáûì óðîâíåì ýíåðãèè. Â çàäà÷å ñ îòðàæåíèåì, ïîìèìî h = 0, ìû îáúÿâèëè áè-

ôóðêàöèîííûìè (îñîáûìè) óðîâíè h = ka/2, kb/2, kc/2, ïîòîìó ÷òî âèä îáëàñòè âîçìîæíîãî

äâèæåíèÿ ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè èç ëåâîé è ïðàâîé îêðåñòíîñòè òàêèõ çíà÷åíèé.

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè h � íåáèôóðêàöèîííûé óðîâåíü ýíåðãèè, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó

èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ëèáî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ñôåð S5, ëèáî

S1 × S4, ëèáî S2 × S3. Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Теорема 4.2.1. Пусть h — небифуркационное значение энергии H биллиарда внутри эл-

липсоида с потенциалом Гука коэффициента k, тогда:

1. если k > 0, то изоэнергетическая поверхность Q5
h гомеоморфна сфере S

5,
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2. если k < 0, то изоэнергетическая поверхность Q5
h гомеоморфна

• несвязному объединению двух пятимерных сфер S5 при h ∈
(ka
2
,
kb

2

)
;

• прямому произведению окружности и четырехмерной сферы S1 × S4

при h ∈
(kb
2
,
kc

2

)
;

• прямому произведению двумерной и трехмерной сфер S2 × S3 при h ∈
(kc
2
, 0
)
;

• пятимерной сферe S5 при h ∈ (0,+∞).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a = b = c, òî â ñëó÷àå k > 0 èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh

íåîñîáîãî óðîâíÿ ýíåðãèè ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5, ïðè k < 0 è h ∈
(
ka/2, 0

)
� ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ ñôåð S2 × S3. Â ñëó÷àå k < 0 è h > 0 � ñôåðå S5.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïîñâÿùåí òðåòèé ïóíêò ïàðàãðàôà.

Â ñôîðìóëèðîâàííîé è äîêàçàííîé íèæå îñíîâíîé òåîðåìå ìû íå èñïîëüçóåì ÿâíî èíòå-

ãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà. Êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q5
h ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ãîìåî-

ìîðôíîñòè области возможного движения, ò.å. ïðîåêöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Q5
h íà ñòîë � íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû. Òàêîé ýôôåêò óæå âñòðå÷àëñÿ

ðàíåå.

� Åñëè ñòîë ïëîñêîãî êîìïàêòíîãî áèëëèàðäà ãîìåîìîðôåí äèñêó, òî Q3
h áèëëèàðäà ãî-

ìåîìîðôíà ñôåðå S3 äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íåãëàäêîñòè ãðàíèöû.

� Äëÿ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ áåç ïîòåíöèàëà (â ñëó÷àå k = 0 è h > 0 ìîæíî) êëàññ ãî-

ìåîìîðôíîñòè Q5
h îïðåäåëÿëñÿ òîëüêî êëàññîì ãîìåîìîðôíîñòè ñòîëà (ñîâïàäàþùåãî

ñ îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ) è íå çàâèñèò îò âûáîðà h > 0 (ñì. ïðåäûäóùèé ïà-

ðàãðàô).

Èç òåîðåìû è íåñëîæíîé ïðîâåðêè ñëåäóåò, ÷òî áèëëèàðä ñ ïðèòÿãèâàþùèì ïîòåíöèàëîì

Ãóêà âíóòðè ýëëèïñîèäà èìååò íåêðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ H = hi, ÿâëÿþùèåñÿ áèôóðêàöèîí-

íûìè. Ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íèõ êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q5 íå ðàçëè÷àåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî

ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ íå ìåíÿåòñÿ êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè области возможного движения, ò.å.

ïðîåêöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q5
h íà ñòîë (êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî).

Íàïîìíèì, ÷òî ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìå. Êëàññ ãîìåîìîðô-

íîñòè Q3
h ñèñòåìû áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñà

x2

a
+
y2

b
= 1 c ïîòåíöèàëîì Ãóêà

k

2
(x2 + y2) íå

çàâèñèò îò âûáîðà h > 0 â ñëó÷àå ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà, ò.å. åñëè k > 0. Â òî æå âðåìÿ,

â ñëó÷àå k < 0 ýòîò êëàññ ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ýíåðãèè ÷åðåç êàæäîå èç òðåõ çíà÷åíèé:

ka/2 < kb/2 < 0.

Äàííûé ôàêò èìååò ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå. Ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå (ïóòåì óñòðåìëå-

íèÿ ìàëîé ïîëóîñè ê íóëþ) îò ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå ê áèëëèàðäó ìû �òåðÿåì�
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ïîëîâèíó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâîâàâøóþ âåðõíåé èëè íèæíåé ïîëîâèíå ýëëèï-

ñîèäà. Äî ïåðåõîäà ê ïðåäåëó êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ äëÿ

ñèñòåìû ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1, ãäå 0 < c < b < a, â ïîëå ïðèòÿãèâàþùåãî

ïîòåíöèàëà Ãóêà
k

2
(x2 + y2 + z2) ìåíÿåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè h =

kb

2
. Ïðè ýòîì äâå êîìïîíåí-

òû ñâÿçíîñòè, ëåæàùèå íà âåðõíåé è íèæíåé ïîëîâèíàõ ýëëèïñîèäà, ïåðåñåêàþòñÿ ïî äâóì

òî÷êàì � êîíöàì ñðåäíåé ïîëóîñè. Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ: óêàçàí-

íàÿ îáëàñòü äëÿ ïëîñêîãî áèëëèàðäà ãîìåîìîðôíà äèñêó ïðè êàæäîì h > 0. Áèëëèàðä ñ

îòòàëêèâàþùèì ïîòåíöèàëîì îòëè÷àåòñÿ: â íåì ïðè h = kb/2 è h = ka/2 òèï ýòîé îáëàñòè

ìåíÿåòñÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, äâóìåðíûé è òðåõìåðíûé áèëëèàðäû âåäóò ñåáÿ ñõîæèì îáðàçîì: â

ñëó÷àå k > 0 òèï Q5
h íå çàâèñèò îò h > 0, à â ñëó÷àå k < 0 êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè îáëàñòè

âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìåíÿåòñÿ. Áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè òðåõìåðíîãî áèëëèàðäà îêà-

çûâàþòñÿ h = 0, ka/2, kb/2, kc/2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óêàçàííûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè ïîòîêà

íà ãðàíè÷íîì ýëëèïñîèäå E ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � òî÷êè, ãäå dH = 0.

4.2.2 Интегрируемость биллиарда с потенциалом Гука

K. ßêîáè â ðàáîòå [67] óêàçàë n − 1 ïåðâûé èíòåãðàë ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ïî-

âåðõíîñòè n − 1-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà. À èìåííî, îí äîêàçàë, ÷òî êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå

ê êàæäîé òî÷êå ãåîäåçè÷åñêîé íà ýëëèïñîèäå, êàñàþòñÿ n − 2 êâàäðèê, ñîôîêóñíûõ ñ äàí-

íûì ýëëèïñîèäîì. Èíòåãðàëàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ýòèõ êâàäðèê è ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Îíè

ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû [73] è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè

Ïóàññîíà, ÷òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü. Èíûìè ñëîâàìè, äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòå-

ãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ n− 1 ñòåïåíüþ.

Â òîé æå ðàáîòå [67] ßêîáè ïðîèíòåãðèðîâàë è áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà äâèæåíèå ïî

ýëëèïñîèäó ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé óïðóãîé ñèëû, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò

ñ öåíòðîì ýëëèïñîèäà.

Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó äëÿ n-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà â (n+ 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è âû-

ïîëíèì ïåðåõîä îò íåå ê áèëëèàðäó. Óñòðåìèâ ìåíüøóþ ïîëóîñü ê íóëþ, ïîëó÷èì áèëëèàðä

âíóòðè (n−1)-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé êóñî÷íî-

ãëàäêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà ßêîáè [67].

Ñëåäóÿ ìåòîäó Â.Â. Êîçëîâà, óêàæåì ÿâíûé âèä åå èíòåãðàëîâ. Ñíà÷àëà ìû ïðèâåäåì

ïåðâûå èíòåãðàëû Ik çàäà÷è áåç ïîòåíöèàëà, òî åñòü ïðè k = 0, à çàòåì âû÷èñëèì ïåðâûå

èíòåãðàëû Fk íàøåé çàäà÷è, ñ÷èòàÿ, ÷òî Fk = Ik + fk, ãäå ôóíêöèè fk çàâèñÿò òîëüêî îò

ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.
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Ðàññìîòðèì áèëëèàðä ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè ýëëèïñîèäà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì

x21
a1

+ · · ·+ x2n
an

= 1, a1 > a2 > · · · > an > 0.

Ïóñòü ñíà÷àëà k = 0. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ n − 1 ñîôîêóñíûõ ñ ýëëèïñîèäîì êâàä-

ðèê, êîòîðûõ îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ âñå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå çâåíüÿ ïðîèçâîëüíîé âûáðàí-

íîé òðàåêòîðèè áèëüÿðäíîãî øàðà. Ïðèâåäåì íåÿâíîå âûðàæåíèå ïàðàìåòðîâ ýòèõ êâàäðèê

÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷åê è íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð λ ó ýë-

ëèïñîèäà
x21
a1

+ · · · + x2n
an

= 1 ðàâåí íóëþ. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó

P = (x1, x2, . . . , xn) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v = (ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn). Ýòà ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ñîôîêóñ-

íîé ñ ýëëèïñîèäîì êâàäðèêè ïàðàìåòðà λ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äèñêðèìèíàíò

êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî τ óðàâíåíèÿ

(x1 + τ ẋ1)
2

a1 − λ
+

(x2 + τ ẋ2)
2

a2 − λ
+ · · ·+ (xn + τ ẋn)

2

an − λ
= 1

ðàâåí íóëþ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî:

n∑

i=1

ẋ2i
ai − λ

−
∑

i<j

(xiẋj − xjẋi)
2

(a− λi)(a− λj)
= 0.

Ïóñòü Kij = xiẋj − xjẋi. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, äîìíîæèâ åãî íà (a1 −
λ) . . . (an − λ).

n∑

i=1

ẋ2i
∏

j ̸=i

(aj − λ)−
∑

i<j

K2
ij

∏

m ̸=i,j

(am − λ) = 0

Çàìåòèì, ÷òî âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ âåùåñòâåííûå è ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëà-

ìè. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí

ýíåðãèè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âèåòà êîýôôèöè-

åíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ ìíîãî÷ëåíà ñëåâà ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Ïîñêîëüêó ïî

òåîðåìå Àáåëÿ óðàâíåíèå ñòåïåíè 5 è âûøå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, òî

âìåñòî ïàðàìåòðîâ êâàäðèê è ýíåðãèè ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ êîýôôèöè-

åíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σijm ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m îò ïåðåìåí-

íûõ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an, à ÷åðåç σ
i
m � ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíî-

ãî÷ëåí ñòåïåíè m îò ïåðåìåííûõ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an. Ïîëîæèì σij0 = σi0 = 1, à σij−1 = 0.

Íàïèøåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà âûøå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.
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Im =
1

2

n∑

i=1

σimẋ
2
i −

1

2

∑

i<j

σijm−1K
2
ij, ãäå k = 0, . . . , n− 1

Çàìåòèì, ÷òî I0 = H.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ïåðâûå èíòåãðàëû ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû è ïîïàðíî

êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà.

Òåïåðü ïðèâåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû Fi, i = 1, . . . , n − 1 ïðè k 6= 0. Ìû

áóäåì èñêàòü èõ â âèäå Fi = Ii+fi(x, y, z), ãäå fi � íåèçâåñòíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ

òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ìû íàøëè fi òàêóþ, ÷òî Fi ïåðâûé èíòåãðàë

çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó fi çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, Ii �

ïåðâûå èíòåãðàëû çàäà÷è ñ îòðàæåíèåì, à ïðè îòðàæåíèè ìåíÿåòñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèå

âåêòîðà ñêîðîñòè, òî Fi áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì çàäà÷è ñ îòðàæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, fi

ìîæíî èñêàòü, ðàññìàòðèâàÿ Fi â êà÷åñòâå ïåðâîãî èíòåãðàëà çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ. Çàìåòèì,

÷òî Kij � ïåðâûå èíòåãðàëû çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ. Ïîýòîìó,

0 = Ḟj =
n∑

i=1

(ẋiẍiσ
i
j + ∂xifjẋi) =

n∑

i=1

(−kẋixiσij + ∂xifjẋi) =
n∑

i=1

ẋi(−kxiσij + ∂xifj)

Â ýòîì óðàâíåíèè âñå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, è ìû ëåãêî ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå

fj =
k

2

n∑
i=1

σijx
2
i . Îáîçíà÷èâ ýíåðãèþ ÷åðåç F0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

Fl =
1

2

n∑

i=1

σil ẋ
2
i −

1

2

∑

i<j

σijl−1K
2
ij +

k

2

n∑

i=1

σilx
2
i , ãäå l = 0, . . . , n− 1

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåííûå ïåðâûå èíòåãðàëû F0, . . . , Fn−1 ïîïàðíî êîììóòèðóþò

îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà.

4.2.3 Классы гомеоморфности неособых Q5

эллиптического биллиарда с потенциалом Гука

Äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì, èç êîòîðûõ áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.2.1.

Лемма 4.2.1. Пусть k > 0 и h — небифуркационный уровень энергии, тогда изоэнергети-

ческая поверхность Q5
h гомеоморфна сфере S

5.

Доказательство. Ïóñòü h çàôèêñèðîâàíî. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, îáëàñòü âîçìîæíî-

ãî äâèæåíèÿ åñòü ïåðåñå÷åíèå áèëëèàðäíîãî ñòîëà è øàðà, îãðàíè÷åííîãî ãðàíè÷íîé ñôåðîé.

Ðàññìîòðèì ñôåðó ðàäèóñà R < min{1,√c,
√

2h/k}. Îíà ðàçáèâàåò îáëàñòü âîçìîæíîãî äâè-
æåíèÿ íà äâå êîìïîíåíòû, îäíà èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà çàìêíóòîìó äèñêó D3, à äðóãàÿ �
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ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåðû S2 è îòðåçêà. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòüQh â ýòîì ñëó÷àå

òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû Qh,1, Qh,2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Qh,1 ñîîòâåòñòâóåò êîì-

ïîíåíòå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ãîìåîìîðôíîé øàðó. Ìû îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕ : Qh → S5 îòäåëüíî íà êàæäîé èç êîìïîíåíò Qh,1, Qh,2, à äàëåå ïîêàæåì, ÷òî îíî ñîãëà-

ñîâàíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Qh,1 è Qh,2 è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîôèçìîì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ñôåðà S5 ñòàíäàðòíî âëîæåíà â R6.

Ïóñòü e ∈ R3(x, y, z) � åäèíè÷íûé âåêòîð. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî α ∈ [0, R]

ïàðû (αe, v) ∈ Qh,1 îáðàçóþò ñôåðó S
2, ïðè ýòîì êâàäðàòû äëèí âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ v ðàâ-

íû 2h − kα2. Ïîëîæèì ϕ(αe, v) =
(
αe,

√
1− α2

2h− kα2
v
)
. Çàìåòèì, ÷òî ‖ϕ(αe, v)‖ = 1. Òàêèì

îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå ϕ íà Qh,1. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå

íåïðåðûâíî íà Qh,1 è èíúåêòèâíî.

Òåïåðü ïðîäîëæèì ϕ íà Qh,2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e îïðåäåëèì ÷èñ-

ëî g(e) > 0 òàêîå, ÷òî ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ýëëèïñîèä E â òî÷êå g(e)e. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-

ðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A(x, y, z) = (x/a, y/b, z/c) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåêòîðíóþ íîðìó

‖e‖A =
√
〈Ae, e〉. Ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ýëëèïñîèä E â òî÷êå g(e)e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 = 〈Ag(e)e, g(e)e〉 = g2(e)‖e‖2A, òî åñòü g(e) = 1/‖e‖A.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ëè-

áî â òî÷êå ýëëèïñîèäà E, òî åñòü 2h − k/‖e‖2A ≥ 0, ëèáî â òî÷êå ãðàíè÷íîé ñôåðû, òî åñòü

2h − k/‖e‖2A ≤ 0. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãîìåîìîðôèçì fe, êîòî-

ðûé ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå îãðàíè÷åíèÿ ìíîæåñòâà Qh,2 íà ëó÷ Oe òî÷êó òðåõìåðíîãî

äèñêà D3.

Ïóñòü ñíà÷àëà 2h − k/‖e‖2A ≤ 0. Â òàêîì ñëó÷àå ïàðàìåòð α èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå

[R,
√

2h/k]. Ñîïîñòàâèì òî÷êå (αe, v) ∈ Qh,2 òî÷êó fe(α, v) =
1√

2h− kR2
v ∈ D3. Çàìåòèì,

÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì α 6= 2h

k
ïåðåâîäèò ñôåðó íàïðàâëåíèé â òî÷êå αe

â ñôåðó ðàäèóñà

√
2h− kα2

2h− kR2
â R3. Ïðè ýòîì fe áèåêòèâíî è, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî â îáå

ñòîðîíû. Ñëåäîâàòåëüíî, fe � ãîìåîìîðôèçì.

Ïóñòü òåïåðü 2h − k/‖e‖2A > 0, òî åñòü ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæ-

íîãî äâèæåíèÿ â òî÷êå ýëëèïñîèäà E. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð α èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå

[R, 1/‖e‖A]. Îòìåòèì, ÷òî ïðè α ∈ [R, 1/‖e‖A) â òî÷êå αe âîçíèêàåò ñôåðà íàïðàâëåíèé ðà-

äèóñà
√
2h− kα2, à ïðè α = 1/‖e‖A � ïîëóñôåðà íàïðàâëåíèé ðàäèóñà

√
2h− k/‖e‖2A. Äëÿ

ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ fe íàì ïîíàäîáÿòñÿ âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ðàñ-

ñìîòðèì ñåìåéñòâî êâàäðèê, çàäàííîå óðàâíåíèåì

x2

p− µ
+

y2

p− µ
+

z2

q − µ
= 1,

ãäå p > q > 0. Äîáàâèì ê ýòîìó ñåìåéñòâó âñå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îñü Oz. Ïîëó÷åí-
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íîå ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà � âûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàä-

ðèê (ñì. ðèñ 4.1). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè êîîðäèíàòíîãî

îêòàíòà, ïðîõîäèò ðîâíî òðè êâàäðèêè ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðè÷åì îäíà èç íèõ � ýëëèïñîèä,

äðóãàÿ � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, à òðåòüÿ � ïëîñêîñòü. Ýòî ñåìåéñòâî êâàäðèê ïî-

ðîæäàåò âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (µ1, µ2, ψ), ãäå µ1 � ïàðàìåòð ýëëèïcîèäà

äàííîãî ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç äàííóþ òî÷êó, µ2 � ïàðàìåòð îäíîïîëîñòíîãî ãèïåð-

áîëîèäà, ψ � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è îñü Oz, è îñüþ

Ox.

Âåðíåìñÿ ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ fe. Ïîëîæèì p(e) = 2h−kR2, q(e) = −kR2+k/‖e‖2A.
Ðàññìîòðèì íîâóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò O′x′y′z′, òàêóþ, ÷òî O′ = e/‖e‖A, òî åñòü

O′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè Oe è ýëëèïñîèäà E, à îñü O′z′ ñîíàïðàâëåíà ñ e. Â ýòîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ðàññìîòðèì âûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì:

x′2

p(e)− µ
+

y′2

p(e)− µ
+

z′2

q(e)− µ
= 1

Ðàñòÿíåì ñíà÷àëà ýòî ñåìåéñòâî êâàäðèê ïî îñè O′z′ òàê, ÷òî ýëëèïñîèä ñ ïàðàìåòðîì

µ = 0 ñòàë áû ñôåðîé, òî åñòü ðàñòÿíåì â
√
q(e)/p(e) ðàç. À çàòåì ñîæìåì ýòî ñåìåéñòâî â√

2h− kR2 ðàç ïî âñåì îñÿì. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ýòèõ òðàíñôîðìàöèÿõ âûðîæäåííûå ýëëèïòè-

÷åñêèå êîîðäèíàòû áûëè �âìîðîæåíû� â ýòî ñåìåéñòâî êâàäðèê. Òåïåðü ïîñòðîèì îòîáðàæå-

íèå fe. Ïóñòü α ∈ [R, 1/‖e‖A] è (αe, v) ∈ Qh,2. Ïåðåïèøåì v â êîîðäèíàòàõ (x′, y,′ z′). Êàê óæå

îòìå÷àëîñü ðàíåå, ‖v‖2 = 2h− kα2. Íîðìèðóåì ýòîò âåêòîð. Ïóñòü (0, µ2, ψ) � âûðîæäåííûå

ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû êîíöà ïîëó÷åííîãî âåêòîðà. Ðàññìîòðèì ñäâèã ýòîé òî÷êè âäîëü

êîîðäèíàòíîé ëèíèè ïåðâîé êîîðäèíàòû â òî÷êó c âûðîæäåííûìè ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäè-

íàòàìè (−kR2 + kα2, µ2, ψ). Ñ÷èòàåì, ÷òî ñäâèã ïðîèñõîäèò ñ óâåëè÷åíèåì ïåðâîé ýëëèïòè-

÷åñêîé êîîðäèíàòû. Êîîðäèíàòû ïîëó÷åííîé òî÷êè â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′xyz îáîçíà÷èì

êàê fe(α, v). Çàìåòèì, ÷òî ñôåðà íàïðàâëåíèé â òî÷êå αe ïðè α ∈ [R, 1/‖e‖A) ãîìåîìîðôíî
îòîáðàæàåòñÿ íà ýëëèïñîèä ñ ïàðàìåòðîì µ = −kR2+kα2, à ïîëóñôåðà íàïðàâëåíèé â òî÷êå

e/‖e‖A � â êðóã ñ ïàðàìåòðîì µ = q(e). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå fe áèåêòèâíî îòîáðàæà-

åò ìíîæåñòâî Qh,2, îãðàíè÷åííîå íà ëó÷ Oe, íà çàìêíóòûé äèñê D3, ïðè ýòîì îíî ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì â îáå ñòîðîíû, òî åñòü fe � ãîìåîìîðôèçì.

Òåïåðü äîîïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ íà Qh,2. Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ

π ñôåðû S3, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â R4(x, y, z, w), èç òî÷êè ñ (0; 0; 0;−1) íà ãèïåðïëîñêîñòü

R3(x, y, z). Ïóñòü (αe, v) ∈ Q2,h, ðàññìîòðèì òî÷êó fe(α, v) ∈ R3(x, y, z). Ñîæìåì âñå êîîðäè-

íàòû ýòîé òî÷êè â

√
1 +R

1−R
ðàç è ðàññìîòðèì ïðîîáðàç P ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ýòîé

òî÷êè íà ñôåðå S3 ⊂ R4(x, y, z, w). Òîãäà ïîëîæèì ϕ(αe, v) = (w(P )e, x(P ), y(P ), z(P )).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå íàìè îòîáðàæåíèå ϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî â òî÷êàõ ñêëåéêè

138



Qh,1 è Qh,2. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ fe(R, v) =
v√

2h− kR2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäå-

ëåíèþ ϕ íà ìíîæåñòâå Qh,2 èìååì ϕ(Re, v) =
(
Re,

√
1−R2

2h− kR2
v
)
, ÷òî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

ϕ(Re, v) ïî îïðåäåëåíèþ ϕ íà ìíîæåñòâå Qh,1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæå-

íèå ϕ èíúåêòèâíî. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî ñþðúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (v1, v2) ∈ S5, ãäå

v1, v2 ∈ R3. Åñëè ‖v1‖ ≤ R, òî ðàññìîòðèì α = ‖v1‖, e = v1/‖v1‖ è v =

√
2h− kα2

1− α2
v2. Òîãäà

(αe, v) ∈ Qh,1 è ïî ïîñòðîåíèþ ϕ(αe, v) = (v1, v2). Åñëè æå ‖v1‖ > R, òî ñþðúåêòèâíîñòü

ñëåäóåò èç ñþðúåêòèâíîñòè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè è ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèé fe.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî. Ïî ïîñòðîåíèþ, íåïðåðûâíîñòü ìî-

æåò íàðóøàòüñÿ òîëüêî â òî÷êàõ âèäà αe, ãäå e åäèíè÷íûé âåêòîð òàêîé, ÷òî Oe ïåðåñåêàåò

ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà E è ãðàíè÷íîé ñôå-

ðû, a α ∈ [R,
√

2h/k]. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ {en}∞n=1 òàêóþ, ÷òî ëó÷è Oen ïå-

ðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñòðîãî ïî ýëëèïñîèäó E, òî åñòü 2h −
k/‖en‖2A > 0. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíûé âåêòîðó e, è ïóñòü

ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñî-

èäà E è ãðàíè÷íîé ñôåðû, òî åñòü 2h − 1/‖e‖2A = 0. Çàìåòèì, ÷òî lim
n→∞

p(en) − q(en) =

lim
n→∞

2h − k/‖en‖2A = 2h − 1/‖e‖2A = 0, à p(en) = p(e) = 2h − kR2 äëÿ ëþáîãî n. Çíà÷èò,

ïðè n→ ∞ ýëëèïñîèäû âûðîæäåííîãî ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê òðàíñôîðìèðóþòñÿ â

ñôåðû, îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû � â êîíóñû, à âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíà-

òû � â ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ïðè ýòîì, ýëëèïñîèä ñ ïàðàìåòðîì µ ñòàíåò øàðîì ðàäèóñà√
p(e)− µ. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå fen ïåðåâîäèò ñôåðó íàïðàâëåíèé â òî÷êå αen â ýëëèï-

ñîèä ïàðàìåòðà µ = −kR2 + kα2, òî ïðè n → ∞ ýòè ýëëèïñîèäû ïåðåéäóò â øàðû ðàäèóñà√
2h− kα2. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ìû ðàñòÿãèâàëè íàøè êâàäðèêè â

√
p(en)/q(en) ðàç ïî

îñè O′
nen è ñæèìàëè â

√
2h− kR2 ðàç ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, ïðåäåë ýëëèïñîèäîâ fen(α, v)

ïðè ôèêñèðîâàííîì α ðàâåí ñôåðå ðàäèóñà

√
2h− kα2

2h− kR2
, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ

fe(αe, v) ïðè ôèêñèðîâàííîì α. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè n → ∞ êðóãè ïàðàìåòðà µ = q(e)

ñæèìàþòñÿ â òî÷êó, ïîñêîëüêó èõ ðàäèóñ
√
p(en)− q(en) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíîå.

Ïîñêîëüêó ϕ : Qh → S5 � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, à Qh � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî

ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ëåììà äîêàçàíà. □

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé k > 0 íàìè ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí. Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ k < 0.

Лемма 4.2.2. Пусть k < 0 и h ∈
(
kb

2
,
kc

2

)
, тогда соответствующая изоэнергетическая

поверхность гомеоморфна прямому произведению сфер S1 × S4.

Доказательство. Â äàííîì ñëó÷àå îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ãîìåîìîðôíà ïîëíî-

òîðèþ è çàêëþ÷åíà ìåæäó ýëëèïñîèäîì E è ãðàíè÷íîé ñôåðîé, ðàäèóñ êîòîðîé áîëüøå
√
c,
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íî ìåíüøå
√
b. Ðàññìîòðèì â R3 öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (r, ψ, z). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé

ëåììû ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîîáðàç ïîëóïëîñêîñòè ψ = const

ïðè ïðîåêöèè π : Q5 → D, ïîñòðîåííîé â ïåðâîì ïóíêòå, ãîìåîìîðôåí ñôåðå S4, ïîñòðîèâ

ãîìåîìîðôèçì ϕψ(x) : Qh,ψ → S4. À çàòåì ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ(x, v) : Qh → S1 ×S4,

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïàðå (x, v) ïàðó (ψ, ϕψ(x, v)), ãäå ψ � óãëîâàÿ öèëèíäðè÷åcêàÿ

êîîðäèíàòà òî÷êè x, âçÿòàÿ ïî ìîäóëþ 2π, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ðàññìîòðèì ýëëèïñ F âèäà
x2

a1
+
y2

a2
= 1, z = 0, ëåæàùèé ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè âîçìîæ-

íîãî äâèæåíèÿ. Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ε < 1 òàêîå, ÷òî çàìûêàíèå ε-îêðåñòíîñòè ýòîãî

ýëëèïñà ëåæàëî áû ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Â êàæäîé ïîëóïëîñêî-

ñòè ψ = const ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ëåæàùåé íà ýëëèïñå

F . Òàêèå îêðóæíîñòè îáðàçóþò ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ òîðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

K ′ îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà áåç ïîëíîòîðèÿ, îãðàíè÷åííîãî ýòîé ïîâåðõíîñòüþ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òîð âðàùåíèÿ â R3(x, y, z), çàäàííûé óðàâíåíèÿìè:





x = (R + ρ cosχ) cos θ

y = (R + ρ cosχ) sin θ

z = ρ sinχ

ãäå R > ρ > 0 � êîíñòàíòû, χ, θ ∈ [0, 2π]. ÏóñòüK � çàìêíóòàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ òîðàìè

ñ R = 2 è ρ = 1, ρ = ε. Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì β : K → K ′ òàêîé, ÷òî:

1) äëÿ ëþáîãî ψ0 ∈ [0, 2π] îòîáðàæåíèå β ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò K ∩ {ψ = ψ0} íà

K ′ ∩ {ψ = ψ0} ;

2) ïðîîáðàç ãðàíè÷íîé ñôåðû ëåæèò íà òîðå ñ R = 2, ρ = 1;

3) äëÿ ëþáîãî ψ0 ∈ [0, 2π] è äëÿ ëþáîé òî÷êè P íà òîðå ñ R = 2 è ρ = ε, ëåæàùåé

â ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0,
−→
OP =

−−−−→
O′β(P ), ãäå O′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà F è

ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0, à O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ òîðà c R = 2, ρ = 0(ýòî îêðóæíîñòü)

è ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0.

Ýòî îòîáðàæåíèå ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 4.4.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì ïîëóïëîñêîñòü ψ = ψ0. Îáîçíà÷èì ïðîîáðàç ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0

ïðè îòîáðàæåíèè π : Q5 → D ÷åðåç Qh,ψ0
, à ïåðåñå÷åíèå ñòîëà D è ýòîé ïîëóïëîñêîñòè �

÷åðåç Dψ0
. Ïóñòü O′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîëóïëîñêîñòè è ýëëèïñà F .

Ðàññìîòðèì â ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0 îêðóæíîñòü ðàäèóñà ε. Îíà ðàçáèâàåò Dψ0
íà äâå êîì-

ïîíåíòû Dψ0,1 è Dψ0,2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Dψ0,1 � ÷àñòü Dψ0
, ëåæàùàÿ âíóòðè îêðóæíîñòè.

Â òàêîì ñëó÷àå Qh,ψ0
òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êóñêà Qh,ψ0,1 è Qh,ψ0,2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

êóñîê Qh,ψ0,1 ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòå Dψ0,1.
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Рис. 4.4: Иллюстрация отображения β. Темно-серым справа выделены участки граничной сферы, а

слева — её прообраз. Снизу слева выделено пересечение фигуры K и полуплоскости ψ = ψ0, а снизу

справа — его образ при гомеоморфизме β.

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ϕ(ψ0, x) êîìïîíåíòû Qh,ψ0
è ñôåðû S4. Êàê è â ëåì-

ìå 1, ìû îïðåäåëèì ýòî îòîáðàæåíèå íà êàæäîì èç êóñêîâ Qh,ψ0,i, ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü,

áèåêòèâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü. Ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò O′rz. Ïóñòü e � ïðîèçâîëü-

íûé åäèíè÷íûé ðàäèóñ-âåêòîð â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ [0, ε]

è âåêòîðà v òàêîãî, ÷òî (αe, v) ∈ Qh,ψ0,1 ïîëîæèì ϕ(αe, v) =
(
αe,

√
1− α2

‖v‖ v
)
, ãäå êîîðäèíàòû

v çàïèñàíû â îòíîðìèðîâàííîì áàçèñå er, eψ, ez. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ϕ íà Qh,ψ0,1.

Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå Qh,ψ0,1 îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî.

Òåïåðü îïðåäåëèì ϕ íà ìíîæåñòâå Qh,ψ0,2. Äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî ðàäèóñ-âåêòîðà e

íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå fe, êîòîðîå ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò

ïðîîáðàç êðèâîé β(αe), α ∈ [ε; 1], ïðè ïðîåêöèè π íà çàìêíóòûé åäèíè÷íûé äèñê D3. Ïîñòðî-

åíèå òàêèõ îòîáðàæåíèé ïðîèñõîäèò ïî÷òè êàê â ëåììå 1, îäíàêî ñ íåêîòîðûìè ðàçëè÷èÿìè.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [εe; e] è ïðèìåíèì ê íåìó ãîìåîìîðôèçì β. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâà

ñëó÷àÿ: β(e) ëåæèò íà ãðàíè÷íîé ñôåðå, β(e) íå ëåæèò íà ãðàíè÷íîé ñôåðå. Äëÿ êðàòêîñòè

ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïîëîæèì fe(α, v) =

√
1− α2

(1− ε2)(2h− kβ2(αe))
v, ãäå α ∈ [ε; 1]. Âî

âòîðîì ñëó÷àå íàì îïÿòü ïîíàäîáèòñÿ ñèñòåìà âûðîæäåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π ñôåðû S3, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â

R4(x, y, z, w), èç þæíîãî ïîëþñà íà ãèïåðïëîñêîñòü R3(x, y, z). Ïóñòü α ∈ [ε; 1], ðàññìîòðèì

òî÷êó fe(α, v) ∈ R3(x, y, z). Ñîæìåì âñå êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â
√
(1 + ε)/(1− ε) ðàç è

ðàññìîòðèì ïðîîáðàç P ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ýòîé òî÷êè íà ñôåðå S3 ⊂ R4(x, y, z, w).

Òîãäà ïîëîæèì ϕ(β(αe), v) = (w(P )e, x(P ), y(P ), z(P )).

Êîððåêòíîñòü, áèåêòèâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ëåììå 1. Ïî-

ñêîëüêó Qh,ψ0
� êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Òå-

ïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Φ(x, v) = (ψ(x), ϕψ(x, v)), ãäå ψ(x) � óãëîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ
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êîîðäèíàòà òî÷êè x, âçÿòàÿ ïî ìîäóëþ 2π. Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, áèåêòèâíî. Çàìåòèì,

÷òî ϕ íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ψ, âçÿòîãî ïî ìîäóëþ 2π. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèÿ fe,

êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ϕ, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò öèëèíäðè÷åñêèõ êîîð-

äèíàò. Ôóíêöèÿ ϕ(αe, v) =
(
αe,

√
1− α2

‖v‖ v
)
òàêæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò öèëèíäðè÷åñêèõ

êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Φ � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, à ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî

Qh ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òî Φ � ãîìåîìîðôèçì Qh è S
1 × S4. □

Лемма 4.2.3. Пусть k < 0 и h ∈
(kc
2
, 0
)
, тогда соответствующая изоэнергетическая

поверхность гомеоморфна прямому произведению сфер S2 × S3.

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ îãðàíè÷åíà ýëëèïñîè-

äîì E è ãðàíè÷íîé ñôåðîé, ðàäèóñ êîòîðîé ìåíüøå
√
c. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íàÿ ñôåðà

ëåæèò âíóòðè ýëëèïñîèäà. Ïóñòü
√
2h/k < R <

√
c. Ðàññìîòðèì ñôåðó ðàäèóñà R. Îíà ðàç-

áèâàåò îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà äâå êîìïîíåíòû. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

òîæå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êóñêà Qh,1 è Qh,2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Qh,1 ñîîòâåòñòâóåò êîìïî-

íåíòå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, îãðàíè÷åííîé ãðàíè÷íîé ñôåðîé è ñôåðîé ðàäèóñà R.

Êàê è â ëåììå 1, ìû ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ϕ : Q5
h → S2 × S3 îòäåëüíî íà êàæäîé èç

êîìïîíåíò Qh,1 è Qh,2, à äàëåå ïîêàæåì, ÷òî îíî ñîãëàñîâàíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Qh,1 è Qh,2 è

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîôèçìîì. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî S2 è S3 ñòàíäàðòíî âëîæåíû â R3 è

R4 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ϕ íà Qh,1. Ïóñòü e � åäèíè÷íûé âåêòîð è α ∈ [
√

2h/k,R]. Ðàñ-

ñìîòðèì âåêòîð v ∈ TαeR
3 òàêîé, ÷òî (αe, v) ∈ Q5

h. Ïîëîæèì ϕ(αe, v) =
(
e,
( α

2h− kR2
v,

√
k(α2 −R2)

2h− kR2

))
, ãäå ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ñîîòâåòñòâóåò ñôåðå S2, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â

R3(x, y, z), à îñòàâøàÿñÿ ïàðà êîîðäèíàò � ñôåðå S3, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â R4(x, y, z, w),

ïðè÷åì ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ïàðû � òðîéêà (x, y, z), à âòîðàÿ � w. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå

îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî íà Qh,1.

Òåïåðü äîîïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ íà Qh,2. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ âñïîìîãà-

òåëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè fe(α), ïîñòðîåííûìè â ëåììå 1. Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ

ïðîåêöèþ π ñôåðû S3, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â R4(x, y, z, w), èç òî÷êè ñ (0; 0; 0; 1) íà ãè-

ïåðïëîñêîñòü R3(x, y, z). Ïóñòü òî÷êà P � ïðîîáðàç òî÷êè fe(α) ïðè îòîáðàæåíèè π. Òîãäà

ïîëîæèì ϕ(αe, v) = (e, P ). Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî

íà Qh,2.

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Qh,1 è Qh,2. Ñîãëàñíî îïðå-

äåëåíèþ ϕ, íà ìíîæåñòâå Qh,2 ϕ(Re, v) = (e, P (v)). Îäíàêî fe(R) ∈ S3, ïîýòîìó P (v) =

(fe(R), 0) = (
v√

2h− kR2
, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(Re, v) =

(
Re,

( v√
2h− kR2

, 0
))

, ÷òî ñîâïàäàåò

ñ îïðåäåëåíèåì ϕ íà ìíîæåñòâå Qh,1. Òàêèì îáðàçîì, ϕ � íåïðåðûâíîå è êîððåêòíî îïðåäå-

ëåííîå îòîáðàæåíèå.
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Íåòðóäíî äîêàçàòü áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ. Ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì

áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ϕ � ãîìåîìîðôèçì. □

Лемма 4.2.4. Пусть k < 0. Тогда если:

1. h ∈
(ka
2
,
kb

2

)
, то изоэнергетическая поверхность Q5

h гомеоморфна несвязному объеди-

нению двух сфер S5;

2. h > 0, то изоэнергетическая поверхность Q5
h гомеоморфна сфере S

5.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.2.1.
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Заключение

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíà êîìáèíàòîðíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäíûõ ñòî-

ëîâ íà êâàäðèêàõ (ýëëèïñîèä, ïàðà ãèïåðáîëîèäîâ) â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,

à òàêæå ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëëèàðäîâ. Âñå òàêèå ñèñòåìû îêà-

çàëèñü ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû äðóãèì èçâåñòíûì ÈÃÑ èç ôèçèêè, ìåõàíèêè è ãåîìåòðèè

íà ïîäõîäÿùèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè.

Òàêæå â ðàáîòå ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäíûõ ñòî-

ëîâ. Äëÿ áèääèàðäîâ âíóòðè òàêèõ îáëàñòåé èçó÷åíî ëîêàëüíîå óñòðîéñòâî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ

(ò.å. âáëèçè êàæäîãî ñëîÿ), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðåõìåðíûõ

ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ îòíîñèòåëüíî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà ïîâåðõíîñòÿõ

ïîñòîÿííîé ýíåðãèè. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëóëîêàëüíîãî óñòðîéñòâà îñîáåííîñòåé òàêèõ ñèñòåì

áûë îïèñàí è èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ñâîáîäû. Îêàçàëîñü, ÷òî òðåõìåðíûå

ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû òåñíî ñâÿçàíû ñ ãåîäåçè÷åñêèìè áèëëèàðäàìè íà êâàäðèêàõ â ïîëå

ñèëû Ãóêà.

Äëÿ òðåõìåðíûõ ñîôîêóñíûõ áèëëèàðäîâ, à òàêæå áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñîèäà â ïîëå

ñèëû Ãóêà îïðåäåëåíû êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè.

Îêàçàëîñü, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà òàêîé ïîâåðõíîñòè ãîìåîìîðôíà ëèáî ñôåðå S5, ëèáî S4×
S1, ëèáî S3×S2. Ìåòîä, èñïîëüçóåìûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà, íèêàê íå èñïîëüçîâàë

èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåì.

Îòìåòèì íåêîòîðûå äàëüíåéøèå íàïðàâëåíèÿ ýòîé ðàáîòû.

1. Ìåòîä ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ñâîáîäû ïîêàçûâàåò, ÷òî áèëëèàðä âíóòðè òðåõìåðíîãî ñî-

ôîêóñíîãî ñòîëà ñâÿçàí ñ ñîôîêóñíûì ãåîäåçè÷åñêèì áèëëèàðäîì ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

â íåêîòîðîé îáëàñòè íà êâàäðèêå. Ýòî ñîîáðàæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî â ïðîèçâîëüíîé

ðàçìåðíîñòè. Âîçíèêàþùàÿ èíäóêòèâíàÿ ñâÿçü ïîìîæåò îïèñàòü ïîëóëîêàëüíîå óñòðîé-

ñòâî îñîáåííîñòåé áèëëèàðäà âíóòðè ñîôîêóñíîãî ñòîëà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

2. Ìåòîä ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ñâîáîäû ìîæíî ïðèìåíèòü íå òîëüêî ê ñîôîêóñíûì áèëëè-

àðäàì, íî è ê äðóãèì ÈÃÑ, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ çàïèñû-

âàþòñÿ ïîäîáíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ áèëëèàðäîâ â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

3. Èäåÿ ñòÿãèâàíèÿ äèñêîâ â òî÷êó, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà

ïîâåðõíîñòè Q5 òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ, ñðàáîòàåò è â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïî-

ýòîìó ñòîèò îæèäàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ýíåðãèè áèëëèàðäà â ïðîèçâîëüíîé

ñîôîêóñíîé îáëàñòè ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð.

144



Литература

[1] Áèðêãîô Äæ.Ä. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû // Èçäàòåëüñêèé äîì ¾Óäìóðòñêèé óíèâåðñè-

òåò¿, Èæåâñê. � 1999.

[2] Êîçëîâ Â.Â., Òðåùeâ Ä.Â. Ãåíåòè÷åñêîå ââåäåíèå â äèíàìèêó ñèñòåì ñ óäàðàìè // Èç-

äàòåëüñòâî ÌÃÓ, Ìîñêâà. � 1991.

[3] Òàáà÷íèêîâ Ñ. Ãåîìåòðèÿ è áèëëèàðäû // Íàó÷íî-èçäàòåëüñêèé öåíòð ¾Ðåãóëÿðíàÿ è

õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, Ìîñêâà � Èæåâñê. �

2011.

[4] Dragovich V., Radnovich M. Bifurcations of Liouville tori in elliptical billiards // Regular

and Chaotic Dynamics. � 2009. � Vol. 14, No. 4-5. � p. 479 � 494.

[5] Äðàãîâè÷ Â., Ðàäíîâè÷ Ì. Èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû, êâàäðèêè è ìíîãîìåðíûå ïî-

ðèçìû Ïîíñåëå // Íàó÷íî-èçäàòåëüñêèé öåíòð ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿,

Ìîñêâà � Èæåâñê. � 2010.

[6] Ôîêè÷åâà Â.Â. Îïèñàíèå îñîáåííîñòåé ñèñòåìû ¾áèëëèàðä â ýëëèïñå¿ // Âåñòíèê Ìîñ-

êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2012. � �5. � Ñ. 31 � 34.

[7] Ôîêè÷åâà Â.Â. Îïèñàíèå îñîáåííîñòåé ñèñòåìû áèëüÿðäà â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñî-

ôîêóñíûìè ýëëèïñàìè è ãèïåðáîëàìè // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1:

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2014. � �4. � Ñ. 18 � 27.

[8] Ôîêè÷åâà Â.Â. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ â ëîêàëüíî ïëîñêèõ îáëà-

ñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2015. �

T. 206, �10. � 127-176.

[9] Âåäþøêèíà Â.Â. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íåâûïóêëûõ òîïîëîãè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ // Äî-

êëàäû Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. �

2018. � Ò. 478, �1. � Ñ. 7 � 11.

[10] Âåäþøêèíà Â.Â. Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî�Öèøàíãà íåâûïóêëûõ òîïîëîãè÷åñêèõ áèëëèàð-

äîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2019. � Ò. 210, �3. � C. 17 � 74.

145



[11] Âåäþøêèíà Â.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå òîïîëîãè÷åñêèå áèëëèàðäû è ýêâèâà-

ëåíòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 2017. � Ò. 81,

� 4. � C. 20 � 67.

[12] Zung N.T. Symplectic topology of integrable Hamiltonian systems. II: Topological

Classi�cation // Compositio Mathematica. � 2003. � Vol. 138. p. 125 � 156.

[13] Ôîìåíêî À.Ò. Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, èíòåãðèðóåìûõ ïî

Ëèóâèëëþ // Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ. � 1988. � Ò. 22, �4. � Ñ. 38 �

51.

[14] Fomenko A.T., The theory of invariants of multidimensional integrable Hamiltonian systems

(with arbitrary many degrees of freedom). Molecular table of all integrable systems with two

degrees of freedom // Topological classi�cation of integrable systems / Advances in Soviet

Mathematics, American Mathematical Society � 1991. � Vol. 6. � p. 1 � 36.

[15] Ôîìåíêî À.Ò. Òåîðèÿ áîðäèçìîâ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì

ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íîâûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ìíîãîìåðíûõ èíòåãðèðó-

åìûõ ñèñòåì // Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 1991. � Ò. 55,

�4. � Ñ. 747 � 779.

[16] Õàðëàìîâ Ì.Ï., Ðÿáîâ Ï.Å. Òîïîëîãè÷åñêèé àòëàñ âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â äâîéíîì ïî-

ëå // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2015. � Ò. 20, �2. � Ñ. 185 � 230.

[17] Ôîìåíêî À.Ò., Öèøàíã X. Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò è êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè èí-

òåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû // Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè

íàóê ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 1990. � Ò. 54, �3. � C. 546 � 575.

[18] Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåîìåòðèÿ. Òîïî-

ëîãèÿ. Êëàññèôèêàöèÿ. Òîìà 1 è 2 (Ìîíîãðàôèÿ) // Èçäàòåëüñêèé äîì ¾Óäìóðòñêèé

óíèâåðñèòåò¿, Èæåâñê. � 1999.

[19] Bolsinov A.V., Matveev V.S., Fomenko A.T. Two-dimensional Riemannian metrics with

integrable geodesic �ows. Local and global geometry // Sbornik: Mathematics. � 1998. �

Vol. 189, No. 10. � p. 1441 � 1466.

[20] Selivanova E.N. Classi�cation of geodesic �ows of Liouville metrics on the two-dimensional

torus up to topological equivalence // Russian Academy of Sciences. Sbornik. Mathematics. �

1993. � Vol. 75, No. 2. � p. 491 � 505.

[21] Kalashnikov V.V. Topological classi�cation of quadratic-integrable geodesic �ows on a

twodimensional torus // Russian Mathematical Surveys. � 1995. � Vol. 50, �1. p. 200 � 201.

146



[22] Êàíòîíèñòîâà Î.Å. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-

ñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. �

2016. � Ò. 207, �3. � Ñ. 47 � 92.

[23] Òèìîíèíà Ä.Ñ. Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà

òîðå âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1:

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2017. � �3. � Ñ. 35 � 43.

[24] Oshemkov A.A. Fomenko invariants for the main integrable cases of rigid body motion

equations // Advances in Soviet Mathematics. � 1991. � Vol. 6. � p. 67 � 146.

[25] Áîëñèíîâ À.Â., Ðèõòåð Ï.Õ., Ôîìåíêî À.Ò. Ìåòîä êðóãîâûõ ìîëåêóë è òîïîëîãèÿ âîë÷êà

Êîâàëåâñêîé // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2000. � Ò. 191, �2. � Ñ. 3 � 42.

[26] Ìîðîçîâ Ï.Â. Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñëó÷àÿ Êëåáøà // Ìà-

òåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2002. � Ò. 193, �10. � Ñ. 113 � 138.

[27] Ìîðîçîâ Ï.Â. Òîïîëîãèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ñëó÷àåâ èíòåãðèðóåìîñòè Ñòåêëîâà è Ñîêî-

ëîâà óðàâíåíèé Êèðõãîôà // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2004. � Ò. 195, �3. � Ñ. 69 � 114.

[28] Ìîðîçîâ Ï.Â. Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà â èíòåãðèðóåìîì ñëó÷àå

Êîâàëåâñêîé-ßõüè // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2007. � Ò. 198, �8. � Ñ. 59 � 82.

[29] Ñëàâèíà Í.Ñ. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì òèïà Êîâàëåâñêîé-ßõüè // Ìàòå-

ìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2014. � Ò. 205, �1. �Ñ. 105 � 160.

[30] Êóäðÿâöåâà Å.À., Îøåìêîâ À.À. Áèôóðêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ

ìàãíèòíûì ïîëåì íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê. � 2020. � Ò. 21,

�2. � C. 244 � 265.

[31] Êîçëîâ È.Ê. Òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé íà

àëãåáðå Ëè so(4) // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2014. � Ò. 205, �4. � Ñ. 79 � 120.

[32] Êèáêàëî Â.A. Òîïîëîãèÿ àíàëîãà ñëó÷àÿ èíòåãðèðóåìîñòè Êîâàëåâñêîé íà àëãåáðå Ëè

so(4) ïðè íóëåâîé ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ

1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2020. � �3. � Ñ. 46 � 50.

[33] Kibkalo V.A. Topological analysis of the Liouville foliation for the Kovalevskaya integrable

case on the Lie algebra so(4) // Lobachevskii Journal of Mathematics. � 2018. � Vol. 39,

No.9. � p. 1396 � 1399.

[34] Êèáêàëî Â.À. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ äëÿ èíòåãðèðóåìîãî

ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé íà àëãåáðå Ëè so(4) // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2019. � Ò. 210,

�5. � Ñ. 3 � 40.

147



[35] Kibkalo V.A. Topological classi�cation of Liouville foliations for the Kovalevskaya integrable

case on the Lie algebra so(3, 1) // Topology and its Applications. � 2020. � Vol. 275. � pp. 13.

[36] Ôîêè÷åâà Â.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû ìîäåëèðóþò âàæíûå èíòåãðè-

ðóåìûå ñëó÷àè äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòå-

ìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. � 2015. � Ò. 465, �2. � Ñ. 1 � 4.

[37] Âåäþøêèíà Â.Â. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ áèëüÿðäíîé êíèæêè, ìîäåëèðóþùåé ñëó÷àé

Ãîðÿ÷åâà-×àïëûãèíà // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìå-

õàíèêà. � 2020. � �1. � Ñ. 64 � 68.

[38] Âåäþøêèíà Â.Â., Ôîìåíêî À.Ò., Õàð÷åâà È.Ñ. Ìîäåëèðîâàíèå íåâûðîæäåííûõ áèôóð-

êàöèé çàìûêàíèé ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èíòåãðè-

ðóåìûìè òîïîëîãè÷åñêèìè áèëëèàðäàìè // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòå-

ìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. � 2018. � Ò. 479, �6. � Ñ. 607 � 610.

[39] Âåäþøêèíà Â.Â., Õàð÷åâà È.Ñ. Áèëëèàðäíûå êíèæêè ìîäåëèðóþò âñå òðåõìåðíûå áè-

ôóðêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2018. �

Ò. 209, �12. � Ñ. 17 � 56.

[40] Âåäþøêèíà Â.Â., Õàð÷åâà È.Ñ. Áèëëèàðäíûå êíèæêè ðåàëèçóþò âñå áàçû ñëîåíèé Ëè-

óâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2021. �

Ò. 212, �8. � Ñ. 89 � 150.

[41] Âåäþøêèíà Â.Â., Êèáêàëî Â.À., Ôîìåíêî À.Ò. Òîïîëîãè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èíòåãðè-

ðóåìûõ ñèñòåì áèëëèàðäàìè: ðåàëèçàöèÿ ÷èñëîâûõ èíâàðèàíòîâ // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé

àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. � 2020. � Ò. 493. �

Ñ. 9 � 12.

[42] Âåäþøêèíà Â.Â. Êèáêàëî Â.À. Ðåàëèçàöèÿ áèëüÿðäàìè ÷èñëîâîãî èíâàðèàíòà ðàññëî-

åíèÿ Çåéôåðòà èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1:

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2020. � �4. � Ñ. 22 � 28.

[43] Âåäþøêèíà Â.Â. Ëîêàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå áèëüÿðäàìè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ: ðåàëèçàöèÿ

ðåáåðíûõ èíâàðèàíòîâ // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà.

Ìåõàíèêà. � 2021. � �2. � Ñ. 28 � 32.

[44] Kibkalo V.A. Billiards with potential model four-dimensional singularities of integrable

systems // International scienti�c conference ¾Contemporary problems of mathematics and

mechanics¿ dedicated to the 80th anniversary of academician V.A. Sadovnichii. Moscow.

Books of abstracts. � 2019. � Vol. 2. � p. 563 � 566.

148



[45] Fomenko A.T., Kibkalo V.A. Saddle Singularities in Integrable Hamiltonian Systems:

Examples and Algorithms // Contemporary Approaches and Methods in Fundamental

Mathematics and Mechanics, Understanding Complex Systems / editors: V.A. Sadovnichiy,

M.Z. Zgurovsky, Springer, Cham. � 2021. p. 1 � 24.

[46] Âåäþøêèíà Â.Â. Èíòåãðèðóåìûå áèëëèàðäû ðåàëèçóþò òîðè÷åñêèå ñëîåíèÿ íà ëèíçîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ è 3-òîðå // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2020. � Ò. 211, �2. � Ñ. 46 � 73.

[47] Kibkalo V.A., Fomenko A.T., Kharcheva I.S. Realizing integrable Hamiltonian systems by

means of billiard books // Transactions of the Moscow Mathematical Society. � 2021. �

p. 37 � 64.

[48] Êîáöåâ È.Ô. Ýëëèïòè÷åñêèé áèëëèàðä â ïîëå ïîòåíöèàëüíûõ ñèë: êëàññèôèêàöèÿ äâè-

æåíèé, òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2020. � Ò. 211, �7. � Ñ. 93 �

120.

[49] Ïóñòîâîéòîâ Ñ.Å. Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç áèëëèàðäà â ýëëèïòè÷åñêîì êîëüöå â ïîòåí-

öèàëüíîì ïîëå // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2019. � Ò. 22, �6. �

Ñ. 201 � 225.

[50] Ïóñòîâîéòîâ Ñ.Å. Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç áèëëèàðäà, îãðàíè÷åííîãî ñîôîêóñíûìè êâàä-

ðèêàìè, â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2021. � Ò. 212, �2. � Ñ. 81 �

105.

[51] Fomenko A.T., Vedyushkina V.V., Zav'yalov V.N. Liouville Foliations of Topological Billiards

with Slipping // Russian Journal of Mathematical Physics. � 2021. � Vol. 28. � p. 37 � 55.

[52] Êàðãèíîâà Å.Å. Áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè

Ìèíêîâñêîãî // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2020. � Vol. 211, �1. � Ñ. 3 � 31.

[53] Âåäþøêèíà Â.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Ñèëîâûå ýâîëþöèîííûå áèëëèàðäû è áèëëèàðäíàÿ ýêâè-

âàëåíòíîñòü ñëó÷àÿ Ýéëåðà è ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.

Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. � 2021. � Ò. 496, �1. � Ñ. 5 � 9.

[54] Ãëóöþê À.À. Î äâóìåðíûõ ïîëèíîìèàëüíî èíòåãðèðóåìûõ áèëüÿðäàõ íà ïîâåðõíîñòÿõ

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòè-

êà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. � 2018. Ò. 481, �6. � Ñ. 594 � 598.

[55] Bialy M., Mironov A.E. Angular billiard and algebraic Birkho� conjecture // Advances in

Mathematics. � 2017. � Vol. 313. � p. 102 � 126.

149



[56] Áÿëûé Ì., Ìèðîíîâ À.Å. Ïîëèíîìèàëüíàÿ íåèíòåãðèðóåìîñòü ìàãíèòíûõ áèëüÿðäîâ íà

ñôåðå è ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. � 2019. � Ò. 74,

�2. � Ñ. 3 � 26.

[57] Avila A., Simoi J.D., Kaloshin V. An integrable deformation of an ellipse of small eccentricity

is an ellipse // Annals of Mathematics. � 2016. � Vol. 184, No. 2. � p. 527 � 558.

[58] Kaloshin V., Sorrentino A. On the local Birkho� conjecture for convex billiards // Annals of

Mathematics. � 2018. � Vol. 188, No. 1. � p. 315 � 380.

[59] Õàð÷åâà È.Ñ. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ èíòåãðèðóåìûõ áèëüÿðäíûõ êíèæåê //

Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2020. � �4. �

Ñ. 12 � 22.

[60] Milnor J. Morse theory // Princeton University Press, Princeton, New Jersey. � 1963.

[61] Ìàòâååâ Ñ.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Àëãîðèòìè÷åñêèå è êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â òðåõìåðíîé

òîïîëîãèè // Êèáåðíåòèêà � íåîãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè è âîçìîæíûå îãðàíè÷åíèÿ,

âòîðîå èçäàíèå, Íàóêà, Ìîñêâà. � 1998. � C.302.

[62] Fomenko A.T. The symplectic topology of completely integrable Hamiltonian systems //

Russian Mathematical Surveys. � 1989. � Vol. 44, No.1. � p. 181 � 219.

[63] Ôîìåíêî A.T., Öèøàíã X. Î òèïè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 1988. �

Ò. 52, �2. � Ñ. 378 � 407.

[64] Williamson J. On the algebraic problem concerning the normal forms of linear dynamical

systems // American Journal of Mathematics. � 1936. � Vol. 58, No.1. � p. 141 � 163.

[65] Nguen T.Z. Decomposition of nondegenerate singularities of integrable Hamiltonian

systems // Letters in Mathematical Physics. � 1995. � Vol. 33. � p. 187 � 193.

[66] Nguen T.Z. Symplectic topology of integrable Hamiltonian systems, I: Arnold�Liouville with

singularities // Compositio Mathematica. � 1996. � Vol. 101. � p. 179 � 215.

[67] ßêîáè Ê. Ëåêöèè ïî äèíàìèêå // Ìîñêâà, Ãîñòåõèçäàò. � 1936.

[68] Chasles M. Sur les lignes g�eod�esiques et les lignes de courbure des surfaces du second degr�e //

Journal de Math�ematiques Pures et Appliqu�ees. � 1846. � Vol. 11. 1846 � p. 5 � 20.

[69] Lazutkin V. KAM theory and semiclassical approximations to eigenfunctions // Berlin,

SpringerVerlag. � 1993.

150



[70] Êóäðÿâöåâà Å.À. Èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ îáîáùåííûå áèëëèàðäíûå ïîòîêè è òåî-

ðåìû òèïà Ïîíñåëå // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2015. � Ò. 20,

�3. � Ñ. 113 � 152.

[71] Ôîêè÷åâà Â.Â. Êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ äâèæåíèé â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ ñîôî-

êóñíûìè ïàðàáîëàìè // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2014. � Ò. 205, �8. � Ñ. 139 � 160.

[72] Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ýëëèïñîèäà òðàåêòîðíî ýêâèâàëåí-

òåí èíòåãðèðóåìîìó ñëó÷àþ Ýéëåðà â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà // Äîêëàäû Ðîññèéñêîé

àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. � 1994. � Ò. 339, �3. �

Ñ. 293 � 296.

[73] Êîçëîâ Â.Â. Íåêîòîðûå èíòåãðèðóåìûå îáîáùåíèÿ çàäà÷è ßêîáè î ãåîäåçè÷åñêèõ íà

ýëëèïñîèäå // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. � 1995. � Ò. 59.

Список публикаций автора по теме диссертации

Статьи в рецензируемых научных изданиях, рекомендованных для защиты в

диссертационном совете МГУ

[74] Áåëîçåðîâ Ã.Â. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàð-

äîâ íà êâàäðèêàõ â òðeõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. �

2020. � Ò. 211, �11. � Ñ. 3�40.

[75] Áåëîçåðîâ Ã.Â. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. �

2022. � Ò. 213, �2. � Ñ. 3�36.

[76] Áåëîçåðîâ Ã.Â. Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 5-ïîâåðõíîñòåé òðåõìåðíîãî áèëüÿðäà

âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòå-

òà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2022. � �6 � Ñ. 21�31.

151


	Введение
	Софокусные биллиарды  как интегрируемые системы
	Интегрируемые гамильтоновы системы.  Методы их исследования
	Основы теории ИГС. Теорема Лиувилля.  Виды эквивалентностей ИГС
	ИГС с одной и двумя степенями свободы.  Бифуркации и атомы. Грубые молекулы
	Инвариант Фоменко-Цишанга
	Невырожденные особенности многомерных ИГС  и их топология

	Софокусные квадрики и их свойства
	Софокусные биллиарды в R3. Описание системы
	Интегрируемость софокусных биллиардов в R3

	Софокусные биллиарды на квадриках
	Комбинаторная эквивалентность столов. Теоремы классификации
	Классификация биллиардов на эллипсоиде
	Построение грубых молекул
	Вычисление инвариантов Фоменко-Цишанга
	Лиувиллева классификация биллиардов на эллипсоиде

	Классификация биллиардов на гиперболоидах
	Построение грубых молекул
	Вычисление инвариантов Фоменко-Цишанга.
	Лиувиллева классификация биллиардов на однополостном гиперболоиде
	Лиувиллева классификация биллиардов на двуполостном гиперболоиде

	Общая теорема классификации

	Трехмерные софокусные биллиарды
	Комбинаторная эквивалентность трехмерных столов. Теорема классификации
	Бифуркационная диаграмма. Регулярные слои и 1-перестройки торов Лиувилля
	Нульмерные страты бифуркационной диаграммы  и соответствующие 2-перестройки торов Лиувилля
	Метод понижения степени свободы как основной инструмент исследования топологии слоения Лиувилля трехмерных биллиардов
	Топология слоения Лиувилля в окрестности слоя точки (b,c)
	Топология слоения Лиувилля в окрестности слоев, отвечающих нульмерным стратам отличным от точки (b,c)

	Теоремы классификации трехмерных биллиардов

	Топология изоэнергетических поверхностей трехмерных биллиардов
	Типы Q5 трехмерных софокусных биллиардов
	Типы неособых Q5 трехмерного биллиарда  внутри эллипсоида с потенциалом Гука
	Описание системы
	Интегрируемость биллиарда с потенциалом Гука
	Классы гомеоморфности неособых Q5  эллиптического биллиарда с потенциалом Гука


	Заключение
	Список литературы

