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Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå

Ïàðà (M2n, ω), ãäå M2n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ω � çàìêíóòàÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ 2-ôîðìà íà íåì, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü H ∈ C∞(M2n). Òîãäà âåêòîðíîå ïîëå

sgradH = (sgradH)i
∂

∂x i
= ωij ∂H

∂x j

∂

∂x i

íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé (èëè ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïî-
ëåì), à ôóíêöèÿ H � ãàìèëüòîíèàíîì (èëè ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà).

Çàìå÷àíèå

Åñëè íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, òî
÷èñëî, ðàâíîå ïîëîâèíå ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ïðèíÿòî íàçûâàòü ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû ýòîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.
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Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû

Ñêîáêà Ïóàññîíà

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω îïðåäåëÿåò íà ïðîñòðàíñòâå C∞(M2n) ñêîáêó
Ïóàññîíà {·, ·} ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

{f , g} = ωij ∂f

∂x i

∂g

∂x j
∀f , g ∈ C∞(M2n)

Ãîâîðÿò, ÷òî ãëàäêèå ôóíêöèè f è g íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè (èëè êîììó-
òèðóþò), åñëè {f , g} = 0.
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Âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî
Ëèóâèëëþ, åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé f1, . . . , fn, òàêèõ, ÷òî:

1 f1, . . . , fn � ïåðâûå èíòåãðàëû v ,

2 îíè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû íà M, òî åñòü ïî÷òè âñþäó íà M èõ
ãðàäèåíòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

3 {fi , fj} = 0 ïðè ëþáûõ i è j ,

4 âåêòîðíûå ïîëÿ sgrad fj ïîëíû, ò.å. åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà èõ èíòå-
ãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåëåí íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ

Ïåðâûå èíòåãðàëû f1, . . . , fn âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû çàäàþò ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿM2n íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû
èõ ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ. Ýòî ðàçáèåíèå ïîðîæäàåò ñëîåíèå, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ.
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Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Òåîðåìà (Ëèóâèëëü)

Ïóñòü íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, ω) çàäàíà âïîëíå èíòåãðè-
ðóåìàÿ ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà v = sgradH è Tξ � ðåãóëÿðíàÿ
ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâ f1, . . . , fn. Òîãäà

1. Tξ � ãëàäêîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëü-
íî ïîòîêîâ v = sgradH è sgrad f1, . . . , sgrad fn.

2. Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå Tξ ñâÿçíî, òî îíî äèôôåîìîðôíî Rn/Zk . Â
÷àñòíîñòè, åñëè Tξ êîìïàêòíî, îíî äèôôåîìîðôíî n-ìåðíîìó òîðó T n.
Ýòîò òîð íàçûâàåòñÿ òîðîì Ëèóâèëëÿ.

3. Ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òîðà Ëèóâèëëÿ Tξ òðèâè-
àëüíî, ò.å. äèôôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ òîðà T n íà äèñê Dn.
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Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ÈÃÑ

Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ÈÃÑ

1 Òîïîëîãè÷åñêàÿ (ãëàäêàÿ) ñîïðÿæåííîñòü

2 Òîïîëîãè÷åñêàÿ (ãëàäêàÿ) òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

3 Ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü

4 Ãðóáàÿ ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü
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Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ÈÃÑ

Îïðåäåëåíèå

Äâå âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû v1 è v2 íà ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ M2n

1 è M2n
2 , îáëàäàþùèå íàáîðàìè íåçàâèñèìûõ

ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (f1, . . . , fn) è (g1, . . . , gn), íà-
çûâàþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
φ : M2n

1 → M2n
2 ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ýòèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì, âðåìÿ âäîëü òðà-

åêòîðèé ñîõðàíÿòüñÿ íå îáÿçàíî.

Îïðåäåëåíèå

Äâå âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû v1 è v2 íà ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ M2n

1 è M2n
2 , îáëàäàþùèå íàáîðàìè íåçàâèñèìûõ ïîïàð-

íî êîììóòèðóþùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (f1, . . . , fn) è (g1, . . . , gn), íàçûâàþòñÿ
ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó
áàçàìè ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ýòèõ ñèñòåì, êîòîðûé ëîêàëüíî (ò.å. â îêðåñòíî-
ñòè êàæäîé òî÷êè áàçû) ïîäíèìàåòñÿ äî ïîñëîéíîãî ãîìåîìîðôèçìà ñëîå-
íèé Ëèóâèëëÿ.
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Ìåòîä èíâàðèàíòîâ À. Ò. Ôîìåíêî

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà äâóìåðíîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M2 è
c � åå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî c � åäèíñòâåííîå
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [c − ε, c + ε]. Òîãäà ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó P2 ìíîæåñòâà f −1([c − ε, c + ε]), ðàññëîåííóþ íà ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè f áóäåì íàçûâàòü 2-àòîìîì (äâóìåðíûì àòîìîì) (P2, f ).
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Ìåòîä èíâàðèàíòîâ À. Ò. Ôîìåíêî

Ìîëåêóëû

Ïîñòðîèì òåïåðü ïî ñèñòåìå sgradH íà ìíîãîîáðàçèè M2 òîïîëîãè÷åñêèé
èíâàðèàíò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì áàçó ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ýòîé ñèñòåìû.
Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô (ãðàô Ðèáà), âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóþò êðèòè÷åñêèå ñëîè ôóíêöèè H, à ðåáðàì � îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñå-
ìåéñòâà ðåãóëÿðíûõ ñëîåâ-îêðóæíîñòåé. Ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå ýòî-
ãî ãðàôà ñèìâîë àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùèé îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ â ýòîé
âåðøèíå. Ïîëó÷åííûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ 2-ìîëåêóëîé.

Òåîðåìà (À. Ò. Ôîìåíêî)

Åñëè ìîëåêóëûW1 èW2 äâóõ ÈÃÑ v1 = sgradH1 è v2 = sgradH2 íà ìíîãîîá-
ðàçèÿõ M2

1 è M2
2 ñîâïàäàþò, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì φ : M2

1 → M2
2

ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ H1 â ôóíêöèþ H2, ò.å. H2 = φ ◦ H1.
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Ìåòîä èíâàðèàíòîâ À. Ò. Ôîìåíêî

Îïðåäåëåíèå

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîãîîáðàçèè Nn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà, åñëè
âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ñîáðàíû â íåâûðîæäåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü L � îñîáûé ñëîé ñëîåíèÿ ôóíêöèè f íà Q3, îòâå÷àþùèé êðèòè÷å-
ñêîìó çíà÷åíèþ c. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ f íå ïðèíèìàëà áû
ïîìèìî c íèêàêèõ äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èç îòðåçêà [c−ε, c+ε]. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç U(L) ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà f −1([c−ε, c+ε]), ñîäåð-
æàùóþ ñëîé L. Òîãäà ìíîæåñòâî U(L), ðàññëîåííîå íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
ôóíêöèè f áóäåì íàçûâàòü 3-àòîìîì. Êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíî-
ñòåé â ñëîå L íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ 3-àòîìà U(L).
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Ìåòîä èíâàðèàíòîâ À. Ò. Ôîìåíêî. Ïðèìåðû 3-àòîìîâ
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Ìåòîä èíâàðèàíòîâ À. Ò. Ôîìåíêî

Ìîëåêóëû

Èòàê, ðàññìîòðèì ãðàô Êðîíðîäà-Ðèáà ôóíêöèè f íà íåîñîáîé êîìïàêòíîé
èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3. Îñíàñòèì âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ñèìâî-
ëàìè àòîìîâ, îïèñûâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíå áèôóðêàöèþ òîðîâ
Ëèóâèëëÿ. Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåêò íàçûâàåòñÿ ãðóáîé ìîëåêó-
ëîé.

Òåîðåìà (À. Ò. Ôîìåíêî)

Ïóñòü v1 è v2 � äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ Q3

1 è Q3
2 , à W1 è W2 � îòâå÷àþùèå èì ãðóáûå ìîëåêóëû. Òîãäà

ñèñòåìû v1 è v2 ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû (ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè) òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîëåêóëû W1 è W2 ñîâïàäàþò.
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Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà

Ïóñòü ei � ðåáðî ãðóáîé ìîëåêóëû W . Ïîñëå ðàçðåçà ýòîãî ðåáðà íà òî-
ðå Ëèóâèëëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåì òî÷êå ðàçðåçà, âîçíèêàþò äâà äîïóñòèìûõ

áàçèñà ñ ñîñåäíèõ àòîìîâ. Ïóñòü Ci =

(
αi βi

γi δi

)
� ìàòðèöà ñêëåéêè ýòèõ

áàçèñîâ.

Îïðåäåëåíèå

×èñëîâîé ðàöèîíàëüíîé ìåòêîé ri íà ðåáðå ei ìîëåêóëû W íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

ri =


αi

βi
(mod 1) ∈ Q/Z, åñëè βi ̸= 0

ñèìâîë ∞, åñëè βi = 0

Îïðåäåëåíèå

×èñëîâîé öåëî÷èñëåííîé ìåòêîé εi íà ðåáðå ei ìîëåêóëû W íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

εi =

{
signβi , åñëè βi ̸= 0

signαi , åñëè βi = 0
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Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà

Ðåáðî ìîëåêóëû íàçîâåì áåñêîíå÷íûì, åñëè ìåòêa ri = ∞. Îñòàëüíûå ðåá-
ðà áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íûìè. Ðàçðåæåì ìîëåêóëó ïî âñåì êîíå÷íûì ðåá-
ðàì. Â ðåçóëüòàòå ìîëåêóëà ðàñïàäåòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî ñâÿçíûõ êóñêîâ.

Îïðåäåëåíèå

Ñåìüåé íàçûâàåòñÿ êóñîê ìîëåêóëû, êîòîðûé íå ñîäåðæèò àòîìîâ A ïîñëå
ðàçðåçà ìîëåêóëû ïî âñåì êîíå÷íûì ðåáðàì.

Â êàæäîé ñåìüå âñå ðåáðà ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè êëàññà: âõîäÿùèå, âû-
õîäÿùèå è âíóòðåííèå.
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Èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà

Îïðåäåëåíèå

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó èç ýòèõ ðåáåð ei öåëîå ÷èñëî Θi ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó:

Θi =



[αi

βi

]
, åñëè ei � âûõîäÿùåå ðåáðî,[

− δi
βi

]
, åñëè ei � âõîäÿùåå ðåáðî,[

− γi
αi

]
, åñëè ei � âíóòðåííåå ðåáðî,

Òîãäà äëÿ êàæäîé ñåìüè îïðåäåëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìåòêà n ïî ñëåäóþ-
ùåìó ïðàâèëó:

n =
∑

Θi

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì äàííîé ñåìüè.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3

Îïðåäåëåíèå

Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êâàäðèê, çà-
äàííûõ óðàâíåíèåì

(b−λ)(c−λ)x2+(a−λ)(c−λ)y 2+(a−λ)(b−λ)z2 = (a−λ)(b−λ)(c−λ), (1)

ãäå a > b > c � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñëè
ïàðàìåòð êâàäðèêè ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâåí a, b èëè c, òî îíà íàçûâàåòñÿ
âûðîæäåííîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3. Ñâîéñòâà

Ïðåäëîæåíèå

Êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îð-
òîãîíàëüíû.

Ïðåäëîæåíèå

×åðåç êàæäóþ òî÷êó P = (x , y , z) ∈ R3, òàêóþ, ÷òî x ̸= 0, y ̸= 0, z ̸= 0,
ïðîõîäèò â òî÷íîñòè òðè íåâûðîæäåííûå ñîôîêóñíûå êâàäðèêè: ýëëèïñîèä,
îäíîïîëîñòíûé è äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû.

Ïðåäëîæåíèå

×åðåç êàæäóþ òî÷êó R3 ïðîõîäèò òðè ñîôîêóñíûå êâàäðèêè ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè. Åñëè óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðû ýòèõ êâàäðèê è îáî-
çíà÷èòü èõ ÷åðåç λ1 ⩽ λ2 ⩽ λ3, òî λ1 ∈ (−∞, c], λ2 ∈ [c, b], λ3 ∈ [b, a].

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèè λ1, λ2, λ3 íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè â R3.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3. Âûðîæäåííûå êâàäðèêè



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3. Âûðîæäåííûå êâàäðèêè

Îïðåäåëåíèå

Êðèâûå F1 =
{
(x , y , 0)

∣∣∣ x2

a−c
+ y2

b−c
= 1

}
è F2 =

{
(x , 0, z)

∣∣∣ x2

a−b
− z2

b−c
= 1

}
íà-

çûâàþòñÿ ôîêàëüíûì ýëëèïñîì è ôîêàëüíîé ãèïåðáîëîé ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå

Ýëëèïñ F1 ñîñòîèò èç îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê äâóïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ
äàííîãî ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, à ãèïåðáîëà F2 � èç îìáèëè÷å-
ñêèõ òî÷åê ýëëèïñîèäîâ òîãî æå ñåìåéñòâà.

Ïðåäëîæåíèå

Ýëëèïñ F1 ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñû ãèïåðáîëû F2, à ãèïåðáîëà F2 ïðîõîäèò
÷åðåç ôîêóñû ýëëèïñà F1.
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Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê â R3. Âûðîæäåííûå êâàäðèêè



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Áèëëèàðäíûå ñòîëû íà êâàäðèêàõ

Îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì íà íåâûðîæäåííîé êâàäðèêå E èç ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà ñâÿç-
íóþ îáëàñòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, îãðàíè÷åííóþ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ñîôîêóñíûõ ñ E êâàäðèê è èìåþùóþ óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå, ðàâíûå π/2.
Çàìûêàíèå Z2 ýòîé îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü áèëëèàðäíûì ñòîëîì íà E .



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Îïèñàíèå ñèñòåìû

Ñèñòåìà ãåîäåçè÷åñêîãî áèëëèàðäà

Ïóñòü Z2 � áèëëèàðäíûé ñòîë íà íåâûðîæäåííîé êâàäðèêå èç ñîôîêóñíîãî
ñåìåéñòâà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè Z2 âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ïîñòîÿí-
íîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ, îòðàæàÿñü îò ãðàíèöû ñòîëà àáñîëþòíî óïðóãî.
Òàêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü ñîôîêóñíûì ãåîäåçè÷åñêèì
áèëëèàðäîì.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîôîêóñíîãî ãåîäåçè÷åñêîãî áèëëèàðäà åñòü òîïîëî-
ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M4 = {(x , v)|x ∈ Z2, v ∈ TxE − 0}/ ∼, ãäå îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ãðàíèöå ñòîëà Z2 çàäàåòñÿ òàê. Ïàðû (x1, v1) è
(x2, v2), ãäå x1, x2 ëåæàò íà ãðàíèöå Z2, ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà x1 = x2, à v2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç v1 ïóòåì íåñêîëüêèõ îò-
ðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ñòåíîê Z2, ñìûêàþùèõñÿ â ýòîé òî÷êå.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Èíòåãðèðóåìîñòü

Òåîðåìà

Ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè â êóñî÷íî-
ãëàäêîì ñìûñëå. Áîëåå òîãî, êàñàòåëüíûå ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ê òðàåêòî-
ðèè ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà íà íåêîòîðîé êâàäðèêå (âî âñåõ òî÷êàõ ãëàäêî-
ñòè òðàåêòîðèè), êàñàþòñÿ, ïîìèìî ýòîé êâàäðèêè åùå îäíîé, ñîôîêóñíîé
ñ äàííîé. Ýòà êâàäðèêà ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ òî÷åê ãëàäêîñòè òðàåêòî-
ðèè.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Êîìáèíàòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñòîëîâ

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîôîêóñíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû Z1 è Z2 íà êâàäðèêå E
êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè Z2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç Z1

ïðèìåíåíèåì íåñêîëüêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

ïîñëåäîâàòåëüíûì èçìåíåíèåì ñåãìåíòîâ ãðàíèöû ïóòåì íåïðåðûâíîé
äåôîðìàöèè â êëàññå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, òàê, ÷òîáû ïàðàìåòð λ èç-
ìåíÿåìîãî ñåãìåíòà ãðàíèöû íå ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ b, åñëè E � ýë-
ëèïñîèä, çíà÷åíèÿ c, åñëè E � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, è çíà÷åíèé
b, c, åñëè E � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;

ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Òåîðåìà êëàññèôèêàöèè ñòîëîâ

Òåîðåìà (Êëàñcèôèêàöèÿ áèëëèàðäíûõ îáëàñòåé íà êâàäðèêàõ)

Ïóñòü E � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà èç ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà, òîãäà
(ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè):

1. Åñëè E � ýëëèïñîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóåò ðîâíî 21 òèï íåýêâèâàëåíò-
íûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ;

2. Åñëè E � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóåò ðîâíî 21
òèï íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ;

3. Åñëè E � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóåò ðîâíî 13
òèïîâ íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ.

Ïðåäëîæåíèå

Ñîôîêóñíûå áèëëèàðäû íà êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñòîëàõ ëèóâèëëåâî
ýêâèâàëåíòíû.
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Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ

Òåîðåìà (Êëàññèôèêàöèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ)

Ïóñòü E � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà èç ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà, òîãäà (ñ
òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè):

1. Åñëè E � ýëëèïñîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóþò ðîâíî 7 íåýêâèâàëåíòíûõ
áèëëèàðäîâ;

2. Åñëè E � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóþò ðîâíî 7
íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäîâ;

3. Åñëè E � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, òî íà íåì ñóùåñòâóþò ðîâíî 6
íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëèàðäîâ.

4. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ãåîäåçè÷åñêèå áèëëèàðäû, æèâóùèå íà
ðàçíûõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ, ÿâëÿþòñÿ ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè.
Â èòîãå, íà âñåõ ñîôîêóñíûõ êâàäðèêàõ èìååòñÿ ðîâíî 10 ëèóâèëëåâî
íå ýêâèâàëåíòíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ áèëëèàðäîâ.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ
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Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ
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Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ
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Ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ áèëëèàðäîâ íà êâàäðèêàõ
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Áèëëèàðäû íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå è ïëîñêèå áèëëèàðäû



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Òðåõìåðíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû

Îïðåäåëåíèå

Òðåõìåðíûì áèëëèàðäíûì ñòîëîì Z3 áóäåì íàçûâàòü çàìûêàíèå ñâÿçíîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â R3, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ãëàäêèõ ãðàíåé, ëåæàùèõ íà êâàäðèêàõ ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà. Ïðè ýòîì,
ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äâóãðàííûå óãëû èçëîìà íà ãðàíèöå Z3 ðàâ-
íû π/2.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Îïèñàíèå ñèñòåìû

Ñèñòåìà ãåîäåçè÷åñêîãî áèëëèàðäà

Ïóñòü Z3 � òðåõìåðíûé áèëëèàðäíûé ñòîë. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó: ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ âíóòðè
òðåõìåðíîãî áèëëèàðäíîãî ñòîëà Z3 ïî ïðÿìûì ñ ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ
ñêîðîñòüþ, îòðàæàÿñü îò ãðàíèöû Z3 àáñîëþòíî óïðóãî. Òàêóþ äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó ìû áóäåì íàçûâàòü òðåõìåðíûì ñîôîêóñíûì áèëëèàðäîì.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîãî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà � ýòî òîïîëî-
ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M6 = {(x , v)|x ∈ Z3, v ∈ TxR3 − 0}/ ∼, ãäå ∼ åñòü
ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ãðàíèöå ñòîëà Z3. Ïàðû (x1, v1)
è (x2, v2), ãäå x1, x2 ∈ ∂Z3, ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
x1 = x2, à âåêòîð v2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç v1 ïóòåì íåñêîëüêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ñòåíîê Z3, ñìûêàþùèõñÿ â ýòîé òî÷êå.
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Èíòåãðèðóåìîñòü

Òåîðåìà

Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû, îãðàíè÷åííûå ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ÿâëÿþò-
ñÿ èíòåãðèðóåìûìè â êóñî÷íî-ãëàäêîì ñìûñëå. Áîëåå òîãî, âñå ïðÿìîëè-
íåéíûå ó÷àñòêè (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè-ëîìàíîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òðåõìåðíîãî ñîôîêóñíîãî áèëëèàðäà êàñàþòñÿ äâóõ ñî-
ôîêóñíûõ êâàäðèê (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), îáùèõ äëÿ âñåõ çâåíüåâ òðàåêòî-
ðèè.

Ïåðâûå èíòåãðàëû

Îáîçíà÷èì ïàðàìåòðû êàóñòèê ÷åðåç Λ1 è Λ2. Ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Λ1 ⩾ Λ2.



ÈÃÑ è èõ èíâàðèàíòû Ñîôîêóñíûå êâàäðèêè â R3 Áèëëèàðäû íà êâàäðèêàõ Òðåõìåðíûå áèëëèàðäû Ïðî Q5

Êîìáèíàòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñòîëîâ. Êëàññèôèêàöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðåõìåðíûå áèëëèàðäíûå ñòîëû Z1,Z2, êîìáèíàòîðíî
ýêâèâàëåíòíû, åñëè îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

èçìåíåíèåì ñåãìåíòà ãðàíèöû ïóòåì íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè â êëàñ-
ñå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, ïðè ýòîì çíà÷åíèå èçìåíÿåìîãî ïàðàìåòðà λ
ïðè êàæäîé äåôîðìàöèè ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ b èëè c òîëüêî ëè-
áî â íà÷àëå äåôîðìàöèè, åñëè îáúåì ñòîëà óìåíüøàåòñÿ, ëèáî â êîíöå,
åñëè � óâåëè÷èâàåòñÿ;

ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 35 êëàññîâ êîìáèíàòîðíî íåýêâèâàëåíòíûõ áèëëè-
àðäíûõ ñòîëîâ.
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Êîìáèíàòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñòîëîâ. Êëàññèôèêàöèÿ

Òåîðåìà

1. Áèëëèàðäíûå ñèñòåìû íà äâóõ êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ ñòîëàõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíûìè.

2. Îòíîñèòåëüíî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò â òî÷-
íîñòè 24 êëàññà áèëëèàðäîâ â R3, îãðàíè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðè-
êàìè.
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Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Äîáàâèì ê ðèñóíêó âåðòèêàëüíûé îòðåçîê ÷åðåç òî÷êó (b, c), åñëè áèëëè-
àðäíûé ñòîë öåëèêîì íå ëåæèò â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ y ⩾ 0 (y ⩽ 0).
Àíàëîãè÷íî, äîáàâèì ê ðèñóíêó ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê ÷åðåç òî÷êó (b, c),
åñëè áèëëèàðäíûé ñòîë öåëèêîì íå ëåæèò â îäíîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâ z ⩾ 0
(z ⩽ 0). Ýòè îòðåçêè âìåñòå ñ ãðàíèöåé îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà îáú-
ÿâèì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé.
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Ïðîîáðàçû òî÷åê ñòðàò äèàãðàììû
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Òî÷êà êðåñòà. Äâà òèïà ñòîëîâ

Äâà âèäà áèëëèàðäíûõ ñòîëîâ

1. Ñòîëû, íà êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà îòäåëåíà îò
çíà÷åíèé b èëè c.
2. Ñòîëû, íà êîòîðûõ âñå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû ìîãóò ïðèíèìàòü êðè-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ.
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Òî÷êà êðåñòà. Ñâÿçü ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â R3

Íà ñîâìåñòíîì óðîâíå h, f1, f2 ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H,F1,F2 óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ìàòåðèàëüíîé ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

λ̇i = ± 2
√
2

(λi − λj)(λi − λk)

√
(a− λi )(b − λi )(c − λi )(hλ2

i − f1λi + f2)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â R2 â ïîëå ñèëû Ãóêà

Íà ñîâìåñòíîì óðîâíå h, f ïåðâûõ èíòåãðàëîâ H,F óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

λ̇i = ± 2
√
2

λi − λj

√
(b − λi )(c − λi )

(
−k

2
λ2
i − hλi + f

)
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Òî÷êà êðåñòà. Áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà
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Òî÷êà êðåñòà. Áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà

s(H,Λ1,Λ2) =
1

π

Λ2∧c∫
0

√
h

(t − Λ1)(t − Λ2)

(a− t)(b − t)(c − t)
dt+

+
1

π

Λ1∧b∫
c∨Λ2

√
h

(t − Λ1)(t − Λ2)

(a− t)(b − t)(c − t)
dt +

1

π

a∫
b∨Λ1

√
h

(t − Λ1)(t − Λ2)

(a− t)(b − t)(c − t)
dt
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Êëàññèôèêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè òðåõìåðíûõ

áèëëèàðäîâ

Òåîðåìà

Ïóñòü áèëëèàðäíûé ñòîë Z3 ãîìåîìîðôåí äèñêó D̄3, ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ
D̄1 × S2 èëè ïîëíîòîðèþ D̄2 × S1. Òîãäà èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
Q5 ýòîãî áèëëèàðäà ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5, ïðîèçâåäåíèþ S2 × S3 èëè
ïðîèçâåäåíèþ S1 × S4 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû íå èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòü áèëëè-
àðäà, ò.å. ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ íåèíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ.
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Òîïîëîãèÿ Q5-ïîâåðõíîñòåé áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

âíóòðè ýëëèïñîèäà

Ðàññìîòðèì áèëëèàðä âíóòðè ýëëèïñîèäà E :
x2

a
+

y 2

b
+

z2

c
= 1. Ñ ïîòåí-

öèàëîì Ãóêà V =
k

2
(x2 + y 2 + z2). Ñ÷èòàåì, ÷òî a > b > c.

Îïðåäåëåíèå

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî Qh = {(x , v) ∈ M6|H(x , v) = h} íàçîâåì èçîýíåðãåòè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå h äîïóñòèìûì çíà-
÷åíèåì ýíåðãèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k > 0 ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
ýíåðãèè � ýòî ïðîìåæóòîê [0;+∞), à ïðè k < 0 � ïðîìåæóòîê [ka/2;+∞).
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Òîïîëîãèÿ Q5-ïîâåðõíîñòåé áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

âíóòðè ýëëèïñîèäà

Îïðåäåëåíèå

Îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ h, íàçîâåì
îáðàç Qh ïîä äåéñòâèåì π, ò.å. ïðîåêöèþ èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
íà áèëëèàðäíûé ñòîë.

Ïðè k > 0 îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ åñòü øàð ðàäèóñà
√

2h/k, ïåðåñå-
÷åííûé ñ áèëüÿðäíûì ñòîëîì. Ïðè k < 0 îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ �
ëèáî âíåøíîñòü øàðà ðàäèóñà

√
2h/k, ïåðåñå÷åííîãî ñ áèëüÿðäíûì ñòîëîì

(ïðè h ≤ 0), ëèáî âåñü áèëëèàðäíûé ñòîë (ïðè h > 0). Ïðè hk > 0 ñôåðó
ðàäèóñà

√
2h/k áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íîé ñôåðîé.

Îïðåäåëåíèå

Çíà÷åíèå (óðîâåíü) ýíåðãèè h áóäåì íàçûâàòü áèôóðêàöèîííûì, åñëè ëèáî
h = 0, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíè÷íàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ ýëëèïñîèäà E .
Èíà÷å óðîâåíü ýíåðãèè íàçîâåì íåáèôóðêàöèîííûì.
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Òîïîëîãèÿ Q5-ïîâåðõíîñòåé áèëëèàðäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

âíóòðè ýëëèïñîèäà

Òåîðåìà

Ïóñòü h � íåáèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè H, òîãäà:

1 åñëè k > 0, òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh ãîìåîìîðôíà ñôåðå
S5,

2 åñëè k < 0, òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh ãîìåîìîðôíà

íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïÿòèìåðíûõ ñôåð S5 ïðè h ∈
(ka

2
,
kb

2

)
;

ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè è ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû S1 × S4 ïðè

h ∈
(kb

2
,
kc

2

)
;

ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ñôåð S2 × S3 ïðè h ∈(kc

2
, 0

)
;

ïÿòèìåðíîé ñôåðe S5 ïðè h ∈ (0,+∞).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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