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Простейшие случаи изгибаемости
полных двудольных графов



Ещё изгибаемость с одной степенью 
свободы



Первый случай А. Диксона (1899). 
Изгибаемый 𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑚𝑚, 𝑛𝑛,𝑚𝑚 ≥ 3



Механизм Диксона первого типа 

• Пусть pi = (xi, 0),  qi = (0, yi), тогда:

• все r2 = x2 + y2 постоянны. 

x



Простые обстоятельства

• Лемма 2.1.  Если шарнирник (Km,n, p) где m, n ≥ 2 
изгибаем, то для любого его подшарнирника-
четырёхзвенника piqjpkql длина каждого рычага 
меньше суммы длин остальных трёх рычагов. Для 
шарнирников (K2,n, p) это условие является и 
достаточным условием изгибаемости.

• Лемма 3.1. Необходимым и достаточным 
условием перпендикулярности диагоналей 
четырёхугольника является равенство сумм 
квадратов длин его противоположных сторон.



Доказательство леммы 3.1



При 𝑛𝑛,𝑚𝑚 ≥ 2 шарнирник (𝐾𝐾𝑛𝑛,𝑚𝑚, p) неизгибаем тогда и только тогда, 
когда ненулевое расстояние между двумя шарнирами одной доли 

постоянно. Иллюстрация достаточности условия леммы 2.1 для 𝐾𝐾2,𝑛𝑛.



Механизм Диксона второго типа
𝐾𝐾3,3: 𝑎𝑎2 + 𝑐𝑐2 = 𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2



Основная  теорема в случае попарно 
несовпадающих шарниров

• Теорема 1. Пусть min(m, n) ≥ 3. Тогда шарнирник с попарно 
несовпадающими шарнирами изгибаем в том и только том 
случае, когда выполнено одно из двух условий:
1. Точки p0, . . . , pm-1 лежат на одной прямой P, точки q0, . . . , 
qn-1 лежат на другой прямой Q, и эти две прямые взаимно 
перпендикулярны.

• 2. Можно так выбрать декартову прямоугольную систему 
координат в плоскости, и два прямоугольника со сторонами, 
параллельными её координатным осям, и общим центром 
симметрии в начале координат, что точки p0, . . . , pm-1 будут 
лежать в вершинах одного из этих прямоугольников, а точки 
q0, . . . , qn-1 — в вершинах другого. Поскольку все точки 
различны, в этом случае m ≤ 4 и n ≤ 4.



Вывод общего случая из случая 𝐾𝐾3,3

• Предположим, что n ≥ m ≥ 3, n ≥ 4.  Рассмотрим 
шесть точек p0, p1, p2 и

• q0, q1, q2. Они удовлетворяют одному из условий 1) 
или 2).

• Пусть, они удовлетворяют условию 1).  Тогда и точки 
p0, p1, p2 и q0, q1, qj,  j > 2 не удовлетворяют условию 
2). А поскольку подграф, натянутый на них, 
изгибаем, то они удовлетворяют условию 1).  То 
есть, точка qj лежит на прямой Q.

• Таким образом, все точки q0, . . . , qn−1 лежат на 
прямой Q. По тем же причинам точки p0, . . . , pm−1
лежат на P .



Вывод общего случая из случая 𝐾𝐾3,3

• Предположим теперь, что рассматриваемые шесть точек 
удовлетворяют условию 2).  Рассмотрим набор точек p0, p1, p2, q0, q1, 
qj, j  > 2.  Он тоже удовлетворяет условию 2), так как точки p0, p1, p2 не 
лежат на одной прямой, а значит, условие 1) не может выполняться. 
Априори можно было бы предположить, что условие 2) выполнено 
для некоторого другого выбора координатных осей, однако в 
треугольнике p0p1p2 есть только одна пара перпендикулярных сторон, 
однозначно определяющих соответствующий прямоугольник, а 
значит, направления осей и начало системы координат, совпадающее 
с центром прямоугольника. Заметим также, что центрально 
симметричный прямоугольник со сторонами, параллельными 
координатным осям, однозначно определяется любой из  его  
вершин.  Следовательно,  точки  q0, q1, qj лежат  в  вершинах  того  же  
самого прямоугольника, что и точки q0, q1, q2. Аналогично 
доказывается, что и все точки p0, . . . , pm−1 лежат в вершинах одного и 
того же прямоугольника. Поскольку точки попарно не совпадают, то m 
≤ 4 и n ≤ 4.



Сложная теорема для 𝐾𝐾3,3



История вопроса
• Теорема 1 была доказана при m ≥ 3 и n ≥ 5 (первый 

случай Диксона) в H. Maehara and N. Tokushige, “When does a 
planar bipartite framework admit a continuous deformation?”(2001),

• теорема 2— в работе D. Walter and M. L. Husty, “On a nine-bar 
linkage, its possible configurations and conditions for paradoxical 
mobility”, (2007). Сложные вычисления, вычисления с 
идеалами, многочлены с миллионами членов, 26-й 
степени. 

• Недоказанной она оставалась для графов K3,4 и K4,4. 
• Сведение же общего случая к случаю m = n = 3, как 

мы видели, совcем просто, и опирается на 
следующую лемму:



Лемма, сводящая теорему 1 к 
теореме 2. 

• Лемма 3.2. Для шарнирника второго типа 
Диксона тройки шарниров долей лежат в 
вершинах прямоугольников с 
параллельными сторонами и общим 
центром. Эти шарнирники изгибаемы с 
одной степенью свободы.



Возможность совпадения шарниров одной доли. Если 
шарнир 𝑝𝑝0 не лежит на прямой 𝑝𝑝1𝑝𝑝𝑝2, то правый шарнирник
𝐾𝐾3,3 (рычаги – штрихами) неизгибаем



Ищем возможности совпадения 
передаточных функций



Алгебраическое множество называется 
приводимым, если оно является объединением 

двух собственных алгебраических подмножеств.

• Лемма. Конфигурационное пространство 
шарнирного четырёхзвенного механизма 
приводимо лишь в двух случаях: когда 
механизм — шарнирный параллелограмм , 
либо когда это складывающийся механизм 
(дельтоид). 



Разные передаточные функции на разных неприводимых 
компонентах конфигурационного пространства 

параллелограмматического и дельтоидного
четырёхзвенников



Начало доказательства теоремы 2



Голубые рычаги постоянной длины



Начало доказательства теоремы 2



Вычисления 1. Механизм Диксона 
первого типа.



Вычисления 2. Механизм Диксона 
второго типа.



Случай совмещения шарниров

• т



Случай совмещения шарниров

• т



Общая теорема, учитывающая 
случаи совмещения шарниров



Теорема 5. Продолжение.



Ещё одно утверждение



Пример полностью и одинаково напряжённого в каждом 
своём положении механизма структуры 𝐾𝐾4,4, у которого все 

углы между смежными рычагами переменны



Спасибо за внимание!
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