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Òåîðèÿ óçëîâ

Ðèñ.: Óçåë

Óçåë � ýòî âëîæåíèå îêðóæíîñòè â ïðîñòðàíñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè.
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Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê òåîðèè óçëîâ

Ïðèíöèï 1

Óçåë � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì ïî ìîäóëþ äâèæåíèé

Ðåéäåìåéñòåðà.

Ðèñ.: Äèàãðàììà óçëà

Ïðèíöèï 2

Äèàãðàììà ñîñòîèò èç ïåðåêðåñòêîâ, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé.
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Èíâàðèàíòíûå ìåòêè íà ïåðåêðåñòêàõ

Ðèñ.: Ìåòêè íà ïåðåêðåñòêàõ
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×åòíîñòü (Â.Î. Ìàíòóðîâ, 2009).

×åòíîñòü � ýòî ïðàâèëî ñîïîñòàâëåíèÿ ÷èñåë 0 è 1 (êëàññè÷åñêèì)

ïåðåêðåñòêàì äèàãðàìì óçëà, ñîãëàñîâàííîå ñ äâèæåíèÿìè

Ðåéäåìåñòåðà.

0 a -a a

b c

bc

a+b+c=0

a

Ðèñ.: Àêñèîìû ÷åòíîñòè

Ïðèëîæåíèÿ ÷åòíîñòè:

óñèëåíèå èíâàðèàíòîâ óçëîâ

ïðîäîëæåíèå èíâàðèàíòîâ óçëîâ (ôóíêòîðèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ)

ìèíèìàëüíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå (ñêîáêà ÷åòíîñòè)
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×åòíîñòü çàöåïëåíèé

Îáîáùåííûé èíäåêñ çàöåïëåíèé

lk = 1
2

∑
c odd sgn(c)
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Ãàóññîâà ÷åòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Ãàóññîâà ÷åòíîñòü ïåðåêðåñòêà ðàâíà ÷èñëó (êëàññè÷åñêèõ)

ïåðåêðåñòêîâ, êîòîðûå ëåæàò íà ïîëîâèíå óçëà îòíîñèòåëüíî äàííîãî

ïåðåêðåñòêà.

Ïðèìåð

1 1

0

Íå÷åòíûé èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ J =
∑

c odd sgn(c) = −2.
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Âèðòóàëüíûå óçëû

Îïðåäåëåíèå

Âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà � ýòî ïîãðóæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

îñíàùåííîãî 4-ãðàôà â R2 (à òàêæå îáðàç ýòîãî ïîãðóæåíèÿ), ãäå

êàæäàÿ âåðøèíà (êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê) îñíàùåíà ñòðóêòóðîé

ïðîõîäà�ïåðåõîäà, à òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ

âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè è îáîçíà÷àþòñÿ êðóæî÷êîì.

Ïðèìåð
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Òðè ïîäõîäà ê âèðòóàëüíûì óçëàì. Âèðòóàëüíûå
äèàãðàììû

Ðèñ.: Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî òðèëèñòíèêà

Îïðåäåëåíèå

Âèðòóàëüíûé óçåë � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âèðòóàëüíûõ

äèàãðàìì ïî ìîäóëþ äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà.

R1:

R2:

R3:

DM:
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Òðè ïîäõîäà ê âèðòóàëüíûì óçëàì. Óçëû â óòîëùåííûõ
ïîâåðõíîñòÿõ

Ðèñ.: Âèðòóàëüíûé òðèëèñòíèê

Îïðåäåëåíèå

Âèðòóàëüíûé óçåë � ýòî óçåë â óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè S2
g × I ,

ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèé è (äå)ñòàáèëèçàöèé.

Ðèñ.: Äâèæåíèå ñòàáèëèçàöèè

Íèêîíîâ È.Ì. ×åòíîñòü â òåîðèè óçëîâ 10 / 56



Òðè ïîäõîäà ê âèðòóàëüíûì óçëàì. Äèàãðàììû Ãàóññà

+
+

Ðèñ.: Äèàãðàììà Ãàóññà âèðòóàëüíîãî òðèëèñòíèêà

Îïðåäåëåíèå

Âèðòóàëüíûé óçåë � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Ãàóññîâûõ äèàãðàìì

ïî äâèæåíèÿì Ðåéäåìåéñòåðà.

R1: ±

R2: + -

+ -

R3:
+-

-
-

-

+
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Ïëîñêèå è ñâîáîäíûå óçëû

Ðèñ.: Ïåðåêëþ÷åíèå ïåðåêðåñòêà è âèðòóàëèçàöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïëîñêèå óçëû � ýòî âèðòóàëüíûå óçëû ïî ìîäóëþ ïåðåêëþ÷åíèé

ïåðåêðåñòêîâ.

Ñâîáîäíûå óçëû � ýòî âèðòóàëüíûå óçëû ïî ìîäóëþ ïåðåêëþ÷åíèé

ïåðåêðåñòêîâ è âèðòóàëèçàöèé.

+
+

Ðèñ.: Âèðòóàëüíûé, ïëîñêèé è ñâîáîäíûé óçåë
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Òåîðèè óçëîâ

virtual knots

flat knots knots in thickened
surfaces

generally immersed
curves in a surface

free knots

classical knots

Íèêîíîâ È.Ì. ×åòíîñòü â òåîðèè óçëîâ 13 / 56



Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ÷åòíîñòü

v v

D D
v,l v,r

D

Ðèñ.: Ïîëîâèíû óçëà â ïåðåêðåñòêå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü D � äèàãðàììà óçëà íà ïîâåðõíîñòè S è α ∈ H1(S ,Z2), ãäå
α(D) = 0. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ÷åòíîñòü ïåðåêðåñòêà v ðàâíà

pα(v) = α(Dv ) ∈ Z2.

α

Ðèñ.: ×åòíîñòü íà ïîâåðõíîñòè
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Ñêîáêà ÷åòíîñòè

Ðèñ.: Ðàçâåäåíèÿ ïåðåêðåñòêà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü G̃ � Z2-ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå îñíàùåííûìè 4-ãðàôàìè,

ïðîôàêòîðèçîâàííîå ïî âòîðîìó äâèæåíèþ Ðåéäåìåéñòåðà è

ñîîòíîøåíèþ L t© = 0.
Ïóñòü K � äèàãðàììà ñâîáîäíîãî óçëà. Îïðåäåëèì ñêîáêè ÷åòíîñòè

êàê

{K} =
∑
s÷åò

Ks÷åò ∈ G̃, [K ] =
∑
s1,÷åò

Ks1,÷åò
G̃.

Òåîðåìà

Ñêîáêè {·} è [·] ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ñâîáîäíûõ óçëîâ.
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Ìèíèìàëüíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå

Îïðåäåëåíèå

Äèàãðàììà K ñâîáîäíîãî óçëà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé â ñèëüíîì

ñìûñëå, åñëè [K ] = K .

Äèàãðàììà K ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé íå÷åòíîé, åñëè âñå ïåðåêðåñòêè

â K íå÷åòíûå è íåëüçÿ ïðèìåíèòü óìåíüøàþùåå âòîðîå äâèæåíèå

Ðåéäåìåéñòåðà.

Óòâåðæäåíèå

Ëþáàÿ íåïðèâîäèìàÿ íå÷åòíàÿ äèàãðàììà ìèíèìàëüíà â ñèëüíîì

ñìûñëå.

Ðèñ.: Íåïðèâîäèìàÿ íå÷åòíàÿ äèàãðàììà

Íèêîíîâ È.Ì. ×åòíîñòü â òåîðèè óçëîâ 16 / 56



Ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè

0 1

Ðèñ.: Ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî óçëà. Ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè

äåéñòâóåò íà äèàãðàììå K , ñîïîñòàâëÿÿ åé äèàãðàììó f (K ), â êîòîðîé
âñå íå÷åòíûå ïåðåêðåñòêè çàìåíåíû íà âèðòóàëüíûå.

Òåîðåìà

Ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè f êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà óçëàõ, ò.å. ïåðåâîäèò

ýêâèâàëåíòíûå äèàãðàììû â ýêâèâàëåíòíûå.

Çàìå÷àíèå

Ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëàáîé ÷åòíîñòè.
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×åòíûå äèàãðàììû

Îïðåäåëåíèå

Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî óçëà ÷åòíàÿ, åñëè âñå ïåðåêðåñòêè â íåé

÷åòíûå (ïî Ãàóññó). Óçåë ÷åòíûé, åñëè ó íåãî åñòü ÷åòíàÿ äèàãðàììà.

Çàìå÷àíèå

Ó ÷åòíîé äèàãðàììû: àòîì ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, ïîâåðõíîñòü

âëîæåíèÿ èìååò øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó, åñòü ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê.

Òåîðåìà (Î.ß. Âèðî � Â.Î. Ìàíòóðîâ)

Åñëè ÷åòíûå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû K1 è K2 ýêâèâàëåíòíû, òî îíè

ýêâèâàëåíòíû â êëàññå ÷åòíûõ äèàãðàìì.

Óòâåðæäåíèå

Ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ äèàãðàììà ÷åòíîãî óçëà ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.

Íèêîíîâ È.Ì. ×åòíîñòü â òåîðèè óçëîâ 18 / 56



Êàòåãîðèÿ äèàãðàìì

Îïðåäåëåíèå

Êàòåãîðèÿ äèàãðàìì � ýòî êàòåãîðèÿ K, ó êîòîðîé

îáúåêòû � äèàãðàììû íåêîòîðîãî óçëà K;
ìîðôèçìû � êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ìîðôèçìîâ.
Ýëåìåíòàðíûå ìîðôèçìû � ýòî:

èçîòîïèè
äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà
èçîìîðôèçìû

Äëÿ äèàãðàììû D ∈ K îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû

÷åðåç V(D).

Çàìå÷àíèå

Îòîáðàæåíèå D 7→ V(D) çàäàåò ôóíêòîð èç K â êàòåãîðèþ êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ è ÷àñòè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ.
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×åòíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A

Îïðåäåëåíèå

×åòíîñòü p ñ êîýôôèöèåíòàìè â àáåëåâîé ãðóïïå A íà äèàãðàììàõ

óçëà K � ýòî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé pD : V(D)→ A äëÿ êàæäîé

äèàãðàììû D óçëà, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî ìîðôèçìà

f : D → D ′:

1 pD′(v
′) = pD(v) äëÿ ëþáûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó

ïåðåêðåñòêîâ v ∈ V(D) è v ′ ∈ V(D ′) ;

2 pD(v) = 0, åñëè f � óìåíüøàþùåå ïåðâîå äâèæåíèå

Ðåéäåìåéñòåðà è v � èñ÷åçàþùèé ïåðåêðåñòîê;

3 pD(v1) + pD(v2) = 0, åñëè f � óìåíüøàþùåå âòîðîå äâèæåíèå

Ðåéäåìåéñòåðà è v1, v2 � èñ÷åçàþùèå ïåðåêðåñòêè;

4 pD(v1) + pD(v2) + pD(v3) = 0, f � òðåòüå äâèæåíèå

Ðåéäåìåéñòåðà, è ïåðåêðåñòêè v1, v2, v3 ó÷àñòâóþò â äâèæåíèè.
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Óíèâåðñàëüíàÿ ÷åòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

×åòíîñòü pu ñ êîýôôèöèåíòàìè â Au íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé

÷åòíîñòüþ, åñëè äëÿ ëþáîé ÷åòíîñòè P ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ρ : Au → A, òàêîé ÷òî

pD = ρ ◦ (pu)D äëÿ ëþáîé äèàãðàììû D.

Theorem (Ä.Ï. Èëüþòêî, Â.Î. Ìàíòóðîâ, Í., 2011)

Ïóñòü K � ñâîáîäíûé óçåë. Òîãäà ãàóññîâà ÷åòíîñòü (ñ

êîýôôèöèåíòàìè â Z2) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ÷åòíîñòüþ íà

äèàãðàììàõ óçëà K.
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Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ÷åòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K � óçåë â çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S . Îáîçíà÷èì
A = H1(S ;Z2)/[K]. Ïóñòü D � äèàãðàììà óçëà K. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ÷åòíîñòü
ïåðåêðåñòêà v ∈ V(D) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ ãîìîëîãèé hp(v) = [Dv ,l ] ∈ A,
ãäå Dv ,l � ëåâàÿ ïîëîâèíà óçëà â ïåðåêðåñòêå v .

v v

D D
v,l v,r

D

Ðèñ.: Ïîëîâèíû óçëà â ïåðåêðåñòêå

Òåîðåìà (Ä.Ï. Èëüþòêî, Â.Î. Ìàíòóðîâ, Í., 2011)

Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ÷åòíîñòü óíèâåðñàëüíà íà äèàãðàììàõ óçëà â ïîâåðõíîñòè S .

Ñëåäñòâèå

Ëþáàÿ ÷åòíîñòü íà êëàññè÷åñêèõ óçëàõ òðèâèàëüíà.
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Ñîîòíîøåíèå 2p = 0 äëÿ ÷åòíîñòè

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîé ÷åòíîñòè p è ëþáîãî ïåðåêðåñòêà a âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

2p(a) = 0.

a
b

aa
c

d
b

Ðèñ.: Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà 2p(a) = 0
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Îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå G íà

äèàãðàììàõ óçëà K � ýòî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé pD : V(D)→ G äëÿ

êàæäîé äèàãðàììû D óçëà, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî

ìîðôèçìà f : D → D ′:

1 pD′(v
′) = pD(v) äëÿ ëþáûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó

ïåðåêðåñòêîâ v ∈ V(D) è v ′ ∈ V(D ′) ;

2 pD(v) = 1, åñëè f � óìåíüøàþùåå ïåðâîå äâèæåíèå

Ðåéäåìåéñòåðà è v � èñ÷åçàþùèé ïåðåêðåñòîê;

3 pD(v1)pD(v2) = 1, åñëè f � óìåíüøàþùåå âòîðîå äâèæåíèå

Ðåéäåìåéñòåðà è v1, v2 � èñ÷åçàþùèå ïåðåêðåñòêè;

4
∏

pD(vi )
ε(vi ) = 1, f � òðåòüå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà,

ïåðåêðåñòêè v1, v2, v3 ó÷àñòâóþò â äâèæåíèè è ε(vi ) � èíäåêñ

èíöèäåíòíîñòè âåðøèíó ê òðåóãîëüíèêó äâèæåíèÿ; ïîðÿäîê

ìíîæèòåëåé îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè.
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Îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü

-

-

++
w

u

v
P( )P(v) P( )u w =1

-1 -1

Ðèñ.: Èíäåêñ èíöèäåíòíîñòè è ñîîòíîøåíèå äëÿ îðèåíòèðîâàííîé ÷åòíîñòè

Çàìå÷àíèå

1) Îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè óçëà.

2) Îáû÷íàÿ ÷åòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé.

3) Äëÿ ñâîáîäíûõ óçëîâ îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü êîììóòàòèâíà.

Ïðèìåð

Ãàóññîâ èíäåêñ ip(v) = D · Dl ,v � îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü ñ

êîýôôèöèåíòàìè â Z.
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×åòíîñòü è ñèììåòðèè

v1
2

3
4

5
v

v v

v

a

b

c

d
e

-1a

-1b

-1

-1

-1

c

d
e

Ðèñ.: Óçåë â ïîâåðõíîñòè ðîäà 2

Ó óçëà èìååòñÿ Z5-ñèììåòðèÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ïëîñêèé.

Äëÿ ÷åòíîñòè p ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A âñå ÷åòíîñòè

p(vi ), i = 1, 5, ñîâïàäàþò. Èç àêñèîì ÷åòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî∑5
i=1 p(vi ) = 0. Òîãäà 5p(vi ) = 0 è p(vi ) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, hp(vi ) 6= 0.
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Îðèåíòèðîâàííûé ôóíêòîð ÷åòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Îðèåíòèðîâàííûé ôóíêòîð ÷åòíîñòè P íà äèàãðàììàõ îðèåíòèðîâàííîãî óçëà K �

ôóíêòîð èç êàòåãîðèè äèàãðàìì â êàòåãîðèþ ãðóïï è ÷àñòè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ

ìåæäó íèìè âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà ïåðåêðåñòêîâ

PD : V(D)→ P(D) êàæäîé äèàãðàììû D, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî

ìîðôèçìà f : D → D ′:

1 PD′(v ′) = f∗(PD(v)) äëÿ ëþáûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåêðåñòêîâ v ∈ V(D) è

v ′ ∈ V(D ′), ãäå f∗ � èçîìîðôèçì ìåæäó ïîäãðóïïàìè P̃(D) ⊂ P(D) è

P̃(D ′) ⊂ P(D ′), ïîðîæäåííûìè îáðàçàìè ïåðåêðåñòêîâ;

2 PD(v) = 1, åñëè f � óìåíüøàþùåå ïåðâîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà è v �

èñ÷åçàþùèé ïåðåêðåñòîê;

3
∏

PD(vi )
ε(vi ) = 1, åñëè f � óìåíüøàþùåå âòîðîå èëè òðåòüå äâèæåíèå, vi �

ïåðåêðåñòêè, ó÷àñòâóþùèå â äâèæåíèè, è ε(vi ) � èíäåêñû èíöèäåíòíîñòè

âåðøèí ê èñ÷åçàþùåé îáëàñòè; äëÿ ïëîñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïîðÿäîê

ìíîæèòåëåé îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè.
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Óíèâåðñàëüíàÿ ÷åòíîñòü íà ñâîáîäíûõ óçëàõ

Òåîðåìà (Ãàóññîâ îðèåíòèðîâàííûé ôóíêòîð ÷åòíîñòè)

Ïóñòü P � óíèâåðñàëüíûé ôóíêòîð ÷åòíîñòè íà ñâîáîäíûõ óçëàõ.

Òîãäà P(D) ' Z4, åñëè äèàãðàììà D ñîäåðæèò íå÷åòíûå õîðäû, èíà÷å

P(D) = 0. Èçîìîðôèçì ãðóïïû êîýôôèöèåíòîâ íå åñòåñòâåííûé.

Óíèâåðñàëüíóþ îðèåíòèðîâàííóþ ÷åòíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z4

ìîæíî îïðåäåëèòü íà äëèííûõ ñâîáîäíûõ óçëàõ.

Çàìå÷àíèå

Îáîáùåííûé èíäåêñ çàöåïëåíèÿ ãàóññîâà îðèåíòèðîâàííîãî ôóíêòîðà

÷åòíîñòè ñîâïàäàåò ñ èíâàðèàíòîì L, îïðåäåëåííûì äëÿ ñâîáîäíûõ

óçëîâ Â.Î. Ìàíòóðîâûì.

Íèêîíîâ È.Ì. ×åòíîñòü â òåîðèè óçëîâ 28 / 56



Ãîìîëîãè÷åñêàÿ è ãîìîòîïè÷åñêàÿ ÷åòíîñòè

Îïðåäåëåíèå
Ïóñòü K � óçåë íà îðèåíòèðîâàííîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S . Îáîçíà÷èì
A = H1(S ;Z)/[K] è G = π1(S)/[K]. Ïóñòü D � äèàãðàììà óçëà K. Ãîìîëîãè÷åñêîé
(ãîìîòîïè÷åñêîé) îðèåíòèðîâàííîé ÷åòíîñòüþ ïåðåêðåñòêà v ∈ V(D) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò
HP(v) = [Dv,l ] ∈ A (ñîîòâ. ΠP(v) = [Dv,l ] ∈ G), ãäå Dv,l � ëåâàÿ ïîëîâèíà óçëà â
ïåðåêðåñòêå v .

Òåîðåìà
Ïóñòü K � óçåë â îðèåíòèðîâàííîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S . Òîãäà ãîìîòîïè÷åñêàÿ
÷åòíîñòü ΠP ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé îðèåíòèðîâàííîé ÷åòíîñòüþ íà äèàãðàììàõ óçëà K,
à åå îãðàíè÷åíèå íà ïîäãðóïïû â G , ïîðîæäåííûìè ÷åòíîñòÿìè ïåðåêðåñòêîâ, ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì îðèåíòèðîâàííûì ôóíêòîðîì ÷åòíîñòè.
Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ÷åòíîñòü HP ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ÷åòíîñòåé ñ
êîýôôèöèåíòàìè â êîììóòàòèâíûõ ãðóïïàõ.

Ñëåäñòâèå
Ëþáàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü íà êëàññè÷åñêèõ óçëàõ òðèâèàëüíà.
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Ñëàáûå ÷åòíîñòè äëÿ óçëîâ íà ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü K � óçåë íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S . Ïóñòü D � äèàãðàììà

óçëà K è x0 ∈ D íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåêðåñòêîì.

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ñëàáûìè ÷åòíîñòÿìè íà äèàãðàììàõ óçëà

K è ïîäãðóïïàìè H ⊂ π1(S , x0), òàêèìè ÷òî [K] ∈ H.
Äëÿ çàäàííîé ïîäãðóïïû H ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëàáàÿ ÷åòíîñòü ψH

îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ: äëÿ ïåðåêðåñòêà v â D èìååì

ψH
D (v) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [D̂v ,1] ∈ H, ãäå D̂v ,1 �

ïðèâåäåííàÿ ïîëîâèíà äèàãðàììû â ïåðåêðåñòêå v .

v

x
0

Ðèñ.: Ïðèâåäåííàÿ ïîëîâèíà äèàãðàììû â ïåðåêðåñòêå v
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Ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè è íàêðûòèÿ

Ïóñòü K � óçåë â çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S è D � åãî äèàãðàììà. Ïóñòü H
� ïîäãðóïïà π1(S , x0), x0 ∈ D, òàêàÿ ÷òî [K] ∈ H. Òîãäà ïîäíÿòèå D̃

äèàãðàììû D ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì íàêðûòèè p : S̃ → S çàìêíóòî.

Óòâåðæäåíèå

âåðøèíà v äèàãðàììû D ÷åòíàÿ (îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ÷åòíîñòè ψH)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîäíÿòèå D̃v ,1 ⊂ D̃ ïîëîâèíû Dv ,1 çàìêíóòî;

ïîäíÿòèå D̃ äèàãðàììû ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè ÷åòíîñòè ΨH ê äèàãðàììå D.

v

u

w
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Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ñëàáàÿ ÷åòíîñòü è ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè

Theorem

Ïóñòü K � óçåë â çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S è D � åãî äèàãðàììà.

Òîãäà ïðîåêöèÿ ÷åòíîñòè Ψhom(D), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäãðóïïå

H = 〈[K]〉, ïåðåâîäèò äèàãðàììó D â äèàãðàììó êëàññè÷åñêîãî óçëà.

Ñëåäñòâèå

Èìååòñÿ ïðîåêöèÿ Π èç âèðòóàëüíûõ óçëîâ â êëàññè÷åñêèå: äëÿ

âèðòóàëüíîãî óçëà K ïîëîæèì

Π(K) = Ψhom(K),

ãäå K � ïðåäñòàâèòåëü ìèíèìàëüíîãî ðîäà äëÿ K.
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Öèêë ÷åòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K � îðèåíòèðîâàííûé âèðòóàëüíûé óçåë, è p �

îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü íà äèàãðàììàõ óçëà K ñ êîýôôèöèåíòàìè â

àáåëåâîé ãðóïïå A. Äëÿ êàæäîé äèàãðàììû D óçëà îïðåäåëèì öèêë

÷åòíîñòè ïî ôîðìóëå

δpD =
∑

a∈A(D)

δa · a ∈ C1(D,A).

p(v)=δa

a
v

Ðèñ.: Ïîòåíöèàë δa äóãè a
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Ôîðìóëà ïåðåñå÷åíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Òåîðåìà

Ïóñòü p � îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A íà

äèàãðàììàõ îðèåíòèðîâàííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà K, D � äèàãðàììà

óçëà, è δpD � öèêë ÷åòíîñòè. Òîãäà

1 öåïü δpD � öèêë â êëåòî÷íîì êîìïëåêñå C∗(D̃,A), ò.å. dδpD = 0;

2 öèêë δpD èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà;

3 öèêë δpD íîðìàëèçîâàí;

4 (ôîðìóëà ïåðåñå÷åíèÿ) äëÿ ëþáîãî ïåðåêðåñòêà v ∈ V(D) èìååì

pD(v) = D l
v · δ

p
D .
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Áèêâàíäë

Îïðåäåëåíèå
Ïóñòü B � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ◦, ∗, òàêèìè ÷òî:

x ◦ x = x ∗ x
îòîáðàæåíèÿ ∗x , ◦x : B × B → B è S : B × B → B × B, ãäå S(x , y) = (y ∗ x , x ◦ y),
áèåêòèâíû.

(x ◦ y) ◦ (z ◦ y) = (x ◦ z) ◦ (y ∗ z)

(x ◦ y) ∗ (z ◦ y) = (x ∗ z) ◦ (y ∗ z)

(x ∗ y) ∗ (z ∗ y) = (x ∗ z) ∗ (y ◦ z)

Òîãäà (B, ◦, ∗) íàçûâàåòñÿ áèêâàíäëîì.
Äëÿ äèàãðàììû óçëà D îòîáðàæåíèå c : A(D)→ X , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ íà ðèñóíêå,

íàçûâàåòñÿ ðàñêðàñêîé. Ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê îáîçíà÷èì ÷åðåç ColB(D).

x

y

y ∗ x

x ◦ y x

y x ◦ y

y ∗ x

Ðèñ.: Ïðàâèëà ðàñêðàñêè â ïåðåêðåñòêàõ
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Êîöèêë áèêâàíäëà è öèêë ÷åòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå θ : B → A íàçûâàåòñÿ 1-êîöèêëîì áèêâàíäëà B ñ

êîýôôèöèåíòàìè â A, åñëè äëÿ âñåõ x , y ∈ B .

θ(x)− θ(x ◦ y) = θ(y)− θ(y ∗ x).

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü θ � 1-êîöèêë áèêâàíäëà B ñ êîýôôèöèåíòàìè â A. Äëÿ
äèàãðàììû D è ðàñêðàñêè c ∈ ColB(D) ïîëîæèì

δθD =
∑

a∈A(D)

(θ ◦ c)(a) · a ∈ C1(D,A)

è δθD =
∑

c ′∈ColB(D) δ
θ
D,c ′ . Òîãäà δ

θ
D � èíâàðèàíòíûé 1-öèêë ñ

êîýôôèöèåíòàìè â A.
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Êâàçè-èíäåêñ ÷åòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü p � îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A íà

äèàãðàììàõ îðèåíòèðîâàííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà K è δp �

ñîîòâåòñòâóþùèé öèêë ÷åòíîñòè. Ïóñòü D � äèàãðàììà óçëà. Äëÿ

êàæäîãî ïåðåêðåñòêà v äèàãðàììû ïîëîæèì

πD(v) = δc − δa = δb − δd .

Îòîáðàæåíèå πD : V(D)→ A íàçûâàåòñÿ êâàçè-èíäåêñîì ÷åòíîñòè p.

δa

δa+π(v)

δcv v
= δb

δb-π(v)

δd=
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Êâàçè-èíäåêñ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K � âèðòóàëüíûé óçåë. Ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé πD : V(D)→ A,
çàäàííûõ äëÿ âñåõ äèàãðàìì D óçëà, íàçûâàåòñÿ êâàçè-èíäåêñîì, åñëè

(Q0) äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà f : D → D ′ è ïåðåêðåñòêà
v ∈ V(D), íå ó÷àñòâóþùåãî â äâèæåíèè, πD(v) = πD′(f∗(v));

(Q2) πD(v1) = πD(v2) äëÿ ïåðåêðåñòêîâ v1, v2 ∈ V(D), ó÷àñòâóþùèõ âî
âòîðîì äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà;

(Q3) åñëè ïåðåêðåñòêè v1, v2, v3 ∈ V(D) ó÷àñòâóþò â òðåòüåì äâèæåíèè
Ðåéäåìåéñòåðà f : D → D ′, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò λ(f ) ∈ A, òàêîé ÷òî

πD′(f∗(vi )) = πD(vi ) + ε∆(vi ) · λ(f ), i = 1, 2, 3,

ãäå ε∆(vi ) èíäåêñû èíöèäåíòíîñòè vi ê èñ÷åçàþùåìó òðåóãîëüíèêó ∆.

Êâàçè-èíäåêñ π íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì, åñëè âñå ýëåìåíòû λ(f ) â óñëîâèè
(Q3) ðàâíû 0.
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Ôîðìóëà ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ êâàçè-èíäåêñà

Òåîðåìà

Ïóñòü p � îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A íà

äèàãðàììàõ îðèåíòèðîâàííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà K è δp �

ñîîòâåòñòâóþùèé öèêë ÷åòíîñòè è πD : V(D)→ A � êâàçè-èíäåêñ

÷åòíîñòè.

1 ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé π ÿâëÿåòñÿ êâàçè-èíäåêñîì íà

äèàãðàììàõ óçëà K;
2 äëÿ ëþáîé äèàãðàììû D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò

ρ(D) ∈ A, òàêîé ÷òî

δD =
∑

v∈V(D)

πD(v) · Dr
v + ρ(D) · D ∈ H1(D,A).

Ñëåäñòâèå (Ôîðìóëà ïåðåñå÷åíèÿ)

pD(v) =
∑

v ′∈V(D)

πD(v ′) · (D l
v · Dr

v ′)− ρ(D) · ipD(v)
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Ïðîèçâîäíûå ÷åòíîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü p � îðèåíòèðîâàííàÿ ÷åòíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå A íà

äèàãðàììàõ îðèåíòèðîâàííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà K. Òîãäà ôîðìóëà

p′D(v) =
∑

v ′∈V(D)

pD(v ′) · (D l
v · D−v ′)

çàäàåò îðèåíòèðîâàííóþ ÷åòíîñòü p′ ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå

Ā = A/ 〈σ(p)〉, ãäå σ(p) =
∑

v∈V(D) p(v) · ip(v) ∈ A � ñèãíàòóðà

÷åòíîñòè π.

Ïðèìåð

Ðèñ.: Óçåë 3.1. Âåêòîðû ÷åòíîñòè ip = (−1− 1, 2), ip′ = (−1, 1,−1),
ip′′ = (−1, 0, 1), ip′′′ = 0.
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×åòíîñòü è èíäåêñ

L.H. Kauffman (2004) V. Turaev (2004)

A. Henrich (2010)

Z. Chen (2012) Y.H. Im, K. Lee, S.Y. Lee (2010)

L.H. Kauffman (2012) S. Satoh, K. Taniguchi (2014)

ИндексЧетность

В.О. Мантуров (2009)
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Èíäåêñ è îðèåíòèðîâàííûé èíäåêñ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ äèàãðàìì. Èíäåêñîì ñ êîýôôèöèåíòàìè â ìíîæåñòâå I
íà êàòåãîðèè äèàãðàìì K íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ι, ñîïîñòàâëÿþùåå
çíà÷åíèå ι(v) ∈ I êàæäîìó ïåðåêðåñòêó v ∈ V(D) êàæäîé äèàãðàììû D ∈ K
â êàòåãîðèè è óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì:

(I0) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî ìîðôèçìà f : D → D ′ â K è ïåðåêðåñòêà
v ∈ dom(f∗) èìååì ι(v) = ι(f∗(v));

(I2) ι(v1) = ι(v2) äëÿ ëþáûõ ïåðåêðåñòêîâ v1, v2 ∈ V(D), ê êîòîðûì ìîæíî
ïðèìåíèòü âòîðîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ñ èíâîëþöèåé ∗ : S → S . Îðèåíòèðîâàííûé èíäåêñ ñ
êîýôôèöèåíòàìè â S íà êàòåãîðèè äèàãðàìì K � ýòî îòîáðàæåíèå
σ :

⊔
D∈K V(D)→ S , óäîâëåòâîðÿþùåå (I0) è ñâîéñòâó

(I2+) äëÿ ëþáûõ ïåðåêðåñòêîâ v1, v2 ∈ V(D), ê êîòîðûì ìîæíî ïðèìåíèòü
âòîðîå äâèæåíèå Ðåéäåìåéñòåðà, èìååì σ(v1) = σ(v2)∗.
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Òàíãëû íà ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü F � îðèåíòèðîâàííàÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ∂F ñ

êðàåì ∂F . Îðèåíòèðîâàííûì òàíãëîì â óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè

F × (0, 1) íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå T : M → F × (0, 1) îðèåíòèðîâàííîãî
êîìïàêòíîãî îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M, òàêîå ÷òî

T (∂M) ⊂ ∂F × (0, 1) è T òðàíñâåðñàëüíî ∂F . Îáðàç îòîáðàæåíèÿ T
òàêæå íàçûâàåòñÿ òàíãëîì.

Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà òàíãëà, íå èìåþùàÿ êðàÿ, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîìïîíåíòà íàçûâàåòñÿ äëèííîé.

F

∂F D
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Êîìïîíåíòíûé è ïîðÿäêîâûé èíäåêñ

Ïóñòü D = D1 ∪ · · · ∪ Dn � äèàãðàììà òàíãëà è v � ïåðåêðåñòîê â D.
Òîãäà îïðåäåëåí êîìïîíåíòíûé èíäåêñ τ(v) è, åñëè v ÿâëÿåòñÿ

ñàìîïåðåñå÷åíèåì äëèííîé êîìïîíåíòû, çàäàí ïîðÿäêîâûé èíäåêñ

o(v).

Di Dj

Ðèñ.: Ïåðåêðåñòîê ñ êîìïîíåíòíûì èíäåêñîâ τ(v) = (i , j)

s

∂F

s

∂F

Ðèñ.: Ðàííèé ïðîõîä (o(v) = −1) è ðàííèé ïåðåõîä (o(v) = 1)
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Ãîìîòîïè÷åñêèé èíäåêñ

Ïåðåêðåñòîê èìååò òàêæå ãîìîòîïè÷åñêèé èíäåêñ hi (v) ∈ π̂(F , zi ) ïðè
τ(v) = (i , i), èëè hij(v) ∈ π̂(F , zi , zj) ïðè τ(v) = (i , j), i 6= j .

s γ

α
γαγ-1

z
v

D+v,z

zi v
zj

Ðèñ.: Ãîìîòîïè÷åñêèé èíäåêñ â äëèííîì, çàìêíóòîì è ñìåøàííîì ñëó÷àÿõ
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Èíäåêñ óçëîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ

Òåîðåìà

Êîìïîíåíòíûé, ïîðÿäêîâûé è ãîìîòîïè÷åñêèé èíäåêñ îáðàçóþò èíäåêñ

ιu = (τ, o, h), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íà êàòåãîðèè

äèàãðàìì òàíãëîâ íà ïîâåðõíîñòè F .

Ñëåäñòâèå

1. Íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ èíäåêñîâ íà äèàãðàììàõ

êëàññè÷åñêèõ óçëîâ.

2. Êîìïîíåíòíûé èíäåêñ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íà äèàãðàììàõ

êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.

Ñëåäñòâèå

Ãîìîòîïè÷åñêèé èíäåêñ h ñî çíà÷åíèÿìè â Z ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

èíäåêñîì äëÿ óçëîâ â ïîëíîòîðèè.
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Èíäåêñ óçëîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ. Îñíîâíàÿ ëåììà

Ëåììà

Ïóñòü D � äèàãðàììà òàíãëà â F . Ïóñòü a, b ∈ V(D) � êîíöû äóã

γ1, γ2 ⊂ D, òàêèå ÷òî

1 γ1 è γ2 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî (ò.å. íå èìåþò îáùèõ

ó÷àñòêîâ);

2 γ2 ïåðåñåêàåò ñâåðõó γ1 â òî÷êàõ a è b;

3 γ1 ãîìîòîïíà γ2 â F êàê êðèâàÿ ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíäåêñà åãî çíà÷åíèÿ íà ïåðåêðåñòêàõ a è b
ñîâïàäàþò.

a
b

γ1

γ2
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Ïðèçíàê íà êàòåãîðèè äèàãðàìì

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K � êàòåãîðèÿ äèàãðàìì. Ïðèçíàêîì ñî çíà÷åíèÿìè â

ìíîæåñòâå Θ íà êàòåãîðèè äèàãðàìì K íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

θ :
⊔

D∈K V(D)→ Θ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

(I0) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî ìîðôèçìà f : D → D ′ â K è ëþáîãî

ïåðåêðåñòêà v ∈ dom(f∗) âûïîëíåíî θ(v) = θ(f∗(v)).

Çàìå÷àíèå

×åòíîñòè, èíäåêñû è îðèåíòèðîâàííûå èíäåêñû ÿâëÿþòñÿ ïðèçíàêàìè.
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Ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ

Òåîðåìà (Ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè äëÿ ïåðåêðåñòêîâ
êëàññè÷åñêèõ óçëîâ)

Íå ñóùåñòâóåò âíóòðåííåãî ïðèçíàêà, êîòîðûé áû ïîçâîëèë ðàçëè÷èòü

äâà ïåðåêðåñòêà îäèíàêîâîãî çíàêà íà êëàññè÷åñêîé äèàãðàììå óçëà.

Òåîðåìà (Ïðèíöèï ïîäìåíû äëÿ ïåðåêðåñòêîâ êëàññè÷åñêèõ
óçëîâ)

Â êëàññè÷åñêîé äèàãðàììå óçëà ëþáîé ïåðåêðåñòîê ìîæåò ïîäìåíèòü

ëþáîé ïåðåêðåñòîê òîãî æå çíàêà.

Òåîðåìà

Óíèâåðñàëüíûé ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èíäåêñîì.
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Èíâàðèàíòíûå ìåòêè íà ïåðåêðåñòêàõ

Ðèñ.: Ìåòêè íà ïåðåêðåñòêàõ
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Ïðèíöèï ïîäìåíû. Ïðèìåð

Ðèñ.: Ïîäìåíà ïåðåêðåñòêà

Íèêîíîâ È.Ì. ×åòíîñòü â òåîðèè óçëîâ 51 / 56



Îáåðòûâàíèå ïåðåêðåñòêà

0-1 1 2

Ðèñ.: Îáåðòûâàíèå ïåðåêðåñòêà
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Ðîêèðîâêà îáåðòûâàíèÿ

n n+1n
R2 =

Ðèñ.: Ðîêèðîâêà îáåðòûâàíèÿ
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Ïðèíöèï ïîäìåíû äëÿ äóã êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû

Òåîðåìà (Ïðèíöèï ïîäìåíû äëÿ äóã êëàññè÷åñêèõ óçëîâ)

Â êëàññè÷åñêîé äèàãðàììå óçëà íà ñôåðå ëþáàÿ äóãà ìîæåò

ïîäìåíèòü ëþáóþ äðóãóþ äóãó.

Çàìå÷àíèå

1. Òåîðåìà ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ôàêòà, ÷òî êëàññè÷åñêèå óçëû è

êëàññè÷åñêèå äëèííûå óçëû � ýòî îäíî è òî æå.

2. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì â R2 íåâåðíî.
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Çàêëþ÷åíèå

Îòñóòñòâèå èíâàðèàíòíûõ ìåòîê íà ïåðåêðåñòêàõ îñòàâëÿåò íåñêîëüêî

âîçìîæíîñòåé:

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå èíâàðèàíòû êëàññè÷åñêèõ

óçëîâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþò âñå ïåðåêðåñòêè îäèíàêîâî. Ñêîáêà

Êàóôìàíà, àëãåáðà Êîíâåÿ, ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è âñå äðóãèå

êîìáèíàòîðíûå èíâàðèàíòû îòíîñÿòñÿ ê ýòîìó òèïó.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýêâèâàðèàíòíûå ìåòêè ïåðåêðåñòêîâ,

êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Èíâàðèàíòàìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ôóíêòîðû ÷åòíîñòè è

êâàíäëû. Ïðèíöèï ïîäìåíû äëÿ äóã ñîñóùåñòâóåò ñ èíâàðèàíòàìè

ðàñêðàñîê.

Èñïîëüçîâàòü íåðåéäåìåéñòåðñêîå îïèñàíèå óçëîâ, ãäå ìåñòî

ïåðåêðåñòêîâ çàéìóò äðóãèå îáúåêòû (íàïðèìåð, êâàäðèñåêàíòû).

Ðàáîòàòü â òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ãäå ÷åòíîñòè è èíäåêñû

âïîëíå ôóíêöèîíàëüíû.
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