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Конечные случайные величины

Случайные величины
Конечное множество Ek = {0, 1, 2, . . . , k − 1}

Случайная величина X со значениями в Ek
P{X = 0} = p0, . . . ,P{X = k − 1} = pk−1
S(k) =

{︂
(p0, . . . , pk−1) : p0 > 0, . . . , pk−1 > 0,

k−1∑︀
i=0
pi = 1

}︂
Распределение P(X) = (p0, . . . , pk−1) = p ∈ S(k)
Носитель 𝜇(p) = {i ∈ Ek : pi > 0}

Преобразования

Pk(n) = {f (x1, . . . , xn) : Enk → Ek}, Pk =
∞⋃︀
n=0

Pk(n)

f ∈ Pk(n), X1, . . . ,Xn—независимые в совокупности
случайные величины, Y = f (X1, . . . ,Xn)
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Итеративные системы

𝒳0— начальный набор независимых в совокупности
конечных случайных величин
B ⊆ Pk —набор операций

𝒳n =

{︂
Φ(X1, . . . ,Xn) :

Φ— бесповторный терм над B
X1, . . . ,Xn ∈ 𝒳0

}︂
Итеративная система, порождаемая 𝒳0 и B: 𝒳 (𝒳0,B) =

∞⋃︀
n=1
𝒳n

Далее 𝒳0 = {Xi,g : i ∈ N, g ∈ G,P(Xi,g) = g}, где G ⊆ S(k)—
начальные распределения и 𝒳 = 𝒳 (G,B)

Пример
𝒳 ({p}, {+ mod k}) = {Xi1 + · · ·+ Xin mod k}n∈N, где Xi —
независимые, P(Xi) = p ∈ S(k)
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Задачи

Выразимость случайных величин
Для заданных G,B найти {P(Y) : Y ∈ 𝒳 (G,B)}
Аппроксимируемость случайных величин

p, q ∈ S(k), метрика 𝜌(p, q) = ∑︀
i∈Ek
|pi − qi|

Для заданных G,B найти
{︂
P(Y) :

∀𝜀 > 0 ∃X ∈ 𝒳 (G,B) :
𝜌(P(X),P(Y)) < 𝜀

}︂

Булевы случайные величины
G = {(12 , 12)}, B = {∧,∨} ⊂ P2

Выразимые в 𝒳 (G,B): P(Y) = (1− m
2n ,

m
2n )

Аппроксимируемые в 𝒳 (G,B): P(Y) ∈ S(2)
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Приложения

Вероятностные автоматы

Вероятностные вычисления
p1 →
p2 →

}︃
& : → p1·p2

Криптография

М А М А М Ы Л А Р А М У

_ А Л М Р У Ы
0 1 2 3 4 5 6 Y1 = X1 , Yi+1 = Yi + Xi (mod 7)

М Р А А Р М У Ы Ы М Р У
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История вопроса

Вероятность
Конечные абелевы группы: Воробьев Н.Н., 1954
Вероятность на алгебраических структурах (группы):
Grenander U., 1963
Конечные группы: обзор Saloff-Coste L., 2004

Кибернетика
{∧,∨}-схемы: Схиртладзе Р.Л., 1960-е
Pk , рациональные распределения: Салимов Ф.И., 1980-е;
Колпаков Р.М., 1990-е – 2000-е
Bruck J., Riedel M.D. et al., ∼2010
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Индуцированные функции

P(X) = (p0, p1, p2),P(Y) = (q0, q1, q2)
Z = X + Y (mod 3)

P(Z) = (p0q0 + p1q2 + p2q1,
p0q1 + p1q0 + p2q2,
p0q2 + p1q1 + p2q0)

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,1)

Z = X + Y (mod 3)

f ∈ Pk(n), P(X1) = p(1), . . . ,P(Xn) = p(n)

P(f (X1, . . . ,Xn)) = q = ̂︀f (p(1), . . . , p(n)) :
(︀
S(k)

)︀n → S(k)

qi =
∑︁

𝜎1,...,𝜎n∈Ek
f (𝜎1,...,𝜎n)=i

p(1)𝜎1
· p(2)𝜎2

· · · p(n)𝜎n .
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Индуцированные функции

p = (1− p, p) ∈ S(2) ↔ p ∈ [0; 1], G ⊆ S(2) ↔ G ⊆ [0; 1]

p1 p2 &

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p1 p2 ⊕
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

p1 p2 ∨
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

0 1

p2

p1

p2

p1

p2

p1

p1p2 (1− p1)p2 + p1(1− p2) (1− p1)p2 + p1(1− p2) + p1p2
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Решетки классов распределений
Распределения выразимых в 𝒳 (G,B) с.в.:
VB(G)— замыкание G относительно ̂︀B = {̂︀f : f ∈ B}

Распределения аппроксимируемых в 𝒳 (G,B) с.в.:

WB(G) = VB(G) ∪ 𝜆(VB(G)), 𝜆(H) — предельные точки H

S(k)

E(k) = {e(0), . . . , e(k−1)}

∅

Aff(WB(G)) ∩ S(k)
Conv(WB(G))
WB(G)
VB(G)
G

e(0)=(1,0,...,0)

ek(  -1)=(0,...,0,1)

e(1)=(0,1,0,...,0)

{x} ⊆ · · · ⊆ ⊆ · · · ⊆ [B] ⊆ · · · ⊆ Pk
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Преобразующие системы

WB({p}) = WB(p) — ?

WB(p) = S(k): аппроксимационная полнота

...

WB(p) ⊆ WB(G) ⊂ S(k)

...

|𝜆(WB(p))| = 1: предельный закон

|WB(p)| <∞
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Аппроксимационная полнота
Аппроксимационная полнота системы B: WB(p) = S(k)

слабая стандартная сильная
∃p ∈ S(k) ∀p ∈ S(k) ∀p ∈ S(k)
𝜇(p) = Ek 𝜇(p) = Ek |𝜇(p)| > 1

Теорема
Pk — сильно аппроксимационно полная система.

𝒯 ⊆ Ek, 𝒯 ̸= ∅, S𝒯 = {f (x)—перестановка на 𝒯 }
Q∞
𝒯 = {f : ∃i ∀𝛼j ∈ Ek : f (𝛼1, . . . , 𝛼i−1, x, 𝛼i, . . . , 𝛼n−1) ∈ S𝒯 }

Теорема
Если выполнено B ⊆ Q∞

𝒯 для некоторого
𝒯 ⊆ Ek, 𝒯 ̸= ∅, то B слабо аппроксимационно
не полна.
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Распределения на Ek

{x}

S(k)

· · ·

∅

Pk

S(k)

E(k)

∃B,
|B| <∞

S(k)

E(k)

{∨}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

{∧}

𝜆(G) ∋ e(0)

{∧,∨}

{∧,∨, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, k−1}

S(k)

Conv(E(k) ∖ {e(j)})
j = 1, . . . , k − 2. . .

сильно полные

полные

{×k}

k—простое

𝜆(G) ∋ e(0)

{+k}

𝜆(G) ∋ u

{×k,+k}
k—простое

{×k,+k}
k— любое

{c1,+k,×k, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, 1}

𝒜k, k = rm

r —простое

𝒜k, k = r1r2, r1, r2 > 1,
НОД(r1, r2) = 1

W𝒜k
(p)̸⊇ Conv(e(0), e(1))

Q∞{0}

Q∞{k−1}

Q∞Ek

Q∞𝒯

достаточные условия неполноты←

QEk
𝜆(G) ∋ u

Q{0}

𝜆(G) ∋ e(0)

Q{k−1}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

←
𝜆(G)={q}
⇒

B ⊆ Q𝜇(q)
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Аппроксимационная полнота

Теорема
Пусть B ⊆ Pk и G ⊂ S(k) таковы, что e(0), . . . , e(k−1) ∈ WB(G) и
найдутся a, b ∈ Ek, a ̸= b, т.ч.:

Conv({e(a), e(b)}) ⊂ WB(G)

B ∋ f :
f a . . .
a a a . . . a
b a перестановка

Для любого 𝒯 ⊆ Ek, |𝒯 | > 1 найдется 𝜙(x) ∈ B, т.ч. 𝜙(a) ∈ 𝒯
и {𝜙(x) : x ∈ Ek} ⊇ 𝒯

Тогда WB(G) = S(k).

µ(t) = A ϕ̂A←−−

µ(t) = A′

e(a)

µ(t) = A′ ∪ {a}
f̂(g,h)←−−−− µ(h) = A′′

e(a)

e(b)

g
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Кольца вычетов Zk

+k, ×k — сложение и умножение modk, c1— константа 1

Теорема
Система {c1,+k,×k, 𝛾}, где 𝛾(x)—функция принимающая ровно
два значения 0 и 1, аппроксимационно полна.

Теорема
Существуют конечные сильно аппроксимационно полные
системы.

Теорема
Класс 𝒜k многочленов modk аппроксимационно полон тогда и
только тогда, когда k = rm, r —простое.
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Распределения на Ek

{x}

S(k)

· · ·

∅

Pk

S(k)

E(k)

∃B,
|B| <∞

S(k)

E(k)

{∨}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

{∧}

𝜆(G) ∋ e(0)

{∧,∨}

{∧,∨, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, k−1}

S(k)

Conv(E(k) ∖ {e(j)})
j = 1, . . . , k − 2. . .

сильно полные

полные

{×k}

k—простое

𝜆(G) ∋ e(0)

{+k}

𝜆(G) ∋ u

{×k,+k}
k—простое

{×k,+k}
k— любое

{c1,+k,×k, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, 1}

𝒜k, k = rm

r —простое

𝒜k, k = r1r2, r1, r2 > 1,
НОД(r1, r2) = 1

W𝒜k
(p) ̸⊇ Conv(e(0), e(1))

Q∞{0}

Q∞{k−1}

Q∞Ek

Q∞𝒯

достаточные условия неполноты←

QEk
𝜆(G) ∋ u

Q{0}

𝜆(G) ∋ e(0)

Q{k−1}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

←
𝜆(G)={q}
⇒

B ⊆ Q𝜇(q)
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Предельные законы

𝒯 ⊆ Ek, 𝒯 ̸= ∅
f (x1, . . . , xn)— 𝒯 -поглощающая
квазигрупповая операция, если
f (𝛼1, . . . , 𝛼i−1, x, 𝛼i, . . . , 𝛼n−1) ∈ S𝒯
при любых i = 1, . . . , n и
𝛼1, . . . , 𝛼n−1 ∈ Ek
f (x1, . . . , xn) ∈ Q𝒯

∘ 0 1 2 3 4 5
0 0 2 1 2 0 0
1 2 1 0 0 1 1
2 1 0 2 1 2 2
3 1 0 2 5 4 1
4 1 2 0 1 2 3
5 2 0 1 2 1 0

Теорема
Пусть заданы 𝒯 ⊆ Ek, 𝒯 ̸= ∅, n > 1, f (x1, . . . , xn) ∈ Q𝒯 и g ∈ S(k),
удовлетворяющее 𝜇(g) ⊇ 𝒯 . Тогда 𝜆(V{f}(g)) ⊆ {q}, где
𝜇(q) = 𝒯 и qi = 1

|𝒯 | для i ∈ 𝒯 .
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Распределения на Ek

{x}

S(k)

· · ·

∅

Pk

S(k)

E(k)

∃B,
|B| <∞

S(k)

E(k)

{∨}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

{∧}

𝜆(G) ∋ e(0)

{∧,∨}

{∧,∨, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, k−1}

S(k)

Conv(E(k) ∖ {e(j)})
j = 1, . . . , k − 2. . .

сильно полные

полные{×k}

k—простое

𝜆(G) ∋ e(0)

{+k}

𝜆(G) ∋ u

{×k,+k}
k—простое

{×k,+k}
k— любое

{c1,+k,×k, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, 1}

𝒜k, k = rm

r —простое

𝒜k, k = r1r2, r1, r2 > 1,
НОД(r1, r2) = 1

W𝒜k
(p) ̸⊇ Conv(e(0), e(1))

Q∞{0}

Q∞{k−1}

Q∞Ek

Q∞𝒯

достаточные условия неполноты←

QEk
𝜆(G) ∋ u

Q{0}

𝜆(G) ∋ e(0)

Q{k−1}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

←
𝜆(G)={q}
⇒

B ⊆ Q𝜇(q)

А.Д.Яшунский (ИПМ РАН) Аппроксимируемость случайных величин 13.09.2021 17 / 30



Предельные законы

G— существенно плоское:
∃|G′| <∞, Aff(G ∖ G′) ̸⊇ S(k)

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,1)

G— X-множество:
G = G1 ∪ G2, Aff(Gi) ̸⊇ S(k)

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,1)

Теорема
Если для B ⊂ Pk и G ⊂ S(k) выполнено 𝜆(WB(G)) = {q}, причем
WB(G)—не существенно плоское и не X-множество, то B ⊆ Q𝜇(q).
Если при этом B ̸⊆ P1k , то qi = 1

|𝜇(q)| для всех i ∈ 𝜇(q).
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Распределения на Ek
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Замкнутые классы в P2

Теорема
Пусть задан класс A ⊆ P2, [A] = A, A ̸⊆ K,D, L, множество
G ⊆ [0; 1], G ̸= ∅, и выполнено WA(G) = G. Тогда G имеет вид:

[0; 1] или {0, 1}
{0}, если A ⊆ T0; {1}, если A ⊆ T1; {12} если A ⊆ S
[0; g], где g 6 1− 1

m , если A ⊆ Im
[g; 1], где g > 1

m , если A ⊆ Om
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Бернуллиевские распределения

{x}

[0; 1]

· · ·

∅

P2

[0; 1]

{0, 1}

{∧,¬},
{∨,¬}

[0; 1]

{0, 1}

∅

от {∧,∨}
до M01

[0; 1]

{0, 1}

{1}{0}
∅

аппроксимационно
полные

K

[0; 1]

· · ·
0 ∈
𝜆(G)

{0,1}

D

. . .

L

[0; 1]

· · ·

{0, 12 ,1}

{0,1}

1
2 ∈
𝜆(G)

SM

[0; 1]
[0; 12 ]

· · ·
[0; p]
· · ·

{0}

∅

{ 12 }
[ 12 ; 1]

· · ·
[p; 1]
· · ·

{1}
{0, 1}

O∞0
. . .

I∞1

[0; 1]
· · ·

[0; p]
· · ·
{0}

{1}
∅

{0, 1}

O20
. . .

I21

[0; 1]

[0; 12 ]
· · ·

[0; p]
· · ·
{0}

{1}
∅

{0, 1}

от {d3,¬}
до S

[0; 1]

{0, 1}

∅

{ 12 }

→ выпуклые → слабо аппрокс. полные

единств.
пред.
точка

P12

[0; 1]

G=G*

{0, 1}

конечн.
число
пред.
точек

{d3}

[0; 1]
[0; 12 ]

· · ·

{0}

∅

{ 12 }

[ 12 ; 1]

· · ·

{1}

{0,1}
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Кольца вычетов Zk
Для набора g(1), . . . , g(t) ∈ S(k) и множества M ⊆ Ek определим:

Kij = {e(j) ̂︁×k (g(i) ̂︁+k e(s)) | s ∈ Ek} ∪ {e(0)},
Ki(M) = {h(ij1) ̂︁+k · · ·̂︁+k h(i jm) | {j1, . . . , jm} = M, h(ijr) ∈ Kijr},

K(g(1), . . . , g(t);M) = {j(1) ̂︁+k · · ·̂︁+k j(t) | j(1) ∈ K1(M), . . . , j(t) ∈ Kt(M)}.
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Теорема
Пусть U ⊂ Ek — группа обратимых элементов кольца
⟨Ek; {+k,×k}⟩. Положим Z = Ek ∖ (U ∪ {0}) и для заданных
распределений g(1), . . . , g(t) ∈ S(k) определим:

I = {e(j) ̂︁×k (g(i) ̂︁+k e(s)) : j ∈ U, s ∈ Ek, i = 1, . . . , t}

и H = Conv(I ∪ K(g(1), . . . , g(t); Z)) Тогда W{+k,×k}(H) = H.
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Распределения на Ek

{x}

S(k)

· · ·

∅

Pk

S(k)

E(k)

∃B,
|B| <∞

S(k)

E(k)

{∨}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

{∧}

𝜆(G) ∋ e(0)

{∧,∨}

{∧,∨, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, k−1}

S(k)

Conv(E(k) ∖ {e(j)})
j = 1, . . . , k − 2. . .

сильно полные

полные{×k}

k—простое

𝜆(G) ∋ e(0)

{+k}

𝜆(G) ∋ u

{×k,+k}
k—простое

{×k,+k}
k— любое

{c1,+k,×k, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, 1}

𝒜k, k = rm

r —простое

𝒜k, k = r1r2, r1, r2 > 1,
НОД(r1, r2) = 1

W𝒜k
(p) ̸⊇ Conv(e(0), e(1))

Q∞{0}

Q∞{k−1}

Q∞Ek

Q∞𝒯

достаточные условия неполноты←

QEk
𝜆(G) ∋ u

Q{0}

𝜆(G) ∋ e(0)

Q{k−1}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

←
𝜆(G)={q}
⇒

B ⊆ Q𝜇(q)
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Конечные цепи

Ek : 0 < 1 < 2 < · · · < k − 1; минимум—∧, максимум—∨

Теорема
Система {∧,∨, 𝛾}, где 𝛾(x) : Ek → {0, k − 1}, аппроксимационно
полна.

L(i, 𝛼) =
{︁
p :

i−1∑︀
j=0
pj 6

(︀ i∑︀
j=0
pj
)︀𝛼}︁, U(i, 𝛼) = {︁

p :
k−1∑︀
j=i+1

pj 6
(︀ k−1∑︀
j=i
pj
)︀𝛼}︁

Теорема
Для любого 𝛼 > 1 и любого i ∈ Ek выполнены
соотношения W{∨,∧}(L(i, 𝛼)) = L(i, 𝛼)
и W{∨,∧}(U(i, 𝛼)) = U(i, 𝛼).
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Теорема
Пусть p ∈ S(k) удовлетворяет 𝜇(p) = Ek . Тогда для всех
i ∈ Ek ∖ {0} выполнено Conv(e(i−1), e(i)) ⊆ W{∨,∧}(p).
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Поля вычетов Zk
Для p ∈ Sk положим 𝜀(p) = 1− p0, 𝛿i(p) = pi − 𝜀(p)

k−1 , i ∈ Ek ∖ {0}
H𝛼,b = {p ∈ S(k) : 𝜀(p) 6 b} ∩

(︁ ⋂︀
i ̸=0

{︁
p ∈ S(k) : |𝛿i(p)| 6 𝜀(p)𝛼

k−1

}︁)︁
,

Ka,b,c =
⋂︀
i ̸=0

{︀
p ∈ S(k) : |𝛿i(p)| 6 a− a

b(𝜀− h), |𝛿i(p)| 6 a+ a
c (𝜀− h)

}︀
Теорема
Пусть k—простое, a удовлетворяет 0 < a 6 1

k
и K = Ka,k(k−1)a2,h. Тогда W{+k,×k}(K) = K.

Теорема
Для каждого простого k > 3 найдется такое
𝛼0(k), что при всех 𝛼 > 𝛼0(k), a = (k−1)𝛼−1

k𝛼 ,
множества I𝛼 = H𝛼,h ∪ Ka,k(k−1)a2,k(k−1)a2
удовлетворяют W{+k,×k}(I𝛼) = I𝛼.
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Распределения на Ek

{x}

S(k)

· · ·

∅

Pk

S(k)

E(k)

∃B,
|B| <∞

S(k)

E(k)

{∨}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

{∧}

𝜆(G) ∋ e(0)

{∧,∨}

{∧,∨, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, k−1}

S(k)

Conv(E(k) ∖ {e(j)})
j = 1, . . . , k − 2. . .

сильно полные

полные{×k}
k—простое

𝜆(G) ∋ e(0)

{+k}

𝜆(G) ∋ u

{×k,+k}
k—простое

{×k,+k}
k— любое

{c1,+k,×k, 𝛾}
𝛾:Ek→{0, 1}

𝒜k, k = rm

r —простое

𝒜k, k = r1r2, r1, r2 > 1,
НОД(r1, r2) = 1

W𝒜k
(p) ̸⊇ Conv(e(0), e(1))

Q∞{0}

Q∞{k−1}

Q∞Ek

Q∞𝒯

достаточные условия неполноты←

QEk
𝜆(G) ∋ u

Q{0}

𝜆(G) ∋ e(0)

Q{k−1}

𝜆(G) ∋ e(k−1)

←
𝜆(G)={q}
⇒

B ⊆ Q𝜇(q)
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