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�­®£®£à ­­¨ª íâ® á¢ï§­ ï ¬­®£®£à ­­ ï 2D ¯®¢¥àå­®áâì ¢ R3.

�§£¨¡ ¥¬ë© ¬­®£®£à ­­¨ª íâ® ¬­®£®£à ­­¨ª, 3D ä®à¬ã
ª®â®à®£® ¬®¦­® ¨§¬¥­¨âì ­¥¯à¥àë¢­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥©, ¯à¨
ª®â®à®© ª ¦¤ ï £à ­ì ¤¢¨¦¥âáï ª ª â¢ñà¤®¥ â¥«® (â.¥. â ª, çâ®
¨§¬¥­¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­®© ä®à¬ë ¤®áâ¨£ ¥âáï â®«ìª® § 
áçñâ ¨§¬¥­¥­¨ï ¤¢ã£à ­­ëå ã£«®¢).

�§£¨¡ ­¨¥ ¬­®£®£à ­­¨ª  íâ® ¥£® ­¥¯à¥àë¢­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï,
¯à¨ ª®â®à®© ª ¦¤ ï £à ­ì ¤¢¨¦¥âáï ª ª â¢ñà¤®¥ â¥«® ¨ ¯à¨
íâ®¬ 3D ä®à¬  ¬­®£®£à ­­¨ª  ¨§¬¥­ï¥âáï.
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Vol. 99 (2010) The Dehn invariants of the Bricard octahedra 3

The main result of this paper is that the Dehn invariants of any Bricard octa-
hedron remain constant during the flex. Using this result we prove also that
the Strong Bellows Conjecture holds true for the Steffen flexible polyhedron.

Our description of the Bricard octahedra of types 1–3 and of the Steffen poly-
hedron is very brief; it is aimed mainly at fixing notations and recalling the
properties needed for our study. We refer the reader for details to [4,11,12],
[14], and [20].

2. Bricard octahedra of type 1

Any Bricard octahedron of type 1 in R3 can be constructed in the following
way. Consider a disk-homeomorphic piece-wise linear surface S in R3 composed
of four triangles A1B1C1, B1A2C1, A2B2C1, and B2A1C1 such that |A1B1| =
|A2B2| and |B1A2| = |B2A1| (see Fig. 1). It is known that such a spatial quad-
rilateral A1B1A2B2 is symmetric with respect to a line L passing through the
middle points of its diagonals A1A2 and B1B2 [11]. Glue together S and its
symmetric image with respect to L (see Fig. 2). Denote by C2 the symmetric
image of C1 under the symmetry with respect to L. The resulting polyhe-
dral surface with self-intersections is flexible (because S is flexible) and is
combinatorially equivalent to the surface of the regular octahedron. This is
known as the Bricard octahedron of type 1. Each of the spatial quadrilaterals
A1B1A2B2, A1C1A2C2 or B1C1B2C2 is called its equator.

Figure 1 Piece-wise linear disk S and the line of symmetry L

Figure 2 Bricard octahedron of type 1
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§ 2. �¢­ë¥ ª®­áâàãªæ¨¨
§ ¬ª­ãâëå ¨§£¨¡ ¥¬ëå ¬­®£®£à ­­¨ª®¢ ¢ R3,

­¥ £®¬¥®¬®àä­ëå áä¥à¥
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�¥ªá í¤à / Hexahedron / �¥¬¨£à ­­¨ª

�¥âà £¥¬¨£¥ªá í¤à / Tetrahemihexahedron:
• ¨¬¥¥â â¥ ¦¥ ¢¥àè¨­ë ¨ àñ¡à , çâ® ¨ ¯à ¢¨«ì­ë© ®ªâ í¤à;
• ¨¬¥¥â 6 ¢¥àè¨­, 12 àñ¡¥à, ¨ 7 £à ­¥© (4 âà¥ã£®«ì­ëå ¨ 3
ª¢ ¤à â­ëå);
• ï¢«ï¥âáï ®¤­®à®¤­ë¬ §¢ñ§¤ç âë¬ ¬­®£®£à ­­¨ª®¬;
• £®¬¥®¬®àä¥­ ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯à®¥ªâ¨¢­®© ¯«®áª®áâ¨.
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�¥ªá í¤à / Hexahedron / �¥¬¨£à ­­¨ª



§ 2. �®«ìª«®à: ý­ áâ®ïé ïþ £¨¯®â¥§  ªã§­¥ç­ëå ¬¥å®¢
-12-

� ¤®¡ ¢«¥­¨¨ àãçª¨ (­® ­¥ «¨áâ  �ñ¡¨ãá ) ­ ¯¨á ­®,
­ ¯à¨¬¥à, ã Nicolaas Kuiper ¢ 1979.

�à®¡«¥¬  ü1: �áïª¨© ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬­®£®£à ­­¨ª ¯®«ãç ¥âáï

áª«¥¨¢ ­¨¥¬ ¡®«¥¥ ¯à®áâ®£® ¨§£¨¡ ¥¬®£® ¬­®£®£à ­­¨ª ,

®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë© ®¡êñ¬ ª®â®à®£® â®¦¤¥áâ¢¥­­® à ¢¥­ ­ã«î ¢

¯à®æ¥áá¥ ¨§£¨¡ ­¨ï, ¨ ­¥¨§£¨¡ ¥¬®£® ¬­®£®£à ­­¨ª , ®¡êñ¬

ª®â®à®£®, ª®­¥ç­®, ¯®áâ®ï­¥­ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¨§£¨¡ ­¨ï (Robert
Connelly, private communication)
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�®¯à®á: �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¨§£¨¡ ¥¬ë© ¬­®£®£à ­­¨ª, ¢

¯®áâà®¥­¨¨ ª®â®à®£® ­¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ­¨ ®¤¨­ ¨§ ®ªâ í¤à®¢

�à¨ª à ?
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�¥®à¥¬  (�.�., 1995)

�à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© (3){(7) ¬­®£®£à ­­¨ª ï¢«ï¥âáï

¨§£¨¡ ¥¬ë¬, ¨ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¨§£¨¡ ­¨ï ¥£® ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë©

®¡ê¥¬ â®¦¤¥áâ¢¥­­® à ¢¥­ ­ã«î. �¤¥áì:
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�à®¡«¥¬  ü2: �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ äã­ªæ¨ï ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥

¬­®£®£à ­­¨ª®¢, §­ ç¥­¨ï ª®â®à®© ­  ¨§£¨¡ ¥¬ëå â®à å,

¯®áâà®¥­­ëå ¢ â¥®à¥¬¥ �.�., § ¤ îâáï ä®à¬ã« ¬¨ (6) ¨«¨ (7)?

� ª®¢ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« íâ®© äã­ªæ¨¨?

�à®¡«¥¬  ü3: � ©â¨ ¨áç¥à¯ë¢ îé¨© á¯¨á®ª ¨­¢ à¨ ­â®¢,

á®åà ­ïîé¨åáï ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¨§£¨¡ ­¨ï «î¡®£® ¬­®£à ­­¨ª .

(�ë §­ ¥¬, çâ® ¢ íâ®â á¯¨á®ª ¢å®¤ïâ ®¡êñ¬, ¨­â¥£à «ì­ ï
áà¥¤­ïï ªà¨¢¨§­ , ¨­¢ à¨ ­âë �¥­ , . . . , ¯«®é ¤ì
¯®¢¥àå­®áâ¨, ¨­â¥£à «ì­ ï £ ãáá®¢  ªà¨¢¨§­  . . . . �â® ¥éñ?)
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�¥®à¥¬  (�.�. �â®£à¨­, 2015)

�«ï «î¡®£® g ∈ N, áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ª­ãâ ï ®à¨¥­â¨àã¥¬ ï

¬­®£®£à ­­ ï ¯®¢¥àå­®áâì à®¤  g , ¢«®¦¥­­ ï ¢ R3,

¤®¯ãáª îé ï â®«ìª® ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¨§£¨¡ ­¨¥.

� ¯à®æ¥áá¥ ¨§£¨¡ ­¨ï ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨§£¨¡ îâáï ¢á¥ ¥ñ

¤¢ã£à ­­ë¥ ã£«ë, ªà®¬¥ ®¤­®£®.

� ¬¥ç ­¨¥: �¥ ¨§¢¥áâ­®, ¢¥à­  «¨ íâ  â¥®à¥¬  ¯à¨
¤®¯®«­¨â¥«ì­®¬ ãá«®¢¨¨, çâ® ¢á¥ £à ­¨ âà¥ã£®«ì­ë¥.

�à®¡«¥¬  ü4: �¥à­® «¨, çâ® ã ¢áïª®£® ¢«®¦¥­­®£® § ¬ª­ãâ®£®

¨§£¨¡ ¥¬®£® ¬­®£®£à ­­¨ª  ¥áâì ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­

¤¢ã£à ­­ë© ã£®«, ¢¥«¨ç¨­  ª®â®à®£® ­¥ ¬¥­ï¥âáï ¢ ¯à®æ¥áá¥

¨§£¨¡ ­¨ï?
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Рис. 3. Изгибаемый тор Рис. 4. Диск с ручкой

симметрии (см. рис. 3), может принимать все значения из промежутка [0,π], так как тор T
может быть сплюснут и в фронтальную плоскость, и в горизонтальную. В силу леммы 2 тор T
допускает лишь однопараметрическое изгибание.

Седло. Изгибаемый тор T имеет две седловые вершины, в которых кривизна тора от-
рицательна. Сходящиеся в такой вершине четыре параллелограмма, как и гомотетичные им
четыре параллелограмма с центром гомотетии в ней, составляют седло.

Ручка. Дополнение седла, состоящего из четырех параллелограммов тора T , сходящихся
в седловой вершине, до всего тора мы будем называть ручкой. Тор T обладает самопересече-
нием, однако указанная ручка вложена в R3. Она изгибаема. С ней будут связаны дальнейшие
наши построения [21, 22].

Диск с ручкой. С центром гомотетии в седловой вершине тора T и коэффициентом
гомотетии λ > 1 увеличим сходящиеся в ней четыре параллелограмма. Удалим внутренности
этих четырех параллелограммов, внутренности четырех ребер, по которым они смежны, и их
общую вершину. Вместо четырех удаленных параллелограммов получим четыре невыпуклых
шестиугольника. Они вместе с оставшимися 12 параллелограммами тора составляют диск с
ручкой (см. рис. 4). Он вложен в R3, изгибаем и допускает только однопараметрическое изги-
бание.

Диск с ручкой, тор с дырой и сама ручка в нашем случае — это топологически эквивалент-
ные двумерные поверхности.

Диск с ручками. Возьмем диск с ручкой. Ручка имеет седловую вершину (вторую из
имевшихся двух у тора T ). В ней сходятся четыре параллелограмма. Построим достаточно
малую ее окрестность из четырех гомотетичных им параллелограммов с центром гомотетии
в седловой вершине. Эту окрестность мы назвали седлом. Заменим это седло на ручку — до-
полнение седла до тора. Получим диск с двумя ручками. Он вложен в R3, так как заменяемое
на ручку седло выбрано достаточно малым. Новая ручка также имеет седловую вершину, и
ее достаточно малую окрестность из четырех параллелограммов (новое седло) опять мож-
но заменить на ручку. Через конечное число шагов получится вложенный в R3 изгибаемый
полиэдральный диск с ручками (диск с произвольным числом ручек).

Каждая замена седла на ручку не нарушает изгибаемость поверхности и не влияет на
число параметров изгибания вновь полученной поверхности.

Лемма 3. Построенный диск с ручками допускает только однопараметрическое изги-
бание. В процессе изгибания этой поверхности все ее двугранные углы изгибаются. В любом
представлении этой поверхности в виде диска с ручками все ее ручки изгибаются.

Доказательство. Каждая внутренняя вершина этого диска с ручками имеет степень 4,
а сходящиеся в ней грани составляют пирамиду общего положения. В силу леммы 2 такая

12 ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2015, т. 288
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�¥®à¥¬  (�.�. �â®£à¨­, 2015)

�«ï «î¡®£® h ∈ N, áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ª­ãâ ï ­¥®à¨¥­â¨àã¥¬ ï

¬­®£®£à ­­ ï ¯®¢¥àå­®áâì á h ¯«ñ­ª ¬¨ �ñ¡¨ãá ,

¤®¯ãáª îé ï â®«ìª® ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¨§£¨¡ ­¨¥. �à¨

¨§£¨¡ ­¨¨ íâ®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢á¥ ¥ñ ¤¢ã£à ­­ë¥ ã£«ë ï¢«ïîâáï

¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ (¢ ç áâ­®áâ¨, ª ¦¤ ï ¥ñ ¯«¥­ª  �ñ¡¨ãá 

¨§£¨¡ ¥âáï).
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180 М.И. ШТОГРИН

Рис. 5. Триангуляция изгибаемой проективной плоскости
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Рис. 6. Схема склейки треугольников триангуляции

три плоскости симметрии, пересекающие его по квадратам. Эти три квадрата вместе с четырь-
мя попарно несмежными гранями октаэдра составляют гептаэдр [13]. Окрестность каждой
из шести вершин этой поверхности представляет собой зонтик Уитни. Значит, указанное ее
отображение в R3 не есть погружение. Неразветвленной двулистной накрывающей гептаэдра
является кубооктаэдр — поверхность одного из архимедовых тел. Следовательно, гептаэдр
представляет собой проективную плоскость, а дополнение его квадрата до всей поверхности
представляет собой пленку Мёбиуса. Такой пленкой можно заклеить каждую квадратную ды-
ру в грани любой полиэдральной поверхности. Именно так изгибаемую полиэдральную сферу
мы можем превратить в изгибаемую неориентируемую поверхность произвольного рода, одна-
ко на ней каждая упомянутая пленка Мёбиуса будет неизгибаемой, так как ее реберный остов
является реберным остовом платонова октаэдра.

Построим новую пленку Мёбиуса, которая является изгибаемой.
На рис. 5 изображена триангуляция проективной плоскости. Она составлена из четырех

пирамид, основаниями которых служит контур одного и того же ромба. Вершины пирамид
расположены над плоскостью ромба на одной и той же высоте. Они эквивалентны относитель-
но группы движений пространства R3, порожденной отражениями от плоскостей, перпенди-
кулярных плоскости ромба и проходящих через его диагонали. Это группа mm2.

Контур ромба служит основанием четырех пирамид, которые изображены отдельно друг от
друга на рис. 6. При отождествлении ребер (и вершин) оснований, обозначенных одинаковыми
буквами, все четыре пирамиды объединены в одну поверхность. Эта поверхность содержит
9 вершин, 24 ребра и 16 треугольных граней. Эйлерова характеристика поверхности равна 1.
Следовательно, это проективная плоскость, заданная своей триангуляцией.

Каждая из пирамид, из которых склеена проективная плоскость, изгибаема. При изгибании
край пирамиды перестает быть плоским. Однако в процессе изгибания сохранится упомянутая
выше группа симметрии края. Это группа mm2 (см. лемму 1).

В процессе изгибания одной из этих пирамид все четыре пирамиды, эквивалентные отно-
сительно группы mm2, будут обладать совпадающими основаниями. Отождествление ребер
оснований сохраним согласно схеме, унаследованной из рис. 6.

Таким образом, построенная проективная плоскость является изгибаемой. Триангуляция
этой проективной плоскости представлена нами двумя рисунками — рис. 5 и 6.

Лемма 5. Данная проективная плоскость допускает только однопараметрическое из-
гибание. В процессе изгибания все ее двугранные углы изгибаются.
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Рис. 5. Триангуляция изгибаемой проективной плоскости
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Рис. 6. Схема склейки треугольников триангуляции
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Рис. 7. Диск с пленкой Мёбиуса

Доказательство. Две пирамиды на рис. 6, а, б, склеенные по сторонам основания a и b,
составляют диск с четырехугольным краем eghf . Этот диск изгибается так, что стороны e
и f , а также g и h занимают в R3 идентичные положения, будто из данных пирамид склеен
октаэдр (см. пример 2). Точно так же две пирамиды на рис. 6, в, г, склеенные по сторонам
основания c и d, составляют диск с четырехугольным краем ehgf , в котором стороны f и g
занимают положения сторон e и h соответственно. Рассмотрим вспомогательный диск, скле-
енный из пирамид на рис. 6, б , в по ребру h и обладающий шестиугольным краем fabdce. Он
изгибается так, будто он с четырехугольным краем abdc, так как стороны e и f занимают одно
и то же положение в R3. Значит, положение стороны c совпадает с положением стороны a,
а положение стороны d совпадает с положением стороны b (см. пример 2). Следовательно,
наша проективная плоскость допускает только однопараметрическое изгибание, при котором
изгибаются все ее двугранные углы. �

Пленка Мёбиуса. Построенная изгибаемая проективная плоскость состоит из четырех
пирамид. Каждая из них является диском (состоящим из четырех треугольников). Поэтому
дополнение пирамиды до проективной плоскости есть пленка Мёбиуса. Эта пленка Мёбиуса
изгибаема.

Диск с пленкой Мёбиуса. Край изгибаемой пленки Мёбиуса можно задать в явном
виде. Для этого объединим дополнение пирамиды до проективной плоскости с дополнением
этой же пирамиды до гомотетично увеличенной пирамиды с центром гомотетии в ее вершине.
Тогда основание увеличенной пирамиды будет краем новой изгибаемой пленки Мёбиуса. Она
изображена на рис. 7. Здесь схема склейки та же самая, что и на рис. 6. Мы будем говорить,
что это диск с пленкой Мёбиуса.

Лемма 6. Данный диск с пленкой Мёбиуса допускает только однопараметрическое из-
гибание.

Доказательство. Рассматриваемый диск с пленкой Мёбиуса состоит из трех пирамид и
одной усеченной пирамиды. Заменив усеченную пирамиду на пирамиду, посредством которой
она была получена, мы вернемся к исходной проективной плоскости. Изгибание проективной
плоскости приводит к изгибанию диска с пленкой Мёбиуса, и наоборот. �
Вернемся к исходной изгибаемой проективной плоскости, построенной выше. Каждая из

четырех пирамид, из которых она состоит, дополняется до проективной плоскости своей плен-
кой Мёбиуса, состоящей из трех остальных пирамид.
Теперь приступим к построению изгибаемой неориентируемой поверхности произвольного

рода. Для этой цели прибегнем к специальной перестройке проективной плоскости, которая
заключается в замене окрестности вершины пирамиды на изгибаемую пленку Мёбиуса.
С центром гомотетии в вершине одной из пирамид, из которых состоит проективная плос-

кость, выделим гомотетичную ей меньшую пирамиду. Эту меньшую пирамиду заменим на
меньшую пленку Мёбиуса, состоящую из трех меньших пирамид, дополняющих ее до мень-
шей проективной плоскости. При такой замене исходная проективная плоскость, состоящая
из четырех пирамид, будет перестроена в поверхность, состоящую из двух пленок Мёбиуса.
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Figure 3. Link of a convex vertex.

Our next example of a simple vertex is a symmetric saddle type vertex as
in Figure 4. Now �k(v) is not convex, but g(v) is convex. Here we choose an
orientation of each face coming from a global orientation of the star of v (the
neighborhood of v which is the union of the four faces at v). The length of a side
of g(v) is the dihedral angle between the faces determining the side. The angle
between two sides of g(v) at g(F ) = z(F ) (F a face at v) is the angle of F at v.
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Figure 4. A simple saddle and its Gauss image.

The third example of a simple vertex is the “fold” vertex arising from the caved
in roof of Figure 2. There are four faces at v. The two “wall” faces F1, F2 are
oriented with the normal directions pointing out of the house, and the other two
faces of the sunken roof, F3, F4, are oppositely oriented, i.e., their normals orient
F3 ∪ F4 but not the star of v. The lengths of the sides of g(v) are the dihedral
angles (of this orientation) and the angles between the sides are α1, α2, π − α3,
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Figure 5. A fold and its Gauss map.

and π − α4, where αi is the angle of Fi at v.
A last example here of a simple vertex is a cone on a figure eight. In Figure 6

we illustrate a face orientation of a cone on a Figure 8 and its gauss image.

1

2

3
4

1

2

3
4

1

2

3

4

Figure 6. A figure eight and its Gauss map.

3. Local rigidity

We now state one of our local results, for a polyhedron M modeled on Σ (the
sphere or projective plane).

Theorem 1. Assume each face of M can be oriented so that each vertex of M is
a simple vertex, for the Gauss map arising from the face orientations. Then M is
ε-rigid, i.e., there is a ε > 0 such that if N is a polyhedron ε-close to M , and if
N is isomorphic to M , then N is congruent to M .
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Об одном классе неизгибаемых многогранников 1177

M0 M0

Рис. 2.

определении максимально возможного рода многогранника с n вершинами1).
Известный результат из [11] дает для вложенных многогранников асимптотиче-
скую оценку gmax = O(n lnn). Если задачу сузить, предположив, что рассмат-
риваются только пирамидальные многогранники, то, по-видимому, получится
оценка g = O(n).

Замечание 1. Так как неориентируемые многогранники обязательно име-
ют самопересечения, для них и вообще для всех остальных тоже можно ставить
аналогичный вопрос, предполагая многогранники погруженными.

Рис. 3.

Покажем, как построить неориентируемые пирамиды. На двух несоседних
гранях невыпуклой четырехугольной пирамиды вырежем два треугольных от-
верстия и соединим их «тоннелем», который пересечет грань пирамиды между
отверстиями (рис. 3). Очевидно, что получился погруженный неориентируемый
многогранник, который, как и положено, имеет самопересечения. Вычислим его
эйлерову характеристику χ. Имеем 11 вершин, 33 ребра и 22 грани. Значит,
χ = 0.

Вышеуказанный способ построения неориентируемых пирамид дает погру-
женные неориентируемые пирамиды с минимальным числом вершин, равным
11. В данном случае это построение бутылки Клейна с использованием од-
ного «туннеля» в четырехугольной пирамиде. В [12] приведена конструкция
погружения бутылки Клейна в виде пирамиды с 9 вершинами, причем там же

1)В [10] даны хороший обзор и новые результаты по этой тематике.
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оценка g = O(n).

Замечание 1. Так как неориентируемые многогранники обязательно име-
ют самопересечения, для них и вообще для всех остальных тоже можно ставить
аналогичный вопрос, предполагая многогранники погруженными.

Рис. 3.

Покажем, как построить неориентируемые пирамиды. На двух несоседних
гранях невыпуклой четырехугольной пирамиды вырежем два треугольных от-
верстия и соединим их «тоннелем», который пересечет грань пирамиды между
отверстиями (рис. 3). Очевидно, что получился погруженный неориентируемый
многогранник, который, как и положено, имеет самопересечения. Вычислим его
эйлерову характеристику χ. Имеем 11 вершин, 33 ребра и 22 грани. Значит,
χ = 0.

Вышеуказанный способ построения неориентируемых пирамид дает погру-
женные неориентируемые пирамиды с минимальным числом вершин, равным
11. В данном случае это построение бутылки Клейна с использованием од-
ного «туннеля» в четырехугольной пирамиде. В [12] приведена конструкция
погружения бутылки Клейна в виде пирамиды с 9 вершинами, причем там же

1)В [10] даны хороший обзор и новые результаты по этой тематике.
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�¨à ¬¨¤  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã �, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥ñ £« ¢­ ï
¢¥àè¨­  u â ª ï, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® à¥¡à  v ,w ¯¨à ¬¨¤ë, ­¥
á®¤¥à¦ é¥£® u, âà¥ã£®«ì­¨ª á ¢¥àè¨­ ¬¨ u, v ,w ­¥¢ëà®¦¤¥­.

�¥®à¥¬  (�.�. � ¡¨â®¢, 2014)

�î¡ ï á¨¬¯«¨æ¨ «ì­ ï ¯¨à ¬¨¤  ¢ R3 ª« áá  A ­¥¨§£¨¡ ¥¬ .

�«¥¤áâ¢¨¥: �î¡ ï ¯®£àã¦¥­­ ï ¢ R3 ¯¨à ¬¨¤  ­¥¨§£¨¡ ¥¬ .

� ¬¥ç ­¨¥: �ãé¥áâ¢ãîâ ¨ ¨§£¨¡ ¥¬ë¥ ¯¨à ¬¨¤ë,
£®¬¥®¬®àä­ë¥ áä¥à¥ (�.�. � ¡¨â®¢, 1983).
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Bricard 6 Bar Linkage ­  YouTube:

https://www.youtube.com/watch?v=fO1OI-YZS3Y

https://www.youtube.com/watch?v=fO1OI-YZS3Y
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The Bricard linkages  127

 A reproduction of the first linkage is shown in Figure 6.14. For conven-
ience, let us call it Linkage I. The other, Linkage II, is shown in Figure 
6.15. The geometric parameters of the original threefold- symmetric Bricard 
linkage and its alternative form of both linkages are as follows (Chen et 
al., 2005).

  

(a) (b)

Figure 6.14  Motion sequence of Linkage I. (a) Fully expanded configuration and 
(b) blockage occurs during folding.

  

(a) (b)

  

(c) (d)

Figure 6.15  Motion sequence of Linkage II. (a) Fully expanded, (b) to (c) inter-
mediate and (d) fully folded configurations.
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2.3.5 The Bricard linkages

Among six- bar overconstrained mechanisms with revolute joints, the most 
remarkable are the Bricard linkages. Bricard reported three different types 
of mobile 6R linkages when he was investigating octahedra (Bricard, 1897) 
and later he added three more types, namely the line- symmetric, the plane- 
symmetric and the trihedral linkages (Bricard, 1927). All of the six types 
and their associated geometrical conditions are summarised as follows 
(Baker, 1980; Phillips, 1990).

(d)

Figure 2.16 continued.

�¡  à¨áã­ª  ¨§ ª­¨£¨ Zhong You, Yan Chen \Motion Structures.
Deployable structural assemblies of mechanisms." Spon Press:
London, 2012.
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N-§¢¥­­ë¥ § ¬ª­ãâë¥ ¬¥å ­¨§¬ë ¨§¢¥áâ­ë ¯à¨
N = 4, 5, 6, 8, 10, 12, . . .

4-§¢¥­­ë© ¬¥å ­¨§¬ ¯à¥¤«®¦¨« Geo�rey Bennett ¢ 1914 £®¤ã ¢
áâ âì¥ \The skew isogram mechanism," Proceedings of the
London Mathematical Society, (2) 13, 151{173.T
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Vol. 99 (2010) The Dehn invariants of the Bricard octahedra 3

The main result of this paper is that the Dehn invariants of any Bricard octa-
hedron remain constant during the flex. Using this result we prove also that
the Strong Bellows Conjecture holds true for the Steffen flexible polyhedron.

Our description of the Bricard octahedra of types 1–3 and of the Steffen poly-
hedron is very brief; it is aimed mainly at fixing notations and recalling the
properties needed for our study. We refer the reader for details to [4,11,12],
[14], and [20].

2. Bricard octahedra of type 1

Any Bricard octahedron of type 1 in R3 can be constructed in the following
way. Consider a disk-homeomorphic piece-wise linear surface S in R3 composed
of four triangles A1B1C1, B1A2C1, A2B2C1, and B2A1C1 such that |A1B1| =
|A2B2| and |B1A2| = |B2A1| (see Fig. 1). It is known that such a spatial quad-
rilateral A1B1A2B2 is symmetric with respect to a line L passing through the
middle points of its diagonals A1A2 and B1B2 [11]. Glue together S and its
symmetric image with respect to L (see Fig. 2). Denote by C2 the symmetric
image of C1 under the symmetry with respect to L. The resulting polyhe-
dral surface with self-intersections is flexible (because S is flexible) and is
combinatorially equivalent to the surface of the regular octahedron. This is
known as the Bricard octahedron of type 1. Each of the spatial quadrilaterals
A1B1A2B2, A1C1A2C2 or B1C1B2C2 is called its equator.

Figure 1 Piece-wise linear disk S and the line of symmetry L

Figure 2 Bricard octahedron of type 1
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properties needed for our study. We refer the reader for details to [4,11,12],
[14], and [20].

2. Bricard octahedra of type 1

Any Bricard octahedron of type 1 in R3 can be constructed in the following
way. Consider a disk-homeomorphic piece-wise linear surface S in R3 composed
of four triangles A1B1C1, B1A2C1, A2B2C1, and B2A1C1 such that |A1B1| =
|A2B2| and |B1A2| = |B2A1| (see Fig. 1). It is known that such a spatial quad-
rilateral A1B1A2B2 is symmetric with respect to a line L passing through the
middle points of its diagonals A1A2 and B1B2 [11]. Glue together S and its
symmetric image with respect to L (see Fig. 2). Denote by C2 the symmetric
image of C1 under the symmetry with respect to L. The resulting polyhe-
dral surface with self-intersections is flexible (because S is flexible) and is
combinatorially equivalent to the surface of the regular octahedron. This is
known as the Bricard octahedron of type 1. Each of the spatial quadrilaterals
A1B1A2B2, A1C1A2C2 or B1C1B2C2 is called its equator.

Figure 1 Piece-wise linear disk S and the line of symmetry L

Figure 2 Bricard octahedron of type 1



§ 4 : �¥áâ¨§¢¥­­ë© ¬¥å ­¨§¬ �à¨ª à  { ®¡êïá­¥­¨¥
-45-



§ 4 : �¥âëàñå§¢¥­­ë© ¬¥å ­¨§¬ �¥­­¥â  { ¯à¨«®¦¥­¨ï

-45-

f
λ

λ

G
G

=
(sin

+
cos

)

S
S ′

(6-12)

6.4.
Construction

process

The
m
echanical network

constructed
by

the
alternative

form
of Bennett linkages is a
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a
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thickness. The
reflector

surface of the parabolic cylindrical antenna
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�¡  à¨áã­ª  ¨§ áâ âì¨
Xiaoke Song et al., \Networking of Bennett linkages and its
application on deployable parabolic cylindrical antenna."
Mechanism and Machine Theory 109 (2017), 95{125.
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�¥á¬®âàï ­  â®, çâ® ª¨­¥¬ â¨ª  íâ®£® á¥¬¥©áâ¢  ¬¥å ­¨§¬®¢
¨§ãç¥­  ®ç¥­ì å®à®è®, ®­® ¬ «® ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¢
¯à®¬ëè«¥­­®áâ¨. � ¤¥¥¬áï, çâ® á® ¢à¥¬¥­¥¬ á¨âã æ¨ï
¨§¬¥­¨âáï. { �í­ì �­ì, � �¦ã­ (2012).

Although the kinematics study on this family of linkages is in
depth, little industry application has been developed. So it is the
lost jade in the treasure box of mechanisms, waiting for being
recovered and cherished. { Yan Chen, Zhong You (2012)
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