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Уравнения Эйлера – Пуассона и их первые интегралы.
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При любых значениях параметров                                система уравнений Эйлера – Пуассона обладает 
тремя первыми интегралами. 

1 2 3 1 2 3, , , , ,A A A x x x

Интеграл энергии:

( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 const
2

H A A A Mg x x x Eω ω ω γ γ γ= + + + + + = =

Интеграл площадей:

1 1 1 2 2 2 3 3 3 constK A A A kω γ ω γ ω γ= + + = =

Геометрический интеграл
2 2 2
1 2 3 1.γ γ γ+ + =

Для решения системы уравнений Эйлера – Пуассона достаточно найти ещё один дополнительный 
первый интеграл. В общем случае найти его невозможно, однако он может существовать при 
некоторых значениях параметров. 



Интегрируемые случаи уравнений Эйлера – Пуассона

1. Случай Эйлера:                               Дополнительный первый интеграл:1 2 3 0.x x x= = =

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 constL A A A lω ω ω= + + = =

2. Случай Лагранжа:                                     Дополнительный первый интеграл:1 2 1 20, .x x A A= = =

3 constω ω= =

3. Случай Ковалевской:                                                Дополнительный первый интеграл: 1 2 3 2 32 , 0.A A A x x= = = =
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Кроме трех общих случаев интегрируемости существует ещё значительное число частных случаев 
интегрируемости, когда дополнительный первый интеграл существует не только при ограничениях на 
параметры, но и при дополнительных ограничениях на начальные условия.

В 1890 году немецкий математик и механик В. Гесс показал, что при выполнении условий: 

( ) ( )2 2
3 2 3 1 2 1 2 3 1 2 3 10, ,x A A A x A A A x A A A= − = − ≥ ≥

уравнения Эйлера – Пуассона допускают четвертый частный интеграл вида

1 1 1 2 2 2 0.A x A xω ω+ =

Чтобы доказать существование данного интеграла, запишем уравнения Эйлера – Пуассона в 
специальных осях П.В. Харламова.  



Оригинальная работа Гесса (1890 г.) 



Работа Г.Г. Аппельрота (1892 г.)



Работа П.А. Некрасова (1892 г.)



Статья А.В. Беляева (2015 г.)



Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях П.В. Харламова - I

Выберем вместо главных осей инерции в неподвижной точке O произвольную правую систему 
координат              , жестко связанную с телом. В этой системе координат кинетический момент тела и 
вектор угловой скорости имеют вид:
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При этом кинетическая энергия тела записывается в виде:
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Если разрешить систему уравнений (2) относительно компонент угловой скорости, то получим:
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Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях П.В. Харламова - II
Здесь обозначено:
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Кинетическая энергия принимает вид:
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Повернем теперь оси системы координат              вокруг первой оси         на угол α. Тогда 1 2 3Oξ ξ ξ 1Oξ
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Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях П.В. Харламова - III

Тогда кинетическая энергия принимает вид:

( ) ( )* *2 * *2 * *2 * * * * *
11 1 22 2 33 3 13 3 12 2 1

1 .
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T l K l K l K l K l K K= + + + +

Определение. Система координат              называется специальными осями П.В.Харламова, если ось 
этой системы направлена вдоль радиуса – вектора центра масс твердого тела, а кинетическая энергия 
имеет вид, указанный выше, то есть 
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В специальных осях П.В. Харламова уравнения Эйлера – Пуассона принимают вид:
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Здесь               – проекции  вектора γ на оси специальной системы координат, а 

Воспользуемся специальными осями П.В. Харламова для изучения движения тяжелого твердого тела с 
неподвижной точкой в случае Гесса.

1 2 3, ,ν ν ν
2 2 2
1 2 3Mg Mg x x xρΓ = = + +



Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях П.В. Харламова 
для случая Гесса - I

В случае Гесса переход от главных осей инерции тела в неподвижной точке к специальным осям   П.В. 
Харламова определяется формулами:
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Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях П.В. Харламова записываются следующим 
образом:
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Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях П.В. Харламова 
для случая Гесса - II

Интеграл Гесса принимает вид:
1 0.L =

С учетом этого интеграла уравнения Эйлера – Пуассона записываются следующим образом: 
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(3)

Система уравнений (3) допускает следующие первые интегралы:

( )2 2 2 2 2
2 3 1 2 2 3 3 1 2 3; ; 1.

2
c L L E L L kν ν ν ν ν ν+ + Γ = + = + + =

Заметим, что случай b=0 соответствует случаю Лагранжа движения тяжелого твердого тела с 
неподвижной точкой.
Введем безразмерные компоненты момента, безразмерное время и безразмерные постоянные первых 
интегралов:

2 3 1 1, , , , ,E c bL y L z t h k k d
c c cc

τΓ Γ
= = = = = =

Γ ΓΓ

Тогда в безразмерных переменных система уравнений (3) записывается следующим образом:
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Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях П.В. Харламова 
для случая Гесса - III

Еще раз запишем систему уравнений (4):
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Эта система допускает первые интегралы:
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Параметры                 изменяются в пределах:1 1, ,h k d

( ) [ ) ( ]1 1, , 1, , 1,0 .k h d∈ −∞ +∞ ∈ − +∞ ∈ −



Получение линейного дифференциального уравнения второго порядка

Покажем, как интегрирование системы (4) приводится к решению линейного дифференциального 
уравнения второго порядка. Введем полярные координаты по формулам:

cos , sin .y x z xϕ ϕ= =

Тогда для определения величин σ и ϕ  мы получим следующую систему уравнений:

22
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1

2 3
1 1

1 ,
2

cos .

dx xx x h k
d

dx d x k
d

τ

ϕ ϕ
τ

  
 = − − − −    

= − −

Из этой системы найдем зависимость ϕ=ϕ(x), которая определяется дифференциальным уравнением:
3

1 1

22
2 2

1

cos

1
2

d x kd
dx xx x h k

ϕϕ +
=

  
− − −     

(5)

Теперь при помощи замены

tan
2

w ϕ
=

уравнение (5) приводится к уравнению Риккати.



Получение линейного дифференциального уравнения второго порядка

Уравнение Риккати для функции w=w(x) имеет вид:

( )
( )

( )
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3 3
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4 6 2 2 2 4 6 2 2 2
1 14 4 1 4 4 4 1 4

d x k d x kdw w
dx x hx x h x k x hx x h x k

− +
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Из общей теории дифференциальных уравнений известно, что если уравнение Риккати имеет вид:

( ) ( ) ( )2
2 1 0 ,dw f x w f x w f x

dx
= + +

то замена переменных вида:

( ) ( ) ( )( )2expu x f x w x dx= −∫
приводит уравнение Риккати к линейному дифференциальному уравнению второго порядка:

2
2

1 0 22
2

1 0.dfd u duf f f u
dx f dx dx

 
− + + = 

 

В нашем случае
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Получение линейного дифференциального уравнения второго порядка
Окончательно, линейное дифференциальное уравнение второго порядка принимает вид:

( ) ( )
2

2 0,d u dua x b x u
dx dx
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Таким образом, решение задачи о движении тяжелого тела с неподвижной точкой в случае Гесса 
сводится к исследованию линейного дифференциального уравнения второго порядка, записанного 
выше. Коэффициенты этого уравнения имеют вид рациональных функций. Следовательно, можно 
поставить задачу о существовании лиувиллевых решений у данного дифференциального уравнения. 
Для того, чтобы решить эту задачу, можно воспользоваться так называемым алгоритмом Ковачича. 



Алгоритм Ковачича
Рассмотрим обыкновенное линейное дифференциальное уравнение 
второго порядка:

( ) ( ) 0.y a x y b x y′′ ′+ + =
Если коэффициенты данного уравнения a(x) и b(x) являются 
рациональными функциями, зависящими от одной (в общем случае, 
комплексной) независимой переменной x, то можно найти решение 
данного уравнения, выражающееся через так называемые 
лиувиллевы функции, или доказать, что такого решения не 
существует. Процесс поиска решения происходит в соответствии с 
алгоритмом, предложенным в 1986 году американским математиком 
Дж. Ковачичем. Если на некотором шаге алгоритма мы приходим к 
противоречию, то у уравнения (1) нет решений, выражающихся 
через лиувиллевы функции. Если нам удаётся осуществить все шаги 
алгоритма, то в результате мы получаем решение уравнения (1) в 
явном виде.     

(1)



Лиувиллевы функции - I
Пусть C(x) – дифференциальное поле рациональных функций, 
зависящих от одной комплексной переменной x. 
Определение 1. Функция η(x) называется алгебраической над C(x), 
если она является решением полиномиального уравнения любой 
конечной степени, коэффициенты которого являются функциями, 
принадлежащими C(x).
Определение 2. Функция η(x) называется примитивной над C(x), 
если её производная                , то есть                  , для некоторой  
функции .

( )xη′∈C fdxη = ∫
( )f x∈C

Определение 3. Функция η(x) называется экспоненциальной над 
C(x), если                    , то есть                           , для некоторой  
функции .

( )xη η′ ∈C ( )exp fdxη = ∫( )f x∈C



Лиувиллевы функции - II

Определение 4. Про функция η(x) говорят, что она является 
лиувиллевой функцией, если η(x) принадлежит множеству              ,
определяемому формулой

mG G=

0 1( ) ,mx G G G G= ⊂ ⊂ ⊂ =C 

для любого конечного i=1,…,m и                       , где      -
алгебраическая, примитивная или экспоненциальная функция над   

( )1i i iG G η−= iη

1iG −

Таким образом, лиувиллевы функции – это такие функции, которые 
могут быть получены при помощи конечного числа следующих 
действий над рациональными функциями: выполнение 
алгебраических операций, вычисление неопределённого интеграла 
и нахождение экспоненты от неопределенного интеграла. 



Приведение уравнения к заданной форме

(2)SLC

При помощи замены переменных 
1exp
2

z adx y =  
 ∫

исходное уравнение (1)
( ) ( ) 0y a x y b x y′′ ′+ + =

приводится к виду
21 1 ,

2 4
z a a b z ′′ ′= + − 

 
то есть 

( ) , ( ) ( ), ( ) .z r x z r x x r x′′ = ∈ ∉C C
Группа Галуа данного дифференциального уравнения всегда 
является подгруппой             . Однако, все нормальные подгруппы 
конечного индекса группы              были описаны в классических 
работах Ф. Клейна,  К.Жордана и Л. Фукса. В зависимости от того,  
с какой из подгрупп группы              совпадает группа Галуа 
дифференциального уравнения (2), можно выделить 4 случая.  

(2)SLC

(2)SLC

(2)



Описание решений
( ) , ( ) ( ), ( )y r x y r x x r x′′ = ∈ ∉C C

( )xC
( )xω

Теорема. Пусть                                                              - заданное 
дифференциальное уравнение. Тогда имеет место один из следующих 
четырёх случаев:

Случай 1. Уравнение имеет решение                        ,   где                        

Случай 2. Уравнение имеет решение                        , где            - функция, 
являющаяся решением алгебраического уравнения степени 2 и случай 1 не 
имеет места. 

Случай 3. Все решения данного дифференциального уравнения являются 
алгебраическими функциями над            и случаи 1 и 2 не имеют места. В 
этом случае уравнение имеет решение                       и           - функция, 
удовлетворяющая алгебраическому уравнению степени 4, 6 или 12 над  

Случай 4. Заданное уравнение не имеет лиувиллевых решений. Это 
возможно, только если ни один из случаев 1, 2 и 3 не имеет места. 

( )exp dxω∫

( ) ( ).x xω ∈C

( )exp dxω∫ ( )xω

( )xC

( )exp dxω∫



Необходимые условия – случаи 1 и 2
Принадлежность решения к одному из четырёх случаев 
существенно определяется характером полюсов функции r(x).

Теорема. Для того, чтобы имел место один из перечисленных выше 
случаев, должны выполняться следующие необходимые условия.

Случай 1. Каждый полюс функции r(x) должен иметь чётный 
порядок или, иначе, порядок 1. Порядок функции r(x) в точке           
должен быть четным или, иначе, должен быть больше, чем 2.

Случай 2. Функция r(x) должна иметь хотя бы один полюс 
нечётного порядка, большего, чем 2 или, иначе, хотя бы один полюс 
порядка 2. 

x = ∞



Необходимые условия – случай 3

,i j j
i j

dγ α β= +∑ ∑

Случай 3. Порядок полюса функции r(x) не может превосходить 2, а 
порядок полюса этой функции в точке           должен быть не меньше 
2. Если разложение на простые дроби функции r(x) имеет вид: 

x = ∞

( )2 ,ji

i j ji

r
x dx c

βα
= +

−−
∑ ∑

то для коэффициентов       и       должны  выполняться условия:

Для любого i имеем: и .

Если                                       то 

iα jβ

1 4 iα+ ∈ 0j
j

β =∑

1 4γ+ ∈



Описание алгоритма в случае 1 - I

c ∈Γ

0
c

r  = 

Наша задача – найти решение уравнения (1), имеющее вид
, где P(x) – многочлен, а           - рациональная 

функция над С(x). Обозначим через Г множество конечных полюсов 
функции r(x). 
Шаг 1. Для каждого полюса определим рациональную 
функцию             и два комплексных числа        и   по правилам, 
описанным ниже:

( )( )expP x dxη ω= ∫ ( )xω

{ }c ∈Γ ∪ ∞

c
r 

  cα +
cα −

( )1c Если            - полюс порядка 1, то                         

Если            - полюс порядка 2, то                         ( )2c c ∈Γ

0, 1.c cc
r α α+ −  = = = 

Пусть b – коэффициент при                 в разложении функции r(x) на 
простые дроби. Тогда 

( )21 x c−

1 1 1 4
2 2c bα ± = ± +



Описание алгоритма в случае 1 - II

( )3c Если           - полюс порядка            , то    c ∈Γ 2 4ν ≥

( ) ( )2c

a dr
x c x cν

  = + +  − −


Пусть b – коэффициент при                     у функции                   . 
Тогда:  

( ) 11 x c ν +−
2

c
r r −  

1 .
2c

b
a

α ν±  = ± + 
 

( )1∞ Если порядок r(x) в бесконечности >2, то

0, 0, 1.r α α+ −
∞ ∞∞

  = = = 

( )2∞ Если порядок r(x) в бесконечности =2, то

0r
∞

  = 



Описание алгоритма в случае 1 - III
Пусть b – коэффициент при         в разложении функции r(x) в ряд 
Лорана в точке            Тогда  

21 x
.x = ∞

1 1 1 4
2 2

bα ±
∞ = ± +

( )3∞ Если порядок r(x) в бесконечности равен              ,  то 2 0ν− ≤

r ax dν

∞
  = + +  

Пусть b – коэффициент при             у функции                   . Тогда:  1xν −
2

r r
∞

 −  
1 .
2

b
a

α ν±
∞

 = ± − 
 



Описание алгоритма в случае 1 - IV
( )s c

( ) ( )( ) ( ), ,s s c s c= ∞ ∈Γ

Шаг 2. Для каждого набора знаков                                          где         
и           равны, соответственно, + или - , определяем постоянную   

( ) ( )( ) ( ), ,s s c s c= ∞ ∈Γ
( )s ∞

( ) ( ).s s c
c

c
d α α∞

∞
∈Γ

= − ∑
Если d – неотрицательное целое число, то в качестве         попробуем 
взять  

( )xω

( )
( )

( )
s c
c

cc
s c r s r

x c
αω

∞∈Γ

 
   = + + ∞    − 

∑
При любом другом d семейство                                            должно 
быть  отброшено. 
Шаг 3. Для каждого неотрицательного d полином P(x) степени d, 
удовлетворяющий уравнению

( )22 0.P P r Pω ω ω′′ ′ ′+ + − − =

Если такой полином удаётся найти, то                                     -
решение данного уравнения. Если нет, то случай 1 не имеет места. 

( )( )expP x dxη ω= ∫



Описание алгоритма в случае 2 - I

c ∈Γ

Обозначим через Г множество конечных полюсов функции r(x). 
Шаг 1. Для каждого полюса определим множества   
по правилам, описанным ниже:

{ }c ∈Γ ∪ ∞

( )1c Если            - полюс порядка 1, то                         

Если            - полюс порядка 2, и  b – коэффициент при                 
в разложении функции r(x) на простые дроби. Тогда 

( )2c c ∈Γ ( )21 x c−

cE

{ }4 .cE =

{ }2 1 4 , 0, 2cE k b k= + + ∩ = ±

( )3c Если           - полюс порядка            , то    c ∈Γ 2ν >

{ }cE ν=

( )1∞ Если порядок r(x) в бесконечности >2, то
{ }0,2,4E∞ =



Описание алгоритма в случае 2 - II

{ }2 1 4 , 0, 2E k b k∞ = + + ∩ = ±

( )2∞ Если порядок r(x) в бесконечности =2, и b – коэффициент при            
в разложении функции r(x) в ряд Лорана в точке            Тогда  21 x .x = ∞

( )3∞ Если порядок r(x) в бесконечности равен            ,  то 2ν <
{ }E ν∞ =

Шаг 2. Рассмотрим семейства                                          где                       
и хотя бы один из этих элементов является нечетным.  Определим 
постоянную d по формуле:

( ) ( )( ) ( ), ,s e c e c= ∞ ∈Γ ( ) ce c E∈

1
2 c

c
d e e∞

∈Γ

 
= − 

 
∑

Если d – неотрицательное целое число, семейство s сохраняется, в 
противном случае – отбрасывается.



Описание алгоритма в случае 2 - III
Шаг 3. Для каждого сохранённого на шаге 2 семейства s определим 
рациональную функцию     

и ищем полином полином P(x) степени d, удовлетворяющий 
уравнению

( ) ( )2 33 3 3 4 3 4 2 0.P P r P r r Pθ θ θ θ θθ θ θ′′′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + − + + + − − =
Если такой полином удаётся найти, то положим                        и 
пусть            обозначает решение квадратного уравнения:

1 ,
2

c

c

e
x c

θ
∈Γ

=
−∑

P Pϕ θ ′= +
( )xω

2 21 1 0
2 2

rω ϕω ϕ ϕ ′− + + − = 
 

( )exp dxη ω= ∫
Решение исходного дифференциального уравнения имеет в таком 
случае вид:                             . Если полином P найти не удалось, то 
случай 2 не имеет места.



Результаты
Применение алгоритма Ковачича к задаче о движении тяжелого твердого 
тела с неподвижной точкой в случае Гесса приводит к следующим 
результатам.

Теорема. В задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной 
точкой в случае Гесса существуют только лиувиллевы решения типа 2. 
Эти решения существуют, если выполнено одно из двух условий:             
(твердое тело является волчком Лагранжа) или               (постоянная 
интеграла площадей равна нулю).

1 0d =
1 0k =



Спасибо за внимание!
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