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�� ��	������� ���������� ����������
��6 � � → � � ����������� ����������
����������� � # Ǳ�� �
��
���� ����������
��� �� �������� ����������
��
���������� ������� ����������� � �� ��
��� 	��������� ����� ������ �#�#
�������������� ��������� 4 ◦ 6 : 6′ ◦ 4�� ��� 4� � � → 3�� 4 � � → 3 -
������������ ����	���� ���������� ���	��� �� � � # 0������� ��	�
���� ��� ��"
������� ����������
�6 � � → � ����� ������� ��7������� ��	� ���%� �� ����
����	��� � 
������ 6 ∈ ijQ �!#

'��	� �� ������������ ������ ��� ���	��� 2���� �� � �� : � ◦6� �������
���� � �� �� ��
��� 	��������� ����� ����� � �����	���� ����������� �����
���	���# S��	� ������� ��� ������������ ��	�� ���	��� ������� ��
��� ������
����	� �������� ��� > � / � )� ����� ���	���� �� � ��� � �������� 	������
���	�� �� ������� �������	�� �� ���� ����������� � # D ������� ����� ����"
���� �� :  ) − /!�� 1 /� ◦ 6# S���� )> ��	�
���#

�������������� ��% 		
 )! Ǳ���������� �������� ��� 1 � )# A������"
��� ��� ����
������� ������ 	���� ����� 3 � ����
������� ���� f ⊂ 3 � ��"
�������� $�� 	������� ���7���# K�
 ���������� �%������ ����� ��������
��� ���� f �� ����� ���������������# Ǳ�	����� ��� ���� ����� $���� ����  �#�#
����� ��� ��%��! %���7� ,� �� � ������� ���������� ���������	 �����3 �����
���� f ����� �����7��� �� )# � ����� ����� ��	 	�	 �%� 	���� ���� f ����"
� ������� ���7����� 3 � ������ ���� ������ ������� G��	��������H ���	�#
D ��	 	�	 ����� f �� ����7� ;� ����
�	 ���� f � �	��������� ��	��������� ���	�
����� ���� 	�	 �� ���# ),  �-�!# 0� $��� �����	�� ��	�
��� ��	��� 	�	 � �������
���������� ���������	 kk� kkk  ���# ))! ����� �����7��� �� ) ����� ���� f#
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 	�

8�	�� �%��
��� � ������ 1 � ) ����� 	�������� ����� ���������� ��������"
�	 ����� A�%� 3 ��%�� ��� ������ 	���� $���� ����� ����� ��������� �����
����� ,� �������� �
 ���� �������� ��%�� �����#

,! 8����� ��	���� ����� ����	���� �� ������ : , 11 21 �− )! ���� ���7��
����� 3 # K�
� ����	��� ��	���# Ǳ�� � : , ��� � : B ���� A�%� ��%�� ���	"
��� � ∈ 0  ��� 1� 2! ��������� � 	��������	�� ������ 3  �� 1� 2!# '���	������
������� ������������ ��� − , 	� # A��������� �������� ��� ������ �! 1 � )�
%! 2 � )� �! 1 : 2 : )# � ������ �! �� ��	�
������ ��7� ���������� �������"
����������� ���������� ���������	 ����� 3 � � ��
������� 	������ ��%�� ���




�������� ���	��� ������ �� Ǳ���
������� ��

������� 
������� ������ 	���� $���� ����� �������� 	������ ���� ��������
��%��# ��	����� �
 ����������� $�� ��� �������� ��%��� �� ������� �����
���� A�%� � � − , ���7������ 	������ �� ������������� ����	��� ���������
����������� ���������	��� 	 	��������	��� ���� 3  �� 1 − )� 2!# �����������"
�� ��	������ ��� ��%��� �������� ��	���� ���������	�� ��������� ��������
���� 	 	��������	��� ����# F����� %! �������������� ����������# F����� �!
������� 	 ������ �! ��������� �%��
��# _������� ��� � � ,# ��	���� �
 �����
A�%� ������������ ������ 	���� ������ � �������� �
 ���� ��%���� � ��
�����"
�� ���� ������� ����� ���� A�%� ���� �� ������� ����7� � ����� ������ ���7��
� � �� ��� � ���� ������� 	������# ?� ����������� ����� ����������  �� ��"
	�
������ � �!! ���������� ���������	�� ��������� ��� 	 	��������	��� ����
3  �− )� ,� )!# ������������� ��	������ ��%��� �������� ��	���� ���������	��
����������������� ���� 	 	��������	�������3  �� )� )!# S����)) ���������
��	�
���#

_�	����� ��	�
��������� ���������� , � ������������� ������# '
 ���"
�� )>  �# %!! � ����� )) �������� ��� ���������� �
����� �� ∈ 0  ��� 1� 2!�
> � / � )� � ���������� ���������� �����������
� ! ∈ ijQ ��! ������"
����� �� ��% ��	��� ��� �� : � ◦ !� ��� � - ����������� ��7� ������ ���	��
2���� � 	��������	�� ������A�%�3  �� 1� 2!# 3����� �������� ��� ������������
0  ��� 1� 2!�ijQ ��! ��
��#

A��������� ������ ������������ 0̃  ��� 1� 2! ������������ ���	��� 2���� ��
������������� ����������� ��� ������� 1 ��	������ ���������� 2 ��	������
��	�������# 0�������� ��� �� $��� ���	��� ��	������� �����	 	�������"
	�� ����	 �� 	����� �
 ���� �������� 	�������	�� ����	 ������ ����� ������"
���� ��	�������� �����# Ǳ�	����� ��� ������������ 0̃  ��� 1� 2!�ijQ ��! ��	��
���	���� ��������������� � ��������� �� ���������
��� ������������ ��	��
��
��# '
 ��	�
��������� ����� )) ������ ��� �� ����� ��������� ���������
	������� ���7�� �� ������������ ����� A�%� 	 ��%�� 
������� ��������� ��	��
���7�� �� 	��������	�� ����� A�%�3  �� 1� 2!# 8�	�� �%��
��� ��� �������� ���"
������� ��� ��%�� ����������	� �� ��������� ���������� ���7�� 	��������	���
����� 3  �� 1� 2!  �#�# ���7��� ���������� �������� 	�������	�� ���	�� ���	"
��� �! ����� �������� 	������� ������ ���������� ���������	� �� 
��������"
���� ��� 	�����# 0� ����� ��
����� $���� ����� ��%� ����������	� ��� ����"
������ ���7�� �����
���� � ���� ������������������ �����������	 ��� ��������
���������� ���7��# +����� ����������	� �������� ���������� ���7�� �����
3  �� 1� 2! ���	� �����
����� � ������� ���������� ���������	 ���� k� kk� kl� l
 ��# ���# ))!# 6�� ��	�
����� ����������� , � ������������� ������#

��������������� 	�����# Ǳ���� � : �� - 
��	���� �������������� ��"
��������� � �� - ����
������ ���	�� 2���� �� $��� �����������#

?� 	����� ������� ���	��� 2���� � �� ����������� � : �� ����������
����������� ���� A�%� 3 : 3�  �#�# ����	���!� � 	������ ����� ���������"
� ���7��� 	�������� )� , � ;# 6��� ���7���� �������� ���%�� ����� ������
�	��������� 	������ �
�%������ �� ���# 4# 6�� ������� ����� -� .̃ � .# ���"
7��� 	�������� ,� �#�# ���������� ����� .̃� %���� �%�
������ 
��
���	��� ��
�����3 #

2� %���� �������� ��� � ��	������ ����� �	��������� � 	����� ���%�� ��"
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��� ����� ��	�������� ��������� ��%� ����� $��� �	���������� ���� � ���"
���������  � � - ��� � � .!� ��%� ����� �
 ���� ����	�� �	���������� ��"
����� �� ���%�� ������ ���	��� � � � � .̃� ������ $�� �	�������� 	∗ ⊂ �
��	�� %���� ������� ��	����������# ������ �������������� ���������� ����
�����%�� ����� ����� ���	��� � � � � ������������� ������ ��	� ���%� ��	���
]^R\� �%��
������ � ��	����� �	������ 	 ����� ����� ������������� ������
� � ��������������� ������ ����� ���������� ����� ����� ����������� � ��	"
���������� ����������� �	�������� 	∗# Ǳ������� �� 	����� ��%�� (� ����� 3
���	� �� : ±)� ��	�
�������� ����������� ��� ��� ��	��������� ���������
�����%�� ����� ����� ���	��� � ��� �������� �
 �	��������� ����� ���%�� �����
����� � � �	��������� ������ ���%�� ������ 	������ �� ����� 3 ��������� ��"
%��� (� # ?�� ��%��� ����	 �� : ±) �� ��%��� �����3 %���� ������� $	��������"
����� ���� ��� ��������� ���� �
 ����� ����� �
������ ��%������ ����������
�����%�� ����� ����� � � ��	������ �	��������� � ���%�� �����#

Ǳ��������� ���� 3 : 3� � ������������ ����������� ��� ��%�� � ��	����"
������� ���	��� �� : ±) �� ��%���� ���������������� � ��������� �� �	�
��"
���� ����7��� $	�������������� �%�
����� ����
 3 ∗ : 3 ∗

� � ��
���� �����
��� ���
� 2�  ����������	���2���� � �� ��������������� �������������#
0������� ��	�
���� ��� �� ������� ������ A�%� ���������� ������ ����� )>�
� ������� �
���
�������
 � ��
�������� 0  ��1� 2!�ijQ �!� �
�
�
��

������ ��
���� ������� 	
�� � � �� � ������
����� ������� ���
�
� 2�  3 ∗� ������
 �����
#

Ǳ���� 1 � 2 - ����� ��	��������������� � ����� ��	��������	����������	"
��� ��# 3%�
����� ����
 3 ∗ �� 1� 2! ����� ������� 1 ������ 	����� � 2 ����"
��� 	����� � ����������� �
 	��������	��� ����� 3  �� 1� 2! 
������ �����	�
�
 � �	���������� ����������� ��������������� ����
	���� �� �����	� �
 � ���"
7��&
��
����	# ?� ��������������� ������������� ����3 ∗ �� 1� 2! ����
���"
�� ���������� ������� 1 � 2# S��	� ������� ��� ��� ��%��� ����	 �� : ±) ��
��%��� ��	��� ����� $	����������� � ��$���� ����� �������� ��� ��� ���	� ��
3 ∗ �� 1� 2! ����� 1)# 9�	������ �� ����������� �� ������� ���	��� 2����
�� �� 	������ ���� A�%� ��������� � ������ 3  �� 1� 2!# ?�	���� �������� ���
���������� ����	�� ���� ��� > � / � )� � ������������ ���� ���	��� 2���� �
�����������
� ! ∈ ijQ �! ����������� �� ��% ��	��� ��� �� : � ◦ !  %�
 �����
����	� �� ��������� 	�������	�� ����	!# +�	 � � ������������� ������� %����
������������� �� ���������� �%������� ��� ������� ���	��2���� �� �����
�������#

� ��������������� ������ ������ ����� )) ����� ���%�������� ���������
���	���2���� � ����� �� 	������ ��	����� ��
�� 	�������������� �����
�−� �! ����������� 	�������	�� ���	�# D������� 	���� ��� ����� ���%��������
�������������� ������ ��	�
����� �� ���# )>� ������ ��� 4 ����� ���%���������
��	�
����� �� ���# );# 0� ���# )B ��	�
��� 4 ��������������� ���������	
����� A�%�� 	������ �� ��	�� %���� ��
����� �����������  ���	�
����� ���	�
�� : ±) �� ��%��� ������������� ������� )!#

Ǳ�	����� ��� ����� )) ����������� � �� ��������������� ������������� �
������� �� 
� ������� ��� 2�  3 ∗ ��
��
� ������� 	
�� �� � ��
�����
������
� �
�����
��� �� �
��
 �������� �
������ ����
� �
��������
�������
�� � ��
������
�� ����#
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Ǳ���� ����� ��	�
��������� ����� )) ���	� �������� � � ���������������
������� ��	 	�	 � ������� ���������	 k′ � kk′ � ��%��� ���� f ����� �%���� ���

��
���	�� �������� �� �� 	�	��&��%��� 	������� ��%�� �����3 ∗#

����� ����� ��	�
��������� ����� )) ��	�� ��������� ����	���� �� �����
� : , 112−)!1� ���7�� �������� �����3 ∗# K�
� ����	��� ��	���� ���� : ;
����� 1 : 2 : � : ) � ������� ���� A�%� ��%�� ���	��� � ∈ 0  ��� )� )! �����"
���� � 	��������	�� ������3 ∗ )� )� )!# '���	������ ������� ���−) 	� �����
�������� ������������� ������# 3��� ���������� ��� ��
��������� �! 1 � )�
%! 2 � )� �! 1 : 2 : )# F����� �! � %! ������� �
 ������ ����� ��	�
���������
����� ���������� �������������� ������# F����� �! ����� ������ 	 ������ �!
��������� �%��
��# Y��� �������� � ������ 	������� ���7���� ������ ���"
7���&
��
���	�� �� ��� �� �������� �
 �������� ����� A�%�� ���������� ������"
������ ����	��� � �������������� ��	������ 
��
���	� �������� ��	���� ���"
������� 	 	��������	��� ����3 ∗ �� )� )!# Ǳ����� � ������ �!� ���7���� ������ �
������ 	������� ���7����� ����� 	�������� ;# ��	���� �
 �������� ����� A�%�
������ 	���� ������ � �������� �
 ���� ��%���� � ��
������� ���� �������� 	�	
� ������������� ������� ����� ������� ���� A�%� � ��� �� ������ ���7�� � �
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�� ��� � ���� ������� 	������# ?� ����������� ����� ����������  �� ��	�"

������ � �# �!! ���������� ���������	�� ��������� ��� 	 	��������	��� ����
3 ∗ �� ,� )! ���3 ∗ �− )� ,� )!# ������������� ��	������ ��%��� �������� ����"
�����	�� ��������� �������� ���� 	 ������ ������������ �� 	��������	���
3 ∗ �� )� )! �������� �������� ��%�� ������ ���� ������ 
��
����	#

��
����� ��� ������

�)! ���� ���	� �� : ±) �� $��� ���� ��%��� ��������������� �� � �������
���������	� lk′ �� ����� 
������� �� ��� 
��
���	�� � ��
������� ����
������� 	��������	�� ����3 ∗ �� )� )!E

�,! ���� $�� ���	� ���������� �� � � ;� � � ������� ���������	� kl′ $��
���	������ ������� �������������������� �������� ��� 	 �����������
������ �)!#

S���� )) � ��������������� ������ ��	�
���#

������� 	 ��	�
��������� ���������� , � ��������������� ������# '
 ���"
����� ���� )>  �# %!! � )) �� ���������������� ����� �������� ��� ������������
0  ��� 1� 2!�ijQ ��! ��
��# A��������� ������ ������������ 0̃  ��� 1� 2! ���	"
��� 2���� �� ����������� ��� ������� 1 ��	������ ���������� 2 ��	������
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�� ��
	������ ���	�� ������ ����� 
������� ������� ���� A�%�� ��
��# D 
������
�������� ������� 5 ������������������ ������� ������ A�%�  � ������������ ��"




�������� ���	��� ������ �� Ǳ���
������� ��

����������� ����� ���7����� �������� ������! ������ ��������� ���������
��������� ����������#

���
 	"

A��������� ����������� �������� �� � 	
� 5→ R

� ����� � R
�� ��� 	������ ��"

����������� ���� �������� ���������� ������  ���# )4#)!� � ������ ��������
�� � 	

� 5→ R
�� ��� 	������ ������������� ���� �������� ���������� ������ ���"

��  ���# )4#.!# 9��	��� ������ �� � �� ��� $��� ���������� ����� ��������
���	���� 2���� � ���� 	�������	��� ���	��� - ��������� � ��	��������
� 	������ ���������� �������� ��������������#

F������� ���������� ���������� � ��	�
��������� ���������� ;� �� ������"
��� ��������� ��������� ����� ����������� �� � �� �� ������ �������
������� ����� ��������� � ��	������� ���	��� �� � �� � ������ ����������
�������� � ���# ?� $���� G�������H �� ������ �������� � ��	������ � $���
���	���  ) → , � . → B �� ���# )4! ����� G������������H ����� ������# � ��"

������� ������� ��������� �� � ��−�� �� 	������ ���	��� ������ �� � ��−�
����� �����	���� �����A�%�  , � B �� ���# )4! � �����	��������	��� �� ���� ��"
����� 	������� ���7����� �� � ���������������� ���	��� �� �%��� ����������
���7����#

2���� ���	���� �� � ��−� � ����������� 	�������	��� ���	��� ����������
�������� �
����� ��� � � / � )−�� � ������� ���������	� ���� kl  ���# ))!� ���"
��� ������� �������� 	�������	�� 
������# F������� ������� 4 �� ����� ��"
���
����� $�� �
������ ��	������ ����������� ���������� �� ∈ kaa�� 	

��R�!�
� � / � ) − �  , → ; → B �� ���# )4!# 6�� 
����7��� ���������� ������������
����� ���
���	�#

Ǳ������� ����# � �	�
����� ��������� ��������� ������ ����� ��� �����"
��� %����	����� �#�# 
������� ���������� ��� 	������ ���	�� ������ �� ��"
��� ������� ���	���� 2����# D ������� ��� ������� G�������H 	�������	��
����	� ���� ������ ������������ ���� 	�������	�� ����	 �� ����� ��
��� 	��"
������� ���%�� ����� ����� � ��� ������� G����������H 	�������	�� ����	#
0� ���# )4 ��	�
��� ��������� �������� ������� ��������� ����������

) - ����������� �������� ����� � R
� � ����� ������������� ��������� ��"

���������� ������ �����E
) → , - ��� ���������	�� G��������H ������ ��	������ ���	��� ������ �
������������� ������������ ������� � G��������H ������ �������� ���	"
��� ������ � ������������� ������������ �������� ��� $��� G��������H
��	�� ��� ����� � ���� �� ������������ ��������E



�� ���� ��	
�����

, → ; → B - ���������	� ���� kl  ��# ���# ))!� ������ ������� 
������
���	��� ������ � ���� �������� ���	��� ����� $��� ���������	� ���� A�%� ��
�
������� �� �
�������� ���������� �������� � �%��� �������� ���	��#
B → . - ��� ���������	�� �
������ G�����������H ��	������ � ����� ���	"
��� ������� � 	������ ������������ ������� ���������� ������ � �
������
G�����������H �������� � ����� ���	��� ������� � 	������ ������������
������� ���������� ���
#
. - ����������� �������� ����� � R

� � ����� ������������� ��������� ��"
���������� ������ �����#

?� ��	�
��������� ������ 4 � 5 ��� ������%��� ��������� �
������� ��	�
�
 ������ ���������� �	�������� � ����	����# A�������� ������������
kaa 	��R�! ���� ���������� �	�������� � ����	����� �#�# ������������


��	����� ����� � : � $! � ����	�����
8� $!

8$
�: >� ��� $ ∈ 	� - ��������

�� �	��������# Ǳ���� kaa 	��R�!κ - ��������������� � kaa 	��R�!� ��������

�
 ���� ���������� �� �� 	������ ��	��� �	������
8� $!

8$
�����7��� κ �%������

��	��� ������ 	��������� 	���� �������� $ ∈ 	� ���%����� ��� �	��������� κ -
��%�� ����� �����# F������� ������� g���� 	����� ������������ kaa 	��R�!κ

��
��#

(����������
 �! ,��������#�� ����� ��
������� kaa 	��R�!κ

��
�
��� ������ Z ����� ������
%! Ǳ���# �� ∈ kaa 	��R�!� / ∈ 	�� ) �� 
� �������� ���# � ��
�������

�� ���� �
�������� 
�����
��� � ��
��
��#� 2���
���� �

���������

�!�� ���# f�� / ∈ 	�� ��
�
����� ����
�
� ��
�
��� f� :
8�� $!

8$
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�������� kaa 	��R�! �
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� ���� f�� / ∈ 	�� �
���� ��� �

����� ���
 �����

�������������� �����% "
 )! Ǳ���� � - ����	� ���	�� � 	������� ���"
��� 	�������	�� ����	 �� 
��	����� ����������� � # S�%��� ���������� � ∈
kaa��� ��R�!� �����
������ � 	�	 ���	��� ������ � 
�������� ����������"
�� ��������� �������� � ������������ ��	������ 	���	�m : m���� ∈ ,� ��Z!
� ������ ���������� 	���������� ����������� � � ����������� ��������� �%"
��
��#

Ǳ���� � ∈ ,� ��Z! - ��%�� ��	� �� ������������ �� ��������� ����
 	����"
���	�� ���	� ���	��� � # A��������� �� � ���� 9�

∣∣
�

������������� �������� 9�

	 ����������� ����������� � ���������� ����	��� $���� ��� 9��� :  ◦ 9�
∣∣
�

��

����
��������� ����	����� ���  � R
� → R

� - ����	�� �� ����
��������� ����"
	����# 3�������� ������ 
������� 〈m� �〉 	���	�� m : m���� �� ��	�� �� ������
��� ������ 〈m� �〉 : |9��� | − |9���� |� ��� |9��� | �
������ ����� �%������ ��	���
��� ����	�� 	����� 9��� # 8�	�� 	���	� %���� ��
����� ��
�������� 	���	���
�� ���������� �� �� ∈ kaa��� ��R�!#

0������� ��	�
��� � ������� ����� ,� ��� ���	�� � �→ 〈m� �〉 �������������
����� 	���	���� �#�# ����� 〈m� �〉 �� ������ ��� 
����� ��	�� � �� ���������"
��� ��� ��	�� �� ��������� ����
 	�������	�� ���	� ���	��� � # _������� ���




�������� ���	��� ������ �� Ǳ���
������� ��

��%�� ��
��� 	��������� � ������������ ���� ���������� � ∈ kaa��� ��R�!�
�����
����� ������ ���	��� � 	�	 ���	��� ������ � 
�������� ����������"
�� �������� � 	�������	�� ���	��� �������� ��	����������	���	�m : m���� ∈
,� ��Z!# 8�� ������ ��������� ���%������� �
 ��������� ��
��� 	��������
������������ kaa��� ��R�! � ������,� ��Z! ����������	����������������"
������ #

,! Ǳ�	����� ��� ����������� ���%������� �
����� ����
�����#
,�! Ǳ���� ��� � ∈ kaa��� ��R�! - ��� ��������� ����������� � R

�� �����"

����� ���	��� � 	�	 ���	��� ������ � 
�������� ������������ ��������
� 	�������	�� ���	��� ������ ��
�������� 	���	� m���� ∈ ,� ��Z! �� $���
���������� ����� ����# Ǳ�	����� ��� $�� ��������� ����� ��������� �����
�� ∈ kaa��� ��R�!� > � / � )� �� : �� � ������������ ���� ����������� ��"
���
����� � 	�	 ���	��� ������# 2� ��� ����� ��	����� ��� �	�
����� ���"
%������� ����� ��������� �� � ���������� ��� � ������ ����� ������������
kaa��� 	��R�! ��
��# Ǳ���� ��� � � � � �� - 	�������	�� ���	� ���	��� � # A��"
������� ���� A�%� 3 : 3� ���	��� � � ������������ ������� 4 � � → 3
$���� ����� �� ������������ # Ǳ���� %� : 4 ��! - ���7���� (� - ��%�� �����3 #

��� 	�  �% ���������� �������� � ������� ����������!# -��� m���� : >�
�
 ��!������� ���# �� ∈ kaa��� ��R�!� > � / � )� � ��
�������� �
�
��������� �������!�� � �� ������� ���
��� ��
�� ��
 �
�������� ��
�
����� � � � 
������
���� ���� 
�
 �� ����� ��
��� �� : 4−� %�! �����
��� � �

��������������
 Ǳ���� �� - ���������� ���� �	��������� 	�������	��
���	� �� ���	��� � � ) � � � � # 8�	 	�	 ���������� ������������� ���"
����� � $��� ���	� �� ���������� �� � � ���������� �������� ��������� ����
�� ∈ kaa��� ��R�!� > � / � )�,� � ������������ ���������� � � R

�� �����
��"
��� � 	�	 ���	��� ������� ��	��� ��� ��������� ���� � � ��������� � 	�����
�	������������ ) � � � � # Y����� - ���	������������ ��	������� �� �� ���%�
���� ����� �−� %�! ������� �
 ����� ���	� �� �� 
������ ��������� � ��#

Ǳ���� 	�������	� ���	� �� �� ����� ���	�� �������� ��� ��	������� �� :
� ��! - �� 	�������	�� 
�������# 8���� �� ���%� ���� ����� � : 4−� %�! -
$�� ��
��� ��������������� ����� ���7����� 	������� ����� 	�������	��
���	�� � ��%���� - ��
��� 	����������� ���������� \{��� � � � � ��}# Ǳ�� $���
��������� ��%�� ����� ����� ���������� ��	� ���%� ��	������ ���� ]^R\ �
������ ����� ������������� �������� 	 ���� ���� � ������������  ��# §B!�
��� 	�	 � §.� ���� � ��������������# A��������� ������ ��
��� �	���������
� : �� : �−�(��− �� ��1 �* ������  �#�# ����!� ��� � � > ���������� ����# K����
������ �������� ��� ��������� �� � � 
����� � $��� ����������� � � 	����#

A��������� ������������ kaa��� ��R�!� ����������� kaa��� ��R�!# ?�
��%�� ���� ���������� �� �′ ∈ kaa��� ��R�! ���������� ��
�������� 	���	�
m���′ ∈ ,� ��Z!� ����������� ����������� �%��
��# Ǳ� �����������������
m���� : >� � 
������ m������ : ># Ǳ�	����� ��� ��������� ���� � � ��������"

��� ����� 	��������� ��
����� ������������ kaa��� ��R�!#
?� ��������� � ���������� ��������������� ���������� �
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���%�� ��"
��� ����� � � ����
��������� ����	���� W� � ��%���� 	 	������ ��������"

� �����������	�
 �����	� �� ���� ��



�� ���� ��	
�����

���� ��%�� � ��! ���	���	� ������� ����%������	�� ����� 	������ �� �%�
��"
��� ����
 +�  $�� ����� %���� ��������� ����!# A��������� ����� ����������
�′ � � → R

�� �����
����� ���	��� � �� � 	�	 ���	��� ������ � �����������
�� ����� � � ����������� � � ������ ��%�������� ������# � $��� ������ ����"
����������� 	����� + : +���′′ ∈ �� ��Z! ����� � %���� ��
����� ��
����"
���� 	������ �� ���������� � � �′′� ��� �′′ - ��%�� ����������� ��������"
����� ��� �� ��
��� 	��������� ������������ kaa��� ��R�!� ��� � �������"
��� �′# 0������� ��	�
���� ������
� ������� g����� ��� ����� +� ������ ���"
�� ����%���� ��	� ���%� ���������� �′ ����� %��� ��
��� ����� � ����������"
�� kaa��� ��R�! � ��%�� ������� 
������� ����������� �′′ �
 kaa��� ��R�!�
� ��������� � ����������� �′′ : ����# _������� ��� ���� � ����� �����"
��������� �����	��� ����������� � 	���� � � � 
������ ���%������� �	������
� 5→ � ���������� �
������
� ,� ��Z! � ,� ��Z!# S��	� ������� ��� �%��

	���	�� (+* ��� $��� �
������
�� � �������� ��������� � ��
�������� 	���	���
m���′ : m������ ∈ ,� ��Z!� � 
������ �� ����������������� ����# 8�� ������

����� (+������ * : m������ : m���� : >#

_������� ��� �
 ������� g���� �������� �������� ��� �� ��%�� ���� ��"
�������� �� �′ ∈ kaa��� ��R�! 	���� 	���������� (+* ∈ ,� ��Z! ��
�����"
��� 	����� + : +���′ �� $��� ���������� ����� ���� ����� � ����	� ������
	���� ��������� � � �′ ����������� ����� 	��������� ��
����� ������������
kaa��� ��R�!# � ���������� $�� ����� �� ���������� � � ����#

8�	�� �%��
��� � ���������� ����� �	��������� � : �� ���%�� ����� ����"
� ���	��� �  �#�# � ������! ��������� ���� � � ������������� ����� ���������
����� �� ∈ kaa��� ��R�!� )�, � / � )� �� : �# 0������� ���������� ������"
����� ��������� �� ��� ����������� � � �������� ��� ����� ��	������ ����
�� ∈ kaa��� ��R�!� )�, � / � )# S���� ��������� ��	�
���#

A��������� ������ ��	����� 	������� �������� "� : 4−� (�! �� � �������"
���� ��	��������� �
 ����������� � ���� ���%�� ����� ����� � : 4−� %�!
���	��� � # _���	������ �� �������� "� ����
������� 	����� �� � �������"
��� ��� 	�������	�� ���	� ���	��� � �� ��������������� ��������� ������"
��� ����� 	������ ���	�� � ������ ��
�������#

?� ��%��� ��������� � ∈ kaa��� ��R�! ���������� �� �%��
� � ��! 	��"
��� �� ���� 9�
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������������� �������� 9� 	 ����������� �����������# A��"

������� ����	��� $���� ��� 9���� :  ◦ 9�
∣∣
��

�� ����
��������� ����	����� ���

 � R
� → R

� - ����	�� �� ����
��������� ����	����# 8�	 	�	 �� ���������� ��"
�������� �� ��������� � � �%��
� ���%�� ����� ����� ���	��� �  ��# ����� ),!�
�� ���� 9����� � 9���� ��������� �%��
� ����� 	����� � �� ������� ����
 ����  �#�#

������	��������!# _������ ���������������� 
��	��������� 9� : 9−�
�����

◦9����
� ����
��������� ����	����� �� ��������� ����
 ����# Ǳ������� ������ �� ��%"
�� (� ����� 3 ���	� �� � ������ ����� �%������ ��	��� ��� ����	�� 	����� 9� #
2���� ��	�
���� ��� ����� �� �� 
������ �� �����%� ������� 	����� �� � ��"
����� "� #

'
 ���������� ��7� ���������� ���	� ����	��� �������� �����#

��� 	�  � ������ ����������!# ��� �
�
 ��
 � �
�������� �� � �
�
��
  ��
 �
������# ����� � ��
�������� ���� �
��������� ��������




�������� ���	��� ������ �� Ǳ���
������� ��

!�� � �� ������� ���
�� � �
��
����� � 
������
���� ���� 
�
 �� �����
��
��� � : 4−� %�!� ) � � � � � ������� � � ��
 �
���
 � �
���
��
� ��
 �
��� ���� ��  ��� ���� �����

8�	�� �%��
��� ���� ��� ���	� �� �� ��%��� �����3 ����� ����� �� 
�������
����������� ������� ��������� ������� ∈ kaa��� ��R�!� ) � / � ,��� : ��
� ������������ ���� ����������� �����
����� � 	�	���	����������� ������� 4
� $��� ������ ��	�
���#

Ǳ����������� ��� �� ��� ���	� �� ����� ����# '
����� ���������� �� � ��"
��� �	��������� �� ���%�� ����� ����� � : 4−� %�!  ������!� ) � � � � #
D ������� ���������� 	����
���� �� : '� ◦ �� ��������� �� � �������� '�
����
��������� ����	���� �� ��	������ ���� ! : ! � | �!� 
������� �� 
����"
�� ���	��� � � ��� ��	 ��� !� � → R - ����	� ���	�� �� ������������ ���"
�� ���� ��� �	���������� �� � ������������ ����� , κ� � ��	������ ����7��
�	��������� ���%�� ����� ����� 4−� %�!� ) � � � � � ��� ����� κ� ∈ Z %����
��������� ����# e���� ��� ���������� ���� �� ∈ kaa��� ��R�!� ) � / � ,� ��"
�������� ����� ���������� �� � �������� ����������� ��� ���	���	� �����
�������� �� : '%�−�&� ◦��# _������� ��� �� ���������� �%� ��������� �� � ��
��������� � � � �	��������� ���%�� ����� ����� 4−� %�!� ) � � � � #

Ǳ���� ��� 
����� �� �� �� ���	� �� �� ��%��� �����3  G�������������H ��"
������� ������������ $��� ���������� � �! 
��������� �� ��	������ ���	� �′

� #

��� 	�  � ��
��������!# 2���
���� ������� � (�! : �� � κ %�! : κ�

�� 
��
������ � ���#������ �
���� ��� 3 � *
�� �′ : � 1 Æκ� ��� Æ )
�
�������� 
����
� � ��
�������� �
������

?�	�
��������� ��������� ���������������#

8�	�� �%��
��� ����������� 	 ��������� ������������ ���������� �� � �
� ������������ ���� ����������� �����
����� � 	�	 ���	��� ������� ������ ��
���� )&	����� �� �� ����� %���7��� ��7� ���������� �� $������ (�* ∈ ,� 3�Z!
������ ���������� 	���������� �����3 #

e���� ��� � ������ m���� : > ����� m���� : >� ��	��� (�* : ># ��
���� �
	������� G��
��������H ����	 κ�  ����� ���������! � ���7���� ����� 3 ��	��
������ ���%� 	�������� Æκ ��������������� ���������� 	����� κ ∈ �� 3�Z!
%��� ����� −� ∈ �� 3�Z!# 8���� �������� ����� )B �� ��������� �� ���
���	� �� �� ��%���3 ����� ����# _������ �� ����� ); ��������� �� � � �����
��������� ����� �� ∈ kaa��� ��R�!� , � / � ;� �� : �� � ������������ ����
����������� �����
����� � 	�	 ���	��� ������#

'��	� �� ��	�
���� ��� ���� �� ���� ���������� ��� � ∈ kaa��� ��R�! ��
"
�������� 	���	� m���� ∈ ,� ��Z! ����� ����� �� $�� ��������� ��������"
��� ����� ��
��� 	��������� ������������ kaa��� ��R�!# 8� ���� �����������
���%������� ����� ���������#

,%! Ǳ���� ������ m ∈ ,� ��Z! - ��%�� 	���	� �� ����������� � # Ǳ�������
���������� � ∈ kaa��� ��R�!� �� 	������� ��
�������� 	���	�m���� �����"
���� � m#

A��������� 	�������� ��
%����� ����������� � � ���������� ���	��� � #
D ������� ���������� ������� 	��������� ��
%���� ������ �%d��������

�$



�� ���� ��	
�����

���%�� ����� ����� � : 4−� %�! ���	��� � � ����������� ��7� 	����� �� #
� ���������� ���������� 	���	� ��
%���� ��������� � 	�������	��� ���	���
���	��� � � � ���������� 	���	� %����� ���� ������ ��%� ��������� 	���	�
��%� ����� � ����� �� � ����� ��������� � ��%��� �� ���������������� �����
� : 4−� %�!� ��%� ����	������� � ��%�� (� ����	��� 3 � ����� ���������
� 	����� �� # ?�������� 	���	� ��
%���� �������� ��%��� (� ����� 3 �
����� 	���������� � 	������ ��� ��������������� ������� �	����� ��
	����� �� � �%��
� �������� � ��� ������ ������� �����	��� 	 ���� �������
��%���#

A��������� ����
������� 	����� ������������ ��
%����� ���������� ���"
���� 	���	�� m ∈ ,� ��Z!� � �������� �� ��%��� ��
%���� ���������������
������������� ���	�# � ��
������� �� ������� ���	� +� �� ��%��� �� ������
� : 4−� %�!� �%��
����� ��	������ 	���	�� + ∈ ,� ��Z!� � ���	� �� �� ��"
%��� (� ����� A�%�3 � �%��
����� ��	������ 	���	� � ∈ ,� 3�Z!# Ǳ���������
��������� � ��
�%��� �� ��� 7���#

L�� )# _������� ��� ������� 	���	�� + ∈ ,� ��Z! �� ��
��� ������ � :
4−� %�! �� ����
������� � ����������� ���� � ������ ��	�� �%��
��� ��� �� ��"
%��� �������� "� : 4−� (�! ����� ����	 +� �� ���� 	����� �� �
 �������� ��"
������ �������� ����� ����� ����	 +� �� ���� 	������� �
 ������� ��������
��������# A��������� 	����� �� � �� �� ����������� � # '
����� �������"
��� �� ∈ kaa��� ��R�! ��� ����� �	���������� 	�������	�� ����	 ���	��� �
� 	����� ��� ��%���� 	 	����� �����%�� ����� ����� �� ⊂ � : 4−� %�!� ��"
��������� � ����
��������� ����	����� ���	���	� ������� ����%������	�� �����
	�����������+� # 8�	�������������� ���������� � ���� �������g����� ��	 	�	
����� +� �� �������� ������ ������������ � �� 	����� �������� " : "� �����
��7� ���� 	���� ��� 	����� ������	��� 	����� �����%������� ����� 4−� �!
�������� " ��7� � ����� ���	�#

L�� ,# A��������� 	���	� � ∈ ,� 3�Z! ����� 3 # '
����� ����������� ��
���������� 7��� ���������� �� ∈ kaa��� ��R�! � ������������ � 	���	���
� ∈ ,� 3�Z!# K���� ������ � 	����� �������� " : "� ���������� ����	��
���	��� ! : !� �!� ������������ ������ ���� �%��
� ������� �������� ��"
������ � , �� �%��
� �������� ��������# ?� 	������ �������� " : "� ���"
������� 	����
����'�◦�� ����������� � ���������'� ����
��������� ����"
	����� W �� ���� ! : !� �!# � ��
������� ������� ��	������ ����� ����������
�� ∈ kaa��� ��R�!#

_�	����� ��	�
��������� ������� 4# '��	� �� ���������� 	���	�� + ∈
,� ��Z! �� ������ � : 4−� %�! � 	���	� � ∈ ,� 3�Z! �� ����� A�%� 3
���	��� � � ���������� 	���	�� m �� ����������� � # 2� ��	�
���� 	�	 �� $���
	���	���������������� ������������������������� : �� ∈ kaa��� ��R�!#
S��	�������� ��� ���������������������� ����� ��	����� �#�# ��
��������
	���	� m���� �� ���������� � � �� � �������� ����� m# 8������ 4 ���������
��	�
���#

��������
 )! Ǳ����� ������	��� ��	�
��������� ��	�
������ ��� �����"
�� 4 ����� � �� ������������ � � 	����# Ǳ�� $��� �������������� ��� �� 	�����
��������� �	�������� ����������� � ���	�� � �������� � �� ����� 	�������"
	�� ����	#




�������� ���	��� ������ �� Ǳ���
������� ��

,! Ǳ���� �̃ - 
��	���� ������������ ��������� �
 ����������� � 
�	�������"
�� 	����� �� ��������� �	�������� ���	��# 3%�
����� ����
 kaa����! ��R

�!
��������������� � ������������ kaa��� ��R�!� �������� �
 ���� �����������
�� 	������ ��	�������� ��	�� ����	�� ���� ��������� �	���������� �����"
������ � ����
��������� ����	����# 8���� ����������� ��	�
��������� ��	�
�"
����� ��� ������ ������������ �
����� ����
������ ������������ ����� ������"
���� ��
��� 	�������� ������������ kaa����! ��R

�! � ������� ,� �̃ �Z! ����"

������ 	���������� 
��	����� ����������� �̃ # � ���������� ���� ����������� �̃
����� ������� �� 	����� ������������ kaa����! ��R

�! ��
��#
;! A��������� ��%�� ��
��� 	��������� kaa��� ��R�!� ������������

kaa��� ��R�!� � 
������ � ����� ������������ kaa�  ��R�! ����������
����������� � � R

� � ��	���������� ���	���� ������ � # '
 ������������
��7� ���������� ���������� ��	�
��������� ������ ,� ; � 4 ���	� ��������
�������� �������#

������ "′
 Ǳ���# �� ∈ kaa�  ��R�!� / ∈ 	�� ) �� 
� �������� ���#
� ��
�������� kaa�  ��R�!� +� ���� �� �� �
��� � ∈ � � �� �����!��
��� ���������
� �
��
� ������� � � 2���
���� �

���������!�� ���#
9� :   9�� �!!� / ∈ 	�� ��
�
����� ��
������ � �
���
���#��� ��
��
��#
����
� �
���� � �
�������
� �
�����
��� � �
��� �� ���  � R

� → R
� )

��
����� � �
���
���#��� ��
��
��#� *
�� ���# ��� / ∈ 	�� ��������
� ��
�������� kaa�  ��R�! �
�� � �
�#�
 �
��� �
�� ����
 
 
�
�
�
���� 9�� / ∈ 	�� �
���� ��� �

����� ���
 �����

����������� �������� ������� 4′ �������������� ������ 	����� ��
��� 	��"
������� ������������ kaa��� ��R�! �
������� ������ Z ����� �����# 2����
��	�
���� ��� 	���� ��	� ��
�� 	��������� � ���������������� �����������"
	� $	���������� �	��������#

�������������� �����% #
 Ǳ���� /�� � � � � /� - ������� ���������	 ���	"
��� 2����� > : /� � /� � · · · � /� � /��� : )# 8� ���� ��� ��%�� �� > � � � � �
��� ���	��� 2���� ��� /� � / � /���� ����� ���� � ��� �� ���� A�%�3�� ������
�� 	����� ���7��� %� $���� ����� ����� 	�������	�� ����	� �������������
��������������� ���%�� ����� ����� � : 4−� %�! ���	��� ��� �������� ���
/� � / � /���# e���� ��� ������� %���� ��	�
���� ���� �� �������� �� �� � : >
�� : )#

)! Ǳ���� � : >� �#�# ��� ���	��� 2���� �� ����� ���� � ��� �� ���� A�%�
3 � ������ �� 	����� ���7��� %� ∈ 3 ����� 	�������	�� ����	 �� �������"
�������� ���%�� ����� ����� � : 4−� %�! �� ������# A��������� 	�����"
��� ��
%����� ������������ � ���������� ���	��� ��� ��# ��	�
��������� �����"
�� 4# 0������� ��������� ����	�� ���������� ����������� ������ $���� ��
"
%����� ������� ���������� ������� ���	��� ��# F ������� $��� �������"
��� ����������� ������ ���	� ��������� ����	�� ���������� �����������
���
!� �� → � � > � / � )�!� : Z\� ������������ �� ��%� ���������� ��
��� 	��"
������� ����� ����� ���	��� �� � ��
��� 	��������� ����� ����� ���	���
��� > � / � )# 8���� � 	������� ��	����� ��������� �� � � → R

�� �����
������
�� 	�	 ���	��� ������� ����� �
�� 	����
���� ��������� �� ◦ !−�

� � ������
	����� ���	� � ∈ � �� �����	��� �� �������� ��◦!�−��� ��������� �� 	�����
��
��� 	��������� ����� ����� ���	��� ��# '��	� ���� : > ������� ��	�
���#



�� ���� ��	
�����

,! Ǳ���� � : )# 0� ���������� �%������� �� %���� ������������� ���
���������	� �����A�%� ���������� � ������ /� : )�,# A��������� ������������
kaa���� ��R�!� ���������� ������ ���������� ��# 8�	 	�	 ��� �
������
���	��� 2���� �� ���������� G��������H � G�����������H 	�������	��
����	� �� ������������ kaa���� ��R�! ����
����� ��������� ������������
kaa���� ��R�!� > � / � )� �� 	������ ����������� ������� � 	�����
	�������	�� ���	� �� ������#

Ǳ������ � : ����# F������� 	������� �
 ������� , ���������� ����������
�′
��� ∈ kaa��� ��R�!# A��������� ����� ���������� �′

� � � → R
�� )�, − � �

/ � )�, 1 �� $���� ���������� ��� �′
� ��������� �
 �′

��� ������� 	������

����� �−� �! �� �����	��� �� �������� �� − � # e���� ��� ��� ����������
����� � � > ���%������� �′

� ����� ����������� � �′
� ∈ kaa���� ��R�!#

Ǳ������� � ������������ � ������������� ������� � : > ��%�� �����������
�′
� ∈ kaa���� ��R�! $��� ���������� �� ���� ����
�	 > � / � )#
8����� ���������� ��
�������� 	���	� m����

′
�
∈ ,� ��Z! �� ���������

��������� �� � ������������ ��������� �′
� ∈ kaa���� ��R�!# 8���� ��������

������� 4 ���������� ���������� �′′
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