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О типичности боттовских 
интегрируемых гамильтоновых систем 

В данной работе рассматриваются интегрируемые гамильтоновы системы на 
симплектическом многообразии. Среди всех систем особое место занимают т.н. 
боттовские на заданном уровне энергии. 

Многочисленные исследования конкретных систем классической механики и 
математической физики показали, что для почти всех уровней энергии системы 
являются боттовскими. Поэтому возникает важный вопрос, является ли свойст­
во боттовости в каком-то смысле свойством общего положения? Исследованию 
этого вопроса посвящена данная работа. Основной результат - множество бот­
товских систем составляет множество первой категории среди всех интегрируе­
мых (в слабой метрике) (теоремы 2.1 и 2.4). Напомним, что множество первой 
категории - это множество, представимое в виде счетного объединения нигде не 
плотных множеств. Однако, среди систем, удовлетворяющих некоторым допол­
нительным условиям, это множество плотно (теорема 3.1). В сильной метрике 
множество боттовских систем открыто (теорема 4.1). 

Библиография: 14 названий. 

§ 1 . В в е д е н и е 

Пусть ( М 4 , и) - симплектическое четырехмерное многообразие, a sgrad Я - га-
ми льтоново векторное поле, соответствующее гамильтониану Я . Предположим, 
что система v = sgrad Я имеет независимый первый интеграл F. Обозначим 
Qh = {ж G М 4 | Н(х) = ft} = {Я = ft}, где ft - регулярное значение Я . Будем 
считать, что М 4 компактно, хотя в большинстве случаев нам будет достаточно, 
чтобы все слои лиувиллева слоения (регулярные и особые) были компактны. Все 
объекты ниже будем предполагать класса гладкости С°°. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1.1. Будем говорить, что интеграл F системы v = sgrad Я бот-
товский на Qh, если критическое множество F на Qh - непересекающееся объе­
динение невырожденных многообразий, т.е. гессиан функции F , ограниченной на 
трансверсаль к этим многообразиям в Qh, невырожден. Будем говорить, что сис­
тема v — sgrad Я боттовская на Qh, если она допускает боттовский интеграл. 

Невырожденные одномерные критические многообразия делятся на два класса 
- минимаксные, когда собственные числа гессиана одного знака, и седловые, когда 
они разных знаков. 

Класс боттовских систем был выделен А.Т. Фоменко в 1986 году для изуче­
ния топологии интегрируемых систем. В неявной форме этот класс возникал и 
раньше, поскольку, как было осознано после работ многих физиков, механиков и 
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математиков, в подавляющем большинстве обнаруженные интегралы классичес­
ких интегрируемых систем с двумя степенями свободы являются невырожденными 
(т.е. боттовскими в терминологии [10]) на почти всех уровнях энергии (см., напри­
мер, [5]-[8], [11]—[13]). Поэтому класс боттовских систем включает в себя практи­
чески все знаменитые случаи интегрируемости. Далее для боттовских нерезонанс­
ных систем в [1], [2] (см. также [3]) был открыт изоэнергетический топологический 
инвариант Фоменко-Цишанга, который полностью описывает топологию интегри­
руемой системы с точностью до тонкой топологической классификации. Конст­
рукцию инварианта, его свойств см. в указанных работах. Понятие боттовского 
набора интегралов было распространено на системы со многими степенями свобо­
ды. Существует несколько определений этого понятия, см. А.Т. Фоменко [9], [10]. 

С интегрируемой системой sgrad Я и ее фиксированным интегралом / связаны 
два важных объекта - отображение момента /i и бифуркационная диаграмма Е. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Отображение// = Я х / : М 4 -> Ж2,гдеfi(z) = (H(z),f(z)), 
называется отображением момента. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Пусть К = {z e M 4 | rk(d/i) < 2}. Множество Е = fi(K) 
назьвзается бифуркационной диаграммой. 

Пусть Н - множествохамильтонианов на (М4,о>), для которых соответствую­
щая система имеет независимый первый интеграл. Поскольку Н С С П (М 4 , Ж), то 
множество Н допускает естественную Сп метрику. Таким образом, в этом прос­
транстве две системы близки, если в Сп метрике близки их гамильтонианы. При 
этом близость интегралов этих систем не предусматривается. Шевеления в этом 
пространстве будем обозначать Н —> Н, а саму метрику будем называть слабой. 

Пусть H F - множество пар (Я, F), где Н - гамильтониан, a F - независимый 
первый интеграл системы v = sgrad H (опять, симплектическое многообразие фик­
сировано). Аналогично H F С С П (М 4 , Ж2), поэтому H F допускает естественную 
Сп-метрику, в которой две системы близки, если близки гамильтонианы и инте­
гралы. Назовем эту метрику сильной. Шевеления в этом пространстве будем обо­
значать (Я, F) —> (Я, F). Это то же самое, если мы будем шевелить пуассоново 
действие группы Ж2 в (М 4 , и). 

Как оказалось, шевеления в этих пространствах существенно отличаются. На­
пример, с точки зрения первого пространства неботтовские системы всюду плот­
ны, а с точки зрения второго - боттовские системы составляют открытое множес­
тво. 

Автор выражает искреннюю благодарность А.Т. Фоменко и А.В. Болсинову 
за постановку задачи и постоянный интерес к работе. Автор признателен фонду 
Pro-Mathematica за поддержку. 

§ 2. Плотность неботтовских систем в слабой метрике 

ТЕОРЕМА 2.1 (О плотности неботтовских систем). 
а) Любую интегрируемую (боттовскую) систему v = sgrad Я малым ше­

велением Н -* Н молено сделать интегрируемой неботтовской на заданном 
уровне {Н = а}. 
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б) У любой боттовской системы, малым шевелением Я -> Я молено 
разрушить топологическую структуру, добаёив сколь угодно много крити­
ческих окружностей на заданном уровне гамильтониана, сохранив интегри­
руемость и боттовость новой системы. Кроме того, таким шевелением 
можно добиться появления метки со сколь угодно большим знаменателем 
(определение метки см. в [2] и [3]). 

Рис . 1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Т\ - регулярный тор системы v = sgrad Я . В его 
окрестности существуют канонические координаты действие - угол I\, li, <pi, <£>2 
такие, что Я = # ( i i , /2), а траектории системы v = sgrad Я - прямолинейные 
обмотки торов. Так как Я = Н(1\, /2)) то можно считать (возмутив Я вблизи Т\ 
в классе функций от Ij, если надо), что det ( d

dj ^ J ф 0. Также можно считать, 
что существует такой тор Т, что на нем отношение частот системы v = sgrad Я 
рационально. Это означает, что траектории этой системы на Т замкнуты. Тогда 
можно выбрать 1\ так, что на торе Т векторные поля sgrad Я и sgrad I\ были ли­
нейно зависимы. Тогда, если рассматривать 1\ как интеграл системы v = sgrad Я , 
то тор Т критический для этого интеграла. Считаем, что 1%(Т) = 0. Если нуж­
но, то малым возмущением Я можно добиться того, что ^ р - ^ 0- h - интеграл 
системы v = sgrad Д. Пусть 

Н = {Я | {Я, h} = 0 в окрестности 7\ } 

- множество интегралов системы u = sgrad /1 - это в точности те функции, кото­
рые в окрестности Т\ не зависят от <р\. Будем возмущать Я в классе %. Пусть 
ft = Я I <PI-Q . Заметим, что ft - регулярная функция от 1\, 1ч, <рч. Ясно, что в ок­
рестности Т\ любая функция У из И имеет вид У = Y(I\, /2» ̂ 2)- h \h=<x имеет 
неморсовские особенности (целая окружность). Возмутим h следующим образом 
ft = ft -f £</(/i j ^2) sin(fcy?2), где flf такая гладкая функция, что в достаточно малой 
окрестности нуля g = 1, а вне несколько большей (но тоже малой) окрестности 
g — 0. Подбирая е малым, получим малое возмущение. Нетрудно проверить, что 
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h \%=а будет иметь только морсовские особенности - к седловых точек, и к ми­
нимумов (или максимумов). На рис. 1 показаны линии уровня 1\ на поверхности 
{h = а} и {h = а] при к — 6. После этого по к построим соответствующий га­
мильтониан Я . Ясно, что новая система будет интегрируема, и кроме того, вблизи 
Т (тора старой системы), у новой будет к новых минимаксных и к седловых окруж­
ностей. Мы доказали первую часть пункта б) теоремы 1. Теперь докажем пункт а), 
и затем окончим доказательство б). Чтобы получилась неботтовость, достаточно 
в последнем шевелении h = h + ед{1\, I2) sin(&^>2) вместо синуса взять функцию w, 
например, такую, что 

1) w(t) периодическая с периодом 2я-; 
2) для малого 8) на отрезке [8, ж — 8] w(t) — sin(2tf); 
3) вне [0, тг] w(t) = 0. 

Покажем, что получившаяся система не будет боттовской - у нее будет крити­
ческое множество на {Н = а } , отличное от тора, окружности и бутылки Клейна. 
Это множество - двумерное кольцо, составленное из критических окружностей. 
Мы таким образом показали, что данный интеграл 1\ не будет боттовским. Чтобы 
показать, что любой интеграл не будет боттовским, заметим, что особый слой ли-
увиллева слоения имеет критические окружности, к которым приклеиваются три 
кольца. В боттовском случае такого не может быть. Пункт а) доказан. 

Чтобы завершить доказательство теоремы сделаем следующее. В окрестнос­
ти Т\ зафиксируем рациональный тор Т. Пусть 71 > 72 ~ образующие торов, при­
чем 7i ~ идет "вдоль" траектории системы v = sgrad Я на Т. Заметим, что после 
указанных возмущений все слои лиувиллева слоения новой системы будут содер­
жать 7i • Пусть 7г ~ близкий к Т рациональный тор. Пусть у - тип обмотки на Т2, 
7 = #71 + Р72 • Чем ближе Т^ к Т, тем ближе отношение p/q к нулю, и тем больше 
q. Тогда совершим такие возмущения в непересекающихся окрестностях Т и Тг. 
Ясно, что p/q будет меткой между уровнями, содержащими новые минимаксные 
окружности. Теорема доказана. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Назовем интеграл F системы sgrad H периодическим, если 
все траектории системы sgrad F замкнуты. 

ЛЕММА 2.3. Пусть О - боттовская относительно периодического инте­
грала F седловая окружность системы sgrad Я . Пусть Н —> Н - достаточ­
но малое интегрируемое возмущение Н (в метрике Сп, п > 2). Тогда вблизи 
О останется критическая окружность новой системы. 

ЛОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть П - 3-трансверсаль к О, и П а = Qa П Я. Рас­
смотрим проекцию поля sgrad Н на П вдоль траекторий поля sgrad F. Положим 
£ = G?7r(sgrad Н) - векторное поле на П а . Пусть х G О П П.Нам надо показать, что 
£ в точке х имеет невырожденную линейную часть. Рассмотрим в окрестности х 
канонические координаты q\ = F,q2)p\,P2- Нам достаточно рассмотреть только 
линейную ^квадратичную части Н. Тогда 

Я = o/qi + bq\ + cq\ + dp\ + ep\ + fq1q2 + gq2P2 + hq2pi + kqxp2 + тргр2. 

Легко вычислить, что 



БОТТОВСКИБ ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ Ш 

Поскольку О - окружность седловая, то Асе — д2 < 0. Собственные числа равны 
±\/д2 — Ate. Предположим, что сепаратрисные диаграммы ориентируемы. Поло­
жим т(у) - время, за которое траектория системы sgrad Я , выпущенная из у £ На, 
вернется на Иа. Ясно, что г определено вблизи х. Пусть Ф*(£) - диффеоморфизм 
сдвига вдоль поля £ на время t. Тогда д(х) = Фг(я.)(^)(ж), где д - отображение 
последования на П^. Тогда dg = exp(d£). Его собственные числа не равны 1. При 
малом шевелении Я , Иа мало пошевелится, и д мало пошевелится. Следователь­
но, останется неподвижная точка, и собственные числа dg не будут равны 1. 

Если сепаратрисные диаграммы неориентируемы, то надо вместо д рассмотреть 
д2. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 2.4. Множество боттовских на данном уровне энергии систем 
- множество первой категории (в слабой метрике Сп, п > 2). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Обозначим через Вп множество боттовских систем (на дан­
ном уровне энергии а) , имеющих на этом уровне ровно п седловых окружностей. 
Покажем, что Вп нигде не плотно. 

Пусть Я £ Вп. Из предыдущей теоремы следует, что малым шевелением 
Н —>• Я можно добиться того, что система v = sqrad Н боттовская при Н = а, 
Н £ #2n+i и н о в ы е седловские окружности (их не менее п + 1) при Н = а удов­
летворяют условию леммы 2.3. Но по лемме 2.3 достаточно малым шевелением Н 
нельзя вернуть его назад в Вп. Мы показали, что Вп нигде не плотно. Множество 
боттовских систем на Н = а - объединение всех Вп. Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 2.5. При интегрируемом шевелении Н —> Н новая система 
наследует старые критические окружности, но при этом может получить 
новые. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2.6. Старые боттовские окружности остаются, мало продеформи-
ровавшись, критическими окружностями новой системы, но при этом, эти окруж­
ности не обязаны быть боттовскими. Этому посвящен следующий пример. 

ПРИМЕР 2.7. Рассмотрим боттовскую седловую окружность О системы v = 
sgrad Я с независимым интегралом F. Можно считать, что F(0) = # (0) = 0. 
Пусть {Tn}^L1 - последовательность торов Лиувилля на уровне QQ = {Я = 
0}, причем F(Tn) —> 0 при п —у оо. Обозначим через Un непересекающиеся 
окрестности торов Тп. Ясно, что можно сколь угодно мало пошевелить Я , если 
надо, чтобы в Un П QQ был резонансный тор для данного п. Пусть дан е > 0. 

оо 
Пусть 8п - такая последовательность положительных чисел, что 2 52 5П < е. 

71 = 1 

Далее в каждой окрестности Un сделаем шевеление в метрике C n + f c не более чем 
на 8п, чтобы в Un П QQ был рациональный тор, а затем сделаем шевеление, как 
в теореме 1, в этой же метрике не более чем на 8п. Проверим, что получится 
гладкая функция Я , в С^-метрике отличащаяся от Я не более чем на е. Пусть 
U - любая окрестность слоя {Я = 0; F = 0}, вне U лежит конечное число Tj, 
следовательно, вне U мы произвели конечное число возмущений. При каждом из 
них полученная функция была гладкой, и отличалась в С^-метрике не более чем на 
28j (метрика Ск слабее, чем C J+fc). Следовательно, Я гладкая, по крайней мере, 
везде, исключая множество {/ = 0} и в С^-метрике р(Я, Я) < е. Покажем, что 
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на самом деле Я гладкая везде. Пусть Wn - окрестность слоя {Я = 0; F = 0}, 
не содержащая 7 \ , . . . , Тп. Тогда внутри Wn все возмущения, по крайней мере, 
класса Сп+к. Эта метрика полна, следовательно, на множестве {F ~ 0} функция 
Я принадлежит Ск+п, п произвольно, отсюда получаем требуемое утверждение. 
Мы возмутили Я в С^-метрике не более чем на е, особенность при F = 0 осталась, 
но перестала быть боттовской, так как она не изолирована. 

§3. Плотность боттовских систем в более узком классе 

Мы видели, что в слабой метрике почти все системы неботтовские. Эти сис­
темы могут иметь очень сложную структуру. Поэтому, можно поставить вопрос 
так: будут ли плотны боттовские системы среди "не очень сложных" систем. Ока­
залось, что это так, если сделать некоторые допущения. 

В начале напомним некоторые уже известные факты. Пусть F - интеграл сис­
темы v = sgrad Я . Рассмотрим пуассоново действие группы Ж2 в (М4 , и), задава­
емое следующей формулой 

(а, 6) Е Ж2, Я(а, Ь)(х) = Фа • **(*), 

где Ф* и 4ft - сдвиги вдоль траектории векторных полей sgrad Я и sgrad F на время 
t соответственно. Нас будут интересовать орбиты этого действия. Каждая орбита 
- гладкое многообразие размерности равной рангу rk(sgrad Я , sgrad F). Очевид­
но, что сами эти многообразия диффеоморфны Жг/Г, где Г - дискретная подгруппа 
группы Жг, г < 2. Пусть Qh = {Н = h) - многообразие регулярного уровня, а 
с - критическое значение F на Qh- Рассмотрим множество F~l{c). Оно состоит , 
вообще говоря, не только из одномерных орбит. Известно, что в боттовском слу­
чае, к седловым критическим окружностям приклеиваются двумерные орбиты -
кольца Ж х S1 (сепаратрисы). 

Будем считать выполненным следующее условие: у системы v = sgrad H име­
ется интеграл / со следующими свойствами. 

(i) Для всех h,a<h</3HaQh все критические множества / - двумерные то­
ры, бутылки Клейна и окружности. К окружностям могут приклеиваться только 
кольца. 

(ii) Бифуркационная диаграмма И(Я, / ) С Ei , где Xq - объединение непрерыв­
ных кривых / = Wi(h), 1 < г < т . 

ТЕОРЕМА 3.1. Пусть система v = sqrad H удовлетворяет условиям (i), 
(ii). Тогда можно сколь угодно мало возмутить Н так, чтобы возмущенная 
система v = sgrad Я на заданном уровне {Н = ho} стала боттовской. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Идея доказательства такова: сначала строится периоди­
ческий интеграл F, а затем производится возмущение Я , аналогично, как в тео­
реме 2.1, чтобы F стал боттовским. Основная сложность - доказательство сущес­
твования F. Лля этого и введены условия (i), (ii). 

Обозначим через сд, критическое значение / на Qh. 

ТЕОРЕМА 3.2. Лля любого е найдется число h такое, что \h — HQ\ < e и в 
некоторой окрестности V С М4 критического множества {Н = /г; / = сд} 
существует периодический интеграл F системы sgrad Я . 

Для доказательства нам понадобится следующая лемма. 
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ЛЕММА 3.3. В условиях теоремы всюду плотное и открытое множество 
(в U) составляет такие уровни Н = ft, что выполнено следующее условие. 
Для каждого такого ft существует открытый интервал Uo такой, что мно­
жество E i , ограниченное на множество {ft G С/о} состоит из объединения 
непересекающихся непрерывных кривых f = w[(h). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ. Обозначим p(h)~ число различных значений функ­
ции W{(x) при х = ft. Из условия 2 теоремы следует, что р всегда конечно. Пусть 
Un = {ft | p(h) = n};Vn = Uk>nUk- Из непрерывности Wi следует, что множес­
тво Vn открыто при всех п. Рассмотрим P(h) = limsup/?(x). Тогда в некоторой 

x-+h 
окрестности U Э ft нет таких ft, что p(h) > P(h) или, что то же самое, Uk П U = 0 
при А: > P(h). Пусть n = -P(ft), Vn открыто (и не пусто) в U. Поэтому, так как 
Уп П U — Un О С/, то и Un открыто в U. Кроме того, ft - предельная точка UU) 

поэтому существует fto G Un такое, что для заданного £, |ft — fto | < е. 
Пусть Д , . . . , fn - множество значений Wi(h0) (по построению их ровно п). Из 

непрерывности W{ следует, что существует такой открытый интервал W (Un Э 
W Э fto), на котором кривые Wi(h)nwj(h)ne пересекаются, если u>i(fto) 7̂  Wj(ho), 

Покажем, что если Wi(ho) — Wjfto), то Wi(h) = U/j(ft) при ft G W. Пусть 
это не так: ft G W и w;t(ft) ^ Wj(h). Это означает, что на уровне ft множество 
значений Wj(ft) содержит, по крайней мере, п -f 1 элемент. Это противоречит тому, 
что ft G f/n = {p(z) — п } - Лемма доказана. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.2. Определять F будем следующим образом. 
Выберем в окрестности на каждом слое согласованные образующие, после этого 
положим 

F = —- / х; где dx — и. 
2тг Д. 

Обозначим данный уровень энергии через fto, а критическое значение / на нем 
через /о. В силу леммы 3.3 выберем |ft—fto | < е/2 так, что в некоторой окрестности 
W Э ft, если / - критическое значение / на уровне ft G И ,̂ близкое к нулю, то 
/ = w(h), где w - непрерывная функция. 

Если уровень / = w(h) не критический, то теорема доказана, так как в этом 
случае в качестве F можно взять координату-функцию действия. Ясно, что можно 
считать, что в некоторой окрестности W\ Э h (W\ С W) все w(x) - критические 
значения / на уровнях Н = х. 

Рассмотрим случай, когда / = w(h) - критическое значение / на {Н = ft} = 
Qh. Пусть в некоторой окрестности W\ Э ft; W\ С W на любом сингулярном 
слое {Н — x;f = w(x)}, 1 G ffi, нет колец S x R. Тогда w(x) доставляет 
локальный максимум (для определенности) / на многообразии Н = х при х G 
W\ (прообраз / - 1 (w(x)) - окружность). В этом случае образующая выбирается 
легко. Достаточно определить ее на одном торе и распространить на другие торы 
и окружности. 

Если же любой окрестности W\ точки ft существует ft такое, что слой {Н — 
ft; / = w(h)} содержит кольцо, то выберем ft так, что |ft — ft| < е/2. Тогда |fto~ft| < 
е. Для простоты будем считать, что h — Omw(h) = О, 



114 В.В. КАЛАШНИКОВ 

Итак, на слое {Н = 0 ; / = 0} есть кольца. Будем считать этот слой связным. 
(Если это не так, по очереди рассмотрим каждую связную компоненту.) Кроме 
того, на всех близких уровнях Н есть критические окружности при / = w{h). 

Рассмотрим кольцо R. Пусть у - его образующая . Она определена с точностью 
до изотопии. Пусть U - трубчатая окрестность у (в М). U пересекает близкие 
слои по кольцам, которые и определяют на этих слоях образующие и, притом, 
однозначно. 

Пусть R\ и R2 - два кольца на уровне {Н — 0 , / = 0}. Предположим, что 
они имеют общие близкие торы. Каждое кольцо тогда определяет на них свою 
образующую. 

ЛЕММА 3.4. Эти образующие совпадают. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ. Пусть 71 и 72 - две образующие .Ri и ifo, at / i и {/2 

- их трубчатые окрестности. Можно их выбрать так, чтобы они не пересекались. 
U\ и U2 пересекают торы по К\ и Кг. Так как К\ О Кг — 0 , то они определяют 
одинаковую образующую. Лемма доказана. 

Пусть 0 i , . . . , , ON ~ критические окружности на слое { # = 0 , / = О}, К -
произвольное кольцо на этом слое. 

A) К однозначно определяет образующие на близких торах. 
Б) Пусть к 0 i , кроме К, примыкает другое кольцо К\. К\ также определяет 

образующие на близких торах. При этом может получиться так, что на одном торе 
определены две образующие - от К и К\. По лемме 3 4 они совпадают. 

B) Предположим, что в окрестности Oi на QQ = {Н = 0} образующие уже 
выбраны (если нет, то надо вернуться в пункт Б)). Тогда, если вблизи {/ = 0} на 
Qo определены все образующие, то существует такое кольцо Кг и окружность О г, 
что это кольцо примыкает к О г и Oi. Тогда нужно перейти в пункт Б), поменяв Oi 
на 02, а К на Кг. 

Так можно определить образующие на W U 0\U ... UON, где W - некоторое 
открытое множество, содержащее все кольца слоя { # = 0 , / = 0 } . Это множество, 
ограниченное на Qo = {Н = 0}, является окрестностью слоя {/ = 0}. 

Поступим так. На всех близких уровнях энергии проделаем такую процедуру. 
После этого покажем, что на этих уровнях образующие будут выбираться согла­
сованно. 

Множество регулярных торов открыто. В рассматриваемой области оно распа­
дается на связные компоненты. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ . Назовем два тора смежными, если они принадлежат одной связ­
ной компоненте. 

Ясно, что если мы выбрали образующую на одном торе, то она однозначно вы­
бирается на всех смежных торах. Множество смежных торов открыто в М. 

Пусть О - критическая окружность, a R - примыкающее к ней кольцо. Введем в 
рассматриваемой окрестности риманову метрику, от выбора которой доказатель­
ство не зависит. 

Обозшчим через В{х, X) открытый шар радиуса Л, с центром в точке х. Пусть 
V - трубчатая окрестность, (малого радиуса) О. Положим V5 = (J В(х,6). 

х£0 
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Выбирая 8 малым, можно добиться того, что Vs С V. Пусть у - образующая 
R такая, что у Е V \ Vs, U - ее трубчатая окрестность U С V \ V5. 

Множество слоев, которые пересекают U по кольцу, открыто. Пусть х Е R. 
Н(х) = f(x) = О, кроме того, в точке х гк(с?Я, df) — 2. Поэтому существует с > О 
такое, что если / 2 + /г2 < с2, то слой {Я = /io, / = /о} пересекает С/ по кольцу. 

Уменьшим, если надо, 5 так, чтобы максимум | / — /о | на У5 был меньше с/2 : 
max \f(x) — /о | < с/2 при ж Е V* (/о = 0). Выберем е так, что 

1) на множестве (V \ V5) П {Я = Л}, |А| < е нет критических окружностей ( т.е. 
они существуют, но лежат в Vs), 

2)е<с/2. 
Отсюда следует следующий факт: пусть /о - критическое значение / на уровне 

{Я = А}, |А| < е. Тогда соответствующая критическая окружность лежит в Vs 

и, следовательно, | /0 |2 < с2/4, fl + Я 2 < с 2 / 4 + А2 < с2/4 + с2/4 < с2. Из этого 
следует, что слой {Я = А, / = /о} пересекает (7 по кольцу. 

Мы построили такие е и <$ для данной окружности и для данного кольца, при­
мыкающего к ней, следовательно, в силу конечности числа окружностей и колец 
на Qo = {Я = 0}, можно предъявить такие е и <5, что они будут удовлетворять 
нужным условиям для всех окружностей и колец на Qo • 

Сформулируем это точнее. Пусть кольцо Rj примыкает к окружности Ог. V* 
- малая трубчатая окрестность О;, V^ = (J B(x,8), jij - образующая Rj;, 

3 7 6 0 1 

лежащая в V; \ V*. [/j,j - трубчатая окрестность 7t',j; t^',j С Vi \ V^. Тогда 
существуют такие £, <$, что 

l ) 7 . - j C V i \ ^ ; 
2 ) ^ f j C V i \ V ; ' ; 
3) для любого |А| < £, на уровне Я = А,ее ли / = / 0 - критический уровень / , 

то множество / = /о пересекает t/jj по кольцу; 
3') если |/о | < с, где с не превосходит max | / — /о | = max | / | на любой из V*, 

то слой {Я = А, / = /о}, |А| < е пересекает любую Uij по кольцу; 
4) на этом уровне Я = А все критические окружности лежат в (J V*. 

i 
Уточним - рассматриваемая область - это / 2 < с2/4; \Н\ < е. Множес­
тва смежных торов открыты, поэтому можно потребовать еще следующее 
условие (на малость е): 

5) пусть тор Т пересекает некоторую Я;?г по кольцу. Тогда при |А| < е на уров­
не Qx = {Я = А} будет существовать тор Т', смежный с Т, пересекающий 
Ujti по кольцу. 

ЛЕММА 3.5. Пусть Т - тор на уровне QQ. Предположим, что он пере­
секает Uj}i по кольцу. Тогда (из условия 5)) на уровне Q\, |А| < е есть Т', 
смежный с Т, и пересекающий Uji% no кольцу. Тогда 

1) на уровне {Я = А} определена описанная выше процедура выбора 
образующих, 

2) в результате этой процедуры на торе Т' будет определена та же 
образующая, что и на торе Т. 
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ЛОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем сначала пункт 1). Напомним, что указанная про­
цедура определяла образующие в окрестности (на Q) связной компоненты особого 
слоя при условии, что он содержит кольца. Тогда надо показать следующее: 

1.1) слой / = w(X) на Q\ связен ( в рассматриваемой окрестности); 
1.2) этот особый слой содержит кольца. 
Предположим, что слой {Н = А; / = w(X)} не связен, а Т\,..., Ть ~ его связные 

компоненты. На Q\ множество регулярных торов, значение / на которых не равно 
w{X) распадается на однопараметрические семейства Ту. Рассмотрим все такие 
семейства, примыкающие к Т\. Пусть это будет семейства Т\,..., Tq. Рассмотрим 
множество А — Т\ U T\ U • • • U Tq. есть две возможности: 

1.1.1) Л заполняет всю рассматриваемую окрестность на Q\ (эта окрестность 
| / | < с/2). Но тогда J:2) •.., Fk ей не принадлежат; 

1.1.2) существует точка х из рассматриваемой области, не принадлежащая А, 
на границе А. Пусть Т - слой лиувиллева слоения, проходящий через х. Значение 
/ на Т ровно w(X), иначе А можно было бы продолжить. Следовательно, это 
один из Т]. Тогда между Т\ и Tj существует прослойка регулярных слоев. Это 
противоречит тому, что f(T\) = f(^j) — w(\). 

Предположим, что этот слой не содержит колец. Следовательно, этот слой -
окружность или критический тор (для определенности - максимальные). Ясно, 
что w(X) < с/2 ( из свойства 3) константа с оттуда же). Тогда существует число д 
такое, что w(X) < д < с/2. Поскольку в рассматриваемой окрестности нет других 
особых точек, то множество уровня {/ = д} П <2д пусто. Тогда нарушается усло­
вие 3') (см. выше), поскольку пустое множество не может пересекаться с другим 
множеством по кольцу. Таким образом, пункт 1 леммы 3.5 доказан. 

Докажем пункт 2. Слой {/ = w{X)\H = Л} пересекает Uij по кольцу (см. 
свойство 3) и 3')). Этот слой особый и, следовательно, можно рассматривать Uij, 
как окрестность образующей у на некотором кольце из особого слоя на Q\. В таком 
случае, на двух торах определена одинаковая образующая, так как она определена 
с помощью одной и той же трубки Uij. Лемма доказана 

Покажем, что множество смежных торов, лежащих на Q\) связно. Из доказа­
тельства леммы 3.5 следует, что на Qt при t £ (—£, е) нет изолированных окруж­
ностей, и особый слой связен и непуст. Тогда на каждом уровне Qt множество регу­
лярных торов распадается на п\,..., п*; р\,..., р™, где образ п при отображении 
момента лежит ниже графика / = tu( t f ) ,ayp- выше. В силу вышесказанного к 
и га не зависят от t. Ясно, что нумерацию можно сделать таковой, что торы из р{ 
смежны с pJ

t (аналогично сп{). Покажем, что торы из pi не смежны с п\. Пусть 
это не так. Тогда есть непрерывная кривая 7, соединяющая два тора изп{ и ^ и 
пересекающая только регулярные торы. Но тогда ^(7) - образ у при отображении 
момента пересечет график / = w(h). Следовательно, в силу сделанных замечаний 
7 пересечет особый слой. 

Покажем, что торы из р?т не смежны с рг
г(г ф j). Пусть это не так. Аналогично 

соединим двух представителей кривой у. Образ р(у) не пересекается с некоторой 
окрестностью графика / = w(h). Но тогда концы графика принадлежат одной 
связной компоненте т.е. р^. 

Пусть Т\ и Тч - смежные торы, и Т\ Е Qo, тогда по свойству 5) существует тор 
Т', смежный с Тг, лежащий с ним на одной Q\ и такой, что к нему применима лемма 
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3.5. Тогда на Т\ и на Т' образующая выбрана согласованно. Но Т" и Тъ лежат в 
одной из связных (на Q\) компонент (р7 или пг), следовательно, на них выбирается 
одинаковая образующая. Этим мы доказали, что на Т\ и Тг образующие выбраны 
согласованные. 

Аналогично это можно показать для произвольных торов. В таком случае Т\ £ 
Qx, заменив Qo на Q\ и повторив все рассуждения, мы получим 

СЛЕДСТВИЕ. Если Т\ и Тг - смежные торы, и Т\ Е Q\, mo существует 
S\ такое, что если Тч С {\Н — А| < е\}, то на этих двух торах выбрана 
согласованная образующая и (А — £1, A -+- £i) С (—£,£). 

Отрезок [—£/2, е/2] покрывается конечным числом таких интервалов (А—е\, A-f 
£1), что завершает доказательство теоремы 3.2. 

Рассмотрим диффеоморфизм g : IR3 —> М3, удовлетворяющий следующим усло­
виям. 

1. Существует натуральное N такое, что gN — id. 
2. g*H = Я , где (Я, х') у') - заданные координаты в М3. 
3. Точка z с координатами xf(z) — y'(z) = 0 неподвижна: g(z) = 2. 

ТЕОРЕМА 3.6. Пусть N = {х' = у' = 0}. Тогда можно ввести гладкие 
координаты р, <р на Ш3 \ N вместо х1 и у', что диффеоморфизм g в этих 
координатах - поворот на угол 2irp/q в плоскостях Я = const. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На каждой поверхности {Я = а} у диффеоморфизма g 
есть неподвижная точка х' = у' = 0. Рассмотрим дифференциал ограничения 
g на {Я = а} в этой точке, с?^^ = Е) следовательно, с?(^|я=а) имеет собст­
венные числа А, равные корням из 1 степени п < N. о1{д\н=а) гладко зависит 
от а, следовательно А и А зависят от а. Пусть (Я, ж, у) - такие координаты, что 
i( \ \ - * { совф $mip\ 
а{д\н=ос), вычисленный в этих координатах, имеет вид ( . 1, тогда 
в этих координатах д - поворот на угол ф с точностью до 0(х2 + у2). Положим 
р2 = f + g+f + h g?"1 / , где / = х2 + у2. Заметим, что /г2 - морсовская функ­
ция на каждой поверхности {Я = а} и инвариантна относительно д. Ее линии 
уровня на {Я = а} - замкнутые кривые, обходящие нуль. 

Осталось построить координату (р. Сначала докажем лемму. 

ЛЕММА 3.7. Если p(z) достаточно мало, то п - минимальный период 
точки z. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ. Ограничимся на поверхность Я = H(z). Орбита 
точки z лежит на окружности {р = p(z)}. Пусть <р\ = arctg(2//x) - многозначная 
функция. Ясно, что g с точностью до 0(х2 -f у2) - это преобразование р' = р\ 
(р[ = (рг -f 2тт(к/п), где А: и п взаимно просты. Поэтому орбита точки состоит уже, 
по крайней мере, из п точек. Осталось показать, что их ровно п. Пусть gnz ф z. 
Ясно, что отклонение gn z от z по координате (fii порядка 0(х2 + у2). Поэтому, для 
всех точек таких, что 0 < р и р мало, однозначно определена функция отклонения 
£(z) = <pi(gnz) — <pi(z) (при вычислении ^(2) берется одна ветвь функции^) . 

I. Предположим, что существует такая точка г', что p(zf) > 0 и £(z') = 0, 
но £ не равно нулю на всей окружности (иначе все доказано, и <р = <£>i). Пусть 
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0{р — p{z')} и 0 + = {z Е 0 | £(z) > 0} не пусто (иначе возьмем О-). 0+ открыто 
- состоит не более чем из счетного объединения интервалов. 0 + ф О, так как 
z1 £ О и £(z') = 0. Можно считать, что 2:' принадлежит границе 0 + , причем 
так, что связная компонента 0+ лежит "слева" от z1, т.е. (pi на 0+ больше, чем в 
z1'. Вблизи z' на 0 + £(z) очень мало, но положительно. Поэтому можно выбрать 
такую точку z"', чтобы ее период был сколь угодно больншм, что противоречит 
тому, что gN = id. 

П. Предположим противное, что £(z) ф 0 для любой точки z такой, что p{z) 
мало, но p(z) > 0. Тогда, так как £(z) = (fi(gnz) - <fi(z) = 0(/э2), то подбирая р 
достаточно малым, можно сделать так, что точка z E {р = с, где с мало} имеет 
сколь угодно большой период (аналогично, как в I). 

Следовательно, £(z) = 0 для всех z с достаточно малым р. Лемма 3.7 доказана. 

Продолжим доказательство теоремы. (р\ - функция неоднозначная, при обходе 
вокруг нуля имеет приращение 2тт. Но (fi(gz) — <pi(z) = 2ттк/п + 0(р2) (mod27r), 
где (к, п) = 1. Положим Ф = <pig*<fi + • • • + д+ ~1(рг- Будем понимать это в 
смысле сложения однозначных функций. При этом Ф будет иметь приращение 2пп 
при обходе вокруг нуля. д+<р\ — ip\ = 2irk/n + 0(/?2), поэтому д+Ф — Ф = 2жк) но с 
другой стороны, д+Ф — Ф = 0(mod27r), следовательно, д+Ф - Ф = 2-кк. Положим 
<р = ф/п. Теорема 3.6 доказана. 

Продолжение доказательства теоремы 3.1. 
Пусть П - трехмерная трансверсаль к критической окружности О. Рассмотрим 

отображение Пуанкаре д для системы и — sgrad F на П. Ясно, что можно ввести 
в П такие координаты, чтобы д удовлетворял условиям теоремы 3.6. Отметим, 
что Я , ограниченная на П, регулярна. Это следует из того, что ТМ4 = ТЛ ф 
ТО и, если £ £л ТО, то £ (# ) = 0 => существует rj E TU такой, что rj(H) ф 
0. Аналогично F на П регулярна. Пусть (х, у, Н) - координаты, построенные по 
теореме 3.6. Будем возмущать Н в классе функций, коммутирующих с F. Чтобы 
функция W коммутировала с F необходимо и достаточно, чтобы W была постоянна 
на траекториях системы и — sgrad F. Пусть w - функция на П. Ясно, что она 
однозначно продолжается до функции W, коммутирующей с F в том и только в 
том случае, если w инвариантна относительно д - поворота на угол 2irp/q. Пусть 
HQ = Н\и- Возмутим Но так, чтобы ограничение F на поверхность {Но — h} 
имело только морсовские особенности, и возмущенная функция была инвариантна 
относительно поворотов. После этого продолжим Яо ло Н. Легко показать, что 
так можно сделать. Теорема 3.1 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3.8. Легко видеть, что возмущения в теореме 3.1 можно делать 
локально. То есть, для заданной окрестности сингулярного слоя возмущать Н 
можно в этой окрестности. Пусть / - произвольный интеграл системы sgrad H. 
Во многих случаях можно доказать, что / сколь угодно близко приближается не­
которым другим интегралом Д так, что {/i, Я} = 0 и Д = д{Н, F) в некоторой 
окрестности ̂ сингулярного слоя. Тогда, возмутив Я в этой окрестности, можно 
возмутить и / i , положив / 2 = / i вне и / 2 = д(Н, F) внутри данной окрестности. 
Таким образом, можно получить "сильный" вариант теоремы 3.1 
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ЗАМЕЧАНИЕ 3.9. Условия (г), (И) фактически нужны для того, чтобы доказать 
существование периодического интервала. Поэтому, если заранее предполагать 
его существование, от этих условий в теореме 3.1 можно освободиться. 

§ 4. Боттовские системы с точки зрения сильной м е т р и к и 

ТЕОРЕМА 4.1. Пусть О - боттовская окружность системы v — sgradH 
относительно интеграла f. Тогда при малом возмущении вида (Н, / ) —> 
( Я , / ) в Сп-метрике (п > 2) окружность О мало шевелится, оставаясь 
боттовской. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть П - 3-трансверсаль к О, Иа = П П {Я = a } ; fa = 
/ | п а • При малом шевелении Я и / П а перейдет в близкую П а ; / а = / |jj - тоже 
мало отличается от fa. Но fa морсовская при а = ао, поэтому fa морсовская, 
если возмущение мало. Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 4.2. Теорема перестает быть верной для боттовских торов. Это 
следует из доказательства теоремы 1.1. 

СЛЕДСТВИЕ 4.3. Пусть М 4 компактно, и система v — sgradЯ на Qh 
имеет только критические окружности, и на каждом критическом уров­
не интеграла f содержится одна критическая окружность. Тогда тополо­
гическая структура (т.е. изо энергетический инвариант Фоменко-Цишанга) 
устойчива относительно малых шевелений в сильной метрике. 

В случае когда на каждом критическом уровне интеграла / содержится не более 
одной критической окружности, интеграл / называется простым. В [14] показано, 
что среди боттовских систем системы с простым интегралом всюду плотны в силь­
ной метрике. 

В силу сказанного в замечании 3.8 видно, что при дополнительных ограничени­
ях на интегрируемую систему, можно сделать ее боттовской на заданном уровне, 
возмутив даже в сильной метрике. Однако, это неверно для семейства уровней 
энергии. В общем случае нельзя возмутить ее так, чтобы исчезли все неботтовос-
ти на уровнях h, где а < h < (3. Этому может помешать следующее. Пусть fn -
семейство гладких функций, построенное как в теореме 4.1. Малым возмущением 
семейства гладких функций нельзя сделать так, чтобы все функции этого семейст­
ва стали морсовскими. 

Просуммируем полученные выше утверждения. Итак, если рассматривать ин­
тегрируемые системы в слабой метрике, то почти все они неботтовские (дополне­
ние к множеству первой категории). Это не согласуется с тем, что почти все из­
вестные системы боттовские. Однако, вблизи каждой системы, удовлетворяющей 
некоторому условию, есть боттовские системы с точки зрения слабой метрики. 

§5. Многомерный случай 

Как уже отмечалось, существует определение боттовости в многомерном слу­
чае, т.е. для систем со многими степенями свободы. Поэтому, естественно было бы 
посмотреть как доказанные выше теоремы обобщаются на многомерный случай. 
Теоремы 2.1, 2.4 о плотности неботтовских систем и о разрушении топологической 
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структуры в слабой метрике, а также теоремы 4.1 об открытости множества бот­
товских систем в сильной метрике легко могут быть продолжены на многомерный 
случай. К сожалению, этого нельзя сказать о теореме 3.1 о плотности боттовских 
систем в слабой метрике среди "не слишком сложных" систем. При попытке обоб­
щить ее доказательство на случай многих степеней свободы возникают трудности. 
В многомерном случае на регулярном изоэнергетическом многообразии критичес­
кие множества могут быть размерности ниже, чем п — 1, а в этом случае дока­
зательство не пройдет, так как размерность боттовских многообразий не должна 
быть ниже п — 1. 
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